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DRODZY CZYTELNICY !

Jest to trzeci numer wydawany przez Uniwersytet Warszawski. Praktycznie
wydawanie Delty zostalo zawieszone w paZdzierniku 1989 roku, formalnie

— w lutym 1990 roku. Zdecydowaliémy sie wydaé przygotowane do druku

i znajdujace sie na réznych etapach produkcji w drukarni numery Delty
praktycznie bez zmian. ZmieniliSmy jednak ich numeracje na aktualna. Nie
bedzie wiec numeréw 11 i 12 z 1989 roku oraz numeréw 1, 2 i 3 z 1990 roku.
Nie bedziemy udawali, Ze jest wszystko w porzadku, gdy nie jest.

Prosimy o wyrozumialodé dla tych wszystkich fragmentéw, w ktérych mozna
znaleé dlady starej numeracji. W szczegélnodci przepraszamy uczestnikéw
Ligi za zaistnialy balagan. W tym roku przerwa ligowa bedzie w numerze
11 i 12. Mamy nadzieje, Ze od 1991 roku wszystko bedzie w porzadku. Nie
tylko u nas.
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Méwiac, a nawet myslac, o tym co bedzie, zwracamy uwage na réznice miedzy
znanym ,dzi§” a oczekiwanym ,jutro”. Czasem widzimy sie w owym ,jutro”
sponiewieranymi, przepedzanymi z miejsca na miejsce, bezrobotnymi, czasem za$
pedzimy jaka$ toyota ze swojej gustownej willi do przedsiebiorstwa zbudowanego
nasza przemyglnoscia. Na ogél jednak nie zwracamy uwagi na to, ze (w kazdym
przypadku) rzecz dzieje sie na tle obecnego ,,dzis”, ze nasze leki i marzenia sens
maja jedynie przy zalozeniu, ze w sumie bedzie tak jak bylo, tylko moze my
przesuniemy sie na inne miejsce. A jest to spostrzezenie wazne. Tym, co stanowi
najtrwalszy element swiata, w ktérym zyjemy, jest kultura. To w niej odbywa
si¢ nasze zycie niesprowadzalne do zaspokajania, choc¢by najszerszego, wachlarza
potrzeb fizjologicznych.

Kazdy aspekt naszego zycia ma swoja kulture. Ma ja i matematyka. Skladaja
sie na nia wielowiekowe powiazania miedzy rozwojem matematyki, postepami
cywilizacji i tzw. historia powszechna. Sklada sie na nia pitagorejskie poczucie
mocy rozumu badajacego wiedze pewna (a taka jest przeciez tylko matematyka),
odrodzeniowy zachwyt nad doskonaloscia konstrukcji Wszechéwiata (a wyrazié
ja moina najpekiej przez matematyke), surowe spojrzenie na kategorycznosé
nastepstw zjawisk, na ich wzajemne zdeterminowanie (co beznamietnie
potwierdza matematyka), na ukladanie sie przypadkowych fluktuacji

w jednoznaczny bieg zdarzeii (czego tez bez matematyki uchwyci¢ niepodobna).
O wszechobecnoéci matematyki w naszej kulturze éwiadczyé moze fakt, ze jej
jezyk pisany jest jednakowo zrozumialy pod kaida szerokoscia geograficzna, ze
jej symbole, tak réznie wymawiane, maja dla wszystkich ten sam jednoznaczny
sens.

Ale Zycie praktyczne zaciera §lady wszelkiej kultury, czyniac nas samotnymi
rozbitkami walczacymi o przetrwanie, nie rézniacymi sie czesto od naszych
uboiszych braci — swierzat. Dlatego o obecnoéé kultury w naszym iyciu trzeba
walczyé, by, nawet zwyciezywszy w walce o byt, nie stanaé przed pytaniem
»po co?®.

Ten front walki, ktéry jest szczegélnie bliski naszej redakeji i, jak mamy
nadzieje, naszym Czytelnikom — kultura matematyczna — ma od jakiego$ czasu
pewne formy organizacyjne. Dwa lata temu, w grudniu 1987 roku, grupa
matematykéw, wywodzacych sie z 11 oérodkéw z calej Polski, postanowila
wspdlnymi silami zajaé sie krzewieniem kultury matematycznej. Dzié jest to -
Oérodek Kultury Matematycznej organizujacy jednodniowe i dlugsze Szkoly
Matematyki Pogladowej, propagujacy przez wyklady i slowo pisane matematyke
zrozumiala i madra, uwolniona od ciasnego gorsetu formalizméw, pozbawiona
streséw zdawanych egzaminéw.

Dzialalnos¢ nasza od zarania sponsoruje siedleckie srodowisko naukowe.

O swoim Osrodku (ktéry jest dzisiaj wlasciwie tylko zestrzeleniem mysls

w jedno ognisko) méwimy OKM w Mordach. Otrzymaliémy bowiem obietnice,
e remontowany obecnie palac w malerikiej (choé starozytnej) miejscowosci
podlaskiej Mordy stanie sie w przyszloéci siedziba naszego Oérodka.

A jest nas coraz wiecej. | mamy coraz liczniejszych zwolennikéw. To, ze
popiera nas Rada Upowszechniania Nauki przy Prezydium PAN, Komitet
Nauk Matematycznych czy Polskie Towarzystwo Matematyczne, to zrozumiale
— w koricu to ludzie w podobnej jak my sytuacji. Ale prawdziwie cennego
poparcia, bo praktycznego, udzielilo nam érodowisko krakowskie, gdzie

we wrzeéniu 1989 roku powstala Filia OKM w Mordach — powstala i zaczela
dzialaé.

Oférodek podejmuje wspélprace z kazdym, kto w kulturze matematycznej widzi
wartoéé. Mozecie i Wy, Caytelnicy, zorganizowal u siebie Dziefi Zrozumialej
Matematyki. Piszcie do Oérodka — nawiazemy wspélprace. Zobowiazujemy
sie udowodnié, ze matematyka jest piekna i przejrzysta — s3 ludzie, ktérzy
inaczej o matematyce wstydza si¢ méwié. Piszcie pod adresem redakcji Delty
lub bezpoérednio

Ofrodek Kultury Matematycznej w Mordach

“ul. Nowotki 19/21, 08-110 Siedlce.



Prawa fizyki a

ciezkie zycie krasnoludkow

Pawei BEASIAK

Kiedy bylem malym chlopcem, bardzo lubilem opowiadania o krasnoludkach.
Nie moglem zgodzié sig¢ z tym, Ze dorosli Meustannie leniuchuja, a krasnale musza

~ za nich pracowaé. Bardzo mi bylo Zal sympatycznych i niezwykle pracowitych
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Roswiqzanie zadania M 667.

Spodréd wszystkich par (I, X). gdzie
I jest prosta przechodzaca yrzes

co najmnicj dwa punkty zbioru, a

X punktem zbioru uie nalezacym

do I, wybierzmy taka. dla ktérej
odleglodé 2 X do | jest najmniejsza.
Przypuéémy, e na I leia trzy punkty
shioru A, B, € (w tej kolejnodei).
Wdéwezas rzut prostopadly punktu X
na [ nic nalezy do ktérejs z dwu
pélprostych, na ktére prosta [ dzieli
punkt B. Przypudémy, #e nie naleiy
do pélprostej zawierajacej punkt A.
Wiedy kat ABX jest rozwarty lub
prosty, stad w tréjkacie ABX bok AX
jest najdluiszy. Poniewai w kaidym
trdjkacie iloczyn: bok - wysokodé
natfi opuszczona jest staly, prowadzi
to do wniosku, ie odleglodé

punktu B od prostej przechodzacej
przez punkty A i X jest mniejsza

od odleglodci X od I. Sprzecznodé!

ludzikéw. Dopiero w szkole zrozumialem, e wszystkiemu winne s prawa fizyki.

Wszystkie dzieci wierza, e krasnoludki chetnie zjadaja poiywienie wystawiane
im na noc przez dobrych ludzi. Podobno w kaidej bajce jest odrobina prawdy.
W niniejszym artykule przedstawimy naukowe argumenty na temat legendarnej
zarlocznoéci malych ludzikéw.

Zaléimy na pocszatku, de krasnoludki sa istotami cieplokrwistymi (simnokrwiste
krasnale, podobne do iab, nie moglyby przeciei pozyskaé sympatii malych dzieci).
Rozwaimy bilans energetyczny istot cieplokrwistych. Energia dostarczona organizmowi
w formie poiywienia jest przeznaczona na podtrzymanie pracy réinych narzadéw
wewnetranych (np. pracy serca, phic), na wykonanie pracy mechanicznej oraz

na utrzymanie stalej temperatury ciata. Badania biofizykéw wykazaly, ie prawie cala
energia dostarczona czlowiekowi jest preeznaczona na utrsymanie cieplokrwistodci
(kaprys natury czy koniecznodé? - sprébujcie sami odpowiedszieé na to pytanie).

W temperaturze 20°C okolo 31% ogélnej ilosci pozyskanej energii cieplnej jest tracone
w drodze konwekcji (unoszone przez bedace w ruchu powietrze), 44% ciepla organizm
wypromieniowuje do otoczenia, 22% jest zusywane na parowanie z powierzchni skéry.

W prostym i bardzo przyblizonym modelu réwnowagi energetycznej organizmu
galoiymy, de energia pobrana przez organizm wraz z poiywieniem (E,qs) jest w calodci
tracona w formie promieniowania (Euwypr).

(1) :
Niech P oznacza energie (pobierana lub tracona) w jednostce czasu (czyli moc
organizmu wyrazong w kaloriach na dobe lub J/s). Mamy wigc

(2)
Zapotrzebowanie na energie zaleiy od masy organizmu
®
gdzie m jest masa organizmu, a Z wspélezynnikiem proporcjonalnosci (Z mosze by¢
w ogdlnoédci takze zaleine od masy ciala). Wspdlczynnik Z oznacza iloéé energii

pobranej przes organizm w jednostce czasu przypadajaca na jednostke jego masy.
Bedziemy go dalej nazywal #arlocznodcig wladeiwg organizmu.

Epgﬁ = Eﬂypl‘ .

P,ob :PW",FI'-

P’“=z‘m?

Sprébujemy teraz odpowiedzieé na pytanie: jak zarlocznoéé wladciwa zalezy
od rogmiaréw organizmu? Dla uproszczenia rozwagali zaléimy, ge organizm ma ksatait
kuli. Wéwceszas

(4) Ppot = 2(r) - 47r°p/3,

gdszie: r — promien kuli, p - érednia gestodé organizmnu.

Cialo o powierzchni S i temperaturze T, znajdujace sie w érodowisku o temperaturze
To (T > Ty), wypromieniowuje w jednostce czasu energie zgodnie ze wzorem

{5) Pu,pf = aSAT.

Jeéli AT < T, to wspéiczynnik proporcjonalnoédei a jest proporcjonalny do 4 i
(Wynika to s prawa promieniowania Stefana-Boltzmanna, P = o(T* - T§) =
=0S(T*+7T3) (T +To) (T —To)=40T>-S-AT dla T ~ Ty.) W temperatursze
pokojowej a &2 2 + 5 W/(m?K) (w zaleinosci od rodzaju powierschni ciala). Dla ciala
kulistego "

(6) Puyy, = adrr®AT .
Podstawiajac (4) i (6) do (2) mamy

(7) Z(r)arr®p/3 = adnr’ AT,
a stad interesujaca nas sarlocznodé wiasciwa organizmu

(8) Z(r) = (3a/p)(AT/r),
cayli
(9) Z(r) ~ :-:-AT :



Roswigqzanie zadania M 665.
Ustalmy licabe naturalng N.

Niech an oznacza moc zbiorn

{(z.w): 0<z,w < Niz"®+w'” =n}.
Wéwczas liczba rozwiazani réwnania (»)
wynosi En:. a liczba rozwiazan
réwnania (+) wynosi E Gy - Gppl-
Mamy teraz

3
E a“-E Qp - Qpyl =

1
= 3 E [“i —2apan41 + fl:+i) > 0.

————— =SEr .

-
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Rozwinzanie zadania M 566.
Wybierzmy si¢ w podréi. w trakcie
ktérej odwiedzimy wazystkie lotniska
(mozna to zrobif, bo sief jest spdjna).
Ustawmy teras lotniska w ciag (by¢
moie & powtdrzeniami) w kolejnodci
ich odwiedzania, wlaczajac wed te
lotniska, na ktérych dokonywalidmy
prresiadek. Wylaczymy z eksploatacji
to lotnisko, ktére pojawi sie w ciagu
dopiero wtedy, kiedy wazyatkie inne
w nim wystapily. Dowolne dwa réine
od niego lotniska znalazly sie na trasie
naszej podrdiy, zanim dolecielifmy
do lotniska wylaczonego, wigc nie
przesiadalifmy sie na nim w trakcie
przelotu z jednego na drugie.

Dla stalej réénicy temperatur (ciala i otoczenia) zarlocznoéé wilasciwa jest

hiperboliczna, funkcja rozmiaru organizmu (promienia). Im organizm jest wigkszy, tym

mniej musi spozywad pozywienia na jednostkg swojej masy, natomiast male organizmy
cechuje duza zarlocznodé wladciwa.

Nasze wnioski potwierdzaja si¢ w przyrodzie. Np. iloé pozywienia przypadajaca

na 1 kg masy slonia jest okolo 30 razy mniejsza niz u polnej myszki. Sloii moze sobie
pozwolié na dlugsza przerwe w jedzeniu, natomiast myszka musi ciagle uganiaé sie

za posywieniem. Myszki etruskie, wazace okolo 1,5 g, musza zjadaé w ciagu doby okolo
3 g pozywienia. Parogodzinna przerwa w jedzeniu moze byé dla nich zgubna.

Malefikie kolibry zyjace w Poludniowej Ameryce, waiace okolo 2 g, ea praktycznie caly
czas zajete zdcbywaniem i konsumowaniem pozywienia. Diuisza przerwg nocna na sen
moga przeiyé tylko dzieki temu, se w nocy temperatura ich ciala mocno sig obniza
{c6% za wspanialy wynalazek przyrody!).

 Jui w 1847 r. Carl Bergman zauwaiyl, e w zimnym, surowym klimacie zwierzeta

83, wieksze niz przedstawiciele tych samych gatunkéw czy rodzajéw, zyjacych

w cieplejszych stronach. Np. czaszki dzikéw z poludniowej Hiszpanii osiagaja 32 cm
diugoéci, z Polski okolo 41 cm, z Bialorusi 46 cm, natomiast na Syberii spotyka sig
zwierzeta o dlugosei czaszki 56 cm.

Srednia masa ciala mieszkaicéw Finlandii wynosi okolo 70 kg, Amerykanéw
zamieszkujacych poludniowe stany — 64 kg, a mieszkaficéw tropikalnego Wietnamu -
50 kg. Im klimat chlodniejsay, tym wieksza wartoéé AT we wzorze (8), a tym samym
wigksza wartodé r (pray zalofeniu tej samej sarlocznodci wladciwej).

Aby nie popa$é w zbytnia zarozumialosé, nalezy podkreéli¢, Ze naszego prostego
modelu nie nalezy traktowaé bezkrytycznie. Wiadomo bowiem, Ze wzrost i masa
ciala ludnoéci zamieszkujacej w jakimé obszarze zaleza nie tylko od warunkéw
klimatycznych, ale takie od czynnikéw genetycznych i spoleczno-ekonomicznych.
Faktem jest jednak, Ze zwierzeta hodowane za mlodu w temperaturze okolo +6°C
wykazywaly w eksperymentach laboratoryjnych znacznie wigksze wymiary niz

ich pobratymcy hodowani w warunkach cieplarnianych. Powyiszy fakt zostal
wykorzystany w hodowli kurczat na skale przemyslowa.

Biolodzy przytaczaja w podrecznikach tzw. regule Allena. Méwi ona o tym, Ze
zwierzeta Zyjace w krajach zimnych maja mniejsza powierzchnig ciala od ich
pobratymcéw zyjacych w krajach cieplejszych. Zwierzeta polarne maja mniejsze

uszy, krétsze ogony, pysk i lapy krétsze i grubsze, a nawet krétsze szyje. Np. pélnocny
zajac bielak (Lepus timidus) ma uszy krétsze od naszego szaraka (Lepus europaeus).
Podreczniki zoologii pelne s3 przykladéw potwierdzajacych regule Bergmana i Allena.

Zanim przejdziemy do krasnoludkéw, oszacujemy Zarloczrosé wlasciwa czlowieka.
Czlowiek o masie okole 80 kg spozywa w ciagu doby okolo 1 kg pozywienia dajacego
okolo 12 MJ energii. Zarlocznosé wilasciwa calowieka wynosi wiec

12000000/(24 - 3600 - 80) J/(kg-s), czyli okoto 1,75 W /kg.

Teraz zajmiemy sie naszym krasnoludkiem. Zaléimy, Ze ma on ksztalt
prostopadloscianu o wymiarach 0,5 x 1 x 2 mm. Jeéli szanowni Czytelnicy hoduja inne
krasnoludki, wéwczas rachunki nalezy nieco smodyfikowaé. Objetodé naszego krasnala
wynosi 10™° m?, a powierzchnia 7- 10~® m?. Moc wypromieniowang obliczymy

ze wzoru (5) zakladajac, se AT wynosi 20°C, 2 a = 4 W/(m?K). Otrzymujemy wartosc
okolo 6-10~* W, Zakladajac, je §rednia gestoéé ciala krasnala jest réwna gestosci
wody, obliczymy jego mase, a nastepnie Zarlocznodé wlasciwg (tak jak wczedniej
zakladamy, ie cala energia uzyskana w formie poiywienia jest wypromieniowana).
Zarlocznodé wlasciwa krasnoludka wyniesie wigc (6 - 10™* W)/(107° kg), cayli

600 W /kg.

Zarlocznoéé wlasciwa naszego krasnoludka jest wiec ponad 300 razy wigksza
od #arlocznoéci wladciwej czlowiekal

Czlowiek zjada w ciagu doby pozywienie o masie réwnej 1/80 masy swego ciala.
Poniewa# zarlocznoéé naszego krasnala jest ponad 300 razy wieksza od zarlocznoéci
czlowieka, musi on zjadaé w ciagu doby posywienie o masie réwnej (1/80) - 300,
czyli okolo 4 razy wiekszej od masy jego ciala! Jeéli krasnale sa, takie maledkie, jak
w bajkach i cieplokrwiste (tak jak tego chcieliémy), to maja ogromnie trudne Zycie,
zwlaszcza w dobie kryzysu ekonomicznego.

Pamietajcie wiec o dokarmianiu krasnoludkéw.

3 : .. -
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Rya. 1. Na smodyfikowsnej tarczy
zegara laczymy kaida godzine n

z godzing n + 4. W ten sposéb
powstaje ,zegarowy wykres” funkeji
nn+4w Zyg.

: [}
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Rys. 2. Gwiazda Pitagorejska jest
zaréwno wykresem funkcji n +— n + 2,

jakin—=n<+3w Zs. Jest to gwiazda
»0 obwodzie zaniknietym”.
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Rys. 3. Gwiazda Dawidan—n+2
w Zg nie jest gwiazda .0 obwodzie
samknictym”,
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Rys. 4. Zegarowy wykres funkeji
n~2nw z;o. 3

Modularne gwiazdki i babelki
Michal KWIECINSKI

Pierscien liczb calkowitych modulo m (oznaczany przez Z,,) jest dobrze znany
kazdemu matematykowi. Pojawia sie na poczatku wiekszosci podrecznikéw
algebry wyiszej. Oto krétkie wprowadzenie dla niewtajemniczonych:

Zy, moiemy zdefiniowaé jako zbidér pierwszych m nieujemnych liczb calkowitych
-{0,1,2,...,m—2,m—1}. Liczby te mozemy dodawaé i mnozy¢ tak samo

jak zwykle liczby calkowite, z tym ze jesli wynik dzialania przekroczy m—1,

to ,sprowadzamy go z powrotem” do Z,, biorac jego reszte z dzielenia przez m.
Latwo sprawdzi¢, ze zbiér Z,, 2 tak okreslonymi dzialaniami tworzy pierdcieft
(to znaczy modularne dodawanie i odejmowanie maja wlasnosci lacznodci,
przemiennosdci, rozdzielnoéci itd.).

£adnym i czesto podawanym przykladem dodawania ,,modudo m” jest
dodawanie godzin na dwunastogodzinnym zegarze. Aby otraymad pelna analogie
z dodawaniem w Z;,, powinnisiny zastapi¢ godzine dwunasta godzina 0. Tarcza
zegara bedzie dla naszych celéw bardzo istotna jako punkt wyjécia do rysowania
wykreséw funkcji modularnych.

Funkcje modularna f : Z,, — Z,, otraymuje sie z funkcji o argumentach

i wartosciach calkowitych F Z — Z podobnie jak modularne dodawanie

i mnogenie, tan. jesli wartos¢ F(n) przekroczy m—1, to zdefiniujemy f(n) jako
resste 3 dsielenia F(n) przez m.

Rozwaimy funkcje n+—+ n +4 w Z;5. Moglibyémy narysowad jej wykres usywajac
zwyklego prostokatnego ukladu wspéhrzednych o osiach z, y. Wykres ten
skladalby si¢ po prostu z dwunastu wspélliniowych punktéw. Wprowadzimy
teraz inna metode ,ilustrowania” funkcji modularnych. Rysujemy tarcze zegara
(tego poprawionego: 0 zamiast 12) i laczymy odcinkami kaida godzine n
(n=0,1,...,11) 5 godzina n+4 (rys. 1). Nasz ,zegarowy” wykres funkcji jest
gotowy.

Mozna ten sposéb rysowania wykreséw uogélni¢ i rysowad wykresy w Z,, dla
dowolnego m. Wtedy uzywaé bedziemy tarczy m-godsinnego zegara (gamiast
zwyklego 12-godzinnego) jako ,ukladu wspélrzednych®. Mozemy teraz prayjrzeé
si¢ wykresom réznych funkcji dla réznych wartoéci m. To zadanie moze

nam ulatwi¢ mikrokomputer (rysunki zamieszczone w tym artykule zostaly
wykonane na AMSTRADZIE CPC664), lecz kartka papieru i oléwek wystarcza
w zupelnodci.

Najpierw przyjrzyjmy si¢ funkcjom typu n — n + p, gdzie p jest liczba naturalna.
Ten prosty wzér generuje pokasna rodzine gwiazd. Zachecamy Czytelnika

do badania ich wlasnosci (geometria przeplata sie tu sz teoria liczb). Oto kilka
probleméw do rozwiagzania:

1) Kiedy dwie rézne funkcje maja ten sam wykres (np. n+—>n+2in—n+3
w Zs — Gwiazda Pitagorejska — rys. 2)?

2) Kiedy otrzymujemy gwiazde ,,0 obwodzie zamknietym”, a kiedy gwiazda
sklada sie z kilku obwodéw zamknietych? Sformulowanie: gwiazda ,,0 obwodzie
zamknietym” nie wymaga chyba precyzyjnej definicji: jest taka np. gwiazda
n—n+ 2w Zs, zad Gwiazda Dawida, czyli n — n + 2 w Zg taka nie jest

(rys. 2, 3).

3) De jest ,gwiazd o obwodzie zamknietym” w Z,, d.la ustalonego m?

Badajac gwiazdy zauwazamy, ge ich ksztalt zalezy zaréwno od p, jak i od m.
Gdy przy ustalonym p bedziemy swiekszaé m, to wykres funkcjin — n+p
bedzie ,zmierzal® do okregu.

Prayjrzyjmy sie teraz wykresowi funkcji n + 2n dla réznych wartoéci m. Dla
malych m widzimy pewna regularno$é w tym wykresie, ktéry gwiazda juz nie
jest (rys. 4).
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Rys. B. Zegarowy wykres funkcji n — 2n w Zagq.
Na wykresach tej funkeji w Z, dla duzych m pojawia
sie ,krzywa babelkowa".

BT
[ oy

Rys. 6. Wykres n— 3n w Z2)0. Tym razem widzimy
dwa babelki.

Rys. 7. n+ 4n w Zap0, 3 babelki.
Hipotesa: n =+ kn daje k—1 babelkdéw.

Gdy przechodzimy do wigkszych m, pcjawia sie¢ nam ksztalt babelka
(rys. 5 ilustruje prazypadek m = 200). Ksstalt ten wydaje sie nie
zmieniaé dla dalszych wartogci m.

Co si¢ bedzie dzialo dla n +— 3n7 Znéw pojawia sie pewien ksztalt,
ktéry makroskopowo wyglada tak samo dla dusych m. Jednakze
w tym przypadku widzimy dwa babelki zamiast jednego (rys. 6).
Dalsze eksperymentowanie sugeruje hipoteze, ze funkcja typu

n +— kn, gdzie k jest liczba naturalng, ma (k—1)-babelkowy wykres
(rys. 7 ilustruje przypadek k = 4). '

Badanie modularnych babelkéw bedziemy kontynuowad uiywajac
odtad metod analitycznych. Sprébujemy odpowiedzied na pytanie,
czym wlasciwie jest ,krzywa babelkowa”, ktéra widzimy na wykresie
funkcji n — kn.

Niezmienniczo$é wzgledem m wykreséw funkcji n — kn sugeruje
»uciaglenie” procesu ich rysowania. Tarcze naszego m-godzinnego
zegara mozemy traktowad jak okrag jednostkowy na plaszczyfnie.
Kaidemu punktowi a tego okregu przyporzadkujemy kat 0.

o
x\/

Rys. 8.

Aby otrzymaé zgodnosé z naszymi zegarowymi wykresami,
plaszczyzne orientujemy zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek
zegara (a nie przeciwnie, jak nakazuje matematykom tradycja).
Latwo zauwazyé, ze niezaleinie od wartosci m, pomnozenie
godziny n (n =0, 1,..., m—1) przez k odpowiada pomnozeniu
prayporzadkowanego jej kata 0 przez k. (Uwaga: samo
przyporzadkowanie godzinie kata zalezy od m.) Tak wiec
polaczenie odcinkiem godziny n z godzina kn jest réwnowazne
polaczeniu odcinkiem punktu odpowiadajacego katowi f z punktem
odpowiadajacym katowi kf (nie bedzie nam przeszkadzaé, jesli kf
przekroczy 27). Mozemy sobie wyobrazi¢, ze kaidy punkt a okregu
jednostkowego laczymy odcinkiem z punktem odpowiadajacym
katowi kf,. Powstaly w ten sposéb wykres zawieralby wszystkie
wykresy n — kn (dla wsaystkich m przy ustalonym k).

Wrdéémy teraz do naszego gléwnego pytania. Widzimy, iz nassa
krzywa babelkowa to raczej lamana wyznaczona przez punkty
przeciecia odcinkéw z sasiadujacymi odcinkami. Przy zwickszaniu
m lamana ta sie wygladza. Znaczy to, ze gdy sasiadujace odcinki
zblizaja sie do siebie, }amane wyznaczone przez ich punkty
przeciecia coraz dokladniej przyblizaja nam pewna idealna krzywa,.
Ta idealna krzywa jest zbiér ,granicznych punktéw przecigcia”.
Pokaiemy, ze gdy kat o zmierza do ustalonego kata 6, to punkt
przeciecia odpowiadajacych im odcinkéw S, (odc. laczacy ¢ 2 kp)
i Sp (odc. laczacy 0 z kf) zmierza do pewnego punktu plaszczyzny

P(#), ktéry nazwalismy granicznym punktem przeciecia.



Rys: 9. Krzywa babclkowa dla k = 2, wykredlona .
na podstawie frzvinumego réwnania parafnetrycmnego.

Rys. 10. Krzywa babelkowa dla k = 3.

Rys. 11. Kraywa babelkowa dla k = 4.

Wspélrzedne prostokatne (z,y) = (z(p, 8), y(w,0)) punktu przeciecia
odcinkéw S, i Sp mozna obliczyé z ukladu réwnan:

z(cos ¢ — cos k) — y(sin o — sin k) = sin((k — 1)p)

z(cos 6 — cos kf) — y(sin 6 — sin kf) = sin((k — 1)6)
Wspéhrzedne punktu P(6) sa granicami z i y, przy ¢ — 0.

Wzglednie prosty, lecz troche przydtugi rachunek (regula
de I'Hospitala i tozsamosci trygonometryczne) pokazuje nam, ze te
granice istnieja i wynosza:

zp = (ksinf +sink6)/(k + 1) .

yp = (kcos B + coskb)/(k + 1)
Powyisze wzory to réwnanie parametryczne naszej krzywej
babelkowej, dla parametru 6 € [0, 27).

Wykreélajac krzywe odpowiadajace ré6znym wartosciom k
gzauwazamy, iz rzeczywiscie zgadzaja sie z tym, co widzimy
na zegarowych wykresach (rys. 9 — 11 ilustruja przypadki
k=2 3, 4).

Otrzymane réwnanie parametryczne mozna zinterpretowad

w nastepujacy sposéb: Krzywa babelkowa jest zakreélana przez
punkt P obracajacy sie zgodnie z ruchem wskazéwek zegara dookola
punktu @ (z predkoécia katowa k po okregu o promieniu 1/(k + 1)),
przy czym punkt Q obraca sie dookola stacjonarnego punktu O

(z predkoscia katowa 1, po okregu o promieniu k/(k + 1)) (rys. 12).
Ta obserwacja klasyfikuje krzywe babelkowe jako krzywe
epicykliczne.

Rys. 12. Punkt P porusza sic
dookola punktu Q

(z predkodcia katows 2,

po okregu o promieniu 1/3);
sam punkt (Q porusza sig
dookola stacjonaruego punktu O
(2 predkodcia katowa 1.

po okregu o promieniu 2/3).

W ten sposéh punkt P zakredla
krzywa babelkows dla k = 2.

Mozemy takze podaé intuicyjno-teorioliczbowe uzasadnienie
faktu, ze liczba babelkéw wynosi k — 1. Zauwazmy, ze kazdemu
babelkowi odpowiada jeden wektor Sy majacy ten sam kierunek
i zwrot, co promieii okregu jednostkowego. Ma to miejsce,

gdy (k6 — 6 — x) = 2q7, dla pewnej liczaby naturalnej g, co jest
réwnowaine temu, ze § = x/(k — 1) + g2n/(k — 1). Z tego
réwnania widzimy, ze otrzymamy k — 1 réznych wartodci 6
dlag=0,...,(k—-2).

Mozemy-teraz zapytaé, jak wyglada wykres funkcji liniowe;j
n +— kn + p. Latwo jest uogélnié otrzymane rezultaty i pokazaé, ze
yZmierza” on do no'rmahtej krzywej babelkowej, gdy m —: co.

Na zakoriczenie zauwazmy analogie miedzy wykresem zegarowym
i kolem jednostkowym na plaszczyinie zespolonej. Laczenie godzin
z ich wielokrotnodciami odpowiada laczeniu liczb zespolonych z ich

potegami.

W tym artykule badali§my wykresy zegarowe funkeji liniowych.
Jak wygladaja wykresy zegarowe innych funkcji? Ten problem
pozostawiamy Czytelnikowi.



Obalamy prawa

Przypominam, ie w tym artykule
pisal zasade dzialania filtru

prz=puszceajacego dwiatlo tylko

w jedna strone twierdzac, ie

jego istnienie prreczy Il zasadsie

termodynamiki. Filtr skladal sie

z dwéch polaryzatordw o kierunkach

polaryzacji tworzacych kat 459 i

umieszczonego miedsy nimi ofrodka

w polu magnetycznym obracajacego

polaryzacje przepussczonego prrezer

fwiatla wladnie o taki kat.

Zdolnodé emisyjna: stosunek
nat¢ienia promieniowania wysylanego
przes dane cialo do nateienia
promieniowania wysylanego przes
cialo doskonale czarne w tych samych
warunkach.

Zdolnodé absorpeyjna: stosunek
energii zaabsorbowanej do calkowitej
energii promieniowania padajacego
na cialo.

koto zebate

zapadka
»fopatka”

fizyki _Doc. dr Jan GAJ

Z przyjemnodcia stwierdzam, ze II zasada termodynamiki, zaatakowana przeze
mnie w niewyb_redny sposéb w numerze 1/1989 Delty, doczekala si¢ obroficéw.

Najtrafniej ujal istot¢ sprawy pan Adam Lipowski z Poznania. Oddaj¢ mu
wiec glos: ,,Jak wiadomo, dzialanie filtru polaryzacyjnego opiera sie na zjawisku
selektywnego pochlaniania §wiatla. Polaryzator 1 pochlonie wiec padajaca
na niego wiazke §wiatla (gdyz nie moze jej przepuécié). Przy dlugotrwalym

. dszialaniu takiego urzadzenia polaryzator 1 podgrzeje si¢ do bardzo wysokiej

temperatury, co spowoduje utrate jego wlasnosci filtracyjnych — bedzie
przepuszczal swiatlo, a tym samym energie, bez wzgledu na rodsaj polaryzacji.
Nasz uklad osiagnie réwnowage termiczna. Powyisze perpetuum mobile jest
wiec urzadzeniem krétkodzialajacym.”

Gratulujac prawidlowej odpowiedzi chcialbym dodaé pare sléw komentarza.

1. Oprécz polaryzatoréw, ktére pochlaniaja $wiatlo o niepozadanej polaryzacji,
istnieja takie, ktére je odbijaja. Oczywiscie, jezeli wiazka odbita mialaby by¢
pochlonieta przez obudowe polaryzatora, rozwiazanie powyzej podane w pekni
sie stosuje. Interesujace jest rozwazenie przypadku, kiedy polaryzator odbija

g powrotem $wiatlo o niepozadanej polaryzacji. Wtedy (zechciej, Czytelniku,
sprawdzi¢) wystapia wielokrotne odbicia miedzy dwoma polaryzatorami
(wewnatrz naszego filtru). Sumujac natezenia wszystkich wiazek (szereg
geometryczny) zauwasymy, ze nasz filtr nie dziala w sposéb przeze mnie opisany
— bedzie przepuszczal w kaida strone tyle samo $wiatla.

2. Pozostajac przy rozwazanym przesz p. Lipowskiego polaryzatorze
pochlaniajacym, interesujace moze by¢ zastanowienie sie, dlaczego przestanie
on dzialaé w wysokiej temperaturze. Pamietajmy, ze wcale nie musi on ulec
zniszczeniu (zwlaszcza w doswiadczeniu myélowym). Nie wiemy, jaka byla
temperatura naszych dwéch cial - mose by¢, na przyklad, pokojowa, a nasz
filtr moze dzialaé w obszarze podczerwieni. Mozemy jednak uratowaé zaréwno
nasg filtr, jak i Il sasade termodynamiki preypominajac sobie prawo Kirchhoffa:
Zdolnosé emisyjna jest ré6wna zdolnosdci absorpcyjnej.

A wiec po nagrzaniu polaryzator zacznie emitowad §wiatlo wlasnie o takiej
polaryzacji, ktéra pochlania. Mozna to widzieé jako ,utrate wlasnodci
filtracyjnych”, jak to ujat p. Lipowski. Dalszy ciag listu brami: ,Jeszcze bardziej
uzyteczne urzadzenie zaproponowal R.P. Feynman w ksiaice Feynmana wykiady
z fizyki.

W wyniku chaotycznych ruchéw czasteczek powietrza na lopatki dziala
fluktuujaca sila. Zapadka wybiera tylko ukierunkowane fluktuacje, co powoduje,
ze urzadzenie moze si¢ obracaé — mamy réwniez perpetuum mobile II rodzaju.
Niestety, dokladniejsza analiza pokazuje, Ze po pewnym czasie sprezyna musi
sie rozgrzaé do takiej temperatury, ze éredni czas otwartej i zamknietej zapadki
beda sobie réwne — urzadzenie przestanie obracaé sie (w jedna strone).”

Zachecam do szczegdlowego zapoznania sie z tym fragmentem podrecznika
Feynmana (PWN 1969, tom 1, str. 307). Bardzo ciekawe! Autorowi listu
ggodnie z obietnica wysylamy ksiazke.

A oto odpowiedzi Autorom innych listéw:
Przemyslaw Chelminiak, Pila

Nie chodzilo mi o dowéd shusznoéci II zasady termodynamiki, ale o konkretne

_pokazanie, w ktérym miejscu moje rozumowanie bylo bledne.

Stanislaw Gorczycayfiski, Sokole Pole

Jak Pan zauwaiy}, nie naleze do oséb majacych nadzieje na zbudowanie
pertpetuum mobile. W sprawie Pana konkretnego pomyshi nie mam zdania, bo
nie zrozumialem jego zasady z Pana listu.
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NnNaia delid

Eamanie w kosciach

Gdy spadamy lub skaczemy z pewnej wysokosci
na nogi, kosci nég sa poddane duzym silom.
Najbardziej wrazliwym miejscem na zlamanie
jest kos¢ piszczelowa w miejscu najwiekszego
zwezenia, zaraz nad kostka. Kosé piszczelowa
ulegnie zlamaniu, jesli sila Sciskajaca (taka, jaka
powstaje przy skoku) przekroczy okolo 50000 N.
Jesli spadniemy na obie nogi, to kosci moga
wytrzymac sile okolo 10° N. Sila ta jest okolo
130 razy wieksza od ciezaru czlowieka o masie
75 kg. '

W jaki sposéb nalezy wyladowaé po skoku,
aby nie polamac sobie nég? Z doswiadczenia
wiemy, ze ladowanie na ,sztywne nogi” jest
niebezpieczne. Lepiej w momencie ladowania
ugiaé kolana. Sprébujmy zobaczyé dlaczego.

Zalézmy, ze skok (spadek) nastepuje

z wysokosci H. W polu ciezkoéci cialo spada
ze stalym przyspieszeniem g. Jezeli predkosé
poczatkowa wynosi zero, to cialo spadajac

z wysokosdci H osiagnie predkosé koncowa

v=+/2gH.

%

Nis e & £
( ?
RSN A O .___ﬂ___;__*.rS

Cialo spadajac musi wyhamowac. Przyjmujac, ze
wyhamowanie zachodzi na odcinku o dlugosci i
ze $rednim stalym opéinieniem a otrzymujemy

v=v2ah;
a wiec
H
a=gx.

Stad sila wywierana na hamujace cialo
(wiec i na kosci) musi byé réwna
H H
F=ma=mg~i‘——'=G-}T,
gdzie przez G oznaczyliémy ciezar spadajacego
ciala. Zobaczmy wiec, jaka jest maksymalna
wysokoéé, z jakie] mozemy bezpiecznie skoczyé
na ,sztywne nogi”. W tym wypadku droga
hamowania jest bardzo krétka, okolo 1 cm, to jest
o tyle ugnie sie skéra pod pietami. Pamietajac,
ze maksymalna sila moze by¢ nie wigksza niz
130 razy ciezar ciala, otrzymujemy
H=130-1cm=1,3 m.
A wiec upadek z niewielkiej wysokosci moze
okazad sie fatalny.

Ugiecie kolan w momencie ladowaniagwieksza h,

co powoduje zmniejszenie a i . Maksymalne

ugiecie kolan i pochylenie sie w czasie ladowania

moze wydtuzyé h do okolo 60 cm. Jesli wstawimy

h = 60 cm do powyzszego wzoru, to otrzymamy
H=130-60cm=78 m !l

Kazdy jednak wie, ze spadek z takiej

wysokosci (nawet z ugigciem kolan) jest

katastrofalny. Wytlumaczenie tego jest proste.

Sily hamujace cialo s3 wywierane nie tylko

na kodci, ale i na mieénie, blony itp., ktdre

moga wytrzymaé maksymalnie sile réwna

okolo 20 razy cigzar ciala. Oznacza to, ze

 maksymalna wysokosé¢ bezpiecznego skoku wynosi

okolo 4 m. Skok z wigkszej wysokosci wymaga juz
miekkiego podloza, ktére pozwoli na odpowiednie
wydluzenie drogi ladowania.

Malqg Delte przygotowat Jan KALINOWSKI



Okrag

liczba obrotow 10

Rys. 1

Numeryczne rozwiazywanie réwnai rézniczkowych kryje
wiele niespodzianek.
Okrag o Srodku w punkcie (0,0) i promieniu R to zbiér
punktéw (Rcos @, Rsin @), gdzie @ € [0, 27]. Traktujac
wspdirzedne z i y punktéw okregu jako funkcje zmiennej
i rézniczkujac otrzymujemy:
z'(p) = —Rsinp = —y(p),
¥'(p) = Rcosp = z(p) .
Jedli chcemy narysowad rozwiazanie tego ukladu réwnan
na ekranie komputera, to najprodciej zamienié réwnania
rézniczkowe na réwnania réinicowe
Tnt+1 = Tn — h¥n,
Ynt+1. = ¥Yn + hz, y
przy warunku poczatkowym zo = R 1 yo = 0, a nastepnie
rysowaé otrzymane punkty.

Na rysunku 1 widzimy wynik dla kroku h = 0,1.
Niezupeknie to, co chcieli§my. Dla h = 0,01 niewiele lepiej
— rysunek 2. Wystarczy jednak maledika zmiana

Zptl = Zn — by,

Ynt1 = Yn + hZn41
i wynik jest idealny - rysunek 3.

liczba obrotow 50 liczba obrotow 50

Rys. 2 : ' Rys. 3

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKOW

Drodzy Czlonkowie i Sympatyey Klubu!

Przypominamy, Ze co miesiqe przymmajemy nagrode
ksigzkowgq dla autora najciekawiej opracowanego rozwigzania
postawionych zagadnieri. A ofo nowa seria propozycyi:

1. Zbadaj, jak zaleiy wysychanie tkaniny od wilgotnodci
wzglednej powietrza, od temperatury otoczenia :
i od ruchéw powietrza. W tym celu wybierz ,wzorcowy”
kawalek piétna, np. 1 dem? starego przescieradla i badaj
zaleznosé czasu wysychania od réznych czynnikéw.

W tym prostym, a praktycznym doswiadczeniu mozess
wykazac si¢ duza pomyslowoscia I naukowym podejéciem
do zagadnienia. Jest jedno ,ale®. W jaki sposéb
wyznaczaé wilgotnoéé powietrza? W tym celu musimy
zbudowad urzadzenie do pomiaru wilgotnodci. Bedzie to
tak zwany psychrometr (inaczej: higrometr).

Tablica psychrometryczna wzg%:dnej wilgotnodei powietrza
w

t. (°C) t =5 [°0)
0 I -84l 6 6 L2 18 19

10 100 |88 |76 |65 |54 | 44 |34 |24 |14 | 4
12 100 189 | 78 | 68 | 57 | 48 | 38 | 20 | 20 { 11
14 100 |90 |79 | 7O | GO | 51 | 42 | 33 | 25 | 17
16 100 |90 | 81 | 71 | 62 | 54 | 45 | 37 | 30 | 22
18 100 |91 |82 |73 |64 |56 | 48 | 41 | 34 | 26
20 100 | 91 |83 [ 74 | 66 | 50 | 51 |44 | 37 | 30
22 100 (92 |83 |76 | 68 | 61 | 54 | 47 | 40 | 34
24 100 [ 92 |84 |77 | 60 | 62 | 56 | 49 | 43 | 37
26 100 | 92 |85 |78 | 71 | 64 | 58 | 50 | 45 | 40
28 100 {93 |85 | 78 | 72 | 65 | 59 | 53 | 48 | 42
30 100 |93 |86 | 79 | 73 | 67 | 61 | b5 | 50 | 44

2. Budujemy psychrometr.

‘Najpierw definicja wilgotnodci: Wilgotnodé wzgledna ¢

(moze byé wyrazona w procentach) jest to stosunek obecnej
w danej temperaturze masy pary wodnej f do masy pary
wodnej fo, ktdra bylaby obecna, gdyby para wodna przy tej
temperaturze byla nasycona ¢ = f 0+

Do budowy psychrometru wykorzystamy zjawisko
ochladzania przez parowanie mokrej powierzchni.
Postarajmy sie o dwa jednakowe termometry pokojowe.
Baiike jednego z nich owijamy tkanina (moze to by¢
jedwab, batyst, itp.), ktérej koniec zanurzony jest

w naczyniu z woda. W ten sposéb baiika tego termometru
bedzie stale wilgotna. Termometr ,mokry” pokaze zawsze
nizsza temperature (chlodzenie wynikajace z parowania)
niz termometr ,suchy”. Byloby dobrze, gdyby termometry
znajdowaly sie stale w strumienin powietrza, na przyklad
w poblizu wentylatora, aby w ich otoczenie naplywalo
stale powietrze z badanego obszaru. Jezeli dopuscimy,
aby powietrze bylo stojace, to, oczywiscie, wilgotnoéé

w poblizu mokrego termometru warofnie i zafalszuje
wyniki. Gdy ustala sie wskazania mokrego termometru,
naleiy odczytaé wskazania obu termometréw ¢, (u.ny),
tm(okry) | 2 Zamieszczone] tabelki odczytaé wagledna
wilgotnodéé powietrza. (Tak wyznaczona wilgotnodé jest
obarczona pewnym niewielkim bledem, poniewai nie
uwzgledniamy panujacego ci$nienia atmosferycznego.)

Redaguje doc. dr Tomasz HOFMOKL

Listy prosimy przysylaé¢ pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizykéw

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
nl, Hoza 69, 00-681 Warszawa.
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Rozwiazanie sadania F 284.
Strumieri magnetycsny ¢ przenikajacy
przes powierschnie otoczona konturem
nadprzewodzacym jest staly, poniewas
sila tlektromotoryczna indukcji

ae - s

£= a7 7 = RI =0, (bowiem R = 0).

Przy spadaniu ramki strumieni
przenikajacy ja wynosi

¢ =a’Bo +a’az+ LI,
ale poniewai ¢ = const, wiec

2

LI = —aza”,
czyli
[= -2
L

Sila wypadkowa dzialajaca na ramke
z pradem I wynosi
ata’z

L

i skierowana jest wedlui osi 2.
Réwnanie ruchu ramki

F=d%al = -

miE = —mg —

L
Ruch bedzie podobny do ruchu masy
zawieszonej na spreiynie w polu
grawitacyjnym. Ramka bedzie
wykonywad drgania harmoniczne
S A s
o czestodel w = 7-L~3m- :fokdl polozenia

m

AgL
ad ol

réwnowagi 2o =

Rozwiasanie sadania F 285,
Indukecja B pola magnetyczneégo
wewnatrz walca jest réwna zeru,

na zewnatra, w poblizu powierzchni
wynosi B = polf/(2nR). Cidnienie
wywierane przez pole magnetyczne,
jakie dziala na ten walec, jest réwne
B? - pol?

2p,  BnlR?
Podstawiajac wartodci liczbowe
otrzymujemy pp, 2 6,4 x 10* N/m?.
A wige w naszym przypadku p,, < p
(p - ci$nienie wewnetrzne w plazmie),
co oznacza. e plazma bedgrie sie
rozszerzad. Warunek réwnowagi

Pm =

Pm = p nastapi pray przeplywie prada
o nateieniu I = 1,25 x 10° A.

Czy bukmacher moze przyjmowac

zaklady od samego siebie?

Prof. dr Bolestaw KOPOCINSKI

Bukmacher kojarzy sie nam zwykle z angielskim hazardszista, ktéry ryzykujac wlasnym
kapitalem przyjmuje karkolomne zaklady. Czy przyjmuje je od samego siebie?
Grajacym jest to raczej obojetne. Ale bukmacherem jest takie posrednik w grze

w totalizatora, czlowiek, ktéry nie angazujac wlasnego kapitalu organizuje gre innych.
Zazwyczaj grajacy utrzymuja wzajemnie w tajemnicy swoje typy, ale poznaje je
wszystkie bukmacher. Powstaje wiec obawa, ze biorac udzial w grze wykorzysta on

te informacje na szkode wspdlgrajacych. PokaZzemy teraz na przykladzie gry orzef czy
reszka, jak wielkie korzysci moze on przy tym uzyskaé. :

Gra orzel czy reszka jest doéé nudna forma hazardu, ale stanowi wdzieczny przedmiot
rozwazal matematycznych. W grze dwéch oséb jedna rzuca moneta, a druga
odgaduje wynik. Odgadujac wygrywa stawke, nie odgadujac — przegrywa. Gdy w grze
uczestniczy kilka oséb, bukmacher zbiera typy, rzuca moneta i dzieli zebrana pule
miedzy wygrywajacych (ewentualnie zwraca stawki, gdy nikt nie wygral). Gra jest
sprawiedliwa, kaidy ma zapewniona oczekiwana wygrana w wysokosdci stawki.

Pozwélmy teraz bukmacherowi zagraé wraz z innymi. Oczywiécie, nie stara sie on
przewidzie¢ wyniku rzutu moneta, ale postara sie manipulowaé wysokodcia wyplat.
Optymalna strategia bukmachera jest prosta: jesli wiekszoéé grajacych stawia na orla,
to on stawia na reszke, jesli praeciwnie, to on stawia na orfa. W rezultacie, przy rzucie
idealna moneta, bukmacher wygrywa z taka sama czestoécia jak inni, ale zawsze, gdy
wygrywa, pula jest dzielona miedzy mals liczbe wygrywajacych, a wiec wygrane sa
wysokie. :

Przy réwnej liczbie typéw na orla i na reszke bukmacherowi, jak sie to péZniej okaze,
nie oplaca si¢ graé. Przymuszony do gry moze typowal z jednakowym skutkiem na orla
lub reszke; powiedzmy wiec, e stawia wtedy zawsze na orta.

Niech n bedzie liczba grajacych i X oznacza liczbe oséb stawiajacych na orla. Gdy
zdarzy sig, 3¢ X = k i k jest male, tzn. k =0,1,...,[2] (przez [z] oznaczamy czesé
catkowity liczby z), wéwczas wygrana bukmachera wynosi h—"%, ale, oczywidcie, tylko
wtedy, gdy w rzucie moneta padnie orzel; wygrana wyniesie 0, gdy padnie reszka.
$rednio zysk, po odliczeniu stawki, wyniesie wiec 135} — 1. Podobnie analizujemy

sytuacje przy duzym k i otrzymujemy wzér na zyski bukmachera:

= il - clelik=61 .08,
n, k —
3188 — 1 w pogostalych praypadkach.

Aby okredli¢, jak czesto pojawia sie zdarzenie X = k, przyjmijmy, Ze grajacy

z prawdopodobiefistwem ,;. typuja orla lub reszke i czynia to niezaleinie jeden od
drugiego. Wéwczas to zdarzenie ma prawdopodobiefistwo dwumianowe (§)(2)".
Oczekiwana wygrana bukmachera wynosi

7= () (3) e

Po przeksztalceniu otrzymujemy

S v e O

czyli tzaw. wyraz Srodkowy w rozkladzie dwumianowym dla n + 1 préb pomniejszony o
wyrazy skrajne. Gdy zmieniamy n, wéwczas najwiecksza, wartod¢ wygranej uzyskujemy
przy n =5 i wynosi ona Zs = 0,281. Asymptotycznie Z, =~ \/%, gdy n — oo.
Zauwazimy, ze Z, — 0, gdy n — oo.

Bukmacher moie prébowaé zwigkszyé zysk zwielokrotniajac swéj udzial w grze lub

wstraymujac sie czasami od gry. Przypuéémy, Ze stawia on r = r(k) razy na orla, gdy
X = k ik jest male i tylei razy na reszke, gdy X =n — k i k jest male.
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FIZYCZNE NOWINKI

Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL

TAJEMNICE BOMBY
WODOROWEJ

Polska Agencja Prasowa podala na poczatku
stycznia br. z Londynu sensacyjna (jej
zdaniem) wiadomos¢ o wydobyciu tajnych
zapiskéw Hansa Bethego, jednego z fizykéw
kierujacych amerykanskim programern

" budowy bomby atemowej “Manhattan”.
Wedlug komunikatu PAP dopiero dzieki tym
informacjom moina stwierdzic, ze twércs
amerykanskiei bomby wodorowej byl nie
amerykanski fizyk Edward Teller, lecz polski
matematyk Stanislaw Ulam. Sprawa ta
wymaga nieco dokladniejszego wyjasnienia.
Znakornity matematyk Stanislaw Ulam
(1909-1984) urodzil si¢ we Lwowie, gdzie
ukoriczyl studia i obronil doktorat. Il wojna
twiatowa zastala go w Stanach
Zjednoczonych, gdzie przebywal w
Uniwersytecie Harvardzkim (Cambridge,
stan Massachusetts). W 1943 roku zgodzil
sie na podjecie pracy dla celéw ;
wojskowych. W ten spos¢b trafil do
sredowiska naukowcdw zgromadzonych w
Los Alamos, tajnym mie¢cie-laboratorium,
w ktdrym opracowywanc amerykanska
bornbe atomowa. Niezaleznie od prac nad
bomnbs A jeszcze w czasie trwania wojny
Edward Teller wysunal koncepcjz
opracowania bomby termojadrowej
(wodorowej), nazywanej woweczas Super,
zlozonej ze zwyklej bomby A, deuteru i
trytu. Teller zaproponowal konstrukeje
Super poprzez zapakowanie materialu do
syntezy termojadrowej w plaszez uranowy
tworzgcy bombe A. Symulacja
matematyczna takiej bomby ckazala sie
najwiekszym problernem matematycznym
owych czaséw, znacznie przewyzszajacym
komplikacje rachunkéw astronomicznych.

W 1950 roku Ulam (prowadzacy obliczenia
za pomoca suwaka logarytmicznego)
dowisdl, 2e koncepcja Tellera byla bledna.
Jeszcze przed rozpoczeciem reakeji syntezy
Jader caly material zostalby rozrzucony
przez fale uderzeniows bornby A. Teller
zakwestionowal ten rezultat, jednakze
obliczenia za pormnoca pierwszego na $wiecie
romputera ENIAC (zbudowanego przez von
Neumanna) potwierdzily w calej pelni
wynik Ulama. Niedluge potem, wiosna 1951
roku, Ulam zaproponowal prawidlowe
rozwiazanie problemu. Nalezalo odseparowac
od siebie zapalnik {czyli bornbe A) i
wlasciwg bornbe H (wodorowa). Silna
wiazka promieni X, powstajacych po
wybuchu bomby A, doprowadzi do
"zapalenia” bornby H przed dotarciem do
niej fali uderzeniowej. Ogromne ambicje
kierujacege calym programem Tellera, jak i
koniecznod¢ zachowania w dcislej tajemnicy
wynikéw Ulama, doprowadzily jednak do
nazwania Tellera “ojcern bomby H".
Jednakze juz w latach szescdziesigtych
sprawa ta stala sie glosna. Najlepiej
podsumowal j3 sam Bethe - "Zwyklem
moéwi¢, ze Ulam byl ojcem bomby
wodorowej, a Edward (Teller) byl jej
matks, gdyz nosil dziecko przy sobie
przez pewien czas.” Podstawowe zaloZenia
koncepcji Ulama zostaly ujawnione ‘dopiero
przed kilku laty i jeszcze w "Encyklopedii
Fizyki Wspélezesnej” (PWN 1983) mozna
znalez¢ schemat bormnby H odpowiadajacy
raczej pierwotnej koncepeji Tellera.

W dalszych roswazaniach, podobnie jak poprzednio, dokladniej opisujemy praypadek
k =0,1,...,[%], nie sapominajac przy obliczaniu globalnego zysku o symetrycanym
warlancie strategii. Zysk przy X = k wynosi teraz

In+tr i =
Z,, k(f)=§k+ r—r, jedli k=0,1,...,[3].
To wyraienie jest dodatnie dla 0 < r < n — 2k, ujemne, gdy n jest parzyste i k = B,
Maximum zysku jest przyjmowane dla 5

b 1 k+1
ro = k(n k)+Z—-—§—-— :

Oczekiwany zysk, gdy bukmacher stawia optymalnie, wynosi

R e {1\ (1 w41
(1]
n — - = e 1)
2 22(&)(2) (2 k+ o L
Znajdowanie optymalnej strategii bukmachera i obliczanie zysku jest latwym zadaniem
z programowania obliczefi na komputerze. Wstrzymywanie sie od gry pray n
parzystym i k = n/2 podnosi maksymalny zysk bukmachera, jaki moze uzyskaé ze

swego procederu. Wyniesie on teraz 0,3125 przy n = 4. Oplacalne powtdrzenie stawki
pojawia si¢ w grze 7 oséb przy k = 1. Przy n = 20 funkcja r = r(k) ma postaé

.l b ia%4a%6 678010
k) } 1 8- 4 4 44 3821 0
Zysk maksymalny nie daZy do zera ze wzrostem n. Pokasemy, ie Z, — 4, 8dy n — oo.

Prawdopodobiefistwa w rozkladzie dwulﬁianowym moina prayblizaé przy ugyciu

gestodci normalnego rozkladu prawdopodobiefistwas:

()G~ e (2758
k) \2 NIE
Nie popelnimy snacmcych bledéw, jesli ekstremum funkeji Z = Z,, «(r) bedziemy
szukali nie na zbiorze liczb calkowitych, ale na zbiorze liczb rzeczywistych

r 2 0. Wéwczas ekstremum jest przyjmowane w punkcie ro = \/k(n — k) — k

: v n
1 wynosi r_m.

Mamy wiec (dla n parzystego)
wra3 (1) () (3-vieR) »

k= n/2) (n/2)" = k(n— k) _
’“;;f AT ) ;+m

S @) ey e

0
W trakcie tych obliczert zmieniliémy zmienna przy sumowa.niu i zastosowaliémy wzér

—%%/2

), gdzie sa(z)=—--~v,1~.e . B= 0o,
: 2 . i

- przyblizony na obliczanie calki.

Do tej pory zakladaliSmy, Ze grajacy nie porozumiewajz sie miedzy soba, nie

zakladaja koalicji. Warto zauwaiyé, se dwéch graczy w koalicji skutecznie moze ogral
bukmachera, zanim si¢ on zorientuje, ze jest oszukiwany. Wystarcay, ze beda oni
zawsze (dla zmylenia przeciwnika prawie zawsze) stawiali jeden na orla, a drugi na
reszke. Wéwczas bukmacher uzyska érednia wygrana 12 = 2, a éredni zysk bedzie miat

wjemny —0, 25.

Popularny totolotek przypomina gre orzel czy reszka, a kioskarz totka jest, oczywikcie,
bukmacherem. Wyobramy wiec sobie kioskarza, ktéry przyjmujac zaklady notuje
obstawione zaklady i, jako ostatni, wypelnia kupon zgodnie z gzaleceniami naszej
teorii, tan. typuje najmniej popularny ukiad. Brzmi to doéé rozsadnie, ale rychlo
kazdy z nich przekona sie, Ze upodobania klientéw sa, doéé stabilne, zwiazane

raczej z ksztaltem kuponu, i w dodatku dostepne do wiadomosci wszystkich.

Ujawnil je bowiem profesor Hugon Steinhaus ze wspélpracownikami w 1960 roku

w czasopiémie Zastosowaniec Matematyki. Ogélny wydiwiek tamtych dociekasi jest
raczej pesymistyczny — znajomodé upodobah klientéw totka podnosi oczekiwang
wartoéé wygranej, ale jest raczej watpliwe, aby podniosia ja do;gra.nicy optacalnodci.
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Redaguje mgr Michal WOJCIECHOQ WSKI

M 565. Udowodnié, ze réwnanie

(+) 20—y =Ty

ma nie mniej rozwigzai niz réwnanie

(++) 2 — gt = 21T 7 4

w czwoérkach liczb naturalnych (z,y, z, w) takich, ze z,y,z,w < N (N ustalona liczba

naturalna)..
Rozwiazanie na str. 3

M 566. W pewnym kraju sieé lotnicza ma te wlasnosé, Ze z kazdego loiniska mozna
przelecie¢ na kazde inne (przesiadajac sie, byé moze, wielokrotnie). Udowodnié, e
pewne lotnisko mozna wycofaé z eksploatacji (i zawiesi¢ wazystkie z nim polaczenia)
nie tracac tej wlasnosci.

Rozwiazanie na str. 3

M 567. Mamy pewna, skoniczona, liczbe punktéw nie lezacych na jednej prostej.
Udowodnic, Ze istnieje prosta przechodzaca przez dokladnie dwa sposréd nich.
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje dr Lidia GOETTIG

F 284. Sztywna, kwadratowa ramka o masie m i dingosci boku ¢ wykonana jest

z materialu nadprzewodzacego. Ramke¢ umieszczono poziomo w ziemskim polu
grawitacyinym i poddano réwnie: dzialaniu pola magnetycznego o indukcji, ktérej
skladowe wynosza B, = az, By =0, B, = az + B, gdzie By, a = const. (Osie z,y, 2
jak na rysunku, poczatek ukladu w érodku ramki.) Wspéiczynnik samoindukcji ramki
wynosi L. W pewnej chwili nieruchoma ramka, w ktére] nie plynie prad, zostaje
puszczona swobodnie. Jak bedzie sie poruszaé ramka?

Rozwiazanie na str. 10

F 285. Wzdluz diugiego cylindrycznego sznura plazmy, ktéry traktujemy jak walec

o promieniu R= 5 cm, plynie w warstwie powierzchniowej prad elekiryczny o natezeniu
I =10° A. Ciénienie w plazmie wynosi p = 10° N/m?. Czy plazma kurczy sie, czy
rozszerza? Okresli¢ sile dsialajaca na jednostke powierzchni bocznej cylindra plazmy.

czy Kartezjusz?

‘—' S e T, \_‘—\

|
|
|
|

Zbigniew SEMADENI

X Znalezé natezenie pradu, przy ktérym nastapi réwnowaga.
Rozwiazanie na str. 10
Descartes - W Delcie 5/1989, str. 12, zrialazlem taki oto lapsus: W naszym kraju panuje nieznany

wdrdd licznych innych nacji zwyczaj thumaczenia nazwisk. (...) Konia z rzedem temu,
kto skioni Francuzdw, zeby sie domyslili, Ze pod mianem Kartezjusza kryje sie ich
znakomity rodak René Descaries.

Bronié spolszczania nazwisk nie zamierzam. Poniewai jednak powyisza wypowied? -
moze wprowadzi¢ Czytelnikéw w blad, chce sprawe wyjadnié. Otéz Kartezjusz to nie
thumaczenie, lecz polonizacja formy zlatynizowanej Renatus Cartesius, ktérej uzywal
sam Descartes. Zrédla podaja tez pisownie rozdzielna Des Cartes. Kazdy wyksztalcony
Francuz wie, ze przymiotnikiem odpowiadajacym nazwisku Descartes jest cartésien

i pochodzi od Cartesius; wie tez, e w wielu obeych jezykach w miejsce liter ¢, s moga
pojawid sie k, z. Znaczenia slowa Kartezjusz domyélitby sie wiec latwo, o ile w ogéle
czytalby cof po polsku.

Dlaczego w owych czasach latynizowanc nazwiska? Graly one inng role niz dszié,
wystarczy przypomniec sobie np. Waclawa z Szamotul. W tekécie laciniskim

tego ,z” nie moglo, oczywiscie, byé, trzeba je bylo zastapié jakimé laciiskim
odpowiednikiem. Podobnie bylo z francuskimi przedimkami de, du i des. Dzisiaj
pisownia nazwisk zaczynajacych sie jedna z tych form (podobnie jak nazwisk na la,
le i les) sprawia ogromne klopoty. Na przykiad w Wielkiej Encyklopedii Powszechney
PWN mozna znaleZé nazwiska Fontaine, La Fontaine i Lafontaine, a takie Dubois

i Du Bois-Reymond. Czesto nie wiadomo, gdzie takiego nazwiska naleiy szukac

np. w ksiaZce telefonicznej.

Polacy nie sa jedyna nacja zmieniajaca nazwiska, choé, byé moze, w tym przodujemy.
Anglicy np. pisza, Euclid. Giéwna przyczyna, polonizacji nazwisk sa sprawy fleksji.
Kartezjusz odmienia sie latwo, Descartes — z klopotami.

Aby uzmystowié¢ Czytelnikom, ze polonizacja nazwiska to nie tiumaczenie, podaje
polskie tlumaczenia trzech znanych francuskich nazwisk: Dubois — Lasota, Dupont
~ Mostowski, Delacroix — Krzyzewski. Takich thumaczeii dokonuje sie czasem

w literaturze pieknej. Zamiana Descarfes na Kartezjusz nie jest thumaczeniem.
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Patrz w niebo

Dr Tomasz KWAST

Radioaktywnosé jest chyba powszechnie uwazana za zjawisko dlugotrwale. Wiemy
przeciez, Ze promieniotwdrcze preparaty stosowane w medycynie stuza latami,

a pozbywanie sie radioaktywnych odpadéw jest powainym problemem. Okazuje
sie jednak, Ze promieniotwérczodé gra prawdopodobnie jedng z gléwnych rél w tak
gwallownym zjawisku, jakim jest wybuch supernowej.

Jak wiadomo, supernowe zostaly podzielone na dwa typy. Typ II io eksplodujace
gwiazdy o duZej masie. Uprzednio na drodze kolejnych reakcji termojgdrowych

doszlo stopniowo do wytworzenia Zelaznego jadra, poniewai Zelazo — jako pierwiastek

o najsilniej zwigzanych nukleonach — paliwem jadrowym juz by¢ nie moze. Jadro

takiej gwiazdy, gdy przekroczy okredlona mase, moie sie juz tylko zapaié¢ pod wilasnym
ciezarem, reszta gwiazdy réwniez sig, oczywiscie, zapada 1 wyzwolona przy tym energia
grawitacyjna powoduje w nastepnej chwili eksplozje, w wyniku ktérej obiekt taki dwieci
przez jakis czas z mocg miliardéw Slornic. Z jadra powstaje prawdopodobnie gwiazda
neutronowa, a otoczka rozplywa sie w prizestrzeni.

Inaczej nieco przebiega wybuch supernowe] I typu. Ten etap osiagaja gwiazdy niezbyt
masywne, ktére nie sa w stanie wyprodukowac Zelaznego jadra. U nich synteza
termojadrowa zatrzymuje sie na wytworzeniu wegla lub tlenu, nastepnie gwiazda

doé¢ lagodnie pozbywa sie warstw zewnetrznych, a to, co zostaje, to bialy karzel.

W samotnodci bialy karzel moze juz tylko powoli stygnaé. Jednak bardzo cazesto

jest skiadnikiem ukladu podwéjnego, a wtedy moze pobieraé materie od gwiazdy
towarzyszacej. PoniewaZ jednak masa bialego karla nie moie przekroczyé 1,4 mas
Slotica (jest to tzw. granica Chandrasekhara), to w koiicu dochodzi do jego zapadnigcia
sie, co jest wstepna faza wybuchu supernowej I typu. W ciagu kilku sekund jadro
gwiazdy zostaje wypalone i wytworzona energia rozrywa gwiazde. I tu rzecz niezwykia:
wybuch taki méglby by¢ niewidoczny! Bowiem materia bialego karla, swlaszcza
zapadajacego sie, jest bardzo gesta, a wiec nieprzezroczysta. Aby $wiatlo moglo sie

% jego wnetrza wydobyé w miare swobodnie, musialby spuchnaé setki tysiecy razy,

ale wtedy ostyglby tak dalece, Ze znowu z zewnatrz nic specjalnego nie daloby sie
zobaczyé.

Teraz dochodzi do glosu radioaktywnoéé. Obliczenia modelowe dowodza, e wskutek
gwaltownosci kolapsu gwiazdy synteza termojadrowa prowadzi do wytworzenia
jadra zbudowanego z promieniotwérczego niklu *°Ni, ktéry rozpadajac sie nastepnie
na kobalt i zelazo przez kilka dni ogrzewa rozprezajacego sie bylego bialego karla

7 moca usprawiedliwiajaca nazwanie calego zjawiska wybuchem supernowej (I typu}.
A dowody na to jui istnieja: linie niklu, kobaltu i Zelaza w widmach supernowych
zostaly juz zaobserwowane!

Roczne omdwienie sadaii Klubu 44
wrazn re ssczegdlowym regulaminem

i obazernymi croléwkami zamiedcimy
w nast¢pnyni. numerse,

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylad ronwiazania zadaii z nmmeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazafi samiesnczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiszania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadauia (kaide na ddzielnej kartce), moina to robié
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Forswiazania zadai z matematykii » finyki naledy
praesyla w oddszielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamny zadania w skali od 0 do 1 z dokiadnodcin do 0,1. Ocene mmoiymy
przer wepdlczynnik trudnosdci danego sadania: WT = 4 — 3S8/N, gdzie § oznacza sum¢ ocen
za rozwiazania tego zadania, a N - liczbg oséh, ktére nadeslaly rozwinnanie choéby jednego
zadania z danego numeru w dancj koukurencji (M lub F) - i tyle punktSéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktébw, w dowolnym czasic i w ktérejkolwick 2 dwdéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest saliczana
do ponownego udzialn. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w nuwmerze 1/1989.

Zadania z fizyki nr 101, 102 Redaguje dr Andrze) NADOLNY

101. Izolowana kula metalowa o promieniu 1 cm jest bombardowana przez szeroki
strumien elektronéw o energii 1000 eV. Po pewnym czasie zostaje osiagnicty stan
réwnowagi. Jakie sg, w tym stanie: potencjal kuli, zgromadzony na niej ladunek oraz
natezenie pola elektrycznego przy powierzchni kuli?

102. Jednorodna, wiotka lina o dlugosci [ i masie m, z zawieszonym na jej dolnym
konicu obciaZnikiem o masie M = 5 m, zwisa swobodnie, zaczepiona swym gérnym
koficem. Wiejacy poziomo ze stals predkoécia wiatr dziala na line sila réwna co

do wartodci ciezarowi liny, podczas gdy sila wiatru dzialajaca na obciaznik jest
zaniedbywalna w poréwnaniu z jego ciezarem. Jaki kat tworzy lina z kierunkiem
pionowym w punkcie jej zaczepienia? Obliczyé w sposéb przyblizony metodami
numerycznymi odchylenie obciaznika od pionu.
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Klub 44

Croléwka ligi sadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiszad
zadan 87 (WT=2,72) i 88 (WT=1,57)
& numeru 4/1989

Jerzy Lipkowsk! - Blblag 44,01pkt
Tomass Wictecha - Tarndw 42, 40pkt
Aleksander Surma - Mysskdw 41,57pkt
Plotr Kocsyfiskl - Warszawa 39,5Tpkt
Plotr Baila = Toruf 33,23pkt
Wojciech Peisert - Wroclaw 32.7TTpkt
Andrzej Borowskl - Aleksandrdw

Kujawski 30,84pkt
Praemystaw Gworys - Czastochowa 30,18pkr
Jacek Stelmach ~ Zabrze 29, 44pkt (1)
Marinss Bogacs - Pificzdw 28,86pkt

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1989
Przypominamy treéé zadan:

98. Tray jednakowe cewki o indukcyjnosci L, nawinicte w te sama strong, polaczono réwnolegle
w taki spoadb, ie wapslezynnik indukeji wrzajemmnej kaidej pary tych cewek jest jednakowy

i wynosi M. Jaka jest indukeyjnos¢ nastgpeza Lap ukladu tych cewek?

‘94. Rakieta o masie wlasuej M = 4 Mg i poczatkowej masie paliwa m = 7 Mg rozpoczyna

na wysokodci H = 100 km nad powierachnia Ziemi samodzielny lot z predkodeia poczatkows

vo = 1 km/s w kierunku pionowym ku gérze. Przyimujac, s¢ praez caly okres T = 90 s pracy
silnika jego sila ciagu F = 100 kN jest stala i skierowana pionowo w gére, wyzuaczyé raleinodé
predkodei v rakiety oraz jej wysokodei h od czasu i przedstawid ja w postaci wykresdw.

Oblicayé maksymalua, Wyst,;kob'(‘. na jaka wzniesie sie rakicta.

93. Z definicji indukcyjnosci zastepczej mamy

e dl~
Uap = Lus IR

Pan Lipkowski po raz drugi przekrocayt £dzie Usp jest napieciem miedzy punktami A i B, natomiast Ic — nateieniem

44 punkty.

calkowitego pradu plynacego miedzy tymi punktami.

Z symetrii wynika réwnoéé pradéw w trzech cewkach:

W konsekwencji
(2)

(3)

94. Réwnanie ruchu ra.kiety w przedziale czasu t € [0, T)
ma postaé
d*h(t

(M +my (0) ) = — (01 4+ my(0)g
gdzie mp(t) jest masa paliwa w czasie ¢, g -
prayspieszeniem ziemskim (na odpowiedniej wysokosci).
Opér powietrza — wobec bardzo rozrzedzonej na tych
wysokodciach atmosfery ~ zostat pominiety. Przyjmujac,
ie w czasie T cale paliwo sie wypala ze stals szybkodcia,

mamy :
mp(t) = m(l— %) ;

Z analitycznego rozwiazania tego problemu (patrz:
A K. Wréblewski, J.A. Zakrzewski, Wstep do fizyki, t.1,
PWN 1984, str. 380-384) wynikaja nastepujace wazory:

(1) v(t) = vo — gt — wIn(1 — kt),
(3) h(6) = H +vot — g + 2((1 - kt)n(1 - k) + kt)

gdzie k = s, v = ET (réwne predkosci gazéw
wy]atu}acych % silnika rakiety).

Dla ¢ > T ruch rakiety jest ruchem swobodnym w polu
‘grawitacyjnym (rzut pionowy).

Ze wzgledu na zaleinoéé przyspieszenia ziemskiego

od wysokodci g = (R/(R+h))” - 9,8m/s?, gdsie.

R = 6370 km - promieii Ziemi, przyjmujemy dla przedzialu
h € [100 km, 200 km| érednia wartoéé g = 9,4 m/s? i ze
wzoréw (1), (2) obliczamy v, = ¥(90 s) = 1440 m/s oraz
h(90 8) = 201 km. Wysokoéé osiagnieta w locie swobodnym

TR} proca _|
gl:--m /_\
]

8 lot swobodny rakdsty ———+
Lh R T 8, T
czas t [s]
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Z przyréwnania wyrazei (1) 1 (8), uwzgledmaja\cego zwiazek {2}, wynika, e

L(t) = L(t) = L(t) = I(¢).

In(t) = 3I(t).

Dla dowolnej cewki, wobec ich nawiniecia w te samg strone, mamy

ar dar
Uup = L-c-l? - 2ME ;

Lag = (L —2M}

wyznaczamy na podstawie wzoru (Ah)2 = v7/(2¢:)
podstawiajac g1 = 9,1 m/s® (drednie ¢
dla h € [200 km, 320 km]). Maksymalna wysokoéé, na jaka
wzniesie si¢ rakieta, jest réwna hmaz = A(90's) + (Ah)2 =
= 315 km. Zaleinoéci v(t) oraz h(t) sa przedstawione
na wykresach. Uzyto w nich tylko jednej wartoéci
g =9,3 m/s?, pomimo tego zgadzaja, sie one z obliczonymi
wysej wynikami z dokladnoécia do okolo 0,5 %. Predkosé
rakiety poczatkowo nieco maleje, co zrozumiale wobec
F < (M +m)g.
W rozwiazaniu numerycznym dzielimy przedzial czasowy
T na n odcinkéw czasowych At =T /n i przyjmujemy
t; = iAt, gdzie ¢t = 1,2,3,...,n. Mase catkowitq rakiety
oraz jej przyspieszenie w chwili ¢ okreslaja wazory

m.=M+m(1—l) oraz a; = —F-——g.

n m

Oznaczajac érednia predkoéé w przedziale czasu [ti—y, ]
przez w; mamy

F ) At
=vo+t 55— —9) 5 Vi1 =v+aill
v Yo (M 2 Vigl v a

oraz v(90 &) = v, +an 5

Droga przebyta w przedziale czasu [ti—,1:] jest,
oczywidcie, réwna (Ah); = v;At, mozna jednak réwnies
korzystaé z zaleinoéci (Ah)is1 = (Ah); + ai( At)3.

Wyniki numeryczne uzyskane dla n = 70 (2 uiyciem
programu, ktéry ukase sie w ksiagce: J. Ginter, R. Kutner,
Komputerem w Kosmos, WSiP) pokrywaja sie z wynikami
analitycznymi w granicach 1072 %.

N




Zadania z matematyki nr 203, 204 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

203. Wyznacsy¢ najmniejsza liczbe naturalng n, dla ktérej istnieje 1990 réinych liczb
naturalnych (dodatnich liczb catkowitych), nie przekraczajacych n, o tej wlasnosci, ze
zadna z nich nie jest dwukrotnoscia innej.

204. Wykazaé zbieznoé¢ i znaleZé granice ciagu

an = n"(nle — [nle])".

Zadanie 204 zaproponowal pan Piotr Jedrzejewicz z Torunia.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 9/1989

Przypominamy tredé zadan:

196. Dwie identycsne talie po n kart stasowano razem. Odkrywamy karty po jednej do chwili,

gdy wérdd odkrytych kart znajda sie dwie identyczne. Obliczy¢ wartodé oczekiwans licsby

odpowiednio na boki AB, BC

sl S y = = ) ‘A 3 g y . : ,' L -
' —r - - 4 o« E
odkrytych kart.
. 196. Niech Py, Pa, P; beda rzutami punktu P letacego wewnatrz trdjkata ostrokatnego ABC
i i i ; , CA.

Dowiedé, ie iloraz (|AP1| + |BPa| + |CP3|)/(|PPi| + |PPa| + |PPs|) jest wiclkodcia stala (gdy
P przebiega wnetrze tréjkata) wiedy i tylko wtedy, gdy trdjkat ABC jest réwnoboczny.

195. Niech p: bedzie prawdopodobiefistwem, 2 jakim
rozwagana zmienna losowa przyjmuje wartosé k.
Innymi slowy, pi jest prawdopodobiefistwem tego, ie
k-ta odkryta karta jest pierwsza identyczna z ktéras
z poprzednich (k= 1,2,...,n +1). Oznaczmy
przes qi prawdopodobiefistwo tego, Ze wiréd
pierwszych k odkrytych kart nie ma dwéch jednakowych
(k=0,1,2,...,n +1) i zauwaimy, e go = 1, gnt1 = 0,
qi-r—qr=prdlak=1,2,...,n+ 1. Szukana wartodé
oczekiwana wynosi ]

E.=p1+2p2+...+npa+(n+1)pat1= »

=(go—q1) +2(q1 —q2) + ...+
+n(gn-1—qn) +(r+1)gn =qo+ g1+ ...+ Gn-

Liczba mozliwych kombinacji kart odkrytych w &
pierwszych ruchach wynosi (") (abstrahujemy od
kolejnodci); wéréd nich jest 2*(}) ukladéw bes pary
kart identycznych (wybér po 1 elemencie z k par spoéréd
n par). Liczby te — to mianownik i licznik ulamka
WY ZNaczjacego prawdopodobieﬁatwo gx. A zatem

w-r (V)"

gdzie y = n — k.
Stad

Ba= gq; =2" (2:) &
gdsie S0 = 3 z-f(“}").

=0
Dla n > 2 mamy réwnoséé

E e er)-
- 1+22“’“‘(“+’) +Ez‘f( 1'”)

F=0 =1

=14} (s-am(2))+
#(smmraan(? 1)) = ds ks,

czyli Sp = 25.-1. Poniewai S, = 2, zatem S, = 2"

-1
i ostatecznie E, = (3:) .

Uwaga. Korzystajac ze wzoru Stirlinga moina wykasad,

15

ie znaleziona wartosé réwna sie w przyblizeniu /7n.
2

Dokladniej: Ep, = any/mn, gdzie 1 < an < (T%&ZET) ;
Na przyklad dla n = 52 mamy Es, = 12,8 +0,02.

Ukladajac pasjansa z dwéch gwyklych talii kart, dobrze
potasowanych, oczekujemy wiec pierwszego powtorzema

karty gdzieé okolo 13 miejsca.

196. Oznaczmy rozwasane wyraienie przez f(P);
dopuszczamy polozenia punktu P nie tylkc wewnatrs,
ale i na brzegu tréjkata ABC. Gdy punkt P przebiega
ruchem jednostajnym dowolny odcinek zawarty w tréjkacie
ABC, wéwczas zaréwno licznik, jak i mianownik f(P)
gmienia si¢ w sposéb liniowy. Jezeli tréjkat ABC jest
réwnoboczny, to f(P) przyjmuje jednakowa wartodé dla
P bedacego dowolnym z trzech wierzcholkéw. Zatem
funkcja f jest stala wzdluz kazdego boku tréjkata; dalej:
jest stala wazdluz kazdego odcinka o koricach na brzegu
tréjkata ABC, czyli po prostu: jest stala.

Dowodzimy teraz implikacji przeciwnej. Niech ABC
bedzie dowolnym tréjkatem ostrokatnym. Oznaczajac
przez O i I drodki okregéw opisanego i wpisanego, przez
R i r promienie tych okregéw, przez a, b, ¢ dlugodci
bokéw tréjkata, a przez a, §,7 miary odpowiednich katéw
otrzymujemy réwnodci

f(0) = §+5+§

e

o ama+sanﬁ+sm1 _
cosa + cog B 4 cosy 4s+1

iet= 2 cos £ 1. g =gin Zsin £sin 2
gdsie ¢ = cos § cos 5 cos §, s =sin §sin 5sin F,

oras
10 = retg2 +retgf +reigl 3
3r
) e el eyt
_ECtSSCtg2Ctg2_Ss'

Jeieli f = conast, to, oczywiscie, f(O) = f(I) i 3 réwnania
1o = 3 Wysnaczamy s = §. Z wkleslodci funkcji
sinus oraz % nieréwnodci miedsy érednia geometryczna

i arytmetycena wynika zad, de
in 2 m I\ R . BIRL [ Vs
ss(slr‘tg+sin§+mn,) g(sin’+ +,) :.-%,

€2 {wf

3
prsy czym réwnoéé zachodszi jedynie wtedy, gdy a =g =1.
Tak wiec f jest funkcjg stala tylko w preypadku tréjkata
réwnobocznego.



Lidar (ang. light detection and ranging) jest urzadzeniem
laserowym do badania atmosfery. Zasada dzialania lidaru jest
podobna do zasady dzialania radaru. Lidar wysyla krétki
impuls $wiatla laserowege, a nast¢pnie analizuje gwiatlo
odbite od tego, co si¢ znajduje w atmosferze — chmur, pyléw,
chemicznych zanieczyszczeri, molekul itp. Nategenie i dlugosdé

" fali éwiatia odbitego zaleiy od koncentracji i typu oddzialywania
% centrami rozpraszajacymi éwiatlo. Analiza powracajacego
dwiatla pozwala wyciagnaé wnioski o skladzie i fizycznym stanie
atmosfery, a opdénienie czasowe powracajacych sygnaléw —
o lokalizacji réZnych skladnikéw atmosfery. Lidary sg ugywane
do badania koncentracji i przesuwania sie zanieczyszczen
powietrza w pobligu ofrodkéw przemyslowych, zawartodci
substancji chemiceznych w stratosferze itp. Uzywane s3
réwnieg do obserwacji wiatréw w poblizu lotnisk. Za ich
pomocy obserwowano rozchodzenie sie pyléw wulkanicznych
po wybuchach wulkandw St. Helen i El Chinon. Prey
optymalnych warunkach moga byé bardzo czule — moga
wykry¢ tak niska koncentracje, jak kilka atoméw na centymetr
szedcienny. Majg zasieg od kilku metréw do kilkunastu

27 lutego 1989 roku firma Intel Corp. (jeden z najwigkszych
na éwiecie producentdéw mikroprocesoréw) oglosila powstanie
nowego mikroprocesora o nazwie i860, nazywanego przez
konstruktoréw skrétem N10. Jest to 64 bitowy procesor
zbudowany z ponad 1 miliona tranzystoréw wbudowanych

w jeden monokrysstal. Dzialanie i860 opiera sie na zasadzie
RISC (reduced-instruction-set computing). Oznacza to, Ze
ograniczono zestaw wykonywanych przez procesor instrukeji
pozostawiajac tylko ich niezbedne minimum. Skupiono sie

w zamian za to na przyspieszeniu dzialania. Instrukcje, ktdre

w klasycenych pracesorach wykraczaja ponad zredukowany
zestaw, RISC wykonuje jako mikroprogramy. W przypadku
i860 w wiekszodci przewidywanych jego zastosowan taka
koncepcja prowadzi do sgybkosci réwnej okolo polowie szybkodci
superkomputera Cray-1.

Co mote mieé wspdlnego astronomia z medycyna? Otés
w obu tych naukach zachodzi koniecznoéé wykonywania
dlugoczasowych zdjeé. Zwyczajne emulsje sg jednak szczegdlnie
niewydajne przy slabych oéwietleniach, dlatego astronomowie
czesto stosowali tzw. doczulanie emulsji np. przez podgrzewanie
jej preed wykonaniem zdjecia w obecnosci mieszaniny wodoru

i azotu. Czasy ekspozrycji stosowane w astronomii sg i tak
krétkie w poréwnaniu g niegbednymi do otrzymania obrazu

w wyniku np. autoradiografii. Sklonilo to kilka lat temu grupe
lekarzy z Florydy do nawiszania wspdélpracy ¢ astronomami,

by opracowaé metode doczulania klisz rentgenowskich.
Wspolpraca dala sukces. Okagalo sig, Ze pewne klisze
preeznaczone do medycenych badari rentgenowskich tatwo
mozna tak spreparowaé, ze beda mogly posluiyé takie do zdjeé
astronomicenych. Zysk dla medycyny jest oczywisty — klisza
taka umotliwia gnacene skrécenie nadwietlania czlowieka
promieniami Roentgena, dla astronomii zad moze juz nie tak
wielki, bowiem i tak zastosowanie CCD chyba wypiera wszelkie
metody tradycyjne. .

i6

Wielki przewrdt w przyrodoznawstwie, ktéry dokonal sie

w XVII wieku, mial swego ideologa — byl nim Kartezjusz
(René Descartes). Jego Rozprowa o melodzie stworzyla
metodologiczna podstawe nowoczesnej nauki — racjonalizm.
Jednak proponowane przez Kartegjusza zasady poznania
naukowego w zastosowaniu do matematyki okazywaly sig
banalne. Leibniz pozwolil sobie nawet na takie streszczenie
koncepcji Kartezjusza:

obserwowane byly w zdergeniach wysokich energii i rozpadach,
ale dopiero w ciggu ostatnich paru lat udalo sie poczynid
postep w kierunku spowalniania i gromadzenia antyczastek.
Ostatnio w oérodku AT&T Bell Labs w USA wytworzona
zostala po raz pierwszy chlodna plazma pozytonowa. Zasada
dzialania pulapki pozytonowej jest podobna jak w przypadku
pulapki elektronowej, gdzie w celu ograniczenia przestrzennego
stosuje si¢ pola magnetyczne i elektryczne. Pozytony o energii
kilkuset keV, pochodzace z rozpadu ?2Na, spowalniane

byly wstepnie (przed wejsciem do pulapki) wskutek zderzeri -

z elektronami przechodzac przez folig z krystalicznego wolframu
o grubosci 1 um. Nastepnie, juz w obszarze puilapki, dalsze
chlodzenie do temperatury pokojowej zachodzilo w procesie
zderzeri nieelastycznych w azocie gazowym. W pulapce udalo sig
ggromadzi¢ okolo 3,3 x 10® pozytondw i utrzymaé je w postaci
chmury o rozmiarach wloskiego orzecha w czasie okolo 60 s.

okruchdw skalnych zlepionych lodem wodnym oraz innych
gamrozonych gazéw. Przy zbligeniu komety do Slofica gazy
parujg tworzac jej glowe i warkocs, Najwigksza glowg miala
Kometa Napoleoriska 1811 I — 1,7 min km, a najdluzszy warkocz
kometa 1843 I — 2,15 j.a. Warkoczy zreszta moze by¢ kilka,
bywaj teg nietypowe, np. skierowane pozornie ku Sloricu.

1 tak najdlugszy ,przeciwwarkocz” miala kometa 1957 III
Arend-Roland, mianowicie 24 IV 1957 roku rozciagal sig

na niebie na 14°. Najwiecej zagé warkoczy, 6 lub nawet 7, miala
Kometa Dzienna 1744 Cheseaux. Jadro po utracie lodu ma
prawo rozpasé sig, co bylo wielokrotnie obserwowane. Najwigeej,
a¢ 5 fragmentéw powstalo z rozpadu Wielkiej Wrzesniowej

Rogpatrzmy prostokatny tréjkat o preyprostokatnej z

i preeciwprostokatnej z. Zwiekszmy przyprostokatna

o nieskoriczenie maly przyrost dz, przeciwprostokatna wzrosnie
wtedy o dz.

L. dx

Jedli popatrzymy na nieskoriczenie wiele razy powigkszone
otoczenie punktu A, to z podobieristwa odpowiednich tréjkatéw
otrzymamy réwnanie régniczkowe

de &

de "=
Rozdgielajac zmienne mamy zdz = zdz, ceyli 22 = 27 +c.
Podstawiajac z = O obliczamy stalg i twierdzenie Pitagorasa jest
gotowe. :



Protokol

przyznad;

Uy

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki obradujac dnia 12 IX 1989 r.

w skladzie: prof. dr Leon Je$manowicz - przewodniczacy oraz dr Jerzy Bednarczuk,
dr Antoni Dawidowicsz, dr Alicja Derkowska, dr hab. Marek Kordos, mgr Andrzej
Makowski, dr Zofia Musyczka, dr Zdzistaw Pogoda, dr Agnieszka Wojciechowska,
biorac pod uwagg wybér tematu, poziom prac oraz praebieg obrony postanowilo

1. Zloty medal i nagrode w wysokoéci zi. 30000,~ Krzysztofowi Oleszkiewiczowi

z LX LO w Warszawie za prace Skaczqc po stozkowych,

2. Srebrny medal i nagrode w wysokosci zt. 20 000,~ Rafalowi Kapelko z III LO
we Wroclawiu za prace Rachunek réiniczkowy ¢ catkowy funkeji zmiennej naturalnes,
3. Brazowy medal i nagrode w wysokodci z¥. 18 000,~ Katarzynie Tréjcy z I LO

w Bytomiu za prace Granica zlozenia funkcyi,

4. Nagrody w wysokosci z1. 8000,- kazda opiekunom préu:: Zbigniewowi Marciniakow,
Andrzejowi Filipkowskiemu, Krystynie Caycay i Alicji Stankiewicz.

Krzysztof Oleszkiewicz w karykaturze
prof. Leona Jedmanowicza

Regulamin Konkursu Uczniowskich
Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Gléwny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesiceznika
Deilta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej.

3. W konkursie moga braé¢ udzial uczniowie wsazystkich typéw
aszkél.

8. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.

4. W eliminacjach bierze udzial uczer, ktéry w terminie do dnia
1 maja przefle pod adresem Redakcji Delty jeden egzemplarz
swojej pracy matematycznej. Do pracy naleiy dolaczyé
nast¢pujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa

i adres szkoly, imi¢, nazwisko i adres nauczycicla - opiekuna
pracy.

B. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wklad ucznia i pelna
informacj¢ o frédlach, z ktérych korzystal jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez
Komisj¢ Konkursu i kompetentnych recenzentéw. Te spoéréd
prac, ktére speiniaja warunki konkursu, zostana przedstawione
Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finalu,
ktéry odbgdzie si¢ w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.

Propozycje ewentualnych tematéw prac na Konkurs Ucsniowskich Prac z Matematyki
zamieszczamy od numeru 3/1988 (z pomini¢ciem numeréw 6 i 12 ¢ 1988 roku oraz 1, 6, 7i 8
z roku 1989). Oczywidcie, chetnie widzimy prace réwniei na inne temat y.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostang
przeslane autorom prac oraz nauczycielom - opiekunom prac
przed koricem roku szkolnego.

8. Finalifci i nauczyciele opiekujacy si¢ ich pracami otrzymuja
od Zarzadu Gléwnego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji

na koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie na odcsytaniu) przez
uczuia, podczas specjalnego otwartego posiedrenia Sesji, referatu
(trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji
na temat, ktéremu poswiccona byla praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Kounkursu. Jury bedzie bralo
pod uwage, oprécz merytorycznej wartodei pracy, réwnies
samodziclnodé i oryginalnodé ujccia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury preyznaje medale: zloty, srchrny

i brazowy, wyrdinienia oraz nagrody pieniezne ufundowane przer
Ministerstwo Edukacji Narodowej.

11. Ogloszenie wynikéw finalu nastepuje w trakcic Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Medale wrecza Prenes Towarnystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét awycieskiej pracy beda
opublikowane w miesieczniku Delta.

18. Komisje Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje Zarzad
Giéwny PTM na wuiosek Komitetu Redakeyinego Delty.

W XXX Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej w RFN zwyciezyl
zespdt Chin, Polska reprezentacja zajela dwunaste miejsce. Na ostatniej stronie
zamieszczamy wersje zadaifi, z ktéra mieli do czynienia zwyciezcy, a ponizej jej polski

odpowiednik.

Pierwszy dziefi 18 lipca 1989 r.

1. Udowodnié, e zbiér {1,2,..., 1959} moina przedstawic
w postaci sum, takich parami roslacznych zbioréw A;
(i=1,2,...,117), ie ,

a) kaidy zbi6ér 4; ma 17 elementéw;

b) S1 = Sz =...= 8117, gdzie & jest suma wszystkich liczb
ze zbioru A;.

2. Dwusieczne katéw A, B, C tréjkata ostrokatn-go ABC
przecinajg opisany na nim okrag odpowiednio w punktach 4,,
B, Cy. Prosta AA; przecina dwusieczue katéw zewnetrznych
przy wierzcholkach B i C tréjkata ABC w punkcie Ag. Punkty
By i Cy okredla sie analogicznie.

Udowodnid, ie:

a) SagBgcy = 25ac;BACBy

b) SagBgcy = 4Samc.

Uwaga. Sxy.,. oznacza pole wielokata XV ....

3. Niech n oraz k beda ustalonymi liczbami ~=* ~alaymi.
Zbiér S zlozony z n punktéw plaszczyzny ma nastgpujace
wlasnodci:

a) zadne trzy punkty zbioru S nie leia n= jednej prostej,

b) dla kaidego punktu P naleiacego do § istnieje w § co
najmniej k réinych punktéw réwnoodleglych od P.

Udowodnic, ie k < 4 + +/2n.

Czas rozwigzywania zadani: 4 :1.- godziny.
Za kaide zadanie moina otrzymad 7 punktéw.
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=. Niech ABCD bedzie caworokatem wypukiym, ktérego
boki AB, AD i BC spelniaja réwnodé AB = AD + BC.
Wewnatrz tego czworokata znajduje sie taki punkt P, ze
AP =h+ AD i BP = h + BC, gdrzie h jest odlegloscia punktu P
od prostej CD.

Udowodnié, &e

1 1 i

slh = AD | 50"

5. Udowodnié¢, ke dla kaidej liczby naturaluej n istmeje
n kolejnych liczb naturalnych, z ktérych 7adna nie jest potegs,
liczby pierwszej o wykladniku calkowitym.

6. Permutacje¢ {21, %2,...,%3n} zbioru {1,2,....2n}
bedziemy nazywad sympatyczna. jeteli réwnodé |z — ;41| = n
zachodzi dla co najmniej jednej liczby 1 ze sbhioru
{1,2,...,2n - 1}.

Udowodnié, ge ala kaidej licaby naturalnej n wiecej nit
polowg¢ wszystkich permutacji stanowia permutacjc sympatyczne.

Czas rozwiszywania zadaii: 4 } godziny. -
Za kaide zadanie moina otrzymadé 7 punktdw.



