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Jak pamietac obrazy?

Dr Krzysztof S. ,NO WINSKI

Ksztalty przedmiotów stworzonych przez czlowieka
- domów, samolotów, przedmiotów codziennego
uzytku - daja sie zazwyczaj opisac bardzo oszczednie
- niewielka iloscia informacji. Do opisu zwyklego
stolu'Wystarczy podac dlugosc, szerokosc i grubosc
blatu, miejsca umocowania nóg, ich dlugosc,
grubosc i ewentualne usztywnienia - w sumie
kilkanascie lub kilkadziesiat cyfr. Pamiec przecietnego
komputera moze pomiescic informacje niezbedne
dO'odtworzenia rysunków duzego dom'u, samochodu
czy obrabiarki, o czym dobrze wiedza np. uzytkownicy
programu-instytucji AutoCAD.

Zupelnie inaczej dzieje sie, gdy mamy opisac ksztalt
"wziety z natury", na przyklad lisc paproci, glazy,
o które rozbija sie fala czy osniezony górski las.
Do niedawna jedyna metoda zapamietania takiego
obrazu w postaci cyfrowej bylo opisywanie (przy
zadanej rozdzielczosci,' czyli gestosci elementów
obrazu) koloru i jasnosci kolejnych punktów. Barwny
obraz o "telewizyjnej" rozdzielczosci 640 linii
po 1000 punktów w 64 kolorach wymaga przy takim
zapisie 10000 . 212 ~ 40000000 bitów.

Mozna wprawdzie strescic nieco te informacje
zastepujac sekwencje powtarzajacych sie kolorów
kolejnych punktów przez skrócony zapis ich ilosci,
jednak rzadko mozna w ten sposób osiagnac zysk
wiekszy niZ 60-80%. Widac wiec wyraznie trudnosci
operowania tak wielkimi zbiorami danych, nawet gdy
uwzglednimy szybkosc wspólczesnych komputerów.

Dodatkowy problem stwarza sztywnosc takiego zapisu:
bardzo trudno na przyklad obrócic, zmniejszyc czy
zwiekszyc obraz zapisany taka mapa bitowa, gdy
wybierzemy skale powiekszenia czy kat obrotu spoza
bardzo ograniczonego zbioru wartosci.

Stosunkowo niedawno opublikowano jednak dosc
szokujacy wynik: istnieje metoda pozwalajaca
"strescic" opis skomplikowanych ksztaltów natury
do setek czy najwyzej tysiecy bitów. Otrzymywanymi '
przy tym danymi mozna latwo mani.pulovlac ­
odzwierciedlaja one bowiem w pewnym sensie nature
przedstawianych ksztaltów.

U podstaw teoretycznych proponowanej metody lezy
pojecie fraktali, czyli zbiorów wymiaru ulamkowego,
znanych juz od dawna, lecz intensywnie badanych
ipropagowanych dopiero.w ostatnich kil~unastu latach
przez Benoit Mandelbrota, autora pieknej ksiazki o
"Fraktalnej geometrii natury" (The Jractal geometry oj
nature). Istotna wlasnoscia fraktali, na która zwrócil
uwage Mandelbrot, jest ich "samopodobienstwo" :
we fraktalu mozna odnalezc fragmenty w mniej
lub bardziej scislym tego slowa znaczeniu podobne
do calego fraktala lub innej, wiekszej jego czesci.
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Zjawisko to widac wyraznie na rysunkach tzw. zbioru
Julii (czyt. zulii) i dywanu Sierpinskiego.

Zbiór Julii

Dywan Sierpinskiego

Sam Mandelbrot próbowal budowac rysunki,
w których takie samopodobne fragmenty byly
zestawiane w sposób sterowany czesciowo przez funkcje
losowe otrzymujac w ten sposób "wiarygodne" pejzaze
nieistniejacych w przyrodzie gór.

O ile jednak mozna w ten sposób tworzyc krajobraz
Gór Mglistych czy (uzywajac ciemniejszej,
szaroczarnej tonacji) pejzaze okolic Minas Morgul czy
Orodruiny (J.R. Tolkien Wladca Pierscier),i), o tyle
do praktycznego zastosowania fraktali potrzebne
jest jeszcze pewne spostrzezenie znane pod nazwa
twierdzenia o kolazu.



Szybkosc rysowania obrazk6w:
na XT z koprocesorem okolo 1000 pkt·fs,
na 386 z koprocesorem okolo 6000 pkt·fs,
na XT bez koprocesora okolo 100 pkt·fs.
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1000 punkt6w

Aby sformulowac twierdzenie o,kolaZu, przypomnijmy
pare podstawowych faktów z teorii odwzorowan
afinicznych plaszczyzny, czyli przeksztalcen, które
mozna otrzymac przez skladanie podobienstw,
obrotów, symetrii i powinowactw osiowych. Kazde
takie przeksztalcenie mozna we wspólrzednych
kartezjanskich zapisac w postaci:

x' = ax + by + c

y' = dx + ey + I,
gdzie a, b, c, d, e, 1 sa liczbami rzeczywistymi.
Wektor o skladowych [c, J] opisuje przy tym
przesuniecie, a liczby a, b,' d, e opisuja tzw.
czesc liniowa przeksztalcenia. W szczególnosci
liczba jae - bdl jest stosunkiem powierzchni figury
przeksztalconej do powierzchni jej pierwowzoru,
a ..j a2 + d2 + ..jb2 + e2 jest górnym ograniczeniem
stosunku, w jakim przeksztalcenie zmienia odleglosci
punktów.

Przypuscmy teraz, ze pewien podzbiór plaszczyzny
ma te wlasnosc, iz da sie przedstawic jako suma
swoich obrazów przy przeksztalceniach afinicznych
zwezajacych; tzn. zmniejszajacych odleglosci miedzy
punktami. Przykladowo, lisc paproci mozemy pokryc
czterema zaznaczonymi na rysunku podzbiorami:
lisciem skróconym o pierwsze dwa boczne listki,
dwoma listkami i odcinkiem lodyzki. Widoczne
na rysunku równolegloboki to obrazy ramki przy
kolejnych przeksztalceniach 11, h, h i 14.

6000 punktów 36000 punktów

Uruchamiamy teraz nas.!,epujaca proced'!1re:

Krok l: Wybieramy dowolny punkt plaszczyzny Po

i przyjmujemy n = O;

Krok 2: Losujemy jedno z przeksztalcen wybranych
do opisu rysunku i znajdujemy punkt Pn+1

bedacy obrazem punktu Pn przy wylosowanym
przeksztalceniu;

Krok 3: Gdy n > 20, zaznaczamy na rysunku
punkt Pn+1;

Krok 4: Zwiekszamy n o jeden i wracamy do kroku 2.

Rozsadnie jest losowac przeksztalcenia tak, by
prawdopodobiellstwo wylosowania fk bylo proporcjonalne
do wspólczynnika zmiany powierzchni Sk podanego powyzej.
Mozna w tym celu np. podzielic przedzial [0,1) na przedzialy
[ak,ak+l), gdzie ak = (SI + ... + Sk-l)f(Sl + ... .+ Sn) i losujac
liczbe u: O :<;; u < 1 wybierac !k takie, ze u E lak, aiC+d·
Aby unikna,c nadmiernej dyskryminacji przeksztalcen silnie
zmniejszajacych pole, mozna w powyzszej metodzie skorygowac
nieco wartosci Sk, np. przez dodanie stalej 0,001.

Kilkanascie pierwszych punktów moze jeszcze lezec poza
wlasciwym rysunkiem. Przeksztalcenia fi jako zwezajace
sciagaja jednak punkty w obszar rysunku, a tam ich zachowanie
jest juz zgodne z twierdzeniem o kolazu.
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;okno graficzne o danych wYmiarach
.; punkt
;startowy

;rysowanie punktu

4.
, 2.4•. 007. ,o.
-.007 •. 015 •. 0 •
. 22•. 33 .. 54.
- . 36 .. 1 •. o .
. 14.. 36.1.4.
.38.-.1. .0 .
.8.-.1.1.6.
.1. .8 •. O.
0.• 7.. -2.6.3.5.

4.
.24..0•.0,
.0 •. 015 •. 0.
.22 •. 23'.. 54.
-.26 .. 2.. 0.
.24 .. 26.1.4.

'.28.-.2 .. 0.
.8.-.1.1.6.
.1 .. 8 .. 0.
0 .. 9 .. -2.1.3.3.

36000 punktów

36000 punktów

Ttzeba na zakonczenie stwierdzic, ze przedstawiony
tu optymistyczny obraz problemu oszczednego
kodowania obrazów za pomoca teorii fraktali kryje
pewna istotna luke. O ile mianowicie analize obrazu
tak w istocie swej prostego, jak lisc paproci czy
dywan Sierpinskiego, mozna przeprowadzic nawet bez
komputera, o tyle obrazy bardziej skomplik~wane ­
takie, jak ten z okladki - wymagaj a. juz wyrafinowanej
techniki interakcyjnej, gdzie komputer podsuwa pewne
propozycje weryfikowane przez czlowieka i na odwrót.
Twórcy opisap.ej metody: Michael Barnsley, Stephen
Demko, Laurie Hodges i Bruce Naylor z Georgia
Institute of Technology, zastrzegli prawa patentowe
do metod analizy obrazu i rozwijaja je we wlasnym
przedsiebiorstwie korzystajac przy tym z funduszy
Ministerstwa Obrony USA.

z Andów. Przy zapisie tego obrazu, jak i przy
innych przetwarzanych zdjeciach nie ograniczano
sie, oczywiscie, do jednej formy: obrazy oryginalne
rozlozono na elementy skladowe (drzewa, góry
czy bryzgi fal) kodujac i odtwarzajac kazdy z nich
z osobna.

;wYjecie z trybu graficznego

:loS'owanie przeksztalcenia

;granice obrazu

;ilos"c ,iteracji

;obliczanie prawdopodobienstw
;wyboru przeksztalcan

:ns - ifosc podobienstw

Fakt ten ma podstawowe znaczenie dla zastosowan
praktycznych twierdzenia o kolazu. Wystarczy
bowiem stwierdzic, ze zarówno drobne niescislosci
w pokryciu zbioru A jego obrazami, jak i zaokraglenia
parametrów uzyskanych przeksztalcen nie spowoduja
katastrofalnych róznic miedzy oryginalem rysunku
a jego odtworzeniem, co widac na zaprezentowanym
na okladce portrecie indianskiej dziewczyny

program saim
character*2 lin
dimension sim(2:3,50),pro(50)
re ad na
pr-O.
do i-1.ns

re ad sim(1.1.i).sim(1.2,i>,sim(1.3.i) ;czytanie kolejnej
re ad sim(2,l,i),sim(2.2.i),sim(2,3.i) ;macierzy podobienstwa
pro(i)-abs(sim(l, 1. i) *aim(2, 2. i )-sim(2,l. i) *simO, 2. i) )+. 03
pr-pr+pro(i)

enddo
P-O.
do i-l. ns

p-p+pro(i)
pro(i)-p/pr

enddo
read.xl,xr,yd,yu
re ad iter
P-O.

initgraph(xl.xr.yl,yu)
x..o .

y-O.
do ii-l.iter

p-ran (idum)
do i-l.ns
k-i
if p(pro(.i) exit

enddo
xn-x*sim(1.l,k)+y*sim(l,2.k)+sim(1,3.k) :afiniczne przeksztalcanie
yn-x*sim(2.1.k) +y*sim(2. 2.k) +sim(2. 3. k) :punktu
x·xn
y·yn
if ii>20 setpixel(x.y)

enddo
do
until keypressed
endgraphic
end

Jezeli podzbiór plaszczyzny A daje sie przedstawic
jako suma swoich obrazów przy zwezajacych
przeksztalceniach afinicznych fI, ... , In' to punkty
otrzymane przez zastosowanie opisanej wyzej
procedury beda coraz dokladniej wypelniac zbiór A.

Latwo zauwazyc, ze obrazem punktu nalezacego do A
bedzie znów punkt z A - wynika to stad, ze dla
kazdego i mamy h(A) C A. Mozna równiez sprawdzic,
choc jest to trudniejsze, ze dowolnie blisko dowolnego
punktu z A znajdzie sie po pewnej liczbie iteracji
którys z kolejno otrzymywanych punktów.

Warto poeksperymentowac nieco z opisanym
algorytmem, którego zapis w "uogólnionym jezyku
komputerowym" przedstawiamy ponizej. Mozna
sie na przyklad przekonac, ze drobne zaburzenia
danych wejsciowych, czyli ukladów liczb opisujacych
kolejne przeksztalcenia h, powoduja nieznaczne
znieksztalcenia rysunku, pozwalajace jednak
na natychmiastowe rozpoznanie pierwowzoru.

Realizacja takiej procedury nie nastrecza
powazniejszych trudnosci, gdy mamy dostep
do kom'putera o rozsadnych mozliwosciach graficznych
- wystarczy tu popularne Spectrum czy Atari,
choc o wiele efektowniejsze wyniki zobaczymy
na komputerze klasy PC z grafika Hercules. Gdy
zazadamy wyswietlenia np. 5000 punktów, bedziemy
mogli obserwowac, jak w cudowny nieomal sposób
z rozrzuconych po ekranie punktów zacznie sie
wylaniac ksztalt liscia. Sprawdzamy w ten sposób
praktycznie wlasnie twierdzenie o kolazu mówiace,
ze:
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Maxwellowski rozklad termicznych
neutronów jako funkcja predkosci.

(:)en
(~6) =0,0577 ...

Jest to raczej nieduzo i latwiej
uwiel'zyc. ze gOlicieprzy barze staraja
sie siadac osobno

Neutrony o energii mniejszej niz 0,1 eV rozpraszaja sie na czasteczkach
jak na sztywnych obiektach poruszajacych sie ze srednia energia drgan
termicznych kT, gdzie k = 8,617 . 10-5 eVIK jest ~tala Boltzmanna, a T ­
temperatura moderatora. W koncowej fazie procesu spowalniania, nazywanego
tez termalizacja, dochodzi do wzajemnej wymiany energii miedzy neutronami
a czasteczkami lub atomami spowalniacza. Jezeli spowalniane neutrony nie sa
absorbowane w moderatorze, albo ich pochlanianie jest slab,e, wówczas zachodzi
równowaga termodynamiczna miedzy neutronami a osrodkiem spowalniajacym.
Rozklad predkosci neutronów dany jest funkcja. statystycznego rozkladu
Maxwella:

Skad sie biora neutrony zimne i ultrazimne, czyli neutrony o bardzo niskich
energiach? Spróbujmy odpowiedziec na to pytanie sledzac przebieg spowalniania
neutronu od chwili jego otrzymania. Najbardziej rozpowszechnionymi zródlami
neutronów, uzywanych do badan i zastosowan praktycznych, sa reaktory
dzialajace na zasadzie kontrolowanej reakcji lancuchowej. Neutrony otrzymuje
sie w reaktorze w wyniku reakcji rozszczepienia jader uranu 235, z których kazda
wyzwala energie wynoszaca okolo 200 MeV. Jest to glównie energia kinetyczna
ciezkich fragmentów rozszczepienia; niewielka jej czesc przypada na swobodne
neutrony, których jest srednio 2,5 na jedno rozszczepienie. Srednia energia
neutronu z rozszczepienia wynosi 2 MeV, ale sa tez neutrony o energii wiekszej,
dochodzacej do 15 MeV. Predkie neutrony zderzajac sie z jadrami atomów
moderatora przekazuja im swoja..energie kinetyczna.. Proces spowalniania
do energii termicznych zachodzi w czasie 10-7 - 10-3 s, a w miare jak maleje
energia neutronów, zmienia sie jego mechanizm. Przy energii rzedu 1 eV
istotna staje sie struktura molekularna moderatora, a to dlatego, ze energia
wiazan atomów w czasteczkach wynosi okolo 1 eV. Energia przekazywana
teraz przez neutrony powoduje pobudzenie w czasteczkach drgan oscylacyjnych
i rotacyjnych.

Najbardziej prawdopodobna predkosc Vo, odpowiadajaca maksimum rozkladu,
jest okreslona zaleznoscia zachodzaca miedzy energia kinetyczna a temperatura

1 (2kT) 1/2 >2"mv5 = kT, skad Vo = ---;;;
Dla temperatury pokojowej T = 293 K, po podstawieniu m = 1,6747.10-24 g,
otrzymujemy kT = 0,02525 eV i Vo = 2 200 mis. Podobnie mozemy obliczyc
srednia predkosc, przyjmujac zgodnie z prawami termodynamiki srednia energie
kinetyczna w stanie równowagi termicznej Esr = ~kT. Jak widzimy, termi~zne
neutrony poruszaja sie bardzo szybko, szybciej od pocisku karabinowego. Tak
duza predkosc mimo malej energii jest, oczywiscie, uwarunkowana wartoscia
masy neutronu. Rozklad Maxwella dopuszcza w stanie równowagi termicznej
obecnosc zarówno neutronów goracych, którym odpowiada temperatura
T = 2000 K i wiecej, jak równiez neutronów zimnych (ZN), bardzo zimnych
(BZN) i ultrazimnych (UZN) o energii rzedu 10-7 eV, dla której T = 0,001 K.
Tak wiec skala energetyczna widma neutronów z reaktora rozciaga sie
od 107 eV do 10-7 eV. Mozliwosc otrzymania ultrazimnych neutronów z widma
termicznego zostala zauwazona juz w 1959 r. Wówczas jednak pierwsze próby
stwierdzenia obecnosci takich neutrOnów nie mialy szans powodzenia. Powodem
bylo zbyt mala gestosc neutronów o skrajnie malych energiach. Praktycznie

- ( m )3/2 (mv2)dN(v) = 41CN 21CkT exp - 2kT 'v2dv,

gdzie dN(v) jest liczba neutronów w przedziale predkosci (v, v + dv),
N - liczba wszystkich neutronów, a m - masa. neutronu. Rozklad Maxwella
liczby neutronów w zaleznosci od ich energii E ma postac:

E1/2 (E) .N(E)dE = A (kT)3/2 exp - kT dE,

gdzie A jest stala zwiazana z liczba neutronów i srednim czasem ich zycia
w moderatorze. Wykres rozkladu Maxwella predkosci neutronów jest
przedstawiony na rysunku obok.

80006000
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2000 4000
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Rozwiazanie zadania M 668.
Z pieciu miejsc zajetych i jedenastu
pustych mozna otnymac (patrz
zadanie 'M 666) nie wiecej niz
jedenascie serii - tyle wlasnie mamy.
Przy jednakowo prawdopodobnych
rozmieszczpniach szansa uzyskania

takiego wyniku wynosi, na ll)0CY
zadania M 6·67,

Ultrazimne
neutrony (I)

Dr Konrad

BLINOWSKI

~~r~.

lL~__~

4



Roz'Wiazanie zadania M 557.
Bedziemy uwaiac jednakowe litery za

nierozr6znialne. Jest (a~b) sposob6w
ustawienia liter w ciag (poniewaz
trzeba wybrac a miejsc dla liter A
sposr6d a + b miejsc).
Zobaczymy teraz, na ile sposob6w
mozna otrzymac f7t serii z a elementów.
Sprowadza sie to do pytania o liczbe
rozmieszczen a kul w m kom6rkach
tak, by wszystkie komórki byly zajete.
Poniewai jest a kul i a - 1 miejsc
miedzy nimi, w kt6re mozna wstawic
m - 1 przegródek, sposob6w

. ( a-l)Jest m-l .
Niech k = 2m. Jak widzielismy
w poprzednim za.daniu, musi byc m
serii liter A i m serii liter B. Mamy

2(a-I)(b-l)m-l m-l

P:lm= (a~b)
poniewaz mozna rozpoczac ciag litera
A lub B.
Niech teraz k = 2m + 1. Wtedy moze
byc m serii A i m + 1 serii B lub
odwrotnie, skad

przy czym przyjmujemy umowe, ze

(n = o, o ile q > p.

eksperymenty w tym kierunku rozpoczeto prawie 10 lat pózniej. Nastapilo
to po opracowaniu i uruchomieniu tak zwanych zródel zimnych neutronów
umieszczonych w reaktorach w poblizu strefy aktywnej. Sa to pojemniki
zawierajace jako moderator ciekly wodór H2 lub deuter D2 albo ich mieszanine.
W takim moderatorze·o temperaturze 20 K rozklad Maxwella przesuwa
sie w kierunku poczatku skali energii. Zawartosc ultrazimnych neutronów
Vi widmie dla T = 20 K jest juz na tyle wysoka, ze umozliwia wyprowad.zenie
ich na zewnatrz reaktora i wykorzystanie do eksperymentów. Okreslenie
przynaleznosci neutronu do grupy bardzo zimnych lub ultrazimnych nie jest
scisle. Nie ma dokladnie zdefiniowanej granicy oddzielajacej te dwie sasiadujace
grupy. Przyjeto uwazac za ultrazimne takie neutrony, któ~e poruszajac
sie w prózni odbijaja sie calkowicie od kazdej powierzchni materialnego
osrodka, niezaleznie od rodzaju materialu i kata padania. Sa to wiec neutrony
o wlasciwosci pozwalajacej teoretycznie na przechowywanie icn w zamknietej
przestrzeni tak dlugo, jak na to pozwala czas zycia swobodnego neutronu.
Mówiac o calkowitym odbiciu neutronów mamy na mys1i, oczywiscie, odbicie
natury optycznej, wynikajace z optycznych wlasciwosci neutronu, a okreslone
przez dlugosc fali A:

A = ~ albo A = _h_ = 0,286 A
mu ·V2mE.JE '

g~fie h - stala Pla2ncka, E.- energ~a neu~ronu w eV, wspólczynni~, zalamania .oslodka n = 1 - A 2~b, gdZIe N - liczba jader w 1 cm3, b - dlugosc rozpraszama.
Dlugosc rozpraszania moze byc interpretowana jako zasieg oddzialywania
neutronu z jadrem osrodka. Ze wzoru na wspólczynnik zalamania mozna
wyznaczyc kat krytyczny Bc dla calkowitego odbicia, bowiem cos Bc = n.
Kat Bc jest zawarty miedzy kierunkiem padajacego neutronu a ·powierzchnia.
oddzielajaca próznie od osrodka materialnego (a nie jak w optyce - miedzy
kierunkiem padania i normalna do powierzchni). Przyjmujac maksymalna.
wartosc Bc = 90° mozemy oszacowac Ac spelniajace warunek na to, aby
neutron byl ultra~imny dla osrodka o dlugosci rozpraszania b. Na przyklad
dla wegla (grafitu) b(C) = 0,665.10-12 cm, a dla izotopu niklu 58

, b(Ni) = 1,44 . 10-12 cm. Korzystajac ze wzoru

tr6dlo zimnych neutron6w do zainstalowania w kanale
poziomym reaktora w Kjeller (Norwegia). Wewnatrz
perforowanej oslony widoczny kulisty zbiornik na ciekly wod6r.
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I N = liczba Avogadro· gestosc
ciezar atomowy

mamy

N(C) = 6,022· 2 .1023 i N(Ni} = 6,022·8,9 .1023. 12 58'
skad otrzymujemy

Ac(C) = 970 A i >'c(Ni) = 687 A.
Dokladniejsza metoda obliczania krytycznych
parametrów odbicia, poslugujaca sie potencjalem
oddzialywania neutronu z osrodkiem, daje mniejsze
wartosci, miapowicie >'c(C) = 683 A, >'c(Ni) = 550 A.

"Temperatura", energia, dlugosc fali i predkosc
neutronu wyrazone kolejno w kelwinach (K),
elektronowoltach (eV), angstremach (A) i m/s
zwiazane sa prostymi zaleznosciami: T = 949,3/>.2,
E = 0,0818/>.2, T = 1,16.104 E, v = 1,385' 104.JE.
Obliczmy, jaka temperatura odpowiada neutronowi
o energii 10-7 eV i jaka jest jego predkosc.
Otrzymany wynik T = 0,001 K mówi nam, skad.
sie bierze nazwa "ultrazimne" neutrony, a predkosc
v = 4,4 m/s swiadczy o tym, ze ultrazimny neutron
m9ze byc dogoniony i schwytany przez biegnacego
czlowieka. Oczywiscie, na schwytanie ultrazimnych
neutronów wymyslono inne sposoby. Bedzie o nich
mowa w drugiej czesci artykulu, a takze o tym, po co
sie to robi.



Jak odkryto pozasloneczne uklady planetarne,
Dr Janusz KALUZNY

Powstanie Ukladu Slonecznego to
z pewnoscia jedna z naj trudniejszych
zagadek przyrodoznawstwa. Trzeba
sobie jasno powiedziec, ze wszystkie
dotychczasowe rozwazania na ten temat
to raczej hipotezy niz teorie. Skladaj a
sie na to dwa zasadnicze powody.

Po pierwsze, w procesi~ powstawania
ukladu planetarnego musialy masowo
zachodzic zjawiska nieslychanie trudne
do ujecia matematycznego. Wezmy np.
taki pozornie banalny problem. Dwie
brylki o zadanym skladzie chemicznym,
stanie skupienia i ma,sie zderzaj a sie
z zadana predkoscia. Pytanie: czy
w wyniku zderzenia skleja sie one
w jedna brylke, czy rozbija sie na wiele
fragment6w? Sprawa wyglada tu duzo
gorzej niz z ewolucja gwiazd, poniewaz
zjawiska zachodzace w gazach znamy
duzo lepiej.

Po drugie, Uklad Sloneczny jest
jedynym ukladem planetarnym
dostepnym naszym obserwacjom.
O innych ukladach planetarnych
wiemy tylko tyle, ze w og6le sa.
Nie mamy wiec mozliwosci - jak
to jest w przypadku gwiazd -.
bad.i'nia innych ukladów planetarnych
w innych fazach ewolucji, by próbowac
fazy te uszeregowac w kolejnosci
chronolo gic znej.

Co prawda, znamy juz kilka pylowych
dysków okologwiazdowych, które
prawdopodobnie kondensuja sie
w planety, ale blizsze szczeg6ly tego
procesu poznamy nie wczesniej niz po
uruchomieniu teleskopu kosmicznego.

Sytuacja w tej dziedzinie jest wiec
trudna, nie przeszkadza to jednak,
ze przynajmniej od dwustu lat ludzie
próbuja dociekac, jak Uklad Sloneczny
mógl powstac. W XVIII wieku pojawily
sie trzy hipotezy kosmogoniczne.

1745 - G.L. B"'ffon wyrazil
przypuszczenie, ze wskutek kolizji
Slonca z innym cialem niebieskim
zostala ze Slonca wyrwana porcja
materii, która naste.pnie skondensowala
sie w planety.

1755 - L Kant stwierdzil, ze - byc
moze - Slonce i planety powstaly
mniej wiecej razem przez, narastanie
zgeszczen w pierwotnej materii
rozproszonej.

1796 - P.S. Laplace wyrazil
przypuszczenie, ze planety powstaly
przez zageszczenie sie materii, która
oderwala sie od Slonca wskutek jego
szybkiej rotacji.

Zadna z tych hipotez nie zostala
opracowana matematycznie. Tak
sie zlozylo, ze najwieksze ,:!znanie
zdobyla na pewien czas hipoteza
Laplace'a (nieslusznie nazywana
czasem teoria Kanta-Laplace'a).
Okazalo sie jednak, ze wbrew tej teorii
ogromna wiekszosc momentu pedu
calego Ukladu Slonecznego - bo az
98% - niosa planety, pomimo ze ich
laczna masa jest drobnym ulamkiem
masy Slonca.

I

Coraz bardziej upewniamy sie, ze nasz Uklad Sloneczny nie jest jedynym
ukladem planetarnym we Wszechswiecie. Zagadnieniu temu zostala poswiecona
specjalna sesja na 2ÓWalnym Zebraniu Miedzynarodowej Unii Astronomicznej
w sierpniu 1988 r. Zakomunikowano tam mianowicie, ze mozna wykonywac .
rutynowe pomiary predkosci radialnych gwiazd z dokladnoscia rzedu kilkunastu
metrów na sekunde.

Wlasnie na pomiarach predkosci radialnych (a dokladniej: ich okresowych zmian
w czasie) polega najskuteczniejszy chyba sposób wykrywania ciemnych satelitów
gwiazd (por. Delta 3/1989). Bowiem wskutek posiadania takiego satelity
(planety?) gwiazda centralna musi w tym samym rytmie co on obiegac wspólny
srodek masy. Przypuscmy, ze rozsadnym oszacowaniem predkosci tego ruchu
bedzie jej wartosc dla Slonca, które niewatpliwie musi jakos obiegac wspólny
z Jowiszem srodek masy. Masa Jowisza. wynosi 1/1047 masy Slonca, promien
jego orbity 5,20 j.a., okres obiegu 11,87 lat, a wiec wynikajaca z tego predkosc
Slonca wynosi

21r. 5, 20 j.a. /1047 = 12,5 m/s.11,87 lat
Odpowiada temu dopplerowskie przesuniecie linii widmowych
!l)./). = v/c = 4.10-8. Krótko mówiac, aby mozna bylo wykrywac obecnosc
planet, trzeba umiec mierzyc predkosci radialne gwiazd z dokladnoscia
do kilkunastu metrów na sekunde.

Tradycyjnie predkosci radialne wyznacza sie nastepujaco. Swiatlo ~iazdy
przepuszczone przez spektrograf szczelinowy ogniskowane jest na kliszy
fotograficznej dajac tam widmo gwiazdy. Dodatkowy uklad optyczny równolegle
do badanej wiazki swiatla wpuszcza do spektrografu przez te sama szczeline
dwie wiazki swiatla pochodzacego od zródla wzorcowego (najczesciej neonówka
lub luk elektryczny miedzy elektrodami zelaznymi). W wyniku teg«>na
kliszy po obu stronach widma gwiazdy naswietla sie widmo porównawcze.
Po wywolaniu i utrwaleniu kliszy mierzy sie (precyzyjnym komparatorem)
polozenia linii widma porównawczego i ta:k dostaje sie tzw. krzywa dyspersji,
czyli empiryczna zaleznosc dlugosci fali linii od jej polozenia na kliszy. Mierzac
wreszcie polozenia linii gwiazdowych "odczytuje" sie z tej samej krzywej
dyspersji ich dlugosci fali.

Jest to metoda rzetelna, pewna i powszechnie stosowana. Dokladnosc
wyznaczenia predkosci radialnej na podstawie jednego spektrogramu jest rzedu
100 m/s, a w kazdym razie nie lepsza, i to z uzyciem najwiekszych teleskopów,
najwiekszych dyspersji itd. Jest to wiec o rzad wielkosci za malo, by wykrywac
uklady planetarne - potrzebny bylby. do tego jakis skok jakosciowy.

I skok taki zostal zrobiony. Zlozylo sie na to kilka czynników. Po pierwsze,
w nowej metodzie widmo wzorcowe powstaje dzieki tej samej wiazce swiatla
co widmo gwiazdy. Uzyskuje sie to w ten sposób, ze w' strumien swiatla gwiazdy
wstawia sie przezroczysty zbiornik z gazem "dodajacym" do widma gwiazdy
wlasne linie absorpcyjne. Inaczej mówiac, w spektrografie powstaje widmo
gwiazdy wzbogacone sztucznie o widmo wzorca. Doskonalym wzorcem okazal
sie fluorowodór, który w bliskiej podczerwieni ma wiele bardzo waskich i dosc
równomiernie rozmieszczonych linii widmowych. Dzieki temu, ze widmo jest
jedno, znikaja. wszelkie problemy zwiazane z jego szerokoscia, jak wygiecie linii,
wplyw róznego mechanicznego giecia poszczególnych czesci spektrografu itd.

Po drugie, tradycyjna klisza fotograficzna zostala zastapiona detektorem
elektronicznym. Detektor taki zbudowany jest 3 duzej liczby mikroskopijnych
odbiorników swiatla ulozonych w szereg. Rozmiar pojedynczego odbiornika'
(tzw. pixel) wynosi okolo 15 mikronów, a ich liczba w detektorze siega kilku
tysiecy (istnieja tez detektory dwuwymiarowe zawierajace ponad milion
pixeli). Kwanty swiatla padajace na pixel powoduja. pojawienie sie ladunku
elektrycznego, który jest nastepnie precyzyjnie odczytywany. Glówna zaleta
detektorów elektronicznych jest ich niezwykle wysoka czulosc przewyzszajaca
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Zmiany predkosci radialnej gwiazdy
gamma Cefeusza. Amplituda zmian
wynosi okolo 27 m/s, a okres 2,7 roku.
Wysoko:!"~pionowych kresek odpowiada
bledowi pomiaru dla danego punktu.
Masa hipotetycz,.nej planety jest
szacowana na 1,6 masy Jowisza.

Nowe pomysly pojawily sie
dopiero w XX wieku. Wg hipotezy
F.R. Moultona i T.C. Cham berlina
przejscie jakiej:!"gwiazdy VLpoblizu
Slonca spowodowalo rozpad
okoloslonecznego o:!"rodkana cos
w rodzaju llran1ion spiralnych", kt6re
nastepnie skondensowaly sie w planety.
Wg zas J.H. Jeansa i H. Jeffreysa sily
przyplywowe ze strony owej obcej
gwiazdy wyrwaly z samego Slonca
oblok materii, kt6ry dal poczatek
planetom. Dowiedziono jednak
wkr6tce, ze mechanizmy te albo
musialyby dziala~ wbrew zasadom
zachowania (np. energii), albo Uklad
Sloneczny musialby byc drastycznie
mniejszy niz jest w rzeczywistosci.

Rozw6j astrofizyki w XX wieku
doprowadzil do przekonania, ze uklad
planetarny zapewne powstal niemal·
jednoczesnie ze Sloncem, niejako
"przy oka1.ji", z otaczajacej mlode
Slonce mglawicy. Zaburzenia w tej
mglawicy, kt6re moga powstawac nawet
bez pomocy z zewnatrz, narastaly
formujac planety. Nowe globy w miare
osi'adania na nich coraz wiekszej
masy rozgrzewaly sie (O. Szmidt),
a cisnienie ~wiatla i wiatr sloneczny
unosily lzejszy material dalej od Slonca
(G.P. Kuiper) i tak powstaly planety
grupy Jowisza. Jednocze:!"nie pole
magnetyczne wmrozone w wirl,ljace
Slonce napedzalo mniej lub bardziej
zjonizowana okolosloneczna mglawice
dostarczaj ac jej momentu pedu
(H. Alfven).

Tak w najog6lniejszych zarysach
przebiegalo prawdopodobnie
powstawanie Ukladu Slonecznego. Byc
moze, podobnie dzieje sie przy innych
mlodych gwiazdach, ,a dalszy postep
w tej dziedzinie bedzie uwarunkowany
rozwojem wiedzy o wczesnych stadiach
ewolucji gwiazd.

T. K.

o rzad wielkosci najlepsze klisze fotograficzne. Umozliwia to znaczne skrócenie
czasu ekspozycji niezbednego do uzyskania widm wysokiej jakosci. Krótkie
czasy ekspozycji sa koniecznym warunkiem przy mierzeniu predkosci radialnych
gwiazd z dokladnoscia rzedu 10 m/s. Spowodowane jest to tym, ze teleskop
znajduje sie na powierzchni rotujacej Ziemi i na skutek tego wzgledna predkosc
radialna gwazdy zmienia sie z amplituda kilkuset m/s z okresem dobowym I

(predkosc rotacji na równiku wynosi ok. 500 m/s). WreszCie po trzecie, dzieki'
detektorom elektronicznym widmo rejestrowane jest od razu w postaci cyfrowej,
dogodnej do bardzo wyrafinowanej analizy komput~,rowej.

Program obserwacyjny maj acy na celu w1krycie okresowych zmian predkosci
radialnych pobliskich gwiazd, podobnych do Slonca, jest prowadzony
od 1980 roku przez dwie grupy astronomów. 'Grupa kanadyjska (B. Campbell,
G. Walker, S. Yang) przedstawila wyniki obserwacji 16 gwiazd. Typowy
blad pojedynczego pomiaru predkosci radialnej wynosi 10 m/s. U siedmiu
sposród badanych gwiazd wykryto zmiany predkosci radialnych z amplitudami
kilkunastu metrów na sekunde. Zmiany te interpretowane sa jako wynik
obiegania gwiazd przez planety o masach z przedzialu 1 - 10 mas Jowisza
(rysunek). Dolne ograniczenie na mase dostaje sie z obserwowanej amplitudy
zmian predkosci radialnej, natomiast górne ograniczenie otrzymywane jest
z niezaleznych danych astrometrycznych. Skad jednak wiemy, ze satelity
badanych gwiazd sa rzeczywiscie planetami, a nie malo masywnymi gwiazdami?

Powszechnie przyjmuje sie, ze najmniej masywne gwiazdy maja masy
okolo 0,08 masy Slonca (80 mas Jowisza). Wartosc ta wynika zarówno z ocen
teoretycznych, jak i z obserwacji. Przez gwiazde rozumiemy tutaj obiekt,
w którego centrum zachodza reakcje termojadrowe bedace zródlem wiekszosci
energii emitowanej z jego powierzchni. Prz~puszcza sie, ze obiekty o masie
mniejszej niz 0,08 masy Slonca moga tworzyc sie W czasie kolapsu obloków
materii miedzygwiazdowej. Takie hipotetyczne obiekty nosza nazwe brazowych
karlów. Aczkolwiek ze wzgledu na zbyt mala mase nie s,a one w stanie
zainicjowac w swoim wnetrzu reakcji termojadrowych, moga one emitowac
przez dlugi czas znaczace ilosci promieniowania kosztem energii potencjalnej
zapadajacego sie gazu. Mozna powiedziec, ze brazowy karzel to niedoszla
gwiazda, której zabraklo nieco masy do ostateczne'go uformowania sie. Cecha
charakterystyczna brazowych karlów jest mala jasno.sc (znacznie mniejsza niz
najmniej masywnych gwiazd) i niska temperatura powierzchni, co powoduje,
ze wiekszosc energii jest emitowana cw dalekiej podczerwieni. Pomimo usilnych
poszukiwan nie zdolano, jak dotychcz'as, odkryc ani jednego brazowego karla.
Istotna róznica miedzy brazowym karlem a planeta jest sposób powstawania.
O ile brazowy karzel powstaje na skutek kolapsu fragmeIitu obloku materii
miedzygwiazdowej, to planety tworza sie w dysku okologwiazdowym z resztek
materii. pozostalej po uformowaniu sie macierzystej gwiazdy. Szacuje sie,
ze graniczna masa oddzielajaca masywne planety od brazowych karlów wynosi
okolo 10 mas Jowisza. Tak wiec obiekty wykryte przez astronomów kanadyjskich
wydaja sie byc rzeczywiscie masywnymi planetami, a nie malo masywnymi
gwiazdami.

Druga grupa wykonujaca od kilku lat program obserwacyjny, majacy na celu
poszukiwanie malo masywnych cial obiegajacych pobliskie gwiazdy, jest grupa
amerykanska kierowana przez Davida Lathama. Technika stosowana przez
Amerykanów daje nieco mniej dokladne wyniki niz osiagane przez astronomów
kanadyjskich, pozwala jednak na obserwacje znacznie slabszych gwiazd.
Najbardziej spektakularnym odkryciem dokonanym przez grupe Lathama jest
stwierdzenie, ze gwiazda oznaczonanumerem HD 114762 wykazuje zmiany
predkosci radialnej z okresem 84 dni i amplituda 533 m/s. W przedziale czasu,

, który uplynal od momentu rozpoczecia obserwacji, cialo odpowiedzialne za
te zmiany dokonalo ponad trzydziestu obiegów dookola swojej macierzystej
gwiazdy. Gwiazda HD 114762 ma mase zblizona do masy Slonca. Na podstawie
trzeciego prawa Kepiera mozna ocenic, ze odkryty obiekt, obiegajacy gwiazde,
ma orbite o rozmiarach zblizonych do rozmiarów orbity Merkurego. Jego masa
jest szacowana na 10 mas Jowisza, ale dalsze obserwacje sa konieczne, aby
stwierdzic, czy jest on planeta czy tez raczej brazowym karlem. Tak wiec, choc
planet obiegajacych inne slonca nikt jeszcze nie widzial i zapewne dlugo jeszcze
nie zobaczy, to jednak rozwazania o ich istnieniu przestaly byc spekulacjami
i zyskaly sensowne podstawy obserwacyjne.
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Na rysunku 1 mamy dwa trójkaty (ABC
i A' B'C') wpisane w trzy proste wychodzace
z jednego punktu (O). Jak mozna sie przekonac
przykladajac"'linijke,przeciecia ich odpowiednich
boków (P, Q, R) leza na jednej prostej; Czy tak
jest zawsze?

Oczywiscie. Na rysunku 1 mozna zobaczyc
równiez cos zupelnie innego. Jest to ostroslup
trójkatny (zapomnielismy narysowac jego
podstawe) przeciety dwiema plaszczyznami.
Nic wiec dziwnego, ze oba przeciecia sa
trójkatami. Nic tez dziwnego, ze punkty lezace
na obu plaszczyznach (a 'tak leza punkty P, Q
i R) leza na jednej prostej - tak (to jest wzdluz
prostej) przecinaja sie plaszczyzny. I

W ten sposób przez inne spojrzenie na rysunek
dowiedlismy twierdzenia Desarguesa (czytaj:
dezarga). Jezeli dorysujemy prosta P-Q-R, to
otrzymamy obrazek nazywajacy sie konfiguracja
Desarguesa. Ciekawa jego wlasnoscia jest to,
ze nie sposób zdecydowac (patrzac na niego),
która z prostych jest "ostatnia" , czyli która
otrzymujemy jako prostra laczaca punkty
przeciecia odpowiednich boków dwóch trójkatów.
Spójrzmy na rysunek 2. Nie rózni sie on przeciez
niczym od rysunku 1: mamy dwa trójkaty (RAA'
i QBB') wpisane w trzy proste przec~odzace
przez jeden punkt (P) i wobec tego punl<:ty
przeciecia ich odpowiednich boków (C,o ,C') leza
na jednej prostej (choc jest ona nie narysowana).
Jest to znów rysunek do twierdzenia Desarguesa.
Czytelnik zechce spra~dzic, ze usuniecie dowolnej
(jednej) prostej z konfiguracji Desarguesa
w niczym sytuacji nie zmieni. Choc zobaczyc
wtedy ostroslup moze byc znacznie trudniej.

W konfiguracji Desarguesa mozna tez nie
narysowac jednego (dowolnego) punktu, a
na mocy twierdzenia Desarguesa okaze sie,
ze pozbawione go trzy proste musza w jeden
punkt trafic. Przeciez na rysunku 3 znów
mamy dwa trójkaty (BCD i PRA') wpisane
w trzy proste przechodzace przez jeden punkt
(A). Dwa przeciecia odpowiednich boków juz
mamy (Q i B), wiec ten trzeci musi lezec na
przechodzacej przez nie prostej.

Patrzac róznie na to samo

mala delia

'-

o

Rys. 3

Rys. 2

Rys. 1
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Mala Delte przygotowal Marek KORD OS

Zabawnym zastosowaniem twierdzenia
Desarguesa jest konstrukcja (sama liIlijka)
prostej przechodzacej przez punkt wspalny dwóch
prostych przecinajacych sie daleko poza kartka
papieru, na której mamy konstrukcje wykonac.
Oto ta konstrukcja:

Dane sa proste k i l oraz punkt P. Rysujemy
prosta 1 przecinajaca k i l w punktach 2 i 3
i nie przechodzaca przez P. Obier~my na niej
punkt 4, przez który prowadzimy inne (równiez
nie przechodzace przez P) proste 5 i 6. Prosta 6
przecina k i l w punktach 7 i 8. Prosta 9 przez
P i 2 przecina 5 w punkcie 10, prosta 11 przez
P i 3 - w punkcie 12. Proste 13 (przez 7 i 10)
i 14 (przez 8 i 12) przecinaja sie w punkcie 15.- -

Prosta przechodzaca przez P i 15 musi przejsc
przez punkt przeciecia prostych k i l. Prawda?

5

11

14
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Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKÓW

3. Zbadaj rozchodzenie sie fal poprzecznych
na powierzchni wody w wannie.' Zródlem

lub 101;0 fal moga byc krople spadajace z mokrej
gazy. Proponuje wykonanie dokumentacji
fotograficznej obserwowanych zjawisk.
Oto garsc propozycji: a) fala kolowa,
b) pojedynczy impuls, c) odbicie fal,
d) zjawisko Dopplera. Mile widziane wlasne
pomysly.

Redaguje doc. dr Tomasz HOFMOKL.1,
""/,,, ZrOdto tWlaU'a

Listy prosimy przesylac pod adresem:

Korespondencyjny Klub Fizyków, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego,
ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa.

Drodzy Czlonkowie i Sympatycy Klubu!

Postanowilismy wprowadzic punktacje i nagrody za najlepsze rozwiazania p,roblemów

przedstawionych w. kolejnych wydaniach Klubu. Co miesiac bedziemy przyznawali nagrode
ksiazkowa dla autora najciekawiej opracowanego rozwiazania.

1. Postaraj sie o rurke szklana. w ksztalcie litery U (kupilem taka. rurke za 200 zl
w sklepie z wyposazeniem akwarium). Umocuj ja w pozycji pionowej i napelnij jakas
ciecza, na przyklad woda. Slup cieczy w rurce wpraw w drgania, na przyklad przez
lekkie dmuchniecie w jedno z ramion rurki. Slup cieczy bedzie sie wahac. Zbadaj
doswiadczalnie, od czego zalezy okres wahan. A moze potrafisz wyprowadzic wzór
na okres wahan i sprawdzic go doswiadczalnie?

2. Zbadaj, ile wynosi kat graniczny padania dla calkowitego odbicia na granicy
osrodków woda - powietrze. Proponuje wykorzystac w tym celu sloik typu twist
napelniony do polowy woda z niewielka (pare kropel) .domieszka mleka, aby widac bylo
w wodzie bieg promieni swietlnych. Rysunek podpowie ci, jak przeprowadzic pomiary.Rozwiazanie zadania F 279.

Aby na podstawie dopplerowskiego
przesuniecia linii widmowych mozna
bylo zaobserwowac zmiane predkosci,
wielkosc przesuniecia musi byc
wieksza od naturalnej szerokosci linii
widmowych, która wynika m.in. z
ruchu cieplnego mole kul na powierzchni
Slonca. Oznacza to, ze predkosc statku
IJ musi przekraczac srednia predkosc
molekul wodoru, która dla T = 6000 K
wynosi IJT == W' m/s. A wiec

IJ 2': IJT = lO' m/s. '
Minimalna liczbe szczelin siatki
dyfrakcyjnej okreslimy na podstawie
zdolnosci rozszc zepiaj acej

R = mN > ~ Rl ~
- li>' tl

Dla' m = 2 otrzymujemy N ?: 1,5· lo'.

Rozwiazanie zadania M 666.
Niech a ~ b_ Jesli jest k serii liter
A, to litery B moga utworzyc k - l,
klub k + l serii. Poniewaz k ~ a,
wiec w przypadku gdy a = b, mozna
otrzymac co najwyzej 2a serii. Jdli
zas a < b, to maksymalna liczba serii
wynosi 2a + 1.
Ostatecznie, maksimum liczby serii
wynosi 20. dla a = b i 2 min (a, b) + l
dla a #- b..
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Rys. 1

o charakterystyce Eulera
Mgr Danuta C{ESIELSKA, mgr Slawomir CYNK

I

Ze wzorem Eulera spotykamy sie juz w szkole sreaniej. Mówi on, ze w wieloscianie
wypuklym suma liczby wierzcholków i liczby scian jest równa liczbie krawedzi
powiekszonej o dwa. W szkole wykorzystany zostal do dowodu istnienia dokladnie
pieciu wieloscianów foremnych. Niestety, w podreczniku szkolnym wzór Eulera
udowodniony nie jest.

Zacznijmy od uzupelnienia tej "drobnej" luki - wykazmy prawdziwosc wzoru Eulera
dla wieloscianów wypuklych. Zanim to jednak uczynimy, wprowadzimy kilka definicji
i oznaczen.
Definicja. Wieloscianem wypuklym nazywamy ograniczona czesc wspólna skonczenie
wielu pólprzestrzeni.
Oznaczenia. Przez W oznaczmy liczbe wierzcholków wieloscianu wypuklego,
przez K - liczbe krawedzi, przez S - liczbe scian tego wieloscianu.

Wzór Eulera przyjmuje teraz postac nastepujaca:
Twierdzenie. Jezeli P jest wieloscianem wypuklym, to zachodzi wzór

W;-K+S=2.

Dow6d: Wiemy, ze wieloscian P ma W wierzcholków. Umiescmy wieloscian w
przestrzeni tak, by kazdy z wierzcholków znalazl sie na innej wysokosci (tzn. jesli
wierzcholek Wi = (Xi, Yi, Zi), to Zi -=f Zj dla i -=f j). Mozliwosc takiego ulozenia
wieloscianu wydaje sie oczywista. Dowód tego faktu Czytelnik moze z satysfakcja dla
siebie przeprowadzic. Zalózmy wiec, ze wieloscian jest ulozony tak, jak opisalismy to
przed chwila; aby uproscic zapis rozumowania, przyjmijmy, ze wierzcholek W1 jest
naj nizej, wierzcholek Wz nastepny itd., az do najwyzszego wIerzcholka, czyli Ulw

(inaczej mó~iac - zachodzi nastepujacy ciag nierównosci: Zl < Zz <'Za < ... < zw).

Wybierzmy jeden z wierzcholków i zbadajmy te sposród krawedzi i scian wieloscianu,
które wychodza z tego wierzcholka "w góre". Oznaczmy przez ki (i = 1, ... , W)
liczbe krawedzi, a przez Si (i = 1, ... ,W) liczbe scian, dla których wierzcholek Wi jest
naj nizszym punktem. Wtedy, oczywiscie, kw = Sw = O, bo od wierzcholka Ww nic nie
wznosi sie ku górze. Zauwazmy równiez, ze\

kI = SI, czyli SI - kI = O

(z pierwszego wierzcholka tyle samo krawedzi i scian "idzie w góre").

Podobna wlasnosc dla pozostalYch wierzcholków nie jest az tak oczywista. Z kazdego
sposród wierzcholków Wz, ... , WW-1 przynajmniej jedna krawedz i tym samym
co najmniej dwie sciany "ida w dól od niego". Przyjrzyjmy sk calem u narozu
o wierzcholku Wi (i ~ 2). Obejdzmy je zgodnie z ruchem wskazówek zegara; w podrózy
tej mozemy dokonac nastepujacych ciekawych obserwacji:

Jesli dwie sciany maja wspólny wierzcholek, to albo maja takze wspólna krawedz, albo
nie maja zadnych innych punktów wspólnych.
Sciana ~dzie w góre" od wierzcholka Wi wtedy i tylko wtedy, gdy obie jej krawedzie
schodzace sie w tym wierzcholku "ida w góre" od niego.
Sciany "idace w góre" od wierzcholka Wi tworza "wachlarz", tzn. maja one wspólny
wierzcholek Wi oraz daja sie ustawic w ciag taki, ze kazde dwie kolejne sciany maja
wspólna krawedz (na rysunku 3 "wachlarzem" jest zbiór kolorowy).

Teraz juz bez problemu zauwazymy, ze

ki - Si = 1 dla i = 2, ... ,W-l
(liczba krawedzi w "wachlarzu" jest o jeden wieksza niz liczba scian).

Dla otrzymania ostatecznego wyniku, czyli wzoru Eulera, wystarczy przeprowadzic
mala buchalterie. Kazda sciana ma naj nizszy wierzcholek, zatem S = SI + Sz + ... + Sw

oraz kazda krawedz ma naj nizszy wierzcholek, czyli K = kI + kz + ... + kw. Odejmujac
te równania stronami otrzymujemy równosc

w W-l

K - S = 2:)ki - Si) = L 1 = W - 2 .
;=1 " i=2

Wobec czego W - K + S = W - (K - S) = W - (W - 2) = 2.

Tym samym wykazalismy wzór Eulera dla wieloscianów wypuklYch. Dowód ten
rózni sie od dowodu podanego przez Leonharda Eulera. Co ciekawsze, oryginalny
dowód Eulera nie byl w pelni poprawny! Zainteresowanych historia wzoru Eulera
odsylamy do artykulu Z.T. Pogody "Historia wzoru Eulera dla wieloscianów"
(Matematyka 1/1989).
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Do tej ,pory badalismy wzór Eulera jedynie w przypadku wieloscianów wypuklych.
Niemniej jednak wyrazenie stojace po lewej stronie wzoru ma sens dla kazdej figury
geometrycznej, która jest suma mnogosciowa skonczonej liczby punktów, odcinków
i wielokatów wypuklych. Figure, dla której opisane rozbicie istnieje, bedziemy nazywac
wieloscianem. Jednak nie warto rozpatrywac wszystkich rozbic wieloscianu na sume:
np. okazuje sie, ze traktowanie brzegu szescianu jako sumy szesciu kwadratów nie jest
sensowne. Bedziemy mówic, ze rozbicie figury na punkty, odcinki i wielokaty wypukle
jest dopuszczalne, gdy:

10 Wraz z kazdym wielokatem z rozbicia do zbioru odcinków naleza wszystkie
krawedzie tego wielokata, a wraz z kazdym odcinkiem do zbioru punktów naleza jego
konce.

20 Dowolne dwa rózne elementy rozbicia maja wspólny co najwyzej kawalek brzegu
jednego z elementów (brzegiem odcinka sa jego konce), przy czym wtedy ta czesc
wspólna jest tez elementem rozbicia.

Dla dowolnego wieloscianu A liczbe X(A) = W - K + S nazwijmy jego <;harakterystyka
Eulera.

Dla lepszego zilustrowania wprowadzonych okreslen obliczmy charakterystyke Eulera
naj prostszych wieloscianów:

a) Zbiór jednopunktowy. Poniewaz w tym przypadku W = 1, K = 0, S = O, wiec X = 1.•
b) Odcinek. Tym razem W = 2, K = 1, S = O, a zatem, podobnie jak poprzednio X = 1.

c) Lamana zwyczajna otwarta. Jesli przez n oznaczymy liczbe odcinków, z których jest
ona zbudowana, to otrzymamy W = n + 1, K = n, S = -O, czyli znowu X = 1.

d) Lamana zwyczajna zamknieta. Podobnie jak poprzednio oznaczmy przez n liczbe
odcinków, z których jest ona zbudowana. Tym razem jednak otrzymamy W = n,
K = n, S = O i w konsekwencji X = O.

e) Wypukly n-kat. Poniewaz W = n, K = n, S = 1, wiec raz jeszcze otrzymujemy
X=1.

f) Powierzchnia wieloscianu wypuklego. Ten przyklad mamy juz obliczony. Wystarczy
bowiem rzut oka na wzór Eulera, aby stwierdziC, ze w tym przypadku X = 2.

g) Powierzchnia bryly powstalej przez wydrazenie we wnetrzu szescianu dziury
w ksztalcie drugiego, malutkiego szescianu (rys. 4). Jak latwo sprawdzic, w~tym
przypadku W = 16, K = 24, S = 12, a zatem X = 4.

h) Powierzchnia bryly powstalej przez wywiercenie w szescianie otworu "na wylot"
(rys. 5). Tym razem W = 16, K = 32, S = 16 i w efekcie X = O.

W podobny sposób mozemy obliczyc charakterystyke Eulera coraz bardziej
skomplikowanych wieloscianów. Natychmiast jednak nasuwa sie watpliwosc. Czy
wartosc W - K + S nie zalezy od sposobu rozbicia wieloscianu na sume punktów,
odcinków i wielokatów wypuklych? Innymi slowy,,Czy charakterystyka Eulera jest
wyznaczona jednoznacznie?

Kwadrat, na przyklad, mozemy rozbic tak, jak na rysunku 6. We wszystkich trzech
sytuacjach otrzymamy W - K + S = 1. I nie jest to przypadek. Okazuje sie bowiem,
ze jesli tylko podzial wieloscianu jest dopuszczalny, to liczba W - K + S nie zalezy
od wyboru takiego podzialu. Jesli bowiem wybierzemy dowolne dwa dopuszczalne
podzialy tego samego wieloscianu, to mozemy przejsc od jednego z nich do drugiego
dokonujac kroków polegajacych na: podziale odcinka na dwa (rys. 7), podziale
wielokata wypuklego na dwa lub likwidacji takich podzialów. Zadna z opisanych
czterech operacji nie zmienia liczby W - K + S, liczba ta wiec pozostaje stala.

Powyzsze rozumowanie nie tylko dowodzi, ze wielkosc W - K + S nie zalezy od wyboru
podzialu wieloscianu, ale ponadto pokazuje, ze jest to najprostsze wyrazenie o tej
wlasnosci. Oznacza to, ze Euler wybral najlepsza mozliwa lewa strone "swego" wzoru.

Z powyzszych uwag o charakterystyce Eulera mogloby sie wydawac, ze sa to jedynie
ciekawostki kombinatoryczne. Tak jednak nie jest. Charakterystyka Eulera jest bardzo
waznym pojeciem matematyki wspólczesnej.. O jej znaczeniu moze swiadczyc na
przyklad olbrzymia liczba róznych jej definicji i uogólnien. Niestety, objetosc artykulów
drukowanych w Delcie uniemozliwia przedstawienie (chocby w skrócie) najwazniejszych
jej wlasnosci i zastosowan. Ograniczymy sie tylko do wymienienia dwóch: jest
ona naj prostszym niezmiennikiem topologicznym oraz w pelni charakteryzuje
dwuwymiarowe orientowalne rozmaitosci bez brzegu. Ostatnie zdanie brzmi niezwykle
tajemniczo. Postaramy sie wyjasnic je blizej w któryms z kolejnych numerów Delty.
Tym, którzy chca dowiedziec sie czegos wiec.ej na temat charakterystyki Eulera;
polecamy ksiazeczke lO.A. 1II3l1IKHH3,,9ilnepoBa xapaKTepHcTHKa".

W=9, K=16, S=8

(W+1oK+2, S+1)
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Rys.4

Rys.5

Rys.6

Rys. 7
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Patrz w niebo

Obserwacje gwiazd zmiennych zacmieniowych moga
wydawac sie obecnie zajeciem malo pasjonujacym.
Czy dlugie sledzenie regularnych zmian jasnosci moze
byc twórcze? Okazuje sie, ze niekiedy moze. Gwiazda
Dl Herculis to uklad dwóch goracych skladników typu
B obiegajacych sie w czasie 10,55 dni, przy czym ich
wzgledna orbita jest silnie eliptyczna o duzej osi 0,4 j.a.
Ziemia lezy akurat w plaszczyznie tej orbity, a poniewaz
obie skladowe gwiazdy sa zblizonej jasnosci i rozmiarów,
oba zacmienia sa doskonale widoczne i ich momenty mozna
rejestrowac z wysoka dokladnoscia.

Gdyby gwiazdy obiegaly sie jak punkty materialne, to

zacmienia obserwowalibysmy z absolutna, regularnoscia.
Tymczasem tak nie jest. Niektóre tego przyczyny sa
chyba oczywiste. Gwiazdy nie sa punktami materialnymi,
maja skonczone rozmiary i wewnetrzna st~kture, rotuja,
a ich wzajemne oddzialywanie grawitacyjne deformuje
ich ksztalty. W rezultacie ich wzgledna orbita nie jest
niezmienna elipsa, lecz powoli obracajaca sie - w efekcie
jedna gwiazda wokól drugiej opisuje rozetke. Za miare
tego zjawiska przyjmuje sie kat, o jaki obróci sie duza
os elipsy w jednostce czasu, czyli os laczaca peryastron
z apoastronem. W przypadku Dl Herculis tempo -obracania
sie duzej osi orbity wynosi 0~65/wiek.

Nie byloby w tym nic niezwyklego, gdyby nie fakt, ze
liczby tej nie daje sie uzasadnic teoretycznie. Mianowicie
na podstawie krzywej blasku ukladu i znajomosci typów
widmowych gwiazd mozna odtworzyc ich odleglosc,
rozmiary, budowe itd., mozna wiec tez obliczyc, jak szybko
powinien przesuwac sie peryastron.

Dwaj wytrwali obserwatorzy tej gwiazdy, Edward Guinan
i Frank Maloney z Villanova University (Pennsylvania,
USA) twierdza, ze na gruncie newtonowskiej teorii
grawitacji powinno to wynosic 1~93/wiek, po
uwzglednieniu zas efektów ogólnej teorii wzglednosci
2~34/wiek. Jest wiec w pewnym sensie odwrotnie

niz w klasycznym przypadkr. Merkurego. Ruch jego
peryhelium w tempie 43" /wiek jest szybszy niz wynikaloby
z fizyki newtonowskiej i dopiero teori~ Einsteina
uzasadnila te wartosc. W przypadku Dl Herculis
- przeciwnie - ru<:hpe'ryastronu jest zbyt wolny
i zastosowanie teorii pelniejszej daje wieksza niezgodnosc
z obserwacjami!

Wspomniani badacze twierdza przede wszystkim, ze
niezgodnosc ta nie moze byc skutkiem jakichkolwiek
bledów obserwacyjnych, odpowiedzialna zas za to moze byc
cala teoria, na podstawie której przeprowadzono obliczenia.
Sugeruja w rezultacie cztery mozliwe wytlumaczenia tej
nieigodnosci: w ukladzie moze znajdowac sie jeszcze
rozproszona materia wokól obu gwiazd; wzgledna orbita
jest wlasnie w stadium gwaltownego ukolawiania sie
wskutek przyplywowego dzialania gwiazd na siebie
nawzajem; w ukladzie znajduje sie gdzies trzeci skladnik;
cos jest nie w porzadku z ogólna teoria wzglednosci.

Pierwsze trzy mozliwosci sa, zdaniem badaczy, bardzo.
malo prawdopodobne, bo albo nie ma za nimi zadnych
argumentów, albo juz daloby sie je uwzglednic. Czwarta
mozliwosc brzmi z kolei szczególnie "heretycko", ale cala
sprawa jest na tyle intrygujaca, ze zebrano cala liste
gwiazd podwójnych podobnie osobliwie sie zachowujacych,
by móc problem rozstrzygnac na drodze systematycznych
badan. Ja osobiscie przewiduje, ze teoria wzglednosci
jeszcze raz sie obroni.

dr Tomasz KWAST

I ,

Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 556. Ustawiono w ciag a liter A i b liter B. Znalezc najwieksza mozliwa liczbe
serii. Seria nazywamy kazdy maksymalny (tzn. taki, którego nie da sie przedluzyc)
podciag takich samych kolejnych elementów.
Rozwiazanie na str. 9

M 557. Znalezc szanse otrzymania dokladnie k serii przy losowym ustawieniu
w ciag a liter A i b liter B. -
Rozwiazanie n~ str. 5 _

M 558. Zaobserwowano nastepujacy uklad miejsc pustych i zajetych przy barze:
PZPPZPPPZPPPZPZP. Czy mozna ten wynik wyjasnic dzialaniem przypadku?
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje dr ROlal STARONSKI

F 278. Promieniowanie lasera rubinowego ulega rozpraszaniu na falach dzwiekowych
w wodzie. Na skutek rozpraszania zachodzi dopplerowskie przesuniecie czestotliwosci
swiatla. Ocenic liczbe szczelin siatki dyfrakcyjnej, za pomoca której mozna zmierzyc
przesuniecie czestotliwos~i w pierwszym rzedzie dyfrakcji. Kat pomiedzy swiatlem
padajacym a odbitym wynosi 90°, predkosc dzwieku w wodzie v = 1400 m/s,
wspólczynnik zalamania wody n = 1,3.
Roz~iazanie na str.' 17

F 279. Oszacow~ predkosc, z jaka powinien oddalac sie od, Slonca pojazd kosmiCzny,
aby znajdujacy sie w nim astronauci, majacy do dyspozycji spektrometr z siatka
dyfrakcyjna, mogli stwierdzic ruch wzgledem Slonca obserwujac widmo promieniowania
wodoru slonecznego w drugim rzedzie. Ile szczelin powinna miec ta siatka dyfrakcyjna?
Temperatura powierzchni Slonca wynosi T = 6000 K.
Rozwiazanie na str. 9

12



Cos z science fiction? Naukowcy radzieccy chcieliby stworzyc
atmosfere na Marsie podobna do atmosfery ziemskiej. i>rojekt
radziecki wykorzystuje mechanizm powstania atmosfery
ziemskiej, mianowicie zrzucenie niebiesko-zielonych glonów
na powierzchnie Marsa. Za jeden lub dwa tysiace lat glony
moglyby "przerobic" tyle dwutlenku wegla na tlen, ze ludzie
mogliby oddychac powietrzem marsjanskim.

Kilkadziesiat lat temu uwazano, ze galaktyki skladaja sie
z gwiazd. Czterdzies<:i lat temu stwierdzono, ze istotna
role odgrywa gaz miedzygwiazdowy i promienie kosmiczne.
Obecnie coraz bardziej docenia sie role pól magnetycznych
jako istotnych skladników galaktyk. Chociaz natezenia tych
pól sa bardzo slabe (kilka mikrogausów), to gestosc energii

pola s~ H2 RJ 10-12 erg/cm3 RJ l eV/cm3 jest porównywalna
z energia termiczna gazu miedzygwiazdowego '
(nkT, n RJ l czastka w cm s, T RJ 104 K), zenergi a turbulencj i
(nmv2/2, v RJ 10 km/s) i gestoscia energii promieni
kosmicznych.

H:gr > :t?fIt51
Nie "wirus", ale "dzdzownica" wpuszczona do sieci
komputerowej przez pewnego studenta Uniwersytetu Comell
w USA unieruchomila kilka tysiecy amerykanskich komputerów
uZywajacych systemu operacyjnego UNIX. "Dzdzownica"
rózni sie od "wirusa" tym, ze nie wymaga innego programu
komputerowego do przenoszenia sie z maszyny na maszyne.
Skladala sie z dwu czesci: 99-liniowego próbnika napisanego
w jezyku C i ~nacznie wiekszego korpusu skompilowanego
w jezyku wewnetrznym. Jesli próbnikowi udalo sie przedostac
do wnetrza komputera, przywolywal pozostala czesc. Próbnik
wykorzystywal m.in. specjalne wlasnosci programów pocztowych
w systemie UNIX (mail programs) pozwalajace na przenikniecie
do komputera bez znajomosci hasla.

Syriusz (a Wielkiego Psa), najjasniejsza gwiazda na niebie
to biala, goraca gwiazda typu Al V. Tymczasem znane sa
historyczne zapiski z VI wieku i wczesniejsze, w których Syriusz
jest okreslany jako gwiazda czerwona. Jak wiadomo, jest
to uklad podwójny i niektórzy badacze przypisuja inny jego
wyglad w przeszlosci Syriuszowi B. Ich zdaniem skladnik ten
niedawno byl czerwonym olbrzymem, który ulegl wreszcie
przemianie 'w bialego karla. W zasadzie tak przebiega ewolucja
gwiazd, jednak zupelnie tajemnicze jest, dlaczego w przypadku
Syriusza B mialoby sie to odbyc t,ak blyskawicznie i bez sladu,
po\Vinnismy bowiem widziec resztki otoczki odrzuconej przez
czerwonego olbrzyma. Jedynym faktem pasujacym do tej
hipotezy jest podwyzszona zawartosc metali u Syriusza A, co
moze sugerowac wchloniecie przezen czesci otoczki towarzysza.
W sumie jednak cale to zjawisko nie pasuje do wspólczesnych
teorii.

EkD-~ .~M
, Odkrycie wysokotemperaturowych nadprzewodników przycmilo

inne doniosle odkrycie w fizyce ciala stalego.' W Laboratorium
BASF w RFN odkryto organiczny polimer (poliacetylen
domieszkowany jodem) o bardzo wysokiej przewodnosci
w temperaturze pokojowej. Jego przewodnosc jest co prawda
czterokrotnie gorsza od miedzi (okolo 150000 n-lcm-l), ale
przy tej samej masie polimer ma dwukrotnie mniejszy opór niz
miedz. Wagowo jest to najlepszy przewodnik na swiecie.

~-:III ~ fIt51
Pojecie trójkata równobocznego (dokladniej trójargumentowa
relacja Q(ABC) spelniana wtedy i tylko wtedy, gdy trójkat
ABC jest równoboczny) wystarcza do zbudowania calej
geometrii trójwymiarowej. Wynik ten jest przykladem tego,

, jak bardzo nieefektywne i zgola zbedne moga byc twierdzenia
matematyki. Geometria uprawiana w takim jezyku bylaby
straszliwie skomplikowana i zmudna. Nic przeto dziwnego, ze
nikt nawet nie próbowal zrealizowac tej, udowodnionej przeciez,
mozliwosci.

-Et-P.r ~ r:? flt61Naukowcom z IBM Alamaden Research Center udalo sie
sfotografowac ulozenie atomów w molekule benzenu (C6H6).
Zdjecia te bezposrednio potwierdzaja przypuszczenie Augusta
Kekulego (niemieckiego chemika), ze atomy tworza pierscien
(tzw. pierscien benzenu). Pewnej nocy w 1865 r. Kekulemu,
który pracowal nad struktura benzenu, przysnila sie molekula
benzenu w ksztalcie weza gryzacego swój ogon. Od tamtego
czasu wiele posrednich doswiadczen potwierdzilo traf~osc snu
Kekulego.

~> r:?fltbl

V. de Michele z Muzeum Historii Naturalnej w Mediolanie

znalazl w 1973 roku w Bi,?liotece Ambrozjanskiej (tamze)
wzmianke o smierci spowodowanej przez meteoryt. Mianowicie
w roku 1663 lub 1664 w Mediolanie pewien franciszkanin zostal
trafiony meteorytem w udo, w wyniku czego wkrótce zmarl
z uplywu krwi. Sam meteoryt zostal wydobyty z jego nogi,
zaginal jednak gdzies w polowie XVIII wieku - pozostala tylko
informacja w bibliotece.

W matematyce sa i takik rozumowania:
Wykazemy, ze istnieja takie liczby niewymierne a i b, ze ab jest
liczba wymierna. A oto dowód.

V2 jest liczba niewymierna. Jesli V2../2 jest liczba ~mieina,
to twierdzenie jest dowiedzione. Jesli nie jest, to równosc

{V2../2)../2 =:: ~ .../2 =:: "J22 =:: 2 dowodzi twierdzenia.
Dowód ten jest dla wielu (równiez matematyków) odrazajacy
- dowiedlismy, ze cos (para liczb niewymiemych o zadanej
wlasnosci) istnieje, a nie potrafimy tego wskazac. Zbudowano
nawet matematyke wykluczajaca tego rodzaju dowody, jednak
wiekszosc pozostala przy "starej". (Zeby nie bylo watpliwosci:

V2../2 jest liczba niewymiemaj dowód tego faktu jest trudny.)

EkD- > c? fllbl

W 1872 roku Feliks Klein, obejmujac katedre matematyki
w Erlangen, wyglosil wyklad p1;zedstawiajacy program
badawczy, który zamierzal realizowac w kierowanej przez
siebie katedrze. Program ten okazal sie tak szeroko zakrojony,
ze stanowi do dzis wazny kierunek badan matematycznych.
Program erlangenski (jak dzis nazywa 'sie poczatek badan

- niezmienników) sformulowal Klein majac 23 lata.

13



Propozycje ewentualnych temat6w
prac na Konkurs Uczniowskich
Prac z Matematyki zamieszczamy
od numeru 3/1988 (z pominieciem
numer6w 6 i 12 z 1988 roku oraz 1, 6,
7 i 8 z roku biezacego). Oczywiscie,
chetnie widzimy takze prace na inne
tematy.

Plaszczyzny lokalnie euklidesowe

. Punkty oznaczone k6leczkiem z ta
sama cyferka reprezentuja ten sam
punkt. Umowa taka przyjeta jest
na wszystkich dalszych rysunkach.

Na tym rysunku sklejamy jednakowo'
oznaczone punkty.

Sklejmy na plaszczyznie euklidesowej te punkty, które lacza wielokrotnosci
ustalo~ego z góry wektora -..:. A wiec punkt P sklejamy z punktami P + -..:,
p - -..:,p + 3-":, p - 7-": itd., ogólnie z punktami P + k-":, gdZ'iek przebiega
zbiór liczb calkowitych.

Oczywiscie, sklejenie wszystkich punktów plaszczyzny w jeden spelnia podany
wyzej warunek. Aby te mozliwosc wyeliminowac, dopiszmy na koncu pierwszego-->
zdania: "i tylko te punkty". Wówczas, jezeli PQ nie jest wielokrotnoscia
wektora -..:, punkty P i Q nie zostana sklejone. Nietrudny eksperyment m:ys1owy
pozwala odkryc, ze w~wyniku sklejenia otrzymamy powierzchnie walca. Tym,
którzy wola "patrzec palcami" niz "oczyma wyobrazni", polecamy taka metode:
zaznaczyc na przezroczystej folii jakims znaczkiem punkt P i (tym samym
znaczkiem) punkty, które z nim maja byc sklejone, potem (innym znaczkiem)
punkt Q i sklejane z nim punkty, punkt R i ... , a nastepnie zwinac folie
w rurke tak, by kazdy znaczek bylo widac tylko jeden raz. To, co bedzie widac
- to wlasnie wynik sklejenia. Albo. (mówiac uczenie) lokalnie euklidesowa
plaszczyzna typu walca.

Dziwna ta nazwa ma swoje uzasadnienie.' Mianowicie, jesli odleglosci miedzy
punktami bedziemy mierzyli nitka na walcu, to okaze sie, ze wszystkie pomiary
wykonane w obrebie "kola" o srednicy mniejszej od dlugosci wektora -..: dadza
takie same 'wyniki, jak gdyby byly wykonane na plaszczyznie; np. bedzie
prawdziwe twierdzenie Pitagorasa. (Kolo zostalo wziete w cudzyslów, bo jest
to teraz inna figura niz zwykle kolo - dalej juz takie odróznienia nie beda
zaznaczane.) Jednak, dla odleglosci wiekszych, róznice sie pojawia. Taka
sytuacja jest w matematyce oznaczana slowem "lokalnie".

/ Wdziecznym zadaniem badawczym jest. zbadanie geometrii otrzymanej
przestrzeni. Zbadanie geometrii, czyli znalezienie mozliwie duzej kolekcji
odpowiedzi na pytania ,jak wyglada ... ", ustalenie obowiazujacych twierdzen itp.

Dla stworzenia sobie lepszych warunków do takiego badania mozna lokalnie
euklidesowa plaszczyzne typu walc'a obejrzec jeszcze inaczej. Wezmy
bowiem walec i rozetnijmy go wzdluz tworzacej. Otrzymamy pas. Bedzie on
przedstawial walec, jesli umówimy sie, ze punkty brzegów "lezace na tym samym
poziomie" bedziemy utozsamiali. Zostawiajac chetnym doprecyzowanie tego
sformulowania poprzestaniemy na dwóch rysunkach. Na pierwszym z nich mamy­
trzy odcinki laczace punkty P i Q, na drugim zas dwa okregi o tym samym
malym promieniu i jeden o promieniu zdecydowanie wiekszym. Odcinek to
takie ulozenie nitki na walcu, ze mocniej juz naciagnac sie jej nie da - okazuje
sie (prosze sprawdzic na prawdziwym walcu), ze dwa punkty mozna polaczyc
wieloma róznymi odcinkami (mamy poczatek naszej kolekcji). A okrag moze
miec "dziobki"!

Ta ostatnia metoda ogladania walca ma ite zalete, ze moze byc zastosowana
do badania innych plaszczyzn lokalnie euklidesowych. Mozna je otrzymac
skiejajac punkty rózniace sie o wielokrotne wykonywanie ustalonej sy~etrii
z poslizgiem (otrzymuje sie plaszczyzne typu wstegi Mobiusa), sklejajac punkty
rózniace sie o wielokrotne (niezalezne) wykonywanie przesuniec o dwa, ustalone,
nierównolegle wektory (otrzymuje sie plaszczyzne typu torusa), badz sklejajac
punkty rózniace sie o wielokrotne (niezalezne) wykonywanie ustalonej symetrii
z poslizgiem i przesuniecia o ustalony wektor prostopadly do jej osi (plaszczyzna
typu butelki Kleina) ..

x

..

x

••

x

v-x•

Symetria z poslizgiem to zlozenie
symetrii' osiowej z przesunieciem
o wektor r6wnolegly do osi. Tylko
takie zlozenie symetrii osiowej
z. przesunieciem jest przemienne
(tj. obojetne jest, kt6re z tych
przeksztalcen wykonamy najpierw,
a kt6re potem).

x

•
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Poruszone tu sprawy sa omawiane
np. w rozdziale 7 ksiazki: Marek
Kordos, O r6znych geometriach, seria
Delta przedstawia, Wydawnictwa
"Alfa", 1987. Jest tez ksia,zka
w calogci pogwiecona temu tematowi:
B.B. HHxynHH. l1.P. lIla<l>apeBH'l.
reo"'~TpHH H rpynnhl. "Hayxa", 1983.
Ale to, co jest tam napisane, dotyczy
sposobów uzyskiwania plaszczyzn
lokalnie euklidesowych i nie daje'
odpowiedzi na pytania o geometrie
tych plaszczyzn.

Zadnego z tych sklejen nie mozna jednak wykonac "fizycznie" - tak, jak
zrobilismy to w przypadku plaszczyzny typu walca za pomoca przezroczystej
folii. Zeby wykonac takie zwiniecia folii, musielibysmy folie rozciagac, a to
psuje lo~alna euklidesowosc. Pozostaje wiec eksperyment myslowy, który mozna
wspomóc rysunkami rozcietych odpowiednich lokalnie euklidesowych plaszczyzn.

Nalezy jednak pamietac, ze utozsamienie brzegów musi byc gladkie, co oznacza,
ze po jego (myslowym) wykonaniu "spoina" nie moze sie niczym róznic od
innych fragmentów uzyskanej plaszczyzny lokalnie euklidesowej.

Opracowal M. K.

197. Dana jest liczba pierwsza p oraz liczby calkowite ai, bi (i = 1, ... ,p - 1),
przy czym róznice ai - bi nie sa podzielne przez p. Udowodnic, ze mozna z kazdej pary
{ai, b;} wybrac liczbe Xi tak, by suma Xl + ... + Xp-l byla pod~ielna przez p.

198. Wyznaczyc wszystkie liczby rzeczywiste X, dla których spelniona jest nierównosc

(x _1)'<+1 > (X + 1)"'-1 .

Za dziedzine funkcji (u, tJ) 1--+ u" przyjmujemy tu zbiór wszystkich par liczb
rzeczywistych (u, tJ) spelniajacych jeden z nastepujacych warunków:
a) u> O, tJ dowolnej b) u = O, tJ ~ Oj c) u < O, tJ calkowite.

Zadanie 198 zaproponowal pan Henryk Kornacki z Augustowa.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i RSdakcji pelty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to r<>bic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnogcia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lczynnik trudnogci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M.lu.b F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczegó~owy regulamin zostal ·wydrukowany w numerze 1/1989.

Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 I 1990

Zmieniamy zasade ustalania terminu
nadsylania rozwiazan zadan ligowych
- mozna je nadsylac do konca miesiaca
n+3.
Decyzje o zmianie podjeto w czerwcu
1989 r.

!=44
Czol6wka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 187 (WT=2,1O), 188 (WT=1,39),
z numeru 3/1989

Józef Siwy - Laziska G 40,89 pkt
Henryk Kasprzak - Zary 40,51 pkt
Andrzej Krzysztofowicz - Gdansk 39,01 pkt
Dariusz Rybacki - Kra.fnik 38,49 pkt
Andrzej Szymczak - Gdansk 37,73 pkt
Krzysztof Zawislil.wski - Warna.wa. 31,09 pkt

Zadania z matematyki nr 19'1, 198

Zadania z fizyki nr 95, 96

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

I, ,,
. - -, ,

95. Plot skladajacy sie z pionowych desek o szerokosci a, IjJ.iedzyktórymi wystepuja
szczeliny o szerokosci b, zaslania odlegly duzy obiekt. Obserwator porusza sie
równolegle do plotu, w odleglosci d od niego, ze stala predkoscia tJ. Jaka powinna byc
ta predkosc, aby obserwator mógl widziec caly obiekt w sposób mozliwie niezaklócony?
Przyjmujemy, ze kierunek obserwacji jest prostopadly do plotu, a rozmiary katowe
obiektu sa znacznie wieksze od stosunku b/d .

96. Trzy punkty materialne o masie m, obdarzone ladunkiem elektrycznym q, sa
polaczone ze soba niewaikimi nicmi o jednakowej dlugosci d. W stanie równowagi,
w warunkach bezgrawitacyjnych, nici tworza trójkat równoboczny. Wyznaczyc
przyspieszenie kazdego z punktów materialnych w chwili przeciecia jednej z nici.
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FiZYCZne nOWInHl

WODÓR SPINOWO

SPOLARYZOWANY

Atomy wodoru sa bard?o aktywne
chemicznie. JeZeli przeprowadzamy reakcj~,
w kt6rej powstaje atomowy wodór, to
bardzo kr6tko przebywa on w stanie
atomowym. Przy braku innych
"kandydat6w' do stworzenia nowego zwi'!zku
chemicznego wod6r ch~tnie l/:jczy si~ w
cz,!steczki H2. W takiej czasteczce spiny,
obydwu elekfronów sa przeciwnie
skierowane. Fakt ten umozliwia tworzenie
wiazania czasteczki, gdyZ obydwa elektrony
moga "przebywac" pomi~dzy protonami i
utrzymywac caly uklad w caloSci za pomoca
oddzialywania elektrostatycznego. Jedynym
sposobem uniemozliwienia atomom wodoru
tworzenia czasteczek jest wiec zmuszenie
elektroh6w do równoleglego ustawienia
spin6w. Taka wlasnie metod~ stosuj,! juZ od
kilku lat r6zne grupy tizyków w celu
otrzymania ItzW. spinowo spolaryzowanego
wodoru. R6wnolegle ustawienie wszystkich
spinów osiagane jest przy jednoczesnym
zastosowaniu silnego pola magnetycznego
(rzedu kilku tesli) i niskiej temperatury
(znacznie ponizej 1 kelwina) . W celu
zmniejszenia roli procesów odwracania spinu
przy zderzeniach z naczyniem zawierajacym
gaz scianki naczynia pokrywa si~ blonka
nadcieklego helu. CaloSc eksperymentu jest

dosc sko~plikowana i poczatkowo udawalo si~
jedynie utrzymywac w ten sposób niewielkie
ilosci gazu oznaczanego jako Hf. Niezwykle
interesuj/:jca z punktu widzenia teoretycznego
jest natomiast wartoSC graniczna:

'f1Z/3/T = 6,3Xl0Ucm-z/K,
gdzie n jest koncentracja wodoru Hl . a
T' 'jego temperatura. POwyZej tej granicy w
wodorze spinowo spolaryzowanym powinnna
nastapic tzw. kondensacja Bosego-Einsteina,
czyli przejScie fazowe do gazu o calkowicie
kwantowych wlasnoSciach. W ubieglym roku
dwie konkurujace ze soba grupy dokonaly'
znacznego post~pu na drodze ku owej
granicy. Na uniwersytecie w Amsterdamie
pokryto Scianki naczynia mieszanina 4He
oraz 3He i osiagni~to n = 3Xl014cm-3 w
temperaturze T=100 milikelwinów. Natomiast
w USA polaczony zespól laboratorium Bella
oraz Massachusetts lnstitute ot Technology
zrezygnowal z komplikujacych eksperyment
Scianek i zb~dowal pulapk~ magnetyczna o
niejednorodnym polu magnetycznym. W
pulapce tej osiagni~to, jak dot/:jd,
n= 8Xl012cm-3 w temperaturze
T=3 milikelwinów, jednakze, zdaniem
autorów pracy, mozliwe jest znaczne
obnizenie temperatury. Do osiagni~cia
temperatury lub koncentracji odpowiadajacej

, kondensacji kwantowej j~st wciaz daleko,
jednakze obydwie grupy nie powiedzialy
jeszcze ostatniego slowa

Kartk{ Z pamietnika mlodego matematyka

8 grudnia

Rozmawicilem z Docentem. Przeczytal wstepna wersje mojej pracy magisterskiej,

wyniki bardzo mu sie spodobaly. Ma zastrzezenia do redakcji, poza tym w twierdzeniu
o regularno8ci mozna - jego zdaniem - znacznie oslabic zalozenia. Pytal, czy myslalem

juz o przyszlej pracy. Sam zaczal mówic o naszym uniwersytecie. Bede sie musial
zastanowic .. -

11 grudnia

Docent rozmawial z Dyrektorem Ins.tytutu. Stoja troche krucho finansowo, moga

mi zaoferowac jedynie dwupokojowe mieszkanie. Jestem nieco zly, myslalem o
czteropokojowf/m. Dwa pokoje z kuchnia - co to za warunki?

f O grudnia

Mam pojechac w stf/czniu na konferencje do Katowic, gdzie Wf/glosze referat. Jezeli

pójdzie dobrze, zatrudnienie na uczelni pewne. Do.cent cos przebakiwal o talonie na

samochód ... Ja w kazdym razie nic ~onkretnego nie powiem, zanim nie bedzie jasne,
co z tf/m mieszkaniem. Na dwa pokoje absolutnie nie pójde.

4 stf/cznia

Rozmawialem z Wackiem, ubieglorocznym absolwentem. Radzi, zebf/ nie decydowac

sie pochopnie. Podpisze zgode i bede siedzial tu przez trzy lata, a gdzie indziej moga

zaoferowac znacznie lepsze warunki. On podpisal kontrakt pól roku temu, a obecnie

w Katowicach daja mu znacznie wiecej.

5 stf/cznia

Odwiedzil mnie Jurek. Siedzielismy w jednej lawce w szkole, on posze'dI na fizyke.

Juz podpisal angaz. Kontrakt na dwa lata, samochód, cztery pokoje z kuchnia, czesc

up08azenia w walucie wymienialnej. Tym z fizyki to dobrze. Kombinuja wiecej
z zastosowaniami, to maja wiecej szmalu. Czemu ja wybralem matematyke?

Jurek niedawno widzial WladA;a, ten ma klopoty. Zamiast pójsc na studia, zaczal
w pierwszoligowym' klubie grac w pilke. Ledwo wiaze koniec z koncem, poza tym chyba

go wkrótce wf/rotuja. Podobno strzelil w ubieglym sezonie za malo bramek. Choroba

umyslowa - liczyc bramki! To tak, jakby nam ktos kazal pod grozba wyrzucenia z pracy

liczyc publikacje! Usmialismy sie setnie. Ale Wladka szkoda, fajny byl chlop. Zreszta­

8am 80bie winien. Uczyc 8ie trzeba, a' nie {rac w pilke. Za rozum w noga,ch nikt nie placi.

7 stf/cznia

Konferencja juz za dwa tf/godnie. Wacek sugeruje, by pogadac z ludzmi z Akademii

Wojskowej. Tam sa swietne warunki praCI/, moglibf/smy spróbowac zglosic sie razem.

Wystarczy pójsc po studiach do wojska, reszte oni zalatwia. Uniwersytet nie bedzie
mógl skladac reklamacji do nas jako do wychowank6w, sa odpowiednie przepisy. Z tego

wszystkiego nie mam cza8U ml/slec o zalpzeniach twierdzenia o regularnosci.

f4 stycznia

Juz po konferencji. Referat wl/padl dobrze, potem dorwal mnie facet z W ojskow~j. Tak jak
mówil Wacek, wszystko zalatwia. BI/le na razie nic nie mówic na uczelni.

f6 stycznia

Ja to mam nosa! Wspomnialem Docentowi o tych z wojska. Niemal ze sk6ry nie

wyskoczyl. Bede mial trzy pokoje i talon na poloneza. To bll,la zagrywka!

4 lutego

W Instytucie glosno, wybuchla afera miedzynarodowa. Na konferencji w Princeton

mgr W. mial wyglosic referat. W przeddzien przyszedl wieczorem do hotelu kompletnie

pijany. Profesor G., szef polskiej delegacji, zobaczyl to i uzyl swoich wplywów, by referat.

magistra odwolano. Teraz sie toczy blyskawiczne postepowanie dyscyplinarne.

81mego

Wszystko jasne! Specjalna komisja przy GlównI/m Komitecie do spraw Matematyki
oczyscila magi8tra W. z zarzutów. Ostatecznie kazdemu wolno pic co chce, innym od tego

wara! W ramach rekompensaty przyznano mu dodatkowe stypendium dla rozwijajacych. sie

matematyk6w i miesie czne wczasy na Capri. Profesorka za kare wyrzucili z uniwersytetu.

Zostal przeniesiony do Zalesia, na filie Wyzszej Szkoly Pedagogicznej w Maniowach

Górnych. Dobrze mu tak, niech nie pcha nosa w cudze sprawy!
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Jak latwo mozna sie zorientowoc,
artykul ten nie przedstawia
rzeczywistej sytuacji. Kazdy
z latwOlfcia spostrzeze, ze informacja
o wywiadzie zamieszczonym w Delcie
nie moze byc prawdziwa, przeciez Delta
ukazuje sie z nieledwie p6lrocznym
opótnieniem.

ROllwil\lIanie lIadania F 278.
Interferencyjne odbicie swiatla zachodzi
tylko na t~'ch falach dtwiekowych,
dla kt6ry:h spelniony jest warunek
Wulfa-Bragga.

czolo fal
d:l:wiekowych

swiotlo

Przesuniecie dopplerowskie czestosci v
rozpraszanego swiatla okresla wzór

I1v = 2v~ sin!!.
c/n 2

Zdolnosc rozszczepiajaca siat,ki
powinna byc

R= mN >_':..
óv

(N - liczba szczelin siatki).
Stad dla m = l otrzymujemy

c 5

N? 2tJnsin(O/2) "'1,2,10 .

Kartki z pamietnika odnalezli

Krzysztof CIESIELSKIi Zdzislaw POGODA

20 lutego

Mialem oferty z Warszawy i Katowic. Obie necace. Ci z Katowic sa przy kopalni. maja

dodatkowe fundusze. Z drugiej strony co stolica, to stolica. Waham sie. Delikatnie kazdej

ze stron wspomnialem o tej drugiei ...

29 lutego

Niedobrze. Maja zniesc talony na samochody.

24 lutego

Wszystko w porzadku. Talony zniosa, ale dla uniwersytetów zawsze cos bedzie. Nawet

lepiej, bo bedzie nie talon, ale od razu samochód.

6 marca

Wacek lezy. Dostal nagrode dla najlepszego mlodego matematyka roku i zaraz potem kupili
go ci z Katowic. Chyba zalatwili to jakos z naszym Rektorem, bo nikt sie nie czepial.

Ale ten balwan udzielil "Delcie" wywiadu, w którym przyznal sie ile dostal. Duren! Ma

przegwizdane. Takich rzeczy sie na glos nie mówi, a juz prasie ... Stracil zaufanie calego
srodowiska.

9 marca

Zdecydowalem sie. Ide do Warszawy. Zalatwia zwolnienie z wojska, komfortowe cztery

pokoje, toyote i solidny zastrzyk dolarowy. Docentowi nic jeszcze nie mówie.

12 marca I
Chyba Docent ma jakies przecieki, bo sam z siebie zaproponowal mi wyj.azd do Francji

na Szkole W,iosenna. Sugeruje referat. Oczywiscie, musialbym wczesniej uzupelnic to

nieszczesne twierdzenie. W nawale spraw zupelnie o tym zapomnialem.

15 marca

Co miesiac - to afera! Profesorowi Johnsonowi z Oxfordu odebrali'Nagrode Nobla

w fizyce. Udowodniono, ze swoje wyniki osiagal pod wplywem narkotyków. Zapowiadaja
zaostrzenie przepisów i mocna kontrole.

21 marca

Stalo sie! Miedzynarodowa Unia wydala zakaz picia kawy na 24 godziny przed referatem

i serie innych dziwnych zarzadzen. Podobno wszyscy na konferencjach beda siusiac do
probówek. Ze zdenerwowania cala noc nie spalem.

22 marca

Docent mnie uspokoil. Koledzy z biologii wynalezli takie tabletki, ze po ich zazyciu kawa

w organizmie jest nie do wykrycia. Za dwa tygodnie jedziemy na konferencje. Referat

mam miec, choc twierdzenia jeszcze nie udowodnilem. Ponoc za referaty cos placa.

7 kwietnia

Udalo sie. Referat wypadl swietnie, przylozylem sie. Docent twierdzi, ze na zadnym

seminarium tak dobrze nie mówilem. Prosili o odbitki, wytlumaczylem, ze u nas ciezkie

warunki, na publikacje czeka sie nawet i do pól roku, ale jak bede mial, to przysle.
W kazdym razie - zapunktowalem.

8 kwietnia

Dobrze to rozegralem. Tyle mówilem o zlych warunkach pracy, ze wczoraj jeden Belg

zaoferowal mi posade te Brukseli. Nawet nie marzylem, ze mi sie trafi taka gratka!

10 kwietnia

W nocy spakowalem walizki i pojechalem do Belgii. Nikt nie zauwazyl. Nie moglem

wrócic do kraju, bo z wyjazdu bylyby nici. Warunkiem koniecznym zezwolenia na prace
za granica jest doktorat, 28 lat i uregulowany stosunek do sluzby wojskowej. Nie pusciliby

mnie. Teraz tylko przejsc pozytywnie testy wydajnosciowe i na iloraz inteligencji. Jak

nie pójdzie - odpukac - to wróce i wytlumacze, ze musialem nagle opuscic konferencje
z przyczyn rodzinnych.

19 maja

Od miesiaca siedze w Belgii. Inne warunki, nie ma co mówic! Nawet udowodnilem

w koncu twierdzenie o regularnosci w slabszej wersji. Przedwczoraj dotarl do mnie list

od Jurka. Zalaczyl wycinek z" Wiadomosci Matematycznych". Odsadzaja mnie od czci
i wiary za to, ze reprezentujac kraj zostalem za granica. W pismie jest tez oswiadczenie

Glównego Komitetu do spraw Matematyki. Ukarali mnie trzyletnim zakazem referowania

na konferencjach i publikowania w czasopismach naukowych. Bardzo mnie to rozbawilo.

Tak, jakby nie wiedzieli. ze na Zachodzie nikt sie takimi decyzjami nie przejmuje ...
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