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Rys. 1

Rys. 2

Oto zadanie:

Narysowad na ekranie komputera siedmiokat foremny.

- Przypusémy, ze nasz komputer potrafi rysowaé na ekranie odcinki (komenda

ODCINEK(a, b, ¢, d) daje odcinek o konicach (a,b) i (c,d)). Program wydaje sie
by¢ banalny:

KAT POPRZEDNI (KP) kladziemy réwny 0
KAT NASTEPNY (KN) obllczamy dodajac do KATA POPRZEDNIEGO i
rysujemy ODCINEK(cos K P,sin K P, cos KN, sin KN)
K P kladziemy réwny KN

Czeéé prog‘ra.mu zazgnaczona klamra powtarzamy 7 razy (ry‘s 1). Aco bedzle,
jedli t¢ czeéé powtérzymy nie 7, lecz 7000 razy (rys. 2)?

Przy pracy z komputerem, szczegblnie przy obliczeniach, trzeba pamietaé,
ge dzialania nie sa wykonywane dokladnie 1 powstaja bledy zaokraglen.
Mimo ze bardzo male, kumuluja sie i laczny efekt moze by¢ duzy.

Czy mozna poprzedni program poprawic? Tak. Pomocna. w tym jest wiedza
z analizy numerycznej zajmujacej si¢ miedzy innymi teoria rachunkéw .
przyblizonych. Napiszmy nasz program w skrécie (a := b oznacza kla.dzlemy

+a réwne b):
HE =0
dla ¢ od 1 do 7000 powtarzaj
KN :=KP+ 2”
ODCINEK(cos KP sin K P, cos KN, sin KN)
KP:= KN
Znacznie lepsze efekty (rys. 3) daje program:
KP =0
dlazod 1 do 7000 powtarzaj
KN — 1-,'?—
ODCINEK(cos K P, sin K P, cos KN, sin KN)
KP—KN

W programie tym uniknieto kumulowania sie bledéw dodawania. Dziala on
jednak dhizej, gdyz mnozenie jest wolniejsze od dodawania.

Programy do rysowania rysunkéw zostaly napisane w jezyku FORTRAN

i skompilowane (przetlumaczone na jezyk zrozumialy dla procesora

w komputerze) za pomoca kompilatora FORTRAN MS 3.31. Pewnego razu
uzyto innego kompilatora FORTRAN MS 4.0. Oba programy rysowaly

rysunek 3. Co sie stalo? Otéz nowy kompilator staral sie ,poprawi¢” czlowieka
i zamienil ,niepotrzebnie” powtarzane w petli mnozenie na dodawanie — tak jak
W pierwszym programie.

J.R.

Odcinek rysowany przez pierwszy i drugi program (liczba Tréjkat rysowany przez pierwszy i drugi program (liczba

powtdrzeri 8 000).

powtdrzeri 5000).
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Prof. dr Grzegorz SITARSKI
S Jako chlopiec ¢zytalem wiele popularnych ksiazek o Wazechdwiecie. Pamietam moje

SR o " zaskoczenie, kiedy w trzech résnych Zrodiach znalazlem trzy zupehie rézne wartosci
/ P\ ﬂ '4’ 9 w [ b j e 1__‘ odleglogei stynnej Wielkiej Mglawicy w Andromedzie: 750 fysiecy, jeden milion
\ i pétiora miliona lat dwietlnych. Nastawilo mnie to nieufnie do naszej znajomosci
I; Dd L f/H ,ﬂ \ danych dotyczacych Wszechéwiata, ale potem dowiedzialem sie, e odleglodei galakiyk.
} : J ;. H/ | nie wyznacza sie z dokladnych pomiaréw, lecz/ocenia sie je na podstawie réinych
{ 'g/.E-/ L/ Do LU !| przeslanek, a wartodé takiej oceny zalesy od znajomosci wielu czynnikéw (dzis

e i| odleglosé mglawicy w Andromedzie oceniamy na ponad dwa miliony lat dwietlnych).
. [\ ,’i LCO p JU;; _f ghwicy ¥ na p y )

Wiele lat péiniej zetknalem sie praktycznie # prawdziwa dokladnoécia obliczen
astronomicznych, kiedy jako mlody astronom bralem udzial w obserwacjach
credciowego zaémienia Slofica widocznego w okolicach Warszawy. Nasza trzyosobowa
ekipa miala wykonaé serie zdjeé zaémiewanego Slofica w stacji obserwacyjnej
Politechniki Warszawskiej w Jézefostawiu, a moim zadaniem bylo obliczenie dokladnego
momentu poczatku zaémienia. Na podstawie odpowiednich danych zaczerpnietych
-z rocanika astronomicznego oraz znajomodei dokladnych wartosci wspélrzednych)
geograficznych miejsca obserwacji obliczylem ten moment z dokladnoscia do sekundy.
Poczatek zaémienia mozna uchwycié obserwujac na ekranie obraz tarczy Slofica |
rzucony przesz lunete, w pewnym momencie idealnie réwny brzeg zostaje ,,na.dgrymony
przez nasuwajaca sie tarcze niewidocznego Ksiesyca. Tuz przed oczekiwanym
. momentem pocszatku zjawiska patrzyliémy z napigciem na obraz tarczy Slofica |
wapdlinie z kierowca, ktéry nas praywidal i dotad dosyé obojetnie praygladal sie naszym
praygotowaniom do obserwacji. Kiedy jednak dostrzegliémy poczatek: zaémienia klika
.......... o e -4 sekund od wyznaczonego przeze mnie momentu, kierowca wyraZnie zaczal odnosic sie
do nas z szacunkiem i podziwem, Ze astronomowie potrafia tak dokladnie przemdywa.c
zjawiska na niebie (powiedzial nam to w drodze powrotnej). 1

w Obserwacje ruchu planet prowadzone od wiekéw oraz znajomos¢ praw, wedhig
Fosiwinsunic sadania N G5B kiérych poruszaja, sie one wokét Slotica, istotnie pozwalaja przewidywaé z duia,
dokladnodcia konfiguracje planet, Slofica i Ksiggyca na niebie nawet na setki lat

D C - naprzéd. Inaczej wyglada sprawa przewidywania powrotéw komet okresowych.

Komety obiegaja, Slofice po zdecydowanie eliptycznych orbitach, a obserwowane sa
tylko na luku orbity w poblizn peryhelium. Dlatego tei trzeba zebraé obserwacje 1

-z kilku pojawien sie komety, aby wyznaczyé dostatecznie dokladne wartodci elementdw
orbity i na tej podstawie obliczyé efemeryde, czyli polozenia komety na niebie podczas.
jej nastepnego powrotu. Kiedy prof. Felicjan Kepifiski w 1926 r. podjal badania

o ruchu komety okresowej Kopffa wracajacej do Slofica co 6,5 roku, obliczal efemerydy '
A P P B kolejnych powrotéw komety i tuz przed wojna zdazyl jeszcze wyslaé swoje wyniki
Wprowadzimy nastepujare vznaczenia: 40 Miedzynarodowego Biura Telegraméw Astronomicznych mieszczacego sie wowczas
AB =, CD =y, DPy = h BP: = p.. w Kopenhadze; dzieki temu kometa byla obserwowana takie w 1939 r. Kometg Kopffa
AP = pa. Mamy 22 h - 1. Dalej, odnaleziono wtedy na niebie w odlegloéci 3" od miejsca obliczonego, a jak maly jest to
niech dy = BD, d2 = AC. Nictrudno kat, méwi nam cbrazowe poréwnanie: pod takim katem widaé érednice ludzkiego wilosa
zobaczydé, ie py + p2 = z + y. Ponadto g odlegloéci siedmiu mefrdw.
diuzsza przekatna ma dlufsrny raut :
na podstawe, jako ze 'i'f = ;‘: + h3,
d? = p? + k% Niech DD bedzie dbwisza  Aby tak dokladnie obliczyé polozenie komety na niebie, trzeba znaé jej polozenie
przekatna. Mamy wtedy ) w przestrzeni, a wigc i elementy orbity z dokladnoécia siedmiu czy nawet odmiu cyir
SEFRTY znaczacych. Rachunki z taks dokladnoécia zapewnia nam dzi$ kazdy kalkulator

e, kieszonkowy, nie wystarcza ona jednak do wykonania wszystkich obliczeri zwiazanych

Stad z dokladnym przewidzeniem powrotu komety po kilku czy kilkunastu latach. Wiage sig

to z koniecznodcig numerycznego catkowania réwnaii rézniczkowych opisujacych ruch

- A komety w polu grawitacyjnym Slofica i planet. -

(Il_; &

(A%

SR
h’ h
Réwnania ruchu komety w helmcentrycsnym ukladme wapdlrzednych prostokatnych

= f T AT
wobec tego dy > /2. hatwo pokazad n.a.m pGBtdC

preyklad trapezu, dla ktérego dy = /2:
1
i ¢ Fedy = zvli b = % d -
muei byé wtedy A 7 czyli b 1 (1) 4%z k2 z k-z -.‘m L — X:p S Xp
i wystarczy wzial kwadrat. dt_z T g § WLl e S 3
L
y : : p=1 fr &
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Roswiasanie sadania M 564. Jedli
ciag (za) jest zbieiny, to jego granica g
spelnia rdwnanie g = g(2 — yg);

1
stad g =0lubg= —.
v

1
Niech 2n = — (1 — dy,). Wtedy
y

S

;i.q)('g -3 3[1 - 'in.]) ==

1
Tatr = —{1
y

1 1
= - (1 =da){l+dn) = —(1 - rii}:
v y

cnyli dpyy = r‘l;"__, Wyidciowy ciag jest
zbiciny wtedy i tylko wtedy, gdy (da)
jest zbieiny, tzn. dla —1 <d; < 1.

Wynika stad warunek na a: poniewas

1 .
a= —(1=d;), to dy = 1— ay, musi wice
v

=
,eayli0 S a< =
u

byl -1 <1—-—ay <1

Jeflia=0luba= —, to z, — Q,

w pozostatych preypadkach z, — £
Uwaga. Poniewad dpyy = di,

ciag (xqn) jest bardzo szybko

zbiciny: liczba dokladnych cyfr
podwaja sie w kaidjrm kroku.

Na prazyklad dla z; = 0,5

¥ = 3 otrzymujemy z3 = 0, 25,

z3 = 0,31256, z4 = 0,33203125,

zs =0,333328247...,

ze = 0,333333333.... Totes stosuje

si¢ t¢'metod¢ w technice komputerowej
do ssvbkiego obliczania odwrotnodei.
Pokrewna metoda pozwala obliczy€ N{E

. 1
bierzemy wtedy zn41 = E(z,, + i‘i
Ip

i podobnie dla y i z, gdzie z, ¥, z s3 wspélrzednymi komety, X, ¥;, Z, wspélrzednymi
planety, r odlegloscia komety od Slojica, p, odlegloscia komety od planety,

a R, odleglodcia planety od Slofica; k = 0,01720209895 jest stala Gaussa zwiazana,

ze staly grawitacji w przyjetym ukladzie jednostek (jednostka dlugosci jest srednia
odleglodé Ziemi od Slofica, czyli tzw. jednostka astronomiczna, jednostka, czasu — doba,
a jednostka masy — masa Slofica). Réwnanie (1) nie ma rozwiazania analitycznego,
tzn. nie da sie go przedstawié w postaci wzoréw zawierajacych czas jako parametr

i pozwalajacych obliczyé wartodci z, y, z dla dowolnej chwili. Pozostaje wiec tylko
spos6b catkowania numerycznego.

Metody numerycznego catkowania réwnan rézniczkowych polegaja np. na przyblizeniu
wystepujace] w réwnaniu funkcji czasu wielomianem doéé wysokiego stopnia
powstalym z rozwiniecia funkcji w nieskoficzony szereg Taylora wzgledem czasu

i obcigcia go do kilku lub kilkunastu wyrazéw; szereg ten jest dostatecznie szybko
zbieiny zwykle w niewielkim przedziale czasowym zwanym krokiem calkowania.
Zestaw odpowiednich wzoréw i algorytm postepowania pozwala na obliczanie wartosci
scalkowanej funkcji krok po kroku, az do wyczerpania zadanego interwali czasowego.
Taka metoda pozwala calkowad kazdy uklad réwnai rézniczkowych, ma jednak

bardzo powaina wade, mianowicie stale narastanie bledu numerycznego catkowania.
Sa dwa 4rédla tego bledu: blad obcigcia wynikajacy z uwzglednienia skonczdnej liczby
wyrazow szeregu Taylora oraz blad zaokraglenia, bo wszystkie wielkosci biorace

udzial w obliczeniach musza mieé skoniczona liczbe cyfr, a ostatnia cyfra jest juz
wynikiem zaokraglenia. Nic wigc dziwnego, ze aby osiagnaé wymagana dokladnoéé
koficowego wyniku calkowania, musimy braé pod uwage nieuchronne narastanie bledu
numerycznego, a wobec tego trzeba wszystkie obliczenia wykonywaé z podwéjna,
precyzja, czyli uwzgledniajac 15 cyfr znaczacych we wszystkich liczbach wystepujacych
w rachunkach. I nie ma tu nic do rzeczy, Ze dane poczatkowe moga byé malo dokladne,
musimy bowiem mieé pewnoéé, ie koicowe wyniki zalea, tylko od dokladnodci danych
poczatkowych, a nie sa zafalszowane bledem calkowania numerycznego.

Najwigkszy klopot w metodach numerycznego calkowania stanowi dobér odpowiedniej
wartodci kroku. W réinicowych metodach wielokrokowych, jak np. metoda Adamsa
czy Cowella, wartosé ta co najmniej przez kilka lub kilkanascie krokéw musi byé

stala. W metodach jednokrokowych, jak metoda Rungego-Kutty, wartoé¢ kroku moze
by¢ teoretycznie na kaidym kroku inna, ale nie bardzo wiadomo, jaka ma ona byé.

W przypadku caltkowania réwnad ruchu komety problem doboru odpowiedniego kroku
calkowania jest bardzo wainy, bo zmiany ruchu komety od peryhelinum do aphelium sa
duze, a moga by¢ takze znaczne w przypadku zbliZenia komety do planety. Dlatego tez
w badaniach ruchéw komet koniecznie trzeba stosowad numeryczne metody calkowania
ze zmiennym krokiem.

Doskonale rezultaty daje tu metoda rekurencyjnych szeregéw potegowych.
Zastosowanie te] metody pokaZemy na przykladzie calkowania réwnai ruchu
keplerowskiego, czyli ruchu komety tylko pod wplywem prazyciagania Slonca.
Dokonajmy podstawienia s = —k?r~3 oraz wykorzystajmy zaleinodé r2 = z2 4 ¢2 4 22,
Wéwczas réwnania ruchu mozemy uzupeinié dwoma dodatkowymi réwnaniami

i zapisaé je w nastepujacej postaci, oznaczajac rézniczkowanie wzgledem czasu kropka,
nad zmienna: ;

(2)

ri =zt +yy+2z, réi=—3st,

=8z, F=2sy, ZT=g8z.

Przypuéémy, ie jakad funkcja czasu f dana jest w postaci szeregu potegowego

N
F&)=fo+) _ falt — to)".

n=1

)

Jedli dla n = 0,1,..., N znamy wartodci liczbowe wspélczynnikéw f,,, to mozemy
obliczyé wartodé f(t) dla kaidego ¢t w przedziale (to,fo + h), gdzie wartosé h zalezy

od N i wymaganej dokladnoéci liczbowej wartosci f. Wypiszmy szeregi typu (3) dla
wszystkich wielkodci wystepujacych w réwnaniach (2), zrézniczkujmy je wzgledem
czasu, aby otrzymaé szeregi dla pochodnych, podstawmy je do réwnai (2), wymnézmy
szeregi i uporzadkujmy wyrazy wzgledem poteg czasu, a nastepnie prayréwnajmy
obustronnie wspdélczynniki przy jednakowych potegach czasu. Otrzymamy wéwczas

. wzory rekurencyjne na kolejne wspélczynniki w rozwinieciach typu (3).



Danymi poczatkowymi beda wartosci wspéhrzednych z, y, z oraz ich pochodnych
z, §, £ (czyli skladowych predkodci komety) dla chwili to, tj. zo, yo, 20 oraz z1, y1, 2;.
Wzory na kolejne wspélezynniki rozwiniecia wygladaja nastepujaco:

ro = (20 + 95 +23)"/%,  s0=—k*/r,

r1 = (ZoZ1 + Yoy1 + 2021) /70, &1 = —3sor1 /70,

T2 = 80%0/2, Y2= soY0/2, z2= s020/2,

a dalej kolejne wspdlczynniki wyiszych rzedéw dla n = 1,2,..., N:

(n+1)rorngr = (n+ 1) (zng120 + yn+z§u + Zny120)+

n—1
+ Z(k + 1 Zk41Zn—k + Yh+1Yn—k + Zk41Zn—k — Tht1Tn—k ),
k=0
n—1
{I’!.-I— 1]?’08"+1 = —3(ﬂ -+ l}f,.+18i] - Z(}C + 1)[3?’,{;1.18“—& o o 8k+1fn—-k] 3
k=0 ¢

(n+1)(n+2)zpn42 = Z 8kTn—k

k=0

i podobnie dla y i 2.

Przebieg calkowania krok po kroku jest nastepujacy. Po obliczeniu wszystkich
wspdlezynnikéw Zn, yn, 2n okreslamy optymalna wartoéé kroku calkowania h.
Definiujac An = |an|+ |yn| + |2n| oraz przyjmujac dokladnosé obliczeri €, obliczamy
wartos¢ kroku h = (e/An)"". Dalej dla t), = to + h obliczamy

z N . N
Th = To + E 2 k" oraz #p =214 E nz At
n=1

n=2% | -

i podobnie dla y i z; otraymane wartodci zh, yn, 2n oraz n, Yn, 2h wykorzystujemy
jako dane poczatkowe do nastepnego kroku calkowania.

Metoda rekurencyjnych szeregéw potegowych jest metoda jednokrokowa, a dzigki
optymalizacji wartodci kroku dla zadanej dokladnoéci obliczeri jest prawie wolna

od narastania bledu obciecia. Udowodnit to leningradzki matematyk B.F. Miaczin,
ktérego poznalem osobiscie w Instytucie Astronomii Teoretycznej, a podziw dla

jego pracy na zawsze zachowalem w pamieci, bowiem Miaczin jest od urodzenia
niewidomy. Metode te stosujemy w opracowanych w Centrum Badaf Kosmicznych
PAN programach obliczeniowych do badania ruchu komet i planetoid. Oczywiscie,
uwzglednienie przyciagania wszystkich planet, a takze innych wplywéw, jak

efekty relatywistyczne czy efekty niegrawitacyjne, niepomiernie komplikuje wzory
obliczeniowe w stosunku do przytoczonych tutaj dla ruchu keplerowskiego. Jest fo

w pewnym sensie wada metody, bo dodanie kazdego nowego czlonu w réwnaniach
ruchu wymaga modyfikacji programu catkowania. Jednak zalety metody gwarantujacej
duza dokladnosé koricowych wynikéw catkowania 8y oczywiste, a raz napisany

i sprawdzony program mose sluzy¢ do calkowania réwnan ruchu najrozmaitszych

. komet i planetoid. Jasne jest, Ze przy tak olbraymiej iloéci dzialani arytmetycznych,
wykonywanych podczas kazdego kroku calkowania, konieczne jest zastosowanie
szybkich komputeréw, a wszystkie obliczenia prowadsi sie w podwéjnej precyszji.
Dzigki istnieniu takich programéw przepowiednia powrotu komety okresowej nie jest
juz wielkim problemern, a komety zostaja odnajdywane na niebie za pomoca czulych
przyrzadow jako bardzo slabe obiekty w miejscach dokladnie wskazanych obliczeniami.

Uwajiny Cazytelnik mégiby sadzié, ze gdy prof. Kepifiski obliczal ruch komety Kopffa
w czasach, kiedy o komputerach nikomu sie nie 8nilo, musial dokonaé gigantycznej
pracy prowadzac skomplikowane pietnastocyfrowe obliczenia, aby dokladnie przewidzieé
powrét komety. Otz tak #le nie bylo, bo stosowano wéwcezas inne metody, polegajace
na obliczaniu perturbacji w ruchu keplerowskim komety, czyli obliczano zmiany jej
elementéw orbity. Wiazalo sie to takie z numerycznym calkowaniem rézniczkowych
réwnai zmian elementéw orbity w czasie, ale w tym przypadku wystarczat

w gupelnodci rachunek nawet pieciocyfrowy. Wzory opisujace zmiany elementéw
orbity sa jednak o wiele bardziej skomplikowane niz réwnania ruchu we wspdirzednych
prostokatnych, dlatego tez warto bylo opracowaé specjalne metody obliczeniowe,
wykorzystujac dla rachunkéw komputerowych formalna, prostote zapisu réwnas ruchu.
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A{c' Peki okregéw
Y

S / Skonstruujmy, dla,dowolnie ustalonych okregéw O; i Oa, rodzine O’ okregédw,
Q~' 2 ké ; k z ktérych kaidy przecina O; i Oz pod katem prostym. Taka rodzing nazywa sie

m 044 1 2 pekiem okregéw. Gdy, dla dowolnie ustalonych okregéw O} i O} naleiacych
Q. ucw;t[ﬁ#‘} (& do rodziny O', powtérzymy te konstrukcje, otrzymamy pek 0. Wstepnym krokiem
do badania wlasnoéci pekéw moze byé wykazanie, ze kaidy wybér okregéw O] i O}
(réznych) daje ten sam pek O..

Propozycje ewentualnych tematdw

prac na Konkurs Uczniowskich Prac

& Matematyki zamieszczamy od numeru
3/1988 (z pominieciem numeréw
6i12z 1988 rokuoraz 1,6, 7i 8

z roku bieiacego). Oczywidcie, chetnie
widzimy prace réwniez na inne tematy.

0,
Peki okredla sie tez w inny sposéb. Oznaczmy réwnanie
2 +y* +aiz+biy+ei=0
krétko gi(z,y) = 0. Jefli g1(z,y) # g2(z,y), to rodzine figur majacych réwnanie postaci
Te dwa okregi @) i O3 nie wyznaczaja - - = L
zadnego peku O'. Czy to jedyna ,zla” 4 91(5,1{} t4e gg(z, 9) i
sytuacja? gdzie p i ¢ to stale rzecaywiste nie réwne jednoczednie zeru, réwniei nasywamy pekiem.

Mosina latwo sprawdzié, ze w takim peku sa nie tylko okregi (a co jeszcze?). Nasuwa
si¢ pytanie, jak zmodyfikowaé pierwsza defi miq e, by byla réwnowazna drugiej. A moze
83, to zupelnie rézne pojecia?

s

Badanie wiasnodci pekéw okregéw jest ambitnym problemem matematycznym.

Zamiast praytaczaé tu szereg dajacych sie uzyskaé rezultatéw, zwréémy uwage

na twierdzenie o dwéch tylko okregach, do ktérego uzyskania (podobno) pojecie

peku jest niezbedne. Umieszczone w nawiasie slowo , podobno” wyraza fakt, ze
matematyka (jeéli wierzy¢ autorytetom) nie dysponuje zadnym eleganckim dowodem
tego twierdzenia, a istniejace (bardzo zawile) dowody z pojecia peku korzystaja. Jest to
twierdzenie Ponceleta:

Jezeli istnieje lamana zamknieta majaca n wierzcholkdéw, z ktérych kaidy leiy na
okregu O, i ktérej kazdy bok jest styczny do okregu Oz, to mozna taka (n-odcinkowa)
lamanga, zamknieta narysowad zaczynajac z dowolnego punktu okregu O;.

Opracowal M.K.

: m Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL ‘

M 558. Dwéch korektordw wykonalo (niezaleinie) korekte tekstu. Pierwszy znalazi
450 bledéw, a drugi 300, przy czym 250 bledéw wykryli obaj. Podaé oszacowanie

Poziomy energetyczne atomu
znajdujacego sie w zewnetranym

polu mag‘netycmykm ul!:g::ii a = faktycznej liczby bledéw.
rozszczepieniu wskutek oddzialywania - -
momentu magnetycznego powloki RDEWI&B&HIG na str. ;_13

elektronowej z polem magnetycznym.

Rozszczepieniu pozioméw odpowiada °~ M 554. Ciag (z,) jest okreflony w nastepujacy sposéb:

rozszczepienie linii widmowych

promieniowania. Zjawisko to Z1 =Gy Tnt1 = 3n(2 =5 yz,.] dlan=1,2,...; a oraz y > 0 s3 ustalone.
bylo zaobserwowane po raz Zbadaé, dla jakich a ciag jest zbiezny i wyznaczy¢ jego granice.
pierwszy w 1896 r. przes Pietera Roswiasanie iia str. 3
Zeemana i nosi nazwe efektu .
Zeemana. W preypadku, gdy ; . :
moment magnetyczny powloki M 555. Jaka jest najmniejsza mozliwa dlugodé dtuiszej przekatnej trapezu o polu 17
elektronowej zwiazany jest jedynie & 5
% momentem orbitalnym elektronéw Rozwiazanie na str. 2
{t:én._wklad spinowiy wyno;il?],i : N
mowimy o normainym elekcle
Zeemana. Linia spektralna Rcdaguje dr Rafa} STARONSKI
ia sie wted. t sy : ; i 5 T i
et ?,:Li“‘:.;t:’ :Bm::rogci F 276. Ocenié, jaka powinna by¢ odleglosé L miedzy zwierciadlami interferometru
0 Auv= 0 badf Av = + 28, Fabry’ego-Pérota, aby z jego pomoca mozna bylo obserwowad rozszczepienie Zeemana
gdzie w = 27y, e i m, oznaczaja . = 2% — - = &
il o o o RIS po}u m'a.gnetytfm.ym o mdj.lk(:]l B=1 T Zwierciadla interferometru posrebrzone sa
B - indukcje pola magnetycznego. tak, Ze miedzy nimi zachodzi N = 20 odbié.

Jedli wklad od spinowych momentdw
magnetycznych nie jest réwny
zeru, to wyrézpia sie dwa skrajne

Rozwiazanie na str. 7

prayp;dki:éprnypadek slabego pola F 277. Ocenié, jaka wielkodé pola magnetycznego gwiazdy typu Slofica mozna

- wtedy méwimy o anomalnym . Soilig 2 . s " sy e

shitels Snsmaita Lpriypadek siliego zmler_zyé na podstawie efektu Zeemana, w sakrf.me promlen:‘owama .u:ldxlalnego o

%ﬂiﬂ L“Edﬁ m?‘wim‘f o equ:i{q g (przyjmujemy w = 10'® s7!). Okres obrotu gwiazdy 7 = 10° s, promiefi R = 10'" cm
aschena-Backa od nazwisk fizykdw, : St

ktérzy to zaobserwowali po raz temperatura powierzchni T = 6000 K.

pierwszy w 1912 r. & Rozwiazanie na str. 17

\ : 5



Numeryczna telepatia
czy

sprawno$¢ rachunkowa?

Dy Lidia GOETTIG
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Przekazywanie mysli bez podrednictwa zmysléw, czyli telepatia, jest, jak
wiadomo, zjawiskiem spornym i nie wyjadnionym naukowo. Zupelie inaczej
rze€cz ma sie z przekazywaniem liczb; w tej dziedzinie mozna osiagnaé niemale -
sukcesy, a przy tym wszystko daje si¢ uzasadnié racjonalnie. Istnieja jednakze

i tu pewne ograniczenia, nie wszystkie bowiem liczby jednakowo latwo

poddaja sie zabiegom telepatycznym. Przekonamy sie na paru przykladach,

ze stuprocentowa skutecznoéé moga gwarantowaé liczby bedace wynikiem
pewnych operacji, takich jak np. mnozenie czy dodawanie. Bezbledne
odgadywanie tego wyniku moze czasem wygladaé na zawrotna sprawnosé
rachunkowa obliczeft wykonywanych w pamieci, ale przyznacie, ze malo to
prawdopodobne, szczegblnie w przypadku oséb, ktére jeszcze do wezoraj tak
szybko liczyé nie potrafily.

Przyklad 1. Dotyczy dodawania. Wystepuje w nim ,nadawca” (NAD)

liczby i jej ,,odbiorca” (OD). OD powinien mieé zawiazane oczy i staé

tylem do NAD. Po uzgodnieniu najwickszej dopuszczalnej dlugodci liczby

(w cyfrach, np. 4 cyfry) NAD i OD na smiane podaja kolejno liczby naturalne
{nie przekraczajace dlugogci maksymalnej), ktére NAD notuje. Pierwsza

i ostatnia podaje ta sama osoba, OD badf NAD. Liczb moze by¢ wiec 3, 5, 7 itd.

Po zakoficzeniu NAD sumuje wszystkie liczby, a wynik usiluje ,przekazaé” do

OD, ktéry ma caly czas-zawiazane oczy. O dziwo, gdy OD ujawnia wynik, cala
liczba, cyfra po cyfrze, sie zgadza. Mozna by podejrzewaé, ze OD ,po prostu”
opanowal umiejetnosé szybkiego sumowania wielu duzych liczb w pamieci.
Proponuje wigc Wam zagraé role OD i przekonaé sie, ze nie jest to takie trudne.
Przyklad 2. Tez dotyczy dodawania. NAD i OD zamieniaja sie rolami {t‘.ym
razem bez opaski na oczach). Ustalaja znowu maksymalna dlugosé liczby,

a nastepnie NAD (ktéry poprzednio gral role OD) wypisuje na kawatku

papieru pewna, sobie tylko znana, liczbe i chowa ja np. do kieszeni OD. Tak

jak poprzednio, NAD i OD na zmiane podaja liczby zapisujac je. Tym razem
pierwsza, 1 ostatnia podaje NAD. Rola NAD jest telepatyczne przekazanie do OD
polecefi napisania takich liczb, aby wszystkie w sumie daly wynik zapisany

a priort. Porédwnanie ... i znowu calkowita zgodnoéé! Czy i tym razem mamy
do czynienia ,po prostu” z fenomenalna sprawnoscia rachunkowa?

Przyklad 3. NAD wybiera pewna liczbe nie ujawniajac jej. OD wymienia

- inng liczbe, o dowolnej dlugodei (dlugoéé — w cyfrach — moze np. ustali¢ NAD}).

Z liczb tych NAD tworzy nastepnie iloczyn. Okazuje sie, ze OD bedzie w stanie
prawidlowo podaé dowolna cyfre tego iloczynu, o ile NAD ujawni wszystkie
pozostale cyfry, praey czym nawet znajomos¢ ich kolejnosci nie bedzie konieczna.
OD bedzie mial klopoty tylko w jednym przypadku, gdy zgadywana cyfra
bedzie 0 lub 9 — nie bedzie ich mégl rozréinié. Tego przykladu nie mozna juz
tlumaczy¢ sprawnoscia obliczeniowa. OD nie jest w stanie wykonaé obliczei,
bowiem nie zna jednego z czynnikéw. A wiec ... numeryczna telepatia? Chyba
jednak nie.

Wsszystkie trzy prayklady ilustruja niezwykle wlasnosci liczby 9 w (9+1)-kowym,
czyli dziesietnym ukladzie liczb. . .

W przykladzie 1 OD musi tak dopasowaé swoje liczby do liceb NAD, aby dla
danej pary liczb suma cyfr w kaidej kolumnie wynosila 9. Sume wszystkich liczb
wyznaczy whtedy niesparowana liczba, ktéra trzeba jedynie nieco zmodyfikowad
(w bardzo prosty sposéb) w zaleznosci od liczby par, np.:

Wiaal . L e L sl
bed ary liczb suma cyfr wynosi
oD 3651 aidej kolumnie tej pary yht Wy
NAD 9805 ;
oD 194 } w kazdej #Olumllie tej pary liczb suma cyfr wynosi 9
_ NAD 4507 niesparowana liczba, wyznaczajaca wynik sumowania
SUMA 24505

Przy dwéch parach wynik powstaje przez odjecie 2 od niesparowanej liczby

6
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Rozwiazanie zadania F 276.
Initerferometr Fabry'ego-Pdérota

sklada siq z dwéch p rklanych,

iednostronnie posrehbra

mych (od strony

wewnetrznej), tak, #e praepuszczaja

cu¢dé dwiatla, ale majy duia adoluoéé,
odbijajaca. Promienie, ktdre pr
plytke P; preedostaja sic do wnetraa,
ulegaja wielokrotnemu odbicin od
posrebrzonych fcianek i 2 plytki Pa
wychodzi szereg wiazek réwnoleglych

promieni, ktdre interferuja.

L

& P
ey =
e =
Vi —
/ /’://
1
Z
/7 3
¥
al— j ] e
4 4
- <
=" ¥ %
5 7
Zdolnodé rosdzielcza intexferometru jest
okredlona przesz
A 2L
L = —— =mN, gdiie m= —,
AX A
Stad
A 21N
AN RN ‘
co daje
. 5
L=
2N A
Przechodzac od dlugodeci fali A do
crgstodel kolowe) w = 2mcfA modemy
otreymad wedr na preyrost w
2me
Aw = ——AA
g 22
.L?\(‘.Zﬂl‘ ostatnie dwa wzory otravmamy

r
= -— . Rozszczepienie
NAw
reemanowskie WYNOs1
eB up B
Aue B _ ExB

2m, h
W wyniku oftrzymujemy
2miec
2 e 2
L= —=5-10"" cm.

R

i dopisanie tej dwdjki z przodu (tu: na piatej pozycji od korica), bowiem
dodawanie sprowadza sie do:

9999 suma dla pary liczb

9999 suma dla pary liczb

-+ £ niesparowana liczba

czyli: [ 19998 + = = 20000 + =z — 2.

Jedli par jest wiecej, przepis si¢ modyfikuje, np. dla 3 par (czyli sumowania
7 liczb np. 4-cyfrowych) mamy :

: 3-9999 + z =29997 + z = 30000+ z— 3,
czyli trzeba od liczby z odjaé 3 i dopisaé cyfre 3 na miejscu piatym od
korica. Dla 4 par trzeba odjaé 4 i dopisaé 4, itd., zauwaszacie juz chyba prosta
prawidlowoéé. Mamy wiec racjonalne wytlumaczenie, a potrzebna sprawnoéé
rachunkowa jest na pewno w zakresie naszych mozliwodci.

Przyklad 2 jest innym sposobem zademonstrowania tego samego co wyzej.
Osoba, ktéra z géry wypisuje wynik sumowania, musi rozpoczynaé i koriczyé
podawanie liczb, bo wlasnie pierwsza liczba bedszie ta niesparowana, ktéra
wyznaczy przewidziany wynik.

Przyklad 3 wykorzystuje wlasnosci liczb podzielnych przez 9. Jedli dodad
wszystkie cyfry tworzace dowolna liczbe podzielna przez 9, a w otrzymanym
wyniku znowu dodaé cyfry i tak dalej, az w koricu otrzyma sie jedna cyfre, to
cyfra ta bedzie réwna 9. Nosi ona nazwe pierwiastka cyfrowego (z angielskiego
digital root). To, ze wielokrotnodci 9 maja pierwiastek cyfrowy réwny 9, mozna
wykazad przez indukcje. Dla wielokrotnogci n = 1 jest to prawda. Zalézmy, ze
jest to prawda dla jakiego$ n. Wykazemy, ze jest nia réwniez dla n + 1. Jeshi
ostatnia cyfra wynosila 0, to po dodaniu 9 suma cyfr zwiekszyla sie o 9, ale
pierwiastek cyfrowy liczby 18 znowu wynosi 9. Jedli za$ ostatnia cyfra byla
wigksza od 0, to w wyniku dodawania 9 ostatnia cyfra zmniejszyla sie o 1,

a cyfra dziesiatek wzrosla o 1 — pierwiastek cyfrowy nie ulegl wigc zmianie,

co koriczy dowdd. : f

" Podobnie mozna udowodnié¢ twierdzenie odwrotne, a mianowicie kazda liczba

majaca pierwiastek cyfrowy 9 jest podzielna przez 9.

W przykladzie wystarczy wiec dowolng liczbe pomyslana przez NAD przemnoiyd
przez liczbe podzielna przez 9, aby wiedzieé, ze pierwiastek cyfrowy iloczynu
wynosi tez 9 1 méc odgadnaé jedna z cyfr, jedli znamy wszystkie pozostale.

Z powoddw teraz jui oczywistych O od 9 istotnie nie daje sie odréznic.

. Na zakoriczenie — o przypadkach mniej skutecznej ', telepatii”. Takie pokazy

odgadywania pomyslanej przez kogos liczby oparte sa czesto na obserwacji,
iz z jakichg niejasnych powoddw ludzie preferuja pewne liczby wybierajac je
statystycznie czedciej niz inne (Mathematics, Magic and Mystery — ksiazka
napisana przez Martina Gardnera). Spytani o liczbe miedzy 1 a 10 mamy
tendencje do wyboru 7, takze chetniej niz pozostale wybieramy liczbe 3

z przedzialu od 1 do 5. Jeéli spytaé o liczbe dwucyfrowa miedzy 1 a 50,
taka, aby obie jej cyfry byly nieparzyste i rézne, np. nie moze byé 11, to
podobno najczesciej wymieniana jest liczba 37, a nastepna w kolejnosci
prawdopodobienistw jest 35. Przy czym ze wizgledéw psychologicznych dla
osiagniecia takiego wyniku nie bez znaczenia pozostaje tu wazmianka o liczbie 11.
Podobnie z przedzialu od 50 do 100 najbardziej prawdopodobna liczba o obu

‘cyfrach parzystych i réznych okazuje sie by¢ 68. A moze sprawdsicie, jak stosuja

si¢ do tych statystycznych zachowai Wasi znajomi i koledzy? Sprébujcie zdobyd
odpowiednia jstatystyke® (tj. liczbe praypadkéw), aby méc odpowiedzied

na pYytanie, jakie sa prawdopodobieristwa wymienienia poszczegdlnych liczb

w podanych przez nas przykladach. Prawdopodobiefistwo dla danej liczby

k wyznaczcie jako stosunek liczby dobrych odpowiedzi Ny do wszystkich
odpowiedzi N. Zbadajcie wiec, dla przykladu, jak réznia sie od é wyznaczone
przez Was stosunki Ni/N dla poszczegélnych liczb z przedzialu od 1 do 50,

o ile obie cyfry sa nieparzyste i rézne.(jest 8 takich liczb). Wyniki przedstawcie
na histogramach. A moze podzielicie sie z nami wynikami Waszych badani?
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Wszyscy wiemy, ze predkosc zalezy od ukladu
odniesienia, w ktérym ja wyznaczamy. Dla
przykladu, cialo poruszajace sie wzgledem
Jakiegos obserwatora z predkoscig v w swoim
wlasnym ukladzie ma predkosé réwng zeru.
Jako ciekawostke mozna podaé przypadek
z czaséw | wojny swiatowej, kiedy to podobno
pewien lotnik francuski schwytal w reke, bez

- uszczerbku dla siebie, niemiecka kule karabinows,
bowiem wydala mu si¢ wolno przelatujacym
owadem.

Pasazer siedzacy w pedzacym ze stala predkoscia
pociagu uwaza za zupelnie oczywiste, ze
otaczajace go elementy tego pociagu znajduja sie
wzgledem niego w spoczynku. A czy potraficie
wskazad takie czesci tego pociagu (jego punkty),
ktore poruszaja sie wzgledem pasazera i to

z predkoscia rowng predkosci pociggu mierzonej
w ukladzie toréw. Oczywiscig! Te punkty
znajduja sie na kolach pociagu (na rysunku
punkty A i C). Biorg one udzial w dwéch
ruchach: obrotowym i postepowym.

.~

i

w ukladzie toréw w ukladzie pasazera

Punkt na obwodzie kota bedacy chwilowo

w polozeniu A porusza si¢ w ukladzie toréw

z predkoscig vy = wR + v, gdzie v jest predkoscia
pociagu, a w — predkoscig katowa obracajacego sie
kola, ktora zwigzana jest z v zaleznoscig wR = v,
o ile nie wystepuje poslizg. Stad vy = 2v.

8

Natomiast w ukladzie pasazera punkt A porusza
sie z predkoscig v w kierunku ruchu pociagu.
Punkt C, bedacy chwilowo punktem zetkniecia
sie kola z torem, ma w ukladzie toréw predkosé
ve = —wR + v = 0, zas w ukladzie pasazera
porusza sie z predkoscig v, ale w kierunku
przeciwnym do ruchu pociagu.

Tak wiec nie dziwi nas to, ze w kazdej chwili
pewne punkty pociagu w ukladzie pasazera pedza
z predkoscia pociagu. Przyjmujemy za zupelnie
naturalne, ze choé niektére jego punkty pozostaja
w spoczynku wzgledem toréw, podczas gdy inne
mkna do przodu ze zdwojona predkoscia, to
pociag w calosci dojedzie do kolejnej stacji.

" A czy wydaje sie Wam mozliwe, aby pewne

punkty pociagu pedzacego do przodu poruszaly
si¢ w ukladzie toréw do tyh, tj. w kierunku
przeciwnym do kierunku jazdy? Okazuje sig, ze
i to jest zupelnie normalne — w pociagu jadacym
na pélnoc pewne punkty uparcie poruszaja sie
wzgledem toréw na poludnie i bynajmniej nie
jest to sytuacja awaryjna. Wynika to z ksztaltu
kél, ktére ,obejmuja” szyne z boku. Najnizej
polozony punkt D kola obraca sie z predkoscia
liniowa wigksza od predkosci pociagu, a wiec jego
wypadkowa predkosé skierowana jest przeciwnie
do kierunku ruchu pociagu.

vps ~w(R+*d)+ Vv = - wd

w ukladzie toréw



To byla ciekawostka dla podrézujacych pociagiem,
a teraz cos dla uczestnikéw podrézy kosmicznych,
w szczegolnosel tej wielkiej wyprawy dookola
Slorica, w ktérej wszyscy uczestniczymy. Czy
wiecie, ze noca podrézujemy szybciej niz w ciagu
dnia? ‘

poludnie

orbita Ziemi

polnoc

Po orbicie wokolslonecznej poruszamy sig

z predkoscia $rednia okolo 30 km/s, ale | .
réwnoczesnie bierzemy udzial w ruchu wokdl

osi nasze] planety. Ziemia wykonuje jeden obrét
w czasie 23 h 56 min, a wiec w tym ruchu punkty
na réwniku obracaja sie z predkoscia okolo

0,5 km/s.

W poludnie predkosci obu tych ruchéw odejmuja
sie, a o pélnocy dodajs. Wahania predkosci
miedzy $rodkiem dnia a $rodkiem nocy wynosza
wiec na réwniku okolo 1 km/s, co stanowi

okolo 3,3 %. W Polsce réznica ta jest mniejsza

— trzeba ja pomnozyé przez okolo 0,6 (= cos 52°),
a na biegunach w ogdle nie istnieje. Moze dzieki
temu zyje sie tam spokojniej 1 $pi lepiej?

Ma!q De!tq przygotawala L:dm GOETTIG
5;- L. 3&,

- ‘3

Wydzial mekl Umwerqytetu Warszawsklego

KORESPONDENCYJNY

Drodzy Czlonkowie 1 Sympatycy Klubu!

Postanowilismy wprowadzié punkiacje i nagrody za naglepies
rozwigzane problemy postawione przed Wami w kolejnych
wydantach Klubu, Odiqd co miesiqe bedziemy przyznawali
nagrode ksiqzkowq dla autora najciekawiej opracowanego
rozwigzania postawionych zagadnien. A oto nowa seria
propozycji:

1. Wiadomo, ze jeéli wychylenia wahadla matematycznego
(w praktyce wahadlem matematycznym moze byé ciezarek
zawieszony na precie) sa, niewielkie, to okres wahai nie
zalezy od amplitudy wychyleii. Méwimy o izochronizmie
wahadla matematycznego. W szkole wyprowadza sie wzér
na okres wahad T

T =2m/l/g,

gdzie | jest dlugoscia wahadla, a g przyspieszeniem
ziemskim. Jest to wzér przyblizony. Proponuje zbadanie
odstepstw od tego wzoru dla duzych katéw wychylen,

- bliskich nawet 180°. Jezeli zauwazysz odstepstwa, musisz
sie upewnié, Ze nie jest to wynik przypadkowego bledu
pomiaru. Wyniki przedstaw w postaci wykresu zaleznoéci
okresu wahan od amplitudy. Postaraj sie. ocemé blad
pomiarn i nanie§ na wykres.

2. Sprébuj powtdrzyé dodwiadczenie Foucaulta wykazujace
w warunkach laboratoryjnych obrét Ziemi. Doéwiadczenie
to wymaga pomieszczenia, w ktérym moZna zawiesié
kilkumetrowej dlugoéci wahadlo. Im dluzsze, tym

lepsze. Dlatego najlepiej wykonaé je w szkole pod

opieka nauczyciela fizyki (np. na klatce schodowej) lub

w bezwietrzny dzien zawieszajac wahadlo na drzewie.

(;.

{LUB FIZYKOW

Wprawiamy wahadlo w ruch. Zaznaczamy plaszczyzne, w
ktérej odbywaja sie wahania i notujemy czas. Co 15 minut
zaznaczamy plaszczyzne wahan. Na podstawie pomiaréw
mozemy wyznaczyé predkosé katows obrotu Ziemi.
Uwaga! Przy wyznaczaniu predkodci katowej nie
zapominajmy, Ze nie mieszkamy na biegunie.

3. Popatrzcie na rysunek éciany wylozonej czarnymi

i bialymi kafelkami. Czy proste rozdzielajace poszczegélne
szeregi kafelkéw sa réwnolegle? Potwierds swoje
spostrzezenie pomiarami. Czy jest taki kat patrzenia

na rysunek, aby wyniki pomiaréw i obserwacji wizualnej
byly zgodne?

Redaguje doc. dr Tomasz HOFMOKL
Listy prosimy przesyla¢ pod adresem:

Korespondencyjny Klub Fizykéw,
Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego, ul. Hoza 69,
00-681 Warszawa.



Rachunkowa archeologia

Prowadzenie dlugich i Zzmudnych rachunkéw

jest w wielu dyscyplinach ludzkiej dzialalnogci
koniecznoscia. Nic wiec dziwnego, ze ,,0od zawsze”
starano sie czynnosci te uproscié, tak dla skrécenia
potrzebnego na ich wykonanie czasu, jak i dla
zminimalizowania popelnianych przy tym bledéw.

Z jednej strony starano sie budowaé przyrzady
yrachujace”, z drugiej — tworzono przepisy, algorytmy
ulatwiajace rachunki.

Najprostsze algorytmy to znane (mam nadzieje) ze
szkoly przepisy pisemnego dodawania i mnozenia. To
wlagnie te przepisy mdecydpwa.!y o upowszechnieniu
sie w Europie juz od XIV wieku liczb arabskich, do
ktérych te przepisy sa dostosowane, i praktyczne
wyeliminowanie przez nie liczb rzymskich w ksiegach
kupieckich i pracach naukowych do korica XV wieku.

Oczywidcie, uzywanie cyfr arabskich bylo w czasach wojen

krzyiowych caymd w rodzaju ulegania wrogie] propagandaie.

Wydane w 1299 roku statuty Arte del Cambio zakazujg uiywania

eyfr arabskich w dokumentach handlowych - sporzadzone

z ich udzialem dokumenty nie maja fadnej mocy prawnej.
Pri
arabskie w tek:

gladajac ksiegi rachunkows Medicich gnajdujemy cyfry
opisowym w 1406 roku. Od roku 1439
zaczynaja one wystepowad w kolumnach réznych ksiag. Od roku
1482 we wszystkich ksiegach précz jednej [dla wlads fis

aa jui cyfry arabskie. OQstatecznic
rachunkowych Medicich w 1494 roku.

Nietrudno gauwazy¢, ze przepis na dodawanie
umozliwia dodanie réwnoczeénie wielu liczb (w tak
zwanym shipku), podczas gdy przepis na mnozenie
umozliwia pomnozenie tylko d‘wéch. Usuniecie tej
niewygody bylo przedmiotem ‘najsilniejszego ataku
rachmistrzéw XVI wieku.

Warto wspomnied o metodzie wykonywania wiclu dodaward

i odejmowari w jednym siupku. FPolegalo to na dzieleniu liczby
dziesictnej na ceche i mantyse, czyli na to, co dzi§ nazywamy
czedcia calkowita (dodatnia Inb ujemua) i reszte” (zawsze
nienjemna, mniejsza od 1), Dla licaby dodatniej zapis taki jest
rwyklym zapisem dziesictnym. Dla ]irz,'r._\-' njemnej jest inaczej.
Np.: —2,7892 = 3,2108.*W ten sp

;b rachunek:
2,7849 — 3,4752 + 11,82 — 1,234
mo#na bylo wykonad w slupkn
7849
5248
B200
. 7660 [

—
9.'8957

3
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Zaczeto od tego, ze prébowano, nawet w przypadku
mnozenia dwdéch liczb, zastapié je dodawaniem.
Pierwsza z dosé rozpowszechnionych metod bylo
uzycie tablic kwadratéw. Mamy mianowicie

a-b=((a+b)*— (a—b)?)/4.
A oto zastosowanie:
284 - 391 =(675% — 107%) /4 = (455625 — 11449) /4 =
=444 176/4 = 111044 .
Choé¢ komué mogloby sie zdawad, 7ze metoda ta
komplikuje rzeczy proste, to jednak XVI-wieczni
rachmistrze uwazali ja za szybsza i pewniejsza.
Oczywidcie, nie w przypadku tak prostych i ,krétkich”
liczb jak w podanym przykladzie, chod i takie rachunki

10

»dla porzadku” tak przeprowadzano. Waina rzecza
bylo tu posiadanie duzych tablic kwadratow, ale

pod koniec XVI wieku kaidy szanujacy sie osrodek
naukowy dysponowal tablicami kwadratéw do 100 000,
co umozliwialo mnozenie liczb pieciocyfrowych.

Spostrzezenie, ze mnozenie wykonuje sie tak samo dla
liczb o réznie umieszczonych przecinkach, a przecinek
nalezy na zakoriczenie wstawi¢ w odpowiednie
miejsce, pozwalalo zaréwno sprowadzi¢ mnozenie
dowolnych liczb do mnozenia liczb calkowitych, jak

i przeciwnie — do mnozenia ulamkéw wlasciwych,
czyli liczb mniejszych od jednosci. To ostatnie
nasunelo pomyst wykorzystania do mnozenia tablic
trygonometrycznych. Np.

‘cos a - cos ff = (cos(a + B) + cos(a — B))/2.
W podanym poprzednio przykladzie bedzie to:
284 - 391 ~ 1000 000 - cos 73°30' - cos 66°59" =
1000 000 - (cos 140°29' + cos6°31") /2 ~
1000000 - (—0, 7714 + 0,9936) /2 =
. =1000000 - (0,2222)/2 = 111 100.
To, Ze wynik jest przyblizony, wzielo sie stad, 1z dane

Ii

R

‘'sa wiziete ze szkolnych tablic czterocyfrowych. A np.

w 1613 r. Pitiscus wydal tablice pietnastocyfrowe.
Przy ich uzyciu wyszloby ,jak obszy}’, mimo ze
rachunek jest przyblizony niejako z zaloZenia.

Istnienie takich tablic jest zreszta dowodem na to,

ze faktycznie w takich celach byly uzywane — w Zadnej
sytuacji geometrycznej pietnastocyfrowa dokladn'osé
nie moze mie¢ zastosowania.

I wreszcie, na przelomie XVI i XVII wieku wymyslono
to, co zashizylo si¢ ludzkoéci w ciagu 3,5 wieku

tak bardzo, ze komputery dlugo jeszcze beda

musialy pracowaé, by sie zashuzyé podobnie. Chodzi
mianowicie o logarytmy, czyli funkcje spelniajace
warunek

flz-y) = f(=) + fly)-
Funkcja taka po prostu zamienia mnozenie
na dodawanie, a wiec umozliwia mnozenie wielu
czynnikéw.
P

wtkowo logarytmy byly to dwa ciagi

netryczny

y znaleéé

ytimmetyczny. Aby pomnoiy¢ dwie liczby, n
je wirdd wy

azdw ciagn geometrycznego, dodad wyrazy ciagu
arytmetycinege o tych 'wl

dnie numerach, odnalef¢ sume wdrdd
wyrandw ciggu arytmetycznego i, jako iloczyn, wziaé wyraz

o takim samym numerze,

-, aby prezyblizenia nie byly zbyt grube, oba ciagi

epinetrycan

¢ dodé zeste. Cheac takie otrzymad Szwajcar Jost
njacy te metode, potegowal 1' 4 0, 0001,
rauwary? | sprowadsza sie do dodawania liczb

Biirgi, pierwszy stc

co {jak latwo
~przesunietych”™:

dnt1 =an+ 1075, .
Kolejny rachmistrs. szkocki arystokrata John Neper (Napier),
potegowal 1 — 0. 0000001, co snéw sprowadza sig

liczb przesunigtych:

do odejmowania

v =T
bagi = —10""b4.

n

Jak widad,

nzywano zardwno logarytmdw rosnacych (iak

my dzisiaj), jak tes malejacych. Widaé wice wyrafnie, ie
poczatkowe logarytmy nie mialy wiele wspblnego (a mode jednak

mialy) z opisana w tekécie funkcja



Stosujac logarytmy do poprzedniego przykladu Waine natomiast jest spostrzezenie, ze logarytmy, o
(Nlog oznacza funkcje odwrotna do log) mamy: ktérych na poczatku XIX wieku Laplace powiedziak:
284 - 391 =Nlog(log 284 + log 391) ~ Wynalazek logarytmdw skraca czas pracy z miesiecy
~Nlog(2, 4533 + 2, 5922) — do dni, doslowme. poe:lwa_?a Zycie astronommf;, sa dla
: mlodego pokolenia réwnie egzotyczna skamielina,
: =Nlog(5,0455) ~ 111050 jak dla ich starszych kolegéw podane wczesniej,
(te same tablice, tez jest blad). Czternastocyfrowe poprzedzajace logarytmy, pomysly usprawnienia

tablice takich logarytméw wydal (czesciowo) Henry rachunkdw.
Brlggs w 1624 l'Okll, a uzupelnll Je Ezechlel de Decker Poniewai dodawanie odeinkéw geometrycznie odpowianda .
w 1627 roku. przesunigein, wice jesli na dwéch desecnkach zaznaczymy skale

logarytmiczua, to przesuwajae je tak, by nad 1 jednej skali
Podobnie mna. ]'liStOl’iQ jESt np. Spoﬁéb korzysta.nia. . znalazla sic liczba a drugiej skali, nad licaba b pierwszej skali
z tablic logarytméw (ktoé, kto skoriczyt szkole mniej zobaczymy na drugiej skali liczbe a - b.

Tego prostego wynalazku dokonal w 1620 roku E !mm\ i i uutu
niz 20 lat temu mla'lby zapewne k}op‘:'ty B odkrycxem, Suwak ]f.a"'dlvtﬂll(/llv byl w uzyciu jeszcze do niedawna
skad w logaryt.ma.ch 284 i 391 waziely sie na poczatku 20 lat temu wiels infynicrdw mnozyls suwakiem szybeiej
dW6jki). niz ich koledsy za pomaca kalkulatora 1w¥ nik znali, ranim

| wkonkurencja” zdazyla nacisnad wssystkie potrzebue klawisze),
. Logarytmy dziesi¢tne oblicza sie korzystajac z podzialu na ceche §58

i mantyse. Cecha logarytmu jest najwyssza calkowita potega Ciekawe’ CZy upowszechnienie komputeréw spowoduje,
daiesiathi miesrcaaca'sie w danej licabie., Np. cecha logarytmu ze i na tabliczke mnozenia bedziemy patrzyli jak
liczby 275,438 bedzie 2, dla liczby 5,324 otrsymamy 0, a dla i ) . §
0,0123 bedzie 2. W tablicach :z.srnkm my mantyse logarytmu, na wykopahsko. A Jeéh t’a'ka to kmdy?
a na ,calych" logarytmach rachujemy w slupku tak, jak to bylo

prc ane wyiej. il : ? i . Opmcowal M.K.

,_:;\\u /d _.;.___X\_

Rachunk3 Powazne skutki mepowazne} nnmpy

k()lnpu terowe Zdarza sie czasem, ze drobna zmiana danych bardzo zmienia wynik.
Na przyklad odejmijmy od wielomianu

w(z) = (z — 1)(z - 2)...{z — 19)(z — 20),
wydawaloby sie, niezauwazalna poprawke 22%21°, Oto pierwiastki
poprawionego wielomianu.

1,000000000 10,095 266 145 + 0, 643 500 904 i

2,000000000 11,793 633881+ 1,652 3297281
f‘\”E Z&P\ PzAjé} : 3, 000 000 000 13,992 358 137 + 2,518 830070%

4,000 000 000 16,730 737 466 + 2,812 624 894 1

- WA, - 4,999900928 19, 502 439 400 + 1, 940 330 347 i
Sl WO EA : - 6, 000 006 944
ounud  Kom PU- 6,999 697 234

8,007 267 603

TERWE A 8,917 250 249
PIETRUSZKE — 20, 846 908 101

_ Pojawilo sie 5 par piérwiast.kéw zespolonych o duiej czeéci urojonej, a czeéé
MAC'{ E,J oW A t# » | rzeczywista nowych pierwiastkéw tez znacznie réini sie od pierwiastkéw
/ pierwotnego wielomianu.

7, podobnym problemem spotykamy sie sma._)du_]qc wartosei wlasne macierzy
Ai A+ eB wymiaru n X n, gdzie:

F1:050 0 0 n EOS0 0e T O R
1 1.0 . 2070, 0] D0 0 .o 000
e e SR R T ) 0 020 08 00
A, 7, : y B ; $ :
0o stk A 0 000 00
L0 0L 00 s 0t T R e (o (0

Wartoéci wlasne (zespolone) macierzy zaburzonej sa odlegle od n-krotnej
wa.rtoéa wlasnej macierzy A, to znaczy od liczby 1, 0 . Dla np n =10
i & = 10710 wartosci wlasne réznia sie o .

A A8
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FIZYCZNE NOLWINKI

Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL

BORT

Spektroskopia jonéw schwytanych

w réinego rodzaju pulapkach
magnetycznych, elektrycznych

i laserowych umoszliwila ostatnio
zaobserwowanie bardzo interesujacych
efektéw uporzadkowania sie jondéw

w symetryczne struktury przestrzenne.
Jony w pulapkach moga by¢

chlodzone za pomocs odpowiednio
dostrojonej wiazki laserowej (patrz
Fizyczne nowinki - MroZone atomy,
Delta 3/1989). 'W obszarze temperatur
milikelwinowych oddzialywania
elektrostatyczne miedzy jonami sa
poréwnywalne co do rzedu wielkodei

z ich energia termiczna i rozpoczyna
sie uporzadkowanie ukladu. Zjawisko
to jest dobra analogia procesu
krystalizacji cial stalych przy obnizaniu
temperatury. Ostatnio opublikowano
caly szereg ndjeé tak uporzadkowanych
ukiadédw. Grupa fizykéw z Instytutu
Optyki Kwantowej Maxa Plancka
(RFﬁ} pokazala istotna réinice migdsy
§wieceniem (poszerzonym przez efekt
Dopplera) bezladnej ,chmury” kilku
jonéw magnezu, znajdujacych sie

w pulapce elektrostatycznej, a ostra
linia, §wiecenia tych samych jonéw

po ich uporzadkowaniu. Zmiana
czestotliwodci chlodzacego lasera lub
parametréw pola tworzacego pulapke
umoszliwiala wielokrotne ,skraplanie”

i ,krystalizacje” owej grupy jondéw.
Przedstawiony na tadmie wideo proces
nkrystalizacji” prezebiegal w crasie
miedzy kolejnymi klatkami filmu

(tzn. krétszym niz 40 ms). Odleglodé
jonéw w ,sieci” wynosila okolo 20 pm.
Z kolei grupa fizykéw z National
Bureau of Standards (USA) badala
»pseudomolekuly” zbudowane z malej .
liczby jondéw rteci schlodzonych do

8 mK wyznaczajac nawet energie
drgani takich ukladéw. Wicksze ilodci
jonéw (setki i tysiace) moga by¢é
triymane w pulapkach magnetycznych.
Grupa amerykatiska chlodzila w takiej
pulapce jony berylu. Stwierdz.éno,

#e schlodzone jony tworza kolejne
powloki. Przy 20 jonach w pulapce
powstawala tylko jedna powloka, przy
15 000 jonéw - szesnadcie powlok. Jony
moga dodé latwo poruszaé sie wewnatrz
powloki (z szybkodcia raedu 1 mm/s),
ale rzadko zmieniaja rajmowane
powloki. Struktura taka przypomina
ciekly krysztal zwany smektykiem,
Teoretycznie prrewidywano sferyczny
ksztalt powlok. Eksperyment wykazal,
#e moga one réwnied praybierad
postad cylindryczna, co nie jest
jeszcze wyjadnione. Przy dalsaym
schladzaniu jonéw réwnies wewnatrs
danej powloki pojawia sie dodatkowe
uporzadkowanie. Naleiy sadzié,

#7e wraz g udoskonaleniem metod
eksperymentalnych chwytania

i chlodzenia jondw moZemy spodziewaé
sig¢ jeszcze wielu ciekawych rezultatdw.

Oblicz:

Przez ponad 250 lat obliczano kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego m
korzystajac z rozwiniecia funkcji arctg w szereg Taylora
: 1 il i 1
: aant-g(I):]_—;-é'»‘l"x—‘i";g‘{'x—s—‘...
i réznych wzoréw wyrazajacych 7 za pomoca arkusa tangensa, np.:

1
tg—- —4
= 16 arctg 5 arctg —— 539’

1 1
m = 24 arctg — 3 + 8arctg — + 4arctg —

57 239°
Tego ostatniego wzoru uzyto w roku 1961, gdy obliczono 100 000 cyfr m.
Wymagalo to wykonania 105 000 dzialari z dokladnosécia, z jaka chcieliémy
m obliczyé. Czas wykonywania jednego dzialania z dokladnodcia n cyfr jest
proporcjonalny do n - log n - log log n, tak wiec zmniejszenie liczby dzialaf
jest sprawa bardzo istotna. Nowe algorytmy pozwalaja obliczy¢ v z ta
sama dokladnoécia przy uzyciu tylko 112 dzialai. Jakiez to nowe odkrycie
matematyczne spowodowalo t¢ rewolucje? Sa to po prostu wzory dotyczace
calek eliptycznych pochodzace z . ..poczatku XIX wieku. Z ich pomoca w roku
1975 Salamin i Brent (niezaleznie od siebie!) znalezli nowe wzory na .

Jeszcze Gauss rozpatrywal tak zwana érednia arytmetyczno-geometryczna. Dla
0 < k < 1 preyjmijmy ag = 1, bop = k, oraz a, = “—“-?L;h, = N O baaq.dla
n =1,...Srednia arytmetyczno-geometryczna liczb 1i k (agm(k)) nazywamy
wspélna granice ciagéw (an) i (b,). Dlaczego ta wspéina granica istnieje? Ciag
(an) jest malejacy ($rednia arytmetyczna jest nie mniejsza nii geometryczna),
ciag (by,) rosnacy, ponadto b,, < a,, (nieréwnosé miedzy érednia arytmetyczna

i geometryczna). Tak wiec oba ciagi maja granice. Oznaczmy o = lim an, '

an—1+bn-
-2

B = limb,. Przechodzac w réwnosdci a, = L do granicy otrzymujemy

a= 2t skad a = p.
Oba ciagi sa zbiezne bardzo szybko.
Oznaczmy co = /1 — k2, Cnt1 = :(an — bp). Mamy

n+1 bn—f—l = (Eﬂ_g‘é“) — Gnbn :' i(“ﬁ £ bﬂ)g:

tak wiec
(an = bn)? ol i
a —b —= 27 = czyh c <,
n+1 n+l = 4[Gn+1 e bn-H.) Yy n+l ? P

A zatem blad w (n + 1)-szym kroku jest mnle] wiecej kwadratem bledu z n- tego
kroku.

Wzory, z ktérych korzystali Brent i Salamin, dotycza calek eliptycznych

pierwszego rodzaju:
t
I(k) = f
Vi—k2sint

: wf2 .
J(k}:/ V1- K2sintdt.
5 ;

i drugiego rodzaju

Gauss wyl_m.xa.}, Ze
> s y 0
I —— d k — 1 o kz-
I(k") () gdzie V

Dla calek drugiego rodzaju mamy réwniez

J(K') = I(K") (1 - %(cg +2c2 +4ck+ ...+ 2" + .. ‘)) :
Trzeba jeszcze znaé wzér Legendre’a

J(k)I(K') + J (k') I(k) — I(k)I(K') = g



Wérdd pierwszych 10 000 000 cyfr
rozwiniecia dziesigtnego m poszczegdlne
cyfry wystepuja nastepujaca liczbe
razy: 999440, 999333, 1000 306,

999 964, 1001093, 1000466, 999 337,
1000207, 999814, 1000 040.

Dzielac pierwsze 10 000 000 cyfr m

na 2 000000 ,,rak pokerowych”
otrzymujemy: 604 976 rak bez pary
(teoretyczna liczba takich rak -

604 800), 1007151 rak z jedna, parg

(1 008 000), 216 520 z dwiema parami
(216 000), 144 375 2 tréjka, (144 000),
17 891 z fulem (18 000), 8 887 z karets
{9 000), 200 z pokerem (200).
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Jesh weémieiny k=K'= 715, to z powyzszych trzech wzoréw latwo wyprowadzié,

e .
1- ). el
=0

o=

Zastepujac érednia przez a,4; i biorac w mianowniku n-ta sume czesciowa
otrzymujemy prayblizenia

207 41

= .

Lk 308

=0
Dos¢ elementarne, acz nieco dlugie rachunki pokazuja, iz

y ,.,1.22‘."&—f-4e-—1rr2"'!’1
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Przy algorytmie Salamina i Brenta liczba dzialafi potrzebna do obliczenia 7
z dokladnoscia do 107" jest proporcjonalna do logn, a nie jak w poprzednich
metodach do n. Tak wiec czas potrzebny do obliczenia 7 z taka dokladnoscia
maleje z n% -logn - loglog n do n - (log n)? - loglog n. Zwaiywszy,
ge tylko czas wypisania n cyfr jest proporcjonalny do n, algorytm
powyzszy jest dosy¢ bliski algorytmowi optymalnemu. Pé#niej powstaly
algorytmy jeszcze nieco szybsze, ale gléwny przelom to wykorzystanie
przez Salamina i Brenta starych dziewietnastowiecznych wzoréw.
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Okolo 1650 1. wioski astronom Giovanni Riccioli zauwazyl, ze Mizar ~ ¢ Wielkiej
Niediwiedzicy — to dwie bardzo bliskie siebie gwiazdy. W nastepnych latach inni
obserwatorsy zauwaiyli podwéjnoéé v Barana, o Blizniat, v Panny i innych. Pytanie
tylko, co to jest gwiazda podwdjna. Jak blisko siebie musza znaleé sie dwie gwiazdy,
aby ich uklad okreéli¢ jako gwiazde podwdjna? Intuicja podpowiada, Ze uklad taki
stanowia gwiazdy lezace ,podejrzanie” blisko siebie. W 1767 r. Anglik John Michell
pierwszy zasugerowal, Ze gwiazdy widziane jako podwédjne sa w istocie ukladami
dwéch skladnikéw zwiazanych fizycznie. Jego zdaniem dowodszila tego liczba gwiazd
podwéjnych znacznie wigksza od ich liczby oczekiwanej przy losowym rozkladzie
gwiazd na niebie. :

Wkrétce pojawily sie lepsze dowody fizycznej wiezi skladnikéw gwiazd podwéjnych.
W 1798 r. T. Hornsby stwierdzil, e oba skladniki Kastora (o Blizniat) maja ten sam
ruch na niebie, a pieé lat péZniej William Herschel sprawe rozstrzygnal. Dysponujac
mianowicie kilkudziesiecioletnimi obserwacjami kilku gwiazd podwéjnych zauwaiyl,

ze ruch wzgledny ich skladnikéw mozna wytlumaczyé tylko przyjmujac ich wzajemny
obieg. Jeszcze péiniej dalo si¢ stwierdzié, e obieg ten jest zgodny z prawami Keplera,
a wiec i z prawem grawitacji — stalo sie to plerwszym dowodem, Ze newtonowskiemu
prawu grawitacji podlegaja, tez odlegle ciala niebieskie.

Oczywiscie, niektére z gwiazd podwdjnych okazaly sie tez skutkiem przypadkowego
ustawienia sie niemal na jednej prostej z Ziemia dwéch gwiazd nie majacych ze soba
nic wspélnego. Sa to tzw. gwiazdy optycznie podwéjne. Kazdy ,oprzyrzadowany”
obserwator nieba prayzna, Ze ai trudno uwierzyé, ii nie sa to uklady fizycanie
podwdjne. Najbardziej chyba znana taka gwiazda jest § Herkulesa. Jej skladniki maja
jasnosé 3,1 i 8,2 mag. W odleglodci 9" znajdowaly sie one okolo 1960 r. i teraz para

ta rozdziela sie. W rzeczywistodci skladnik jadniejszy odlegly jest od nas o 30 pe,

a slabszy o 40 pc.' Inna gwiazda optycznie podwdjna, jest x Herkulesa, a jej skladniki
leza, o 100 i 200 pc od nas. Jeszcze inne to np. o Smoka, ¥® Woinicy, § Eabedzia
(Albireo). Ta ostatnia sklada sie z gwiazd odleglych katowo o 0/5, o doéé zblizonych
jasnodciach (3,1 i 5,1 mag), za to bardzo réiniacych sie odleglodciach od nas (o kilkaset
lat $wietlnych) i barwach (jedna #élta, druga niebieska), co pigknie widaé w niewielkiej
nawet lunecie. :

dr Tomasz KWAST
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Klub 44

Skrét regulaminu

Termin nadsylania rozwiazand:

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego 1 Redakeji Delty

Kaidy moie nadsylad rozwiazania zadan 2 numeru n w terminie do kotica miesiaca

30 XI 1080 1 + 2. Szkice rozwiazail zamieszcramy w numerze n -+ 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), moina to robié
co miesiac lub z dowolnymi preerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i = fizyki nalesy
przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspblczynnik trudnoéci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza suing
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe 0s6b, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktdéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktdw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek & dwdéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1989.

Croléwka ligi zadaniowej
Kiub 44 M
po uwzglednieniu ocen roawiazan
zadad 183 (WT=3,27), 184 (W T=2,55),
185 (WT=1,79) i 186 (W T=2,65)
%z numerdw 1 i 2/1989

Zadania z matematyki nr 195, 196
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

195. Dwie identyczne talie po n kart stasowano razem. Przyjmujemy, ze wszystkie
uklady (permutacje) sa jednakowo prawdopodobne. Odkrywamy karty po jednej az

Kazimierz Serbin - samok 42,72 pxe d0 chwili, gdy wsréd odkrytych kart znajda sie dwie identyczne; wéwczas przerywamy

Jerzy Malopolski - Krakow 40,86 pkt
Andrzej Krzysztofowicz - Gdafisk 39,01 pkt
Dariusz Rybackl
Andrze] Szymczak - Gdafisk 37,7y pkt
Kraysztof Zawistawski - Warssawa 37,09 pkt

odkrywanie. Obliczyé wartodé oczekiwana liczby kart, kiére zostang odkryte.
- Kraénik 38,40 pkt Uwaga. Wynik nalezy podaé w mozliwie zwiezlej postaci (bez symboli ), ,,...”,
procedur rekurencyjnych; dopuszczalne s_ymbole: silnia, symbol Newtona, najprostsze

n

Henryk Kaspraak - Bary 37,02 pkt dzialania, standardowe funkcje elementarne).
; 196. Dla dowolnego punktu P leiacego wewnatrz tréjkata ostrokatnego ABC
\ ® oznaczmy przez Py, Pa, Ps rzuty tego punktu odpowiednio na boki AB, BC, CA.
G R AP, |+ |BP2|+|CPs|
Dowieéé, ze iloraz I : ,
' |PP|+|PP:| +| PP
= i jest wielkodcia stala (gdy P przebiega wnetrze tréjkata) wiedy i tylko wtedy, gdy
[~ tréjkat ABC jest réwnoboczny.

Zadanie 196 zaproponowal pan Krzysztof Hryniewiecki z Bialegostoku.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5 /1989

Przypominamy tres§é zadaii:

191. Wyznacay¢ liczsbe permutacji (z1,...
{1,...,30} spelniajacych warunki:

zi—g <z dla 3<i<30, xi—3 <zi dla 4<4i<30.
191. Permutacje (z1,..., zn) zbioru {1,...,n} (gdzie
_n.> 4) nazwiemy dopuszczalna, jesli spelnia warunki:

., Z30) zbioru

1) sz s dlag<i<n, s a<sdad<i<n,

(Przyjmujemy, Ze dla n = 3 permutacje dopuszczalne sa
okre§lone przez sam tylko pierwszy warunek, a dla n < 2
wszystkie permutacje sa dopuszczalne.)

Wykazemy, ze jezeli (21,...,7,) jest permutacja
dopuszczalna, zbioru {1,...,n}, n > 3, to

(2) zp<zpndlak<n-1.

Uzasadnienie wynika z (1):

jedli n — k parzyste, to zx < ZTp43 < Zh44 < ... < Zp;

jedli n — k nieparzyste > 3, to T < Tr43 < Zp45 < ... < Tn .
Wobec (2), zx #ndlak<n—1, a wiec n € {Tn—1, Tn}. Sa
dwie mozliwodci:

1° n = z,; wtedy (21,...,Zn—1) moze byé dowolng
dopuszczalna, permutacja zbioru {1,...,n —1}.

2°.n = z,_1; wtedy, zgodnie z (2),

Zn =max{ze : k#n—1} =n—1, zaé (21,...,%p—2) moie

byé dowolng dopuszczalna permutacja zbiorn {1,...,n—2}. .

Oznaczmy przez d, liczbe dopuszczalnych permutacji
zbioru {1,....n}. Z 1° i 2° wynika zaleznoé¢ rekurencyjna
dn =dn—1 +dn—z. Przy tym d; =1, d2 = 2. Liczby d, .
8a wiec kolejnymi wyrazami ciagu Fibonacciego. Stosujac
otrzymana, zaleinoéé rekurencyjna, bez trudu znajdujemy
dso = 1346 269. '

14

192. Dowiedé, ge dla a, b, ¢ > 0 jest

a® £ b® i c? at+b+ec
a? +ab+b?  b3Itbete?  c?4cata? T 3 '
192. Oznaczmy:
z3 .
flz,y)= —————— dla z,y>0
f(z,9) 22 + zy + y? y

i zauwazmy, ze

2 —ay+y®

22 +2y+y2
(z+9)*+3(z—y)® S z+y
3(z+y)+(z-y)3~ 3

f(z,9) + fv,2) =(z + )

=(z+y) i
podczas gdy
f@y) - fy,2) =2 —-y.
Rozwazana w zadaniu suma réwna sie
S = f(a,b) + f(b,c) + f(e,a).
Przyjmijmy ponadto
5' = f(b,a) + £(c,5) + f(a,c).

Z wyprowadzonych tozsamoéci otrzymujemy

S+S'Za;b+b;c c;“:g{m+b+c)
oraz
S—8'=(a-b)+(b-c)+(c—a)=0.
A wobec tego : 2
s> a+b+c.

o 3
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Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 93, 94
Redaguje dr Andrzej NADOLNY

93. Trzy jednakowe cewki o indukeyjnoéei L, nawiniete w t¢ sama strone, polaczono
réwnolegle w taki sposéb (rys. 1), e wspélezynnik indukeji wzajemnej kaidej pary tych
cewek jest jednakowy i wynosi M. Jaka jest indukcyjnoéé zastepcza Lap ukiadu tych
cewek? - '

94. Rakieta III stopnia o masie wlasnej M = 4 Mg i poczatkowej masie paliwa
m = T Mg rozpoczyna na wysokosci H = 100 km nad powierzchnia Ziemi samodzielny
lot z predkodcia poczatkowsa vo = 1 km /s w kierunku pionowym ku gérze. Prayjmujac,

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadari 81 (WT=1,65)i 82 (WT=2,47)
z numeru 1/1989

ie przez caly okres T' = 90 s pracy silnika jego sila ciagu F = 100 kN jest stala
i skierowana pionowo w gére, wyznaczyé zaleinosé predkosci v rakiety oraz jej

wysokodci h od czasu i przedstawié ja w postaci wykreséw. Obliczy¢ maksymalna,

Pawel Perkowski
Roman Mnsiad
Wiestaw Kacprzak
Plotr Ko-:-n_vﬁsl‘l.-

- Szczecin 44,34 pkt

- Warszawa 38,29 pkt

_ Katowice 4d.00 pxt WYSOKo$¢, na jaka wzniesie sie rakieta. Podaé przyjete zalozenia.
- Krakéw 43,00 pkt Fadanie daje sig rozwiazad analitycznie, ale zachecamy do uzycia metod numerycznych

Drierdysiaw Lipniacki - Lublin 37,40 pkt 2 Wykorzystaniem kalkulatora lub komputera.

Aleksander Sarma - Myszkdw 35,73 pkt

ey iukomekd “Biblag 34,95 pit - Rogzwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1989
Tomasz Wietecha - Tarndw 32,37 pkt

Mariusz Bogacs - Pificzéw 27,66 pkt 2 "

Waojciech Peisert - Wroclaw 25,56 pkt Przypoﬂnnﬂmy tregé z&dm-

B9. Prostopadlodcienny szafke o wysokodci h = 0,5 m i glghokodei d = 0, 4 m wicgzsamy

Panowie Perkowski i Musial staja sie na dwdéch stalowych hakach luéno esadsz ch w posiomych ot worach w bhetonowej fcianie
czlonkami Klubu s numerami 13 i 14, A0 pomocs zacrepow zamocowanych w jej gdrnych narozach. Dla ustalenia punktbébw styku
pplecdw” szafki ze dciana stosujemy cienkie podkladki o wapdleaynniku tarcia (o dcianeg) f1;
0 < f1 <0,75. Jaka wartod¢ f; nalesy dobrad i w kt6rym miejscu praytwierdzié podkladki, aby
eminimalizowad nichezpieczelistwo wyciagnigeia hakéw ze dciany prrzesz szafke? Prazyjmujemy,
te frodek cigeikodel szafki pokrywa sic 2 jej frodkiem geometrycznym, a wspdlczynnik tarcia
atali o beton wymosi fz = Cry zastosowanie dodatkowych hakdw podpierajacych dolng,
przydcienny krawedd szafki mogloby poprawié sytuacje?
80. Czy moina tak dobraé wilgotnodé otoczenia (powictrza). i drednice kropel wody, aby krople
te calkowicie samienialy aig w parg nie pobierajac ciepla 2 otoczenia? Napigeie powierschuiowe
wody wynosi o = 7,2 1072 J/m?, cieplo parowania wody - r = 2,3 -18% J/kg.

89. Na rysunku 2 przedstawiono sily dzialajace na
szafke w praypadku, gdy podkladka umieszczona jest
przy dolnej krawedzi szafki. P oznacza sile ciezkodci,

Fy = Ny 4+ T - sile, jaka dziala na szafke ze sirony
podkiadki (N; — sila naciskn, T - sila tarcia), F; - sile,
ktéra na szafke dziala hak. W stanie réwnowagi
wypadkowa sita musi byé réwna zeru, z czego wynika
Q+T =P, Ny =Nz =N. Z warunku znikania momentn
sily dzialajacego na szafke wynika ponadto Nh = Qd/2.
Sila tarcia T spelnia nieréwnoéé T < fiN. Na podstawie
powyiszych zaleinosdci znajdujemy warunek na kat a:

(*) tga=N/Q=k/(1—KkT/N)<k/(1-kfi),
gdzie k = d/(2h).

=
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Rys. 2 Rys. 3

Rysunek 3 przedstawia sily dzialajace na hak. Przy
zaloZeniu, zZe hak jest dlugi, mamy w przyblizenin R = —F
(zaniedbujemy tu sily dzialajace na drugi koniec haka,

w rzeczywistodci sily te utrudniaja jego wyciagniecie). Na
to, Zeby hak nie wysunat si¢ z otworu, musi byé spelmiony
zwiazek tga = Tr/Ng < fo. Kat o powinien wiec by¢ jak
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najmniejszy. Z zaleinoéci (+) wynika zatem, ze wartodé sily
tarcia T powinna réwniez byé jak najmniejsza. Naleiy wiec
dobraé podkladke o minimalnym wspélczynniku tarcia fi.
Dla f; = 0 mamy tga < k = 0,4, czyli zachodzi nieréwnosé
tga < f2 i hak utrzyma sie¢ w écianie. Natomiast dla

f1 = 0,75 bedzie tg @ < 0,57 i moze nastapié wyciagniecie
haka. Latwo moina wykazaé, ze umieszczenie podkiadki

w innym poloZeniu pogorszy sytunacje. Podparcie dolnej
krawedzi szafki, dzieki czemu mogloby nastapié znikniecie
sily @, byloby bardzo niekorzystne.

90. Pozytywna odpowiedZ na postawione pytanie ma
miejsce wtedy, gdy energia wymagana dla odparowania
pewnej ilodéci wody z kropli bedzie mniejsza lub réwna
zmianie energil napiecia powierzchniowego zwiazanej
ze zmniejszeniem sie jej érednicy. Energia napiecia
powierzchniowego kulistej kropli o promieniu R wynosi
47 R%c. Zmniejszenie promienia kropli 0 AR << R

* powoduje zmiang powierzchni o AS = 8wrRAR, co pociaga

za soba, zmniejszenie energii napiecia powierzchniowego

o AE, = 8rocRAR. 7 drugiej strony odpowiednia zmiana
objetosci kropli wynosi AV = 47 R*AR, co odpowiada
odparowaniu masy Am = 4rpR2AR i wymaga energii
AE, = 4nrpR?>AR. Warunek AE, < AE, zachodzi dla

R < Ry =20/(rp) = 6-10""" m. Otrzymana wartoéé

Ry jest poréwnywalna z rozmiarami czasteczek wody,

z czego wynika negatywna odpowied# na postawione

w zadaniu pytanie. Parowanie wody moze jeszcze odbywad
sie kosztem energii wewnetrznej wody zawartej w kropli,
czyli obnizania si¢ jej temperatury. Energia ta jest jednak
niewystarczajaca dla odparowania calej wody, a ponadto
obnizenie sie temperatury wody wobec otoczenia musialoby
prowadzi¢ do wymiany ciepla z otoczeniem. Wilgotnosé
powietrza ma o tyle znaczenie, Ze przy wilgotnodci
wzglednej 100% efektywnie parowanie wody w ogéle nie
zachodzi.



Wzdr na. okres ma{ych d:gaﬁ
wahadla matematycznego
T = 2w+ /1 /g sugeruje, ze
rwiekszajac dlugodé wahadla
| mozna dowolnie wydiugyd
_okres wahari. Okazuje sig, ze
w warunkach ziemskich nie
mogna jednak przekroczyé
wartosci T' = 84,3 min. Jest
to najdiugszy mozliwy okres
wahar wahadla w pobligu
Ziemi. Takim samym
okresem charakteryzuje sie
ruch punktu materialnego’
w fikcyjnym tunelu
przechodzacym przez drodek Réwnanie ruchu:
Ziemi oraz ruch sputnika mfi_{'ii = —mgcos®,
znajdujacego sig na orbicie ;
kolowej, bardzo bliskiej mm B e el )
powierzchni Ziemi. stad okres T' = Zar\/% 3

Elipsa ma cztery wierzcholki, to znaczy punkty, gdzie krzywizna
preyjmuje wartodci ekstremalne. Sa to korice dlugiej osi (tu
krzywizna jest najwigksza) i korice krétkiej osi (krzywizna
najmniejsza). Latwo zobaczyé, ze dla dowolnego owalu, to
znaczy plaskiej kreywej gladkiej ograniczajacej obszar wypukly,
istniejg co najmniej dwa punkty ekstremalne krzywizny. Jak
jednak wykazal matematyk bengalski S. Mukhopadhyaya, dla
dowolnego owalu :stme_]q co najmniej cztery takie punkty.
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Od dawna znanych jest wiele galaktyk z ,jetami”, czyli
wyrzucajacych & reguly w przeciwne strony dwa strumienie
materii koriczace si¢ z dala od macierzystej galaktyki
rozciaglymi radiodrédlami. Wsréd takich obiektéw radiogrédio
3CT75, lezace w Wielorybie, okazalo sie unikatem. Mianowicie za
pomocy systemu anten znanego pod kryptonimem VLA (Very .
Large Array) stwierdzono, ge macierzysta dla tego radiogrédia
olbreymia galaktyka ma dwa centralne zgeszczenia produkujace
w sumie cztery jety, z ktérych dwa oplatujg sie nawgajem.

Cala struktura rozciaga si¢ na milion lat wietlnych, a od nas
znajduje si¢ w odleglogci 300 min lat §wietlnych. Moc radiowa
jetéw jest wieksza, niz mogna by oczekiwaé na podstawie
predkodei strug gazu — na razie nie wiadomo dlaczego.

Ministrowie nauki reprezentujacy 11 krajéw europejskich
podpisali projekt wspélnej budowy i ekspolatacji Europejskiego
Oérodka Promieniowania Synchrotronowego. Odrodek powstanie’
w Grenoble na terenie Instytutu’ Lauego-Langevina. Budowa
potrwa ok. 6 lat i pochlonie 600 milionéw dolaréw, a pierwsze
eksperymenty przewidywane s3 na 1994 rok. Wiazka o energii

6 GeV pogwoli na badanie struktury cial stalych. W Japonii
podjeto decyzje o budowie podobnego osrodka, w ktérym bedzie
mogna ugyskad energie 8 GeV. Koszt budowy oceniany jest na
820 milionéw dolaréw, a budowa potrwa do 1995 r. W Stanach
Zjednoczonych w Uniwersytecie Kalifornijskim w Berkeley
budowane jest urzadzenie majace osiagnaé energie 2 GeV oraz
planuje si¢ budowe nowego odrodka o energii 7 GeV w Argonne.

i6

Ciekly hel ochlo dzony do temperatury okolo 2 kelwméw

Zgodnosé teorii weglednosdei 2 doswiadczeniem zostala jug
potwierdzona w niezliczonych eksperymentach, niemniej

jednak nowe jej testy sa zawsze mile widziane. W ostatnim
dziesigcioleciu wykonano eksperyment majacy na celu
sprawdzenie, czy ,stare” swiatlo wyemitowane z kwazardw
miliardy lat temu porusza sie rzeczywisdcie z tg sama predkodcia
co dwiatlo ,mlode” pochodzace z gwiazd naszej Galaki‘.yki.
Wykorzystano tu zjawisko aberracji §wiatla, mianowicie
wektorowego dodawania sie predkodei dwiatla i orbitalnej
predkodci Ziemi. Wskutek tego zjawiska érédlo dwiatla jest
widoczne w kierunku nieco innym, niz gdyby Ziemia nie
poruszala sie i zmiany tego kierunku w ciagu roku sg doéé latwo
mierzalne. Wieloletnie obserwacje kilku kwazardw i kilku gwiazd
przeprowadzone w Blue Mesa Observatory kolo Las Cruces
{(Nowy Meksyk, USA) wykazaly, ze aberracja éwiatla wszystkich
tych obiektdw jest taka sama. Badacze wnioskuja, ze predkodé
swiatla jest stala w calym Wszechswiecie i w calym okresie jego

zycia z dokladnoscig do 0,4%.

wyk_azuje wilagciwodci nadcieklodci — jest nielepki i przeplywa bez
tarcia. Ale przeplyw moze by¢ turbulentny, a jego natura jest
kwantowo-mechaniczna. Np. w wirach ruch atoméw okreélaja te

samne réwnama co ruch elektrondw w atomach
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Atomy rydbergowskie (tzn. z elektyonami w stanach

bardzo wysoko wzbudzonych) sa spotykane nie tylko

w laboratorium (por.-Delta 9/1983), lecz i w kosmosie. Kilka

lat temu o zaobserwowaniu radiowych linii widmowych
pochodzacych od takich atoméw donieéli astronomowie
radzieccy A.A. Konowalenko i L.G. Sodin oraz hinduscy
K.R.Anantharamajah i V. Radhakrishnan. Zaobserwowali oni
absorpcyjne linie radiowe w widmie rozrzedzonego gazu lezacego
gdzied miedzy Ziemig a silnym radiogrédlem Cassiopeia A.

" Linie te z zakresu 26-68 MHz pochodzg prawdopodobnie od

wegla i powstaja przy przejdciach elektrondw migdezy stanami
o gléwnej liczbie kwantowej ponad 600.

Jesli mamy na plaszczyinie dwa niewspdétdrodkowe kola

o réznych promieniach, to latwo wskazaé dwa punkty bedsace
érodkami jednokiadnosci nakiadajacych te kola. Nie trzeba
tlumaczyé, ktéry z nich nazwienty srodkiem wewnetrznym,
a ktéry zewnetrznym.

Narysujmy teraz trzy kola o trzech réznych promieniach

i érodkach nie lezacych na jednej prostej. Wéwczas okaze sie,
ze drodki gewnetrzne kaidej pary legg na jednej prostej oraz
kazdy ze érodkéw zewn'etrr\nych lezy na jednej prostej z dwoma
srodkami wewnetrznymi.




Rachunki
komputerowe

Dodajemy

Przy obliczaniu sumy duzej liczby skladnikéw wazna moze okazaé sie kolejnosé
wykonywania dzialan. Na przyklad gdy chcemy dodaé odwrotnosci kolejnych
liczb naturalnych, naleiy zaczaé od skladnikéw najmniejszych. Uzyskana
dokladnoéé bedszie lepsza. A jak jest w przypadku, gdy dodawane skladniki sa
réznych znakéw? Tu moga sie dziaé rzeczy bardzo dziwne. Obliczmy wartosci

funkcji e* sumujac wyrazy szeregu

<o xn
e

n=0

tak dlugo, jak dodawanie kolejnych wyrazéw zmienia sume.

Otrzymujemy:

z wartodé prawdziwa wartodé obliczona liczba wyrazéw

1 2,7182818285 - 10° 2,7182818284 - 10° 16

1,4841315910 - 10? 1,4841315910 - 102 29

10 2,2026465795 - 10* 2, 2026465794 - 10* 41

20 4,8516519540 - 10° 4,8516519539 - 10° 60

30 1,0686474581 - 10'° 1,0686474581 - 108 77

40 2,3538526683 - 1017 2,3538526682 - 107 93

50 5,1847055282 - 10%! 5,1847055281 - 10%! 108

Jak widaé, zgodnosé jest doskonala.

Ale sprébujmy podstawiaé = ujemne:

z wartoéé prawdziwa wartoéé obliczona liczba wyrazdéw

-1 3,6787944117 - 107! 3,6787944117 - 107! 17

-5 6, 7379469991 - 10™° 6, 7379469956 - 10~° 35
—-10 4,5399929763 - 10~° 4,5400873455 - 10° 54
—-20 2,0611536225-107° | —1,1102886555 - 10™° 85
—30 9,3576229689 - 10™1* | —3,5816950084 - 10~ * 105
—40 4,2483542555 - 107 '% | —6,6038896798 - 10° 125
—50 1,9287498481 - 10722 3,5499353132 - 108 142

Tu dla z o wartodciach bezwzglednych nieco wiekszych wyniki przestaja byé
jakimikolwiek przyblizeniami wartodci prawdziwych. Moze pomoze zwi¢kszenie

- .
Rozwiazanie zadania F 277.
Rozszczepienie Zeemana powinno
by¢ wieksze od dopplerowskiego
poszerzenia lini widmowych na skutek
ruchu cieplnego atomdw (w naszym
przypadku wodoru) i ruchu obrotowego
gwiazdy. Mozemy to zapisad w postaci
warunkn:
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Przyimujemy, ze ruch obrotowy daje

maly wklad. Otrzymujemy stad
B 2kT

B> — = 0,18T,
2upc m

gdzie m jest masa atomu wodoru,
k - stala, Boltzmanna.

dokladnoéci?
z wartoéé prawdziwa wartos¢ obliczona liczba wyrazéw
-1 | 3,67879441171442- 107" 3,67879441171442 - 107! 23
—5 | 8,73794699908547 - 1072 6,73794699908547 - 10~2 43
—10 | 4,53999297624849-10° 4,53999297623172 - 107° 64
—20 | 2,06115362243856 - 10~° 2,06131645566816 - 10~° 102
—30 | 9,35762206884017 - 10™14 1,93898163510921 - 10~8 130
—40 | 4,24835425520159-107'% |-9,20081738881628 - 10™* 152
—50 | 1,92874984796392 - 1022 9,71814344655281 - 10° 172
—100 | 3,72007597602084-10~** |—4,93314732398325 - 1072 262
—200 | 1,38389652673674-10%7 1,54586500493996 - 10%° 417
—300 | 5,14820022241201 103! |-8, 46193521756401 - 10'%7 566

Jak widaé, problemy zaczynaja sie péiniej.
Jak wiec obliczaé e® dla z ujemnych? Po prostu nalezy skorzystaé ze wzoru

e —

e

1
eT

1 sumowacd szereg tylko dla  dodatnich.
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