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R.ysowanip siedrniokata

Oto zadanie:

Narysowac na ekranie komputera siedmiokat foremny.

Przypuscmy, ze nasz komputer potrafi rysowac na ekranie odcinki (komenda
ODCINEK(a, b, e, d) daje odcinek o koncach (a, b) i (e, d)). Pro~ram wydaje sie
byc banalny: .

KAT POPRZEDNI (KP) kladziemy równy O .

{KAT NASTEPNY (KN). obliczamy dodajac do KATA-?OPRZEDNIEGO 2;
rysujemy ODCINEK(cos KP, sin KP, cos K N, sin K N)
K/P kladziemy równy K N

Czesc 'programu zaznaczona klamra powtarzanlY 7 razy (rys. 1). A co bedzie,
jesli te czesc powtórzymy nie 7, lecz 7000 razy (rys. 2)? .

Przy pracy z komputerem, szczególnie przy obliczeniach, trzeba pamietac,
ze dzialania nie sa wykonywane dokladnie i powstaja bledy zaokraglen.
Mim? ze bardzo male, kumuluja sie i laczny efekt moze byc duzy.

Czy mozna poprzedni program poprawic? Tak. Pomocna w tym jest wiedza
z analizy numerycznej zajmujacej sie miedzy inny~i teoria rachunków .
przyblizonych .. Napiszmy nasz program w skrócie (a :;:= b oznacza kladziemy

:a równe b):

KP:=O

dla i od 1 do 7000 powtarzaj

{KN := KP + 27"

. ODCINEK( cos KP, sin KP, cos K N, sin K N)
KP:=KN .

Zn~cznie lepsze efekty (rys. 3) daje program:

KP:=O

dla i od 1 do 7000 powtarzaj

{KN:= i2;
ODCINEK( cos KP, sin KP, cos K N, sin K N)
KP:= KN

W programie tym uniknieto kumulowania sie bledów dodawania. Dziala on
jednak dluzej, gdyz mnozenie jest wolniejsze od dodawania.

Programy do rysowania rysunków zostaly napisane w jezyku FORTRAN
i skompilowane (przetlumaczone na jezyk zrozumialy dla procesora
w komputerze) za pomoca kompilatora FORTRAN MS 3.31. Pewnego razu
uzyto innego kompilatora FORTRAN MS 4.0. Oba programy rysowaly
rysunek 3. Co sie stalo? Otóz nowy kompilator staral sie "poprawic" czlowieka
i zamienil "niepotrzebnie" powtarzane w petli mnozenie na dodawanie - tak jak
w pierwszym programie.
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Odciuek l"Y~' 'WóLUYprzez pierwszy i drugi prograrrl (liczba
powtórzen 8000).

1

Trójka,t rysowany przez pierwszy i drugi program (liczba
powtórzen 5600); ,



o przyslowiOWt11 d1'11d "O t ....OKla nOSCl as ronOffilCZJ1CJ....

Prof. dr Grzegorz' SITARSKI

Jako chlopiec czytalem wiele popularnych ksiazek o Wszechswiecie. Pamietam moje
zaskoczenie, kiedy w trzech róznychzrodlach znalazlem trzy zupelnie rózne wartosci
odleglosci slynnej Wielkiej Mglawicy w Andromedzie: 750 tysiecy, jeden milion
i póltora miliona lat swietlnych. Nastawilo mnie to nieufnie do naszej znajomosci
danych dotyczacych Wszechswiata, ale potem dowiedzialem sie, ze odleglosci galaktyk
nie wyznacza sie z dokladnych pomiarów, lecz ocenia sie je na podstawie róznych
przeslanek, a wartosc takiej oceny zalezy od znajomosci wielu czynników (dzis
odleglosc mglawicy w Andromedzie oceniamy na ponad dwa miliony lat swietlnych).
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~\. f'A r-S t(.v6( J I Wiele lat pózniej zetknalem sie praktycznie z prawdziwa dokladnoscia obliczen\., _.._../ l astronomicznych, kiedy jako mlody astronom bralem udzial w obserwacjach

'-. '~., /" I czesciowego zacmienia Slonca widocznego w okolicach Warszawy. Nasza trzyospbowa~ '., l ekipa miala wykonac serie zdjec zacmiewanego Slonca w stacji obserwacyjnej

J ) '\ Politechniki Warszawskiej w Józefoslawiu, a moim zadaniem bylo obliczenie dokladnego" l! , momentu poczatku zacmienia. Na podstawie odpowiednich danych zaczerpniet~ch.l/ I· z rocznika astronomicznego oraz znajomosci dokladnych wartosci wspólrzednych

o ••.. ~. geograficznych miejsca obserwacji obliczylem ten moment z dokladnoscia do sekundy.

, S Poczatek zacmienia mozna uchwycic obserwujac na ekranie obraz tarczy Slonca 1

.~~ •" rzucony przez lunete! w pewnym momencie idealnie równy brzeg zostaje "nadgryziony"
.~ ~ t') przez nasuwajaca sie tarcze niewidocznego Ksiezyca. Tuz przed oczekiwanym \

,"'.~_ mon:en.tem ~oczatku zj~wiska patrzy~i~m~ z napieciem. na ~bra~ tal:czy Slonc~ o

. ')~ I wspolme z kIerowca, ktory nas przywlOzl l dotad dosyc obojetllle przygladal SIe na~zymprzygotowaniom do obserwacji. Kiedy jednak dostrzeglismy poczatek'zacmienia kilkaL------ 1 sekund od wyznaczonego przeze mnie momentu, kierowca wyraznie zaczal odnosic '$ie
do nas z szacunkiem i podziwem, ze astronomowie potrafia tak dokladnie przewidy:-vac
zjawiska na niebie (powiedzial nam to w drodze powrotnej). \
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pr?oyklad trapc7ou. dL ktto,."!;,, dl == v'2:
musi byc wtcdy h -. ~. c7,yli h, 1h
i wystarczy w7,i<\t kwadrat.

Obserwacje ruchu planet prowadzone od wieków oraz znajomosc praw, wedlug
których poruszaj a. sie one wokól Slonca, istotnie pozwalaja przewidywac z duza.
dokladnoscia konfiguracje planet, Slonca i Ksiezyca na niebie nawet na setki lat
naprzód. Inaczej wyglada sprawa przewidywania powrotów komet okresowych.
Komety obieKaja Slonce po zdecydowanie eliptycznych orbitach, a obserwowane sa
tylko na luku orbity w poblizu peryhelium. Dlatego tez trzeba zebrac obserwacje
z kilku pojawien sie komety, aby wyznaczyc dostatecznie dokladne wartosci elementów
orbity i na tej podstawie obliczyc efemeryde, czyli polozenia komety na niebie podczas
jej nastepnego powrotu. Kiedy prof. Felicjan Kepillski w 1926 r. podjal badania
ruchu komety okresowej Kopffa wracajacej do Slonca co 6,5 roku, obliczal efemerydy
kolejnych powrotów komety i tuz przed wojna zdazyl jeszcze wyslac swoje wyniki
do Miedzynarodowego Biura Telegramów Astronomicznych mieszczacego sie wówczas
w Kopenhadze; 'dzieki temu kometa byla obserwowana takze w 1939 r. Komete Kopffa
odnaleziono wtedy na niebie w odleglosci 3" od miejsca obliczonego, a jak maly jest to
kat, mówi nam obrazowe porównanie: pod takim katem widac srednice ludzkiego wlosa
z odleglosci siedmiu metrów.

Aby tak dokladnie obliczyc polozenie komety na niebie, trzeba znac jej polozenie
w przestrzeni, a.wiec i elementy orbity z dokladnoscia siedmiu czy nawet osmiu cyfr
znaczacych. Rachunki z taka dokladnoscia zapewnia nam dzis kazdy kalkulator
kieszonkovyy, nie wystarcza ona jednak do wykonania wszystkich obliczen zwiazanych
z dokladnym przewidzeniem powrotu komety po kilku czy kilkunastu latach. Wiaze sie
to z koniecznoscla numerycznego calkowania równan rózniczkowych opisujacych ruch
komety w polu grawitacyjnym Slonca i planet ..

Równania ruchu komety w heliocentrycznym ukladzie wspólrzednych prostoka.tnych
Plaja postac:

(1)

2
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R.0~ ·····'a"'anie zadani •• M 564. Jesli
ci:\g (x,d jeat zhiezny, to jcg0 granica g

spelma r6wn"Lllie g = g(2 - yg);

stad g = ° lub g = .:
y

Niech Xn = ':(1- d,,) Wtedy
y

X.+l=;(1 d,,}(2-Y'~(1-'-ln})

i podobnie dla y i z, gdzie x, y, z sa wspólrzednymi kornety, Xp, Yp, Zp wspólrzednymi
planety, r odlegloscia kornety od Slonca, PP odlegloscia kornety od planety,
a Rp odlegloscia planety od Slonca; k = 0,01720209895 jest stala Gaussa zwiazana
ze stala grawitacji w przyjetym ukladzie jednostek (jednostka dlugosci jest srednia
odleglosc Ziemi od Slonca, czyli tzw. jednostka astronomiczna, jednostka czasu - doba,
;t jednostka, masy - masa Slonca). Równanie (1) nie ma rozwiazania analitycznego,
tzn. nie da sie go przedstawic w postaci wzorów zawiera.jacych czas jako parametr
i pozwalajacych obliczyc wartosci x, y, z dla dowolnej chwili. Pozostaje wiec tylko
sposób calkowania numerycznego.

Metody numerycznego calkowania równan rózniczkowych polegaja np. na przyblizeniu
wystepujacej w równaniu funkcji czasu wielomianem dosc wysokiego stopnia
powstalym z rozwiniecia funkcji w nieskonczony szereg Taylora wzgledem czasu
i obciecia go do kilku lub kilkunastu wyrazów; szereg ten jest dostatecznie szybko
zbiezny zwykle w niewielkim przedziale czasowym zwanym krokiem calkowania .
Zestaw odpowiednich wzorów i algorytm postepowania pozwala na obliczanie wartosci
scalkowanej funkcji krok po kroku, az do wyczerpania zadanego interwalu czasowego.
Taka metoda pozwala calkowac kazdy uklad równan rózniczkowych, ma jednak
bardzo powazna wade, mianowicie stale narastanie bledu numerycznego calkowania.

Sa, dwa zródla tego bledu: blad obciecia wynikajacy z uwzglednienia skoncz~nej liczby
wyrazów szeregu Taylora oraz blad zaokraglenia, bo wszystkie wielkosci biorace
udzial w obliczeniach musza miec skonczona liczbe cyfr, a ostatnia cyfra jest juz
wynikiem zaokraglenia. Nic wiec dziwnego, ze aby osiagnac wymagana dokladnosc
koncowego wyniku calkowania, musimy brac pod uwage nieuchronne narastanie bledu
numerycznego, a wobec tego trzeba wszystkie obliczenia wykonywac z podwójna
precyzja, czyli uwzgledniajac 15 cyfr znaczacych we wszystkich liczbach wystepujacych
w rachunkach. I nie ma tu nic do rzeczy, ze dane poczatkowe moga byc malo dokladne,
musimy bowiem miec pewnosc, ze koncowe wyniki zaleza tylko od dokladnosci danych
pocza,tkowych, a nie sa zafalszowane bledem calkowania numerycznego.

Najwiekszy klopot w metodach numerycznego calkowania stanowi dobór odpowiedniej
wartosci kroku. W róznicowych metodach wielokrokowych, jak np. metoda Adamsa
czy Cowella, wartosc ta co najmniej przez kilka lub kilkanascie kroków musi byc
stala. W metodach jednokrokowych, jak metoda Rungego-Kutty, wartosc kroku moze
byc teoretycznie na kazdym kroku inna, ale nie bardzo wiadomo, jaka ma ona byc.
W przypadku calkowania równan ruchu kornety problem doboru odpowiedniego kroku
calkowania jest bardzo wazny, bo zmiany ruchu kornety od peryhelium do aphelium sa
duze, a moga byc takze znaczne w przypadku zblizenia kornety do planety. Dlatego tez
w badaniach ruchów komet koniecz~ie trzeba stosowac numeryczne metody calkowania
ze zmiennym krokiem.

Doskonale rezultaty daje tu metoda rekurencyjnych szeregów potegowych.
Zastosowanie tej metody pokazemy na przykladzie calkowania równan ruchu
keplerowskiego, czyli ruchu kornety tylko pod wplywem przyciagania Slonca.
Dokonajmy podstawienia s = _k2,,-3 oraz wykorzystajmy zaleznosc r2 = Z2 + y2 + Z2.

Wówczas równania ruchu mozemy uzupelnic dworna dodatkowymi równaniami
i zapisac je w nastepujacej postaci, oznaczajac rózniczkowanie wzgledem czasu kropka
nad ~mienna:

l l 2-(1 - .t,,}(l + d~) = -(1 - d,,);
Y Y

c>.yii d•.·H = d;;. Wyjsciowy ciag jest
~bie;.ny wtedy i tylko wtedy, gdy (d,,)
j,'st zbiczny, Lzn dla -1 S dl S 1.
\\tynika stad warunek na a: poniewaz

a = ~(1- d.j, to dl = 1- ay, musi wi<;<
y

byc-1 <: l - ay S l, czyli ° S a S ~
y

Jesli (t = O luh a = ~ to x" -. O,
Y

(2)
/ rr = xx + yy + zz, rs = -3s;'-,

Ii = sx , y = sy, Z = sz.

w pozost"lych pn.ypadkach x" -+ -
y Przypuscmy, ze jakas funkcja czasu f dana jest w postac! szeregu potegowego

Jesli dla n = 0,1, ... , N znamy wartosci liczbowe wspólczynników In, to mozemy
obliczyc wartosc f(t) dla kazdego t w przedziale (to, to + h), gdzie wartosc h zalezy
od N i wymaganej dokladnosci liczbowej wartosci f. Wypiszmy szeregi typu (3) dla
wszystkich wielkosci wystepujacych w równaniach (2), zrózniczkujmy je wzgledem
qasu, aby otrzymac szeregi dla pochodnych, podstawmy je do równan (2), wymnózmy
szeregi i uporza,dkujmy wyrazy wzgledem poteg czasu, a nastepnie przyrównajmy
obustronnie wspólczynniki przy jednakowych potegach czasu. Otrzymamy wówczas
,!,zory rekurencyjne na kolejne wspólczynniki w rozwinieciach typu (3).

Uwaga. Poniewaz dn+l = d~,
ciar, (Xn) je,;t bard7.o szybko
zbici.ny' liczba dokladnych cyfr
podwaja sie w kazdYm kroku.
Na przyklad dla Xl = 0,5 i
Y = 3 otnymujemy X2 = 0,25,
X3 -= 0,3125, x. = 0,33203125,
X5 = 0,333328247 ,
X6 = 0,333333333 Totez stonuje
sie te'metode w technice komputerowej
do s?,ybkiego obliczania odwrotnosci.

Pokrewna metoda pozwala obliczyc .JY:

bierzemy wtedy X"+l = ':(xn + .!.... l.
2 x"

(3)

N

f(t) = lo +L In (t - tor·
n=l

3
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i podobnie dla y i z.

i podobnie dla y i Zj otrzymane wartosci Xh, Yh, Zh oraz Zh, Yh, Zh wykorzystujemy
jako dane poczatkowe do nastepnego kroku calkowania.

N

zh = Xl +L nxnhn-l
n=2 I

N

Xh = Xo +L ~nhn oraz
n=l

Metoda rekurencyjnych szeregów potegowych jest metoda jednokrokowa, a dzieki
optymalizacji wartosci kroku dla zadanej dokladnosci obliczen jest prawie wolna
od narastania bledu obciecia. Udowodnil to leningradzki matematyk B.F. Miaczin,
którego poznalem osobiscie w Instytucie Astronomii Teoretycznej, a podziw dla
jego pracy na zawsze zachowalem w pamieci, bowiem Miaczin jest od urodzenia
niewidomy. Metode te stosujemy w opracowanych w Centrum Badan Kosmicznych
PAN programach obliczeniowych do badania ruchu komet i planetoid. Oczywiscie,
uwzglednienie przyciagania wszystkich planet, a, takze innych wplywów, jak
efekty relatywistyczne czy efekty niegrawitacyjne, niepomiernie komplikuje wzory
obliczeniowe w stosunku do przytoczonych tutaj dla ruchu keplerowskiego. Jest to
w pewnym sensie wada metody, bo dodanie kazdego nowego czlonu w równaniach
ruchu wymaga modyfikacji programu calkowania. Jednak zalety metody gwarantujacej
duza dokladnosc koncowych wyników calkowania sa oczywiste, a raz napisany
i sprawdzony program moze sluzyc do calkl'lwania równan ruchu naj rozmaitszych
komet i planetoid. Jasne jest, ze przy tak olbrzymiej ilosci dzialan arytmetycznych,
wykonywanych podczas kazdego kroku calkowania, konieczne jest zastosowanie
szybkich komputerów, a wszystkie obliczenia prowadzi sie w podwójnej precyzji.
Dzieki istnieniu takich programów przepowiednia powrotu komety okresowej nie jest
juz wielkim problemem, a komety zostaja odnajdywane na niebie za pomoca czulych
przyrzadów jako bardzo slabe obiekty w miejscach dokladnie wskazanych obliczeniami.

Uwainy Czytelnik móglby sadzic, ze gdy prof. Kepinsk~ qbliczal ruch komety Kopffa
w czasach, kiedy o komputerach nikomu sie nie snilo, musial dokonac gigantycznej
pracy prowadzac skomplikowane pietnastocyfrowe obliczenia, aby, dokladnie przewidziec
powrót komety. Otóz tak zle nie bylo, bo stosowano wówczas inne metody, polegajace
na obliczaniu perturbacji w ruchu keplerowskim komety, czyli obliczano zmiany jej
elementów orbity. Wiazalo sie to takze z numerycznym calkowaniem rózniczkowych
równan zmian elementów orbity w czasie, ale w tym przypadku wystarczal
w z~pelnosci rachunek'nawet pieciocyfrowy. Wzory opisujace zmiany elem~tów
orb{ty sa jednak 'o wiele bardziej skomplikowane niz równania ruchu we wspólrzednych
prostokatnych, dlatego tez warto bylo opracowa(specjalne metody obliczeniowe,
wykorzystujac dla rachunków komputerowych formalna prostote zapisu równan ruchu.

Przebieg calkowania krok po kroku jest nastepujacy. Po obliczeniu wszystkich
wspólCzynników Xn, Yn, Zn okreslamy optymalna wartosc kroku calkowania h.
Definiujac AN = IXN l-h IYNI + jZNI oraz przyjmujac dokladnosc obliczen e, obliczamy
wartosc kroku h i= (e / AN ) l/N. Dalej dla th = to + h obliczamy

(n + l)(n + 2)xn+z = L SkXn-k
k=O

n-l

(n + l)rOSn+l = -3(n + l)r .•.•+lsO - L(k + 1)(3rk+lSn-k + Sk+lrn-k),
k=O

n-l

+ L(k + 1)(Xk+lXn-k + Yk+lYn-k + Zk+lZn-k - rk+lrn-k),
k=o

a dalej kolejne wspólczynniki wyzszych rzedów dla n = 1,2, ... , N:

(n + l)rorn+1 = (n + 1)(Zn+lXO + Yn+lYO + Zn+lZO)+

Danymi poczatkowymi beda wartosci wspólrzednych x, y, z oraz ich pochodnych
z, y, z (czyli skladowych predkosci komety) dla chwili to, tj. Xo, Yo, Zo oraz Xl, Yl, Zl.
Wzory na kolejne wspólczynniki rozwiniecia wygladaja nastepujaco:

_ (2 2 2) 1/2 _ k2/ 3'ro - Xo + Yo + Zo , So - - ro ,

rl = (ZOZl + YOYl+ ZOZl)/ro , 81 = -380rI/ro,

Z2 = sozo/2, Y2 = soyo/2, Z2 = sozo/2,
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Peki okregów

Peki okresla sie tez w inny sposób. Oznaczmy równanie

X2 + g2 + aiX + big + Ci = O

krótko gi(X, g) = O. Jesli gl(X, y) i- g2(X, y), to rodzine figur maja,cych równanie postaci

p' gl(X,y) +' q' g2(X,y) = O,

gdzie p i q to stale rzeczywiste nie równe jednoczesnie zeru, równiez nazywamy pekiem.
Mozna latwo sprawdzic, ze w takim peku sa, nie tylko okregi (a co jeszcze?). Nasuwa
sie pytanie, jak zmodyfikowac pierwsza, definicje, by byla równowazna drugiej. A moze
sa, to zupelnie rózne pojecia? •

Badanie wlasnosci peków okregów' jest ambitnym problemem matematycznym.
Zamiast przytaczac tu szereg daja,cych sie uzyskac rezultatów, zwrócmy uwage
na twierdzenie o dwóch tylko okregach, do którego uzyskania (podobno) pojecie
peku jest niezbedne. Umieszczone w nawiasie slowo "podobno" wyraza fakt, ze
matematyka (jesli wierzyc autorytetom) nie dysponuje zadnym eleganckim dowodem
tego twierdzenia, a istnieja,ce (bardzo zawile) dowody?, pojecia peku korzystaja,. Jest to
twierdzenie Ponceleta.:

Jezeli istnieje lamana zamknieta maja,ca n wierzclwlków, z których kazdy lezy na
okregu Ol i której kazdy bok jest styczny do okregu O2, to mozna taka, (n-odcinkowa)
lamana, zamknieta, narysowac zaczynaja,c z dowolnego punktu okregu Ol.

Skonstruujmy, dla ,dowolnie ustalonych okregów Ol i O2, rodzine O' okregów,
z których kazdy przecina Ol i O2 pod ka,tem prostym. Taka rodzine nazywa sie
pexiem okreg6w. Gdy, dla dowolnie ustalonych okregów O~ i O~ naleza,cych
do rodziny O', powtórzymy te konstrukcje, otrzymamy pek O. Wstepnym krokiem
do badania wlasnosci peków moze byc wykazanie, ze kazdy wybór okregów O~ i O~
(róznych~je ten sam pek O ..

Te dwa okregi Ol i O, nie wyznaczaja
zadnego peku O'. Czy to jedyna "zla"
sytuacja?

Propozycje ewentualnych tematów
prac na Konkurs Uczniowskich Prac
z Matematyki zamieszczamy od numeru (J'
3/1988 (z pominieciem numerów
6 i 12 z 1988 roku oraz 1, 6, 7 i 8
z roku biezacego). Oczywiscie, chetnie
wid7.inlY pra('e r6wniez na inne tematy.

OpracowaJ M.K.

Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL

Poziomy energet'yczne atomu
znajdujacego sie w zewnetrznym
polu magnetycznym ulegaj a
rozszczepieniu wskutek oddzialywania
momentu magnetycznego powloki
elektronowej z polem magnetycznym.
Rozszczepieniu poziomów odpowia:da
rozszczepienie linii widmowych
promieniowania. Zjawisko to
bylo zaobserw owane po raz
pierwszy w 1896 r. przez Pietera
Zeemana i IlO.i nazwe efektu
Zeemana. W przypadku, gdy
moment magnetyczny powloki
elektronowej zwiazany jest jedynie
z momimtem <>rbitalnym elektron6w
(tzn. wklad spinowy wynosi O),
mówimy o normalnym efekcie
Zeemana. Linia spektralna
rozszczepia sie wtedy na trzy'
skladowe przesuniete w czestosci

o Av = O badz Av = ±~,
gdzie w = 211"11, e i me oznaczaj a
odpowiednio ladunek i mase elektronu,
B - indukcje pola magnetycznego.
Jesli wklad od spinowych.momentów
magnetycznych nie jest r6wny
zeru, to wyr6znia sie dwa skrajne
przypadki: przypadek slabego pola
- wtedy m6wimy o anomalnym
efekcie Zeemana i przypadek silnego
pola - wtedy mówimy o efekcie

Paschena-Backa od nazwisk fizyk/ów,którzy to zaobserwowali po raz
pierwszy w 1912 r.

M 558. Dwóch korektorów wykonalo (niezaleznie) korekte tekstu. Pierwszy znalazl
450 bledów, a drugi 300, przy czym 250 bledów wykryli obaj. Podac oszacowanie
faktycznej liczby bledów.

Rozwia,zanie na str. p
M 554. Ciag (xn) jest okreslony w nastepuja,cy sposób:
Xl = a, Xn+1 = xn(2 - YXn) dla n = 1,2, ... j a oraz y> O sa, ustalone.
Zbadac, dla jakich a ciag jest zbiezny i wyznaczyc jego granice.
Rozwia,zanie na !Itr. 3

M 555. Jaka jest najmniejsza mozliwa dlugosc dluzszej przeka,tnej trapezu o polu l?
Rozwia,zanie na str. 2

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 276. Ocenic, jaka powinna ):>ycodleglosc L miedzy zwierciadlami interferometru
Fabry'ego-Perota, aby z jego pomoca, mozna bylo obserwowac rozszczepienie Zeemana
w polu magnetycznym o indukcji B = 1 T. Zwierciadla intenerometru posrebrzone sa,
tak, ze miedzy nimi zachodzi N ~ 20 odbic.
Rozwia,zanie na str. 7

F 277. Ocenic, ja~a. wielkosc pola magnetycznego gwiazdy typu Slonca mozna
zmierzyc na podstawie efektu Zeemana, w' zakresie promieniowania .widzialnego
(przyjmujemy w = 1015 S-l). Okres obrotu gwiazdy T = 106 8, promien R = 1010 cm,
temperatura powierzchni T = 6000 K.
Rozwia,zanie na str. 17
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Przy dwóch parach wynik powstaje przez odjecie 2 od !}iesparowanej liczby

Przekazywanie mysli bez posrednictwa zmyslów, czyli telepatia, jest, jak
/wiadomo, zjawiskiem spornym i nie wyjasnionym naukowo. Zupelnie inaczej
rzecz ma sie z przekazywaniem liczb; w tej dziedzinie mozna osiagnac niemale
sukcesy, a przy tym wszystko daje sie uzasadnic racjonalnie. Istnieja jednakze
i tu pewn~ ograniczenia, nie wszystkie bowiem liczby jednakowo latwo
poddaja sie zabiegom telepatycznym. Przekonamy sie na paru przykladach,
ze stuprocentowa skutecznosc moga gwarantowac liczby bedace wynikiem
pewnych operacji, takich jak np. mnozenie czy dodawanie. Bezbledne
odgadywanie tego wyniku moze czasem wygladac na zawrotna sprawnosc
rachunkowa obliczen wykonywan)lch w pamieci, ale przyznacie, ze malo to
prawdopodobne, szczególnie w przypadku osób, które jeszcze do wczoraj tak
szybko liczyc nie potrafily.

Przyklad 1. Dotyczy dodawania. Wystepuje w nim "nadawca" (NAD)
liczby i jej "odbiorca" (OD). OD powinien miec zawiazane oczy i stac
tylem do NAD. Po uzgodnieniu najwiekszej dopuszczalnej dlugosci liczby
(w cyfrach, np. 4 cyfry) NAD i OD na zmiane podaja kolejno liczby naturalne
(nie przekraczajace dlugosci maksymalnej), które NAD notuje. Pierwsza
i ostatnia podaje ta sama osoba, OD badz NAD. Liczb moze byc wiec 3, 5, 7 itd.

~konezenili-NAD snml!.ie wszys~kie liczby, a wynik usiluje "przekazac" do
OD, który ma caly czas-zawiazane oczy. O d-ziwo, gdy OD ujawnia wynik, cala
liczba, cyfra po cyfrze, sie zgadza. Mozna by podejrzewac, ze OD "po prostu"
opanowal umiejetnosc szybkiego s~mowania wielu duzych liczb w pamieci.
Proponuje wiec Wam zagrac role OD i przekonac sie, ze nie jest to takie trudne.

Przyklad 2. Tez dotyczy dodavy;ania. NAD i OD zamieniaja sie rolami (tym
razem bez opaski na oczach). Ustalaja znowu maksymalna dlugosc liczby,
a nastepnie NAD (który poprzednio gral role OD) wypisuje na kawalku
papieru pewna, sobie tylko znana, liczbe i chowa ja np. do kieszeni OD. Tak
jak poprzednio, NAD i OD na zmiane podaja liczby zapisujac je. Tym razem
pierwsza i ostatnia podaje NAD. Rola NAD jest telepatyczne przekazanie do OD
polecen napisania takich liczb, aby wszystkie w sumie daly wynik zapisany
a priori. Porównanie ... i znowu calkowita zgodnosc! Czy i tym razem mamy
do czynienia "po prostu" z fenomenalna sprawnoscia rachunkowa?

Przyklad 3. NAD wybiera pewna liczbe nie ujawniajac jej. OD wymienia
inna liczbe, o dowolnej dlugosci (dlugosc - w cyfrach - moze np. ustalic NAD).
Z liczb tych NAD tworzy nastepnie iloczyn. Okazuje sie, ze OD bedzie w stanie
prawidlowo podac. dowolna cyfre tego iloczynu, o ile NAD ujawni wszystkie
pozostale cyfry, przy czym nawet znajomosc ich kolejnosci nie bedzie konieczna.
OD bedzie mial klopoty tylko w jednym przypadku, gdy zgadywana cyfra
bedzie O lub 9 - nie bedzie ich mógl rozróznic. Tego przykladu nie mozna juz
tlumaczyc sprawnoscia obliczeniowa. OD nie jest w stanie wykonac obliczen,
bowiem nie zna jednego z czynników. A wiec ... numeryczna telepatia'? Chyba
jednak nie.

Wszystkie trzy przyklady ilustruja niezwykle wlasnosci liczby 9 w (9+1)-kowym,
czyli dziesietnym ukladzie liczb.

W przykladzie 1 OD musi tak dopasowac swoje liczby do liczb NAD, aby dla
danej pary liczb suma cyfr w kazdej kolumnie wynosila 9. Sume wszystkich liczb
wyznaczy wtedy niesparowana liczba, która trzeba jedynie nieco zmodyfikowac
(w bardzo prosty sposób) w zaleznosci od liczby par, np,:

NAD

6348 }OD

3651
w kazdej kolumnie tej pary liczb suma cyfr wynosi 9

NAD
9805 }OD

194
w kazdej kolumnie tej pary liczb suma cyfr wynosi 9

NAD

4507niesparowana liczba, wyznaczajaca wynik sumowania

~ I SUMA

24505

Dr Lidia GOETTIG

Numeryczna telepatia
czy,

sprawnosc rachunkowa?
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na piatej pozycji od konca), bowiem

suma dla pary liczb

suma dla pary liczb

i dopisanie tej dwójki z przodu (tu:
dodawanie sprowadza si~ do:

9999

9999

+ x niesparowana liczba

czyli: 19998 + x = 20000 + x - 2.

Jesli par jest wiecej, przepis sie modyfikuje, np. dla 3 par (czyli sumowania
7 liczb np. 4-cyfrowych) mamy _

3 ' 9999 + x = 29997 + x = 30000 + x - 3, ,

czyli trzeba od liczby x odjac 3 i dopisac cyfre 3 na miejscu piatym od
konca. Dla 4 par trzeba odjac 4 i dopisac 4, itd., zauwazacie juz chyba prosta
prawidlowosc. Mamy wiec racjonalne wytlumaczenie, a potrzebna sprawnosc
rachunkowa jest na pewno w zakresie naszych mozliwosci.

Przyklad 2 jest innym sposobem zademonstrowania tego samego co wyzej.
Osoba, która z góry wypisuje wynik sumowania, musi rozpoczynac i kOllczyc
podawanie liczb, bo wlaauie pierwsza liczba bedzie ta niesparowana, która
wyznaczy przewidziany wynik.

Przyklad 3 wykorzystuje wlasnosci liczb podzielnych przez 9. Jesli dodac
wszystkie cyfry tworzace dowolna. liczbe podzielna przez 9, a w otrzymanym
wyniku znowu dodac cyfry i tak dalej, <;lZ w koncu otrzyma sie jedna cyfre, to
cyfra ta bedzie równa 9. Nosi ona nazwe pierwiastka cyfrowego (z angielskiego
digital root). To, ze wielokrotnosci 9 maja pierwiastek cyfrowy równy 9, mozna
wykazac przez indukcje. Dla wielokrotnosci n = 1 jest to prawda. Zalózmy, ze
jest to prawda dla jakiegos n. Wykazemy, ze jest nia równiez dla n + 1. Jesli
ostatnia cyfra wynosila O, to po dodaniu 9 suma cyfr zwiekszyla sie o 9, ale
pierwiastek cyfrowy liczby 18 znowu wynosi 9. Jesli zas ostatnia cyfra byla
wieksza od O, to w wyniku dodawania 9 ostatnia cyfra zmniejszyla sie o 1,
a cyfra dziesiatek wzrosla o 1 - pierwiastek cyfrowy nie ulegl wiec zmianie,
co konczy dowód, . '
Podobnie mozna udowodnic twierdzenie odwrotne, a mianowicie kazda liczba
majaca pierwiastek cyfrowy 9 jest podzielna przez 9.
W przykladzie wystarczy wiec dowolna liczbe pomyslana przez NAD przemnozyc
przez liczbe podzielna przez 9, aby wiedziec, ze pierwiastek cyfrowy iloczynu
wynosi tez 9 i móc odgadnac jedna z cyfr, jesli znamy wszystkie pozostale.
Z powodów teraz juz oczywistych O od 9 istotnie nie daje sie odróznic.

Na zakonczenie - o przypadkach mniej skutecznej "telepatii". Takie pokazy
odgadywania pomyslanej przez kogos liczby opsLrtesa czesto na obserwacji,
iz z jakichs niejasnych powodów ludzie' preferuja pewne liczby wybierajac je
statystycznie czesciej niz inne (Mathematies, Magie and Mystery - ksiazka
napisana przez Martina Gardnera). Spytani o liczbe miedzy 1 a 10 mamy
tendencje do wyboru 7, takze chetniej niz pozostale wybieramy liczbe 3
z przedzialu od 1 do 5. Jesli spytac o liczbe dwucyfrowa miedzy 1 a 50,
taka, aby obie jej cyfry byly nieparzyste i rózne, np. nie moze byc 11, 'to
podobno najczesciej wymieniana jest liczba 37, a nastepna w kolejnosci
prawdopodobienstw jest 35. Przy czym ze wzgledów psychologicznych dla
osiagniecia takiego wyniku nie bez znaczenia pozostaje tu wzmianka o liczbie 11.
Podobnie z przedzialu od 50 do 100 najbardziej prawdopodobna liczba o obu
'cyfrach parzystych i róznych okazuje sie byc 68. A moze sprawdzicie, jak stosuja
sie do tych st;:ttystycznych zachowan Wasi znajomi i koledzy? Spróbujcie zdobyc
odpowiednia ),statystyke" (tj. liczbe przypadków), aby móc odpowiedziec
na p~tanie, jakie sa prawdopodobienstwa wymienienia poszczególnych liczb
w podanych phez nas przykladach. Prawdopodobienstwo dla danej liczby
k wyznaczcie jako stosunek liczby dobrych odpowiedzi Nk do wszystkich
odpowiedzi N. Zbadajcie wiec, dla przykladu, jak róznia sie od k wyznaczone
przez Was stosunki Nk/ N dla poszczególnych liczb z przedzialu od 1 do 50,
o ile obie cyfry sa nieparzyste i rózne, (jest 8 takich liczb). Wyniki przedstawcie
na histogramach. A moze podzielicie sie z nami wynikami Waszych badan?
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mala delia

Ciekawostki lla pod 6z

Punkt na obwodzie kola bedacy chwilowo
w polozeniu A porusza sie w ukladzie torów
z predkoscia VA = wR + v, gdzie v jest predkoscia
pociagu, a w - predkoscia katowa obracajacego sie
kola, która zwiazana jest z v zaleznoscia w R = v,
o ile nie wystepuje poslizg. Stad VA = 2v.

Wszyscy wiemy, ze predkosc zalezy od ukladu
odniesienia, w którym ja wyznaczamy. Dla
przykladu, cialo poruszajace sie wzgledem
jakiegos obserwatora z predkoscia v w swoim
wlasnym ukladzie ma predkosc równa zeru.
Jako ciekawostke mozna podac przypadek
z czasów I wojny swiatowej, kiedy to podobno
pewien lotnik francuski schwytal w reke, bez

, uszczerbku dla siebie, niemiecka kule karabinowa,
bowiem wydala mu sie wolno przelatujacym
owadem.

D

w ukladzie torów

Tak wiec nie dziwi nas to, ze w kazdej chwili
pewne punkty pociagu w ukladzie pasazera pedza
z predkoscia pociagu. Przyjmujemy za zupelnie
naturalne, ze choc niektóre jego punkty pozostaja
w spoczynku wzgledem torów, podczas gdy inne
mkna do przodu ze zdwojona predkoscia, to
pociag w calo~ci dojedzie do kolejnej stacji.

Natomiast w ukladzie pasazera punkt A porusza
sie z predkoscia v w kierunku ruchu po~iagu.
Punkt G, bedacy chwilowo punktem zetkniecia
sie kola z torem, ma w ukladzie torów predkosc
Vc = -wR + v = O, zas w ukladzie pasazera
porusza sie z predkoscia v, ale w kierunku
przeciwnym do ruchu pociagu.

vo = - w ( R • d ) • v = - wd

. A czy wydaje sie Wam mozliwe, aby pewne
punkty pociagu pedzacego do przodu poruszaly
sie w ukladzie toróW do tylu, tj. w kierunku
przeciwnym do kierunku jazdy? Okazuje sie, ze
i to jest zupelnie normalne - w pociagu jadacym
na pólnoc pewne punkty uparcie poruszaja sie
wzgledem torów na poludnie i bynajmniej nie
jest to sytuacja awaryjna. Wynika to z ksztaltu
kól, które "obejmuja" szyne z boku. Najnizej
polozony punkt D kola obraca sie z predkoscia
liniowa wieksza od predkosci pociagu, a wiec jego
wypadkowa predkosc skierowana jest przeciwnie
do kierunku ruchu pociagu.

w ukladzie pasazeraw ukladzie torów

Pasazer siedzacy w pedzacym ze stala predkoscia
pociagu uwaza za zupelnie oczywiste, ze
otaczajace go elementy tego pociagu znajduja sie
wzgledem niego w spoczynku. A czy potraficie
wskazac takie czesci tego pociagu (jego punkty),
które poruszaja sie wzgledem pasazera i to
z predkoscia równa predkosci pociagu mierzonej
w ukladzie torów. Oczywiscie! Te punkty ,
znajduja sie na kolach pociagu (na rysunku
punkty A i G). Biora one udzial w dwóch
ruchach: obrotowym i postepowy'm.
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To byla ciekawostka dla podrózujacych pociagiem,
a teraz cos dla uczestników podrózy kosmicznych,
w szczególnosci tej wielkiej wyprawy dookola
Slonca, w której wszyscy uczestniczymy. Czy
wiecie, ze noca podrózujemy szybciej niz w ciagu
dnia? .

pOlUdnie

dzien

orbita Ziemi'

noc'

poTnoc

Po orbicie wokólslonecznej poruszamy sie
z predkoscia srednia okolo 30 km/s, ale \,
równoczesnie bierzemy udzial w ruchu wokól
osi naszej planety. Ziemia wykonuje jeden obrót
w czasie 23 h 56 min, a wiec w tym ruchu punkty
na równiku obracaja sie z predkoscia okolo
0,5 km/s.

W poludnie predkosci obu tych ruchów odejmuja
sie, a o pólnocy dodaj,a. Wahania predkosci .
miedzy srodkiem dnia a srodkiem nocy wynosza
wiec na równiku okolo 1 km/s, co stanowi
okolo 3,3 %. W Polsce róznica ta jest mniejsza
- trzeba ja pomnozyc przez okolo 0,6 (= cos52°),
a na biegunach w ogóle nie istnieje. Moze dzieki
temu zyje sie tam spokojniej i spi lepiej?

Mala Delte przygotowala Lidia GOETTIG
-"-, 1

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

I\.ORESPONDEA'\ CY.T 1'\' ~ LUB FIZYKÓW

Drodzy Czlonkowie i Sympatycy Klubu!

Postanowilismy wprowadzic punktacje i nagrody za najlepiej

rozwiazane problemy postawione przed Wami w kolejnych
wydaniach Klubu, Odtad co miesiac bedziemy przyznawali

nagrode ksiazkowa dla autora najciekawiej opracowanego

rozwiazania postawionych zagadnien. A oto nowa seria

propozycJ':

1. Wiadomo, ze jesli wychylenia wahadla. matematycznego
(w praktyce wahadlem matematycznym moze byc ciezarek
zawieszony na precie) sa niewielkie, to okres wahan nie
zalezy od amplitudy wychylen. Mówimy o izochronizmie
wahadla. matematycznego. W szkole wyprowadza sie wzór
na okres wahan T:

T = 27ry'lfi"
gdzie l jest dlugoscia wahadla., a g przyspieszeniem
ziemskim. Jest to wzór przyblizony. Pro"ponuje zbadanie
odstepstw od tego wzoru dla duzych katów wychylen,

. bliskich nawet 180°. Jezeli zauwazysz odstepstwa, musisz
sie upewnic, ze nie jest to wynik przypadkowego bledu
pomiaru. Wyniki przedstaw w postaci wykresu zaleznosci
okresu wahan od amplitudy. Postaraj sie, ocenic blad
pomiaru i nanies na wykres.

2. Spróbuj powtórzyc doswiadczenie Foucaulta wykazujace
w warunkach laboratoryjnych obrót Ziemi. Doswiadczenie
to wymaga pomieszczenia, w którym mozna zawiesic
kilkumetrowej dlugosci wahadlo. Im dluzsze, tym
lepsze. platego najlepiej wykonac je w szkole pod
opieka nauczyciela fizyki (np. na klatce schodowej) lub
w bezwietrzny dzien zawieszajac wahadlo na 'drzewie.

9

Wprawiamy wahadlo w ruch. Zaznaczamy plaszczyzne, w
której odbywaja sie wahania i notujemy czas. Co 15 minut
zaznaczamy plaszczyzne wahan. Na pod;tawie pomiarów
mozemy wyznaczyc predkosc katowa obrotu Ziemi.
Uwaga! Przy wyznaczaniu predkosci katowej nie
zapominajmy, ze nie mieszkamy na biegunie.

3. Popatrzcie na rysunek sciany wylozonej czarnymi
i bialymi kafelkami. Czy proste rozdzielajace poszczególne
szeregi kafelków sa równolegle? Potwierdz swoje
spostrzezenie pomiarami. Czy jest ~aki 'kat patrzenia
na rysunel-;, aby wyniki pomiarów i obserwacji wizualnej
byly zgodne?

Redaguje doc. 'dr Tomasz HOFMOKL

Listy prosimy przesylac pod adresem:

Korespondencyjny Klub Fizyków,

Wydzial Fizyki Un~wersytetu Warszawskiego, ul. Hoza. 69,
00-681 Warszawa.



Rachunkowa archeologia
Prowadzenie dlugich i zmudnych rachunków
jest w wielu dyscyplinach ludzkiej dzia1alnosci
koniecznoscia. Nic wiec dziwnego, ze "od zawsze"
starano sie czynnosci te .uproscic, tak dla skróc"lnia
potrzebnego na ich wykonanie czasu, jak i dla
zminimalizowania popelnianych przy tym bledów.
Z jednej strony starano sie budow'!-Cprzyrzady
"rachujace", z drugiej - tworzono przepisy, algorytmy
ulatwiajace rachunki.

Najprostsze algorytmy to znane (mam nadzieje) ze
szkoly przepisy pisemnego dodawania i mnozenia. To
wlasnie te przepisy zdecydowaly o upowszechnieniu
sie w Europie juz od XIV wieku liczb arabskich, do
których te przepisy sa dostosowane, i praktyczne
wyeliminowanie przez nie liczb rzymskich w ksiegach
kupieckich i pracach naukowych do konca XV wieku.
OczywiSCie, Ul.yw<-\ll1e ('yfr ~\.ra.b~kl(·h l'yh) w '-:i'.'lsach wO.lf'n.

krzyzowych c1.ynu( w rodz:'lju ulc~~ania. wrogiej propagandzie
Wydane w 1299 roku :d.atnty Arte dd rttm.l,,:(- zHkazuja. ui.ywa.ni'l
cyfr arahskie}- w lokunl(~ntach ha.nJ.lowych 8por7.~\d?,onr
z kh uuzialeul dokulncllty llie 111<-ljazadncj mocy praWIl<:'J.
Pnr.eglaclaja( ksha;-i r:t(:hunkow(. l...feJicich :r.najdujt~nlY <;yfry

arabski •• w tel<.scic "l'"oWYl1l w 1406 )'oku Od roku 1439
zaczynaja ant' wystepowo'" w kolumnach r6znych ks'iag. 00 foku
1482 wc wszY8tkid. ksiegach prócz jednej (dh wl,<or. fi>kalnych)
lH\jUZ <'yfry arahskie. Ostatecznip. ryfty u1,ynls1de znik:'tj~., ? ksia~
rachunkowych Mcdickh ". 1494 ",ku.

Nietrudno zauwazyc, ze przepis na dodawanie
umozliwia dodanie równoczesnie wielu liczh (w tak
zwanym slupku), podczas gdy przepis na mnozenie

umozliwia pomnozenie tylko 4wóch. Usuniecie tejniewygody bylo przedmiotem najsilniejszego ataku
rachmistrzów XVI wieku.

Warto W1-3pollJ.nier o luetod:l,ir> wykouywa.nia wic.·lu uod'1.wan
i odejulowan w jcdnyul Sblpku. PfJl("~~J\'lo to Ha <..l;r,if·leniu lic7by

dziesi.;:tnej na c~("he i ln:lut)se. <:z;yli na to Co d~is nazyw~Llny

cz~scia ralkowit4 (dodatnia \ni> ujemna) i ".•.eszle" (""wsze
nieujelllua, lillliejsz,\ od l). Dla licr.hy doda.tniej ,."pi8 taki j<-st '
y,wy_klynl zapiscul d1.i€'si~t.nytn. Dla. Jjt>zhY l1j~m'llej je;it inac7,t'j.
Np.' -2,7892 = 3,,2108 'w teu sp o' 6h ""hIllIpk'

2,78·19 - 3,4752 + 11..82 - 1,234

mozna bylo wyk.onac w "Iupkn
2,7849
4,5248

11,8200
2. 7660

9,/89&7-

Zaczeto od tego, ze próbowano, nawet w przypadku
mnozenia dwóch liczb, zastapic je dodawaniem.
Pierwsza z dosc rozpowszechnionych metod bylo

uzycie tablic kwadratów. ~amy mianowicie
a·b = ((a+b)2 - (a-b)2)/4 .

A oto zastosowanie:

284.391"=(6752 - 1072)/4 = (455625 - 11449)/4 =

=444176/4 = 111044.
Choc komus mogloby sie zdawac, ze metoda ta
komplikuje rzeczy proste, to jednak XVI-wieczni
rachmistrze uwazali ja za szybsza i pewniejsza.
Oczywiscie, nie w przypadku tak prostych i "krótkich"
liczb jak w podanym przykladzie, choc i takie rachunki
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"dla porzadku" tak przeprowadzano. Wazna rzecza
bylo tu posiadanie duzych tablic kwadratów, ale
pod koniec XVI wieku kazdy szanujacy sie osrodek
naukowy dysponowal tablicami kwadratów do 100000,
co u~ozliwialo mnozenie liczb pieciocyfrowych.

Spostrzezenie, ze mnozenie wykonuje sie tak samo dla
liczb o róznie umieszczonych przecinkach, a przecinek
nalezy na zakonczenie wstawic w odpowiednie
miejsce, pozwalalo zarówno gprowadzic mnozenie
dowolnych liczb do mnozenia liczb calkowitych, jak
i przeciwnie - do mnozenia ulamków wlasciwych,
czyli liczb mniejszych od jednosci. To ostatnie
nasunelo pomysl wykorzystania do mnozenia tablic
trygonometrycznych. Np.

'cos a . cos f3 = (cos(a + (3) + cos(a - (3))/2.

W podanym poprzednio przykladzie bedzie to:
284· 391 ~ 1000000· cos 73030' . cos 66°59' =

= 1000000· (cos 140°29' + cos 6° 31')/2 ~

~ 1000000· (-0,7714 + 0,9936)/2 =

= 1000000· (0,2222)/2 = 111100.

To, ze wynik jest przyblizony, wzielo sie stad, iz dane
sa wziete ze szkolnych tablic czterocyfrowych. A np.
w 1613 r. Pitiscus wydal tablice pietnastocyfrowe.
Przy ich uzyciu wyszloby "jak obszyl", mimo ze
rachunek jest przyblizony niejako z zalozenia.

Istnienie takich tablic jest zreszta dowodem na to,
ze faktycznie w takich celach byly uzywane - w zadnej
sytuacji geometry~znej pietnastocyfrowa dokladnosc
nie moze miec zastosowania.

I wreszcie, na przelomie XVI i XVII wieku wymyslono
to, co zasluzylo sie ludzkosci w ciagu 3,5 wieku
tak bardzo, ze komputery dlugo jeszcze beda
musialy pracowac, by sie zasluzyc podobnie. Chodzi
mianowicie o logarytmy, czyli funkcje ~pelniajace
warunek

J(x . y) = J(x) + J(y).

Funkcja taka po prostu zamienia mnozenie
na dodawanie, a wiec umozliwia mnozenie wielu
czynników.
P o•..:7.atk()wo logaryt.luy byly to dwa ci(\I~j g-:olu('tryczl1Y

i a.ryhll(·tY(l.l1Y. Aby !>0111JJOZY( dwie liczhy, ln.lt'l,:do 7,ual(·zc
j(> wsr6i wyra7.6w ri-i\gU geonu·LrYLzn(>j?;'o. douac wyrC\7.Y ciagu

arytluetyc7,nego o ty('h 'wlasnie nUlIH:rCt('h, odnalcf.c ~Ulll~ WSl'1d
wYl'ct7.6w ci<.\g:uarytnlet y("z.ne~o i. jako ilO(,ZYll, w:r.i~c wyra,?,
~:ia'":Ell gC'oll}(>trYCz.n( go 0_ takiul saulynl 1l\1l1H:TZf-'.
{)cl,ywi~nt. ahy pr7.yblL·.f~nia lli,e hyly zhyt. grul C'. oha riM,(!"l
nlusialy byc do~c ~<;.~t('. (~h(ac tBkie otr;,Yluac S7.wr1..kar .Tost
Biil'gi, p1.C'l'WS7.y StOsl1J:''''):'' tt; luetod<;, potep;owal- l + n. 0001.
.('0 {jak latwo 1.auwn:i.yf.J sprow;'\.dz<l sie ,.lo (lodawnuia liczb
..pIZt'l'>lll1ietych" .

an+1 = a" + 10-·an
KokJlIY rachmietrz szkocki arystokrata John N ••per INapi"I).
P0t<;g(.wal 1 - 0.0000001, co zuów sprl)wad1.cl. Sif~do ()d('j1l.'W'llli~_l

liczh prr.('sunietych;

(,n,+1 =: b'fL - 10 ~7bfl'

Jak wi<lal. UZYW::lIV...•zarówno logal'ytIn6w r():'\n~\('y 11pak
n~y <lzisiaj), jak t("1. Jnal(·j~_"\cych. Wida:t wi<;c WYl -l.zHif:', 1.('

pc (zatkowo logarytmy nic mialy wiele w"pólnefo (a "'0".'' J••,lllak
·l)ia.l~rJ z 0pi:-\anC\ ·W tek~kif~ fUJ!k<.:ja



Powazne skutki niepowaznej zmiany

Wartosci wlasne (zespolone) macierzy zaburzonej sa odlegle od n-krotnej
wartosci wlasnej macierzy A, to znaczy od liczby 1, o e-!:. Dla np. n = 10

i e = 10-10 wartosci wlasne róznia sie o 1~.

M.K

J. R.

O O O

O O O

o O O

O O O

10,095266 145 ± o, 643 500904 i
11,793633881 ± 1,652329728 i
13,992358 137 ± 2,518830070 i
16,730737466 ± 2,812624894 i
19,50243'9400 ± 1,940330347 i

1 1 O
011

PO)liewaz dodawanie oucinków g('oul~tryczllH> odpowia.d.:\
przesunieciu, wi(~c jesli ua dwóch dC:;wI.'7.kach zaZIU'te"zyn:,.y ska.le
logarytmiczna. to przesuwajac je 'ak. hy nad 1 jeunej skali
znalazla si~ lic4ba a drugiej ..,kali. nad Hel,h,,\ b pi~l'wszej skali
zobaczYluy na drugiej skali li('zh(~ (t. b.

Tego pl'ostef?;'o wyualazkll u'Jkonal w 1G20 roku Edlnund Giintcl'.
Suwak logarytmiczny by} w uzy~iu jeszcze do niedawna'
20 lat teulU wielu inzyniel"ów tnnol,yl/) sl1waki{'lU :-;zybcicj
niz ich koledzy Z3. POUl<,ca ka-lkulat.ora (wYllik zua.li. 7,~\.lliIl1

..konkulencja." zdazyla l~a,ci~naC: W;-;?ystk~" p()trzehlH' klawi~:u ..)

Wazne natomiast jest spostrzezenie, ze logarytmy, o
których na poczatku XIX wieku Laplace powiedzial:
Wynalazek logarytmów skraca czas pracy z miesiecy
do dni) doslownie podwaja zycie astronomów) sa dla
mlodego pokolenia równie egzotyczna skamielina,
jak dla ich starszych kolegów podane wczesniej,
poprzedzajace logarytmy, pomysly usprawnienia
rachunków.

Ciekawe, czy upowszechnienie komputerów spowoduje,
ze i na tabliczke mnozenia bedziemy patrzyli jak
na wykopalisko. A jesli tak, to kiedy?

O O O

O O O

A=

Z podobnym problemem spotykamy sie znajdujac wartosci wlasne macierzy
A i A + eB wymiaru n X n, gdzie:

1 O O O O 01 [O o. O O O 1

1 1 O O O O O O O O O O, .

O 1 1 ... O O O O O O ... O O O
B=

Zdarza sie czasem, ze drobna zmiana danych bardzo zmienia wynik.
Na przyklad odejmijmy od wielomianu

w(x) = (x - l)(x - 2) ... (x - 19)(x - 20),
wydawaloby sie, niezauwazalna poprawke 2-23x19. Oto pierwiastki
poprawionego wielomianu.

1, 000 000 000
2, 000 000 000
3, 000 000 000
4,000000000
4, 999 999 928

- 6, 000006944
6,999697234
8,007267603
8,917 250249

.20,846908101

Pojawilo sie 5 par pi~rwiastków zespolonych o du~ej czesci urojonej, a czesc
rzeczywista nowych pierwiastków tez znacznie rózni sie od pierwiastków
pierwotnego wielomianu.

NiE tirAp2AJ~
S tEr . WA·Nl f?-A ~

ClH(/fJUA JV>M f(J­
TcP-c>wE ZA

Pl ETR-tJSLKf( ­

/VlAUEJ eWA 16.

Stosujac logarytmy do poprzedniego przykladu
(Nlog oznacza funkcje odwrotna do log) mamy:

284·391 =Nlog(log 284 + log 391) ~

~Nlog(2, 4533 + 2,5922) =

=Nlog(5, 0455) ~ 111050

(te same tablice, tez jest blad). Czternastocyfrowe
tablice takich logarytmów wydal (czesciowo) Henry
Briggs w 1624 roku, a uzupelnil je Ezechiel de Decker
w 1627 roku.

Podobnie inna historia jest np. sposób korzystania
z tablic logarytmów (ktos, kto skonczyl szkole mniej
niz 20 lat temu, mialby zapewne klopoty z odkryciem,
skad w logarytmach 284 i 391 wziely sie na poczatku
dwójki).
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FiZYCZnE nOWInHl Obliczanie 7i

tak wiec

Gauss wykazal, ze

i drugiego rodzaju

k' = V1=k2.gdzieI(k')
2 agm(k)'

Dla calek drugiego rodzaju mamy równiez

J(k') = I(k') (1- ~(C5 + 2cr + 4c~ + ... + 2nc~ + ... ))
Trzeba jeszcze znac wzór Legend~e'a

J(k)I(k') + J(k')I(k) - I(k)I(k') = ~2

, 11'/2J (k) = VI - k2 sin t dt.
o "

l' /2 dt

I(k) = i y'l- k2 sin t

Przez ponad 250 lat obliczano kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego 'lr

korzystajac z rozwiniecia funkcji arctg w szereg 'Taylora
. 111 1

'arctg (x) = 1- - + - - - + - - ..., x2 x4 x6 x8

i róznych wzo~ów wyrazajacych 'lr za pomoca arkusa tangensa, np.:
1 1

'lr = 16 arctg - - 4 arctg-,,5 239
111 /

7r = 24 arctg - + 8 arctg - + 4 arctg -2 9'4 57 3
Tego ostatniego wzoru uzyto w roku 1961, gdy obliczono 100000 cyfr 7r.

Wymagalo to wykonania 105000 dzialan z dokladnoscia, z jaka ch~ielismy
'lr obliczyc. Czas wykonywania jednego dzialania z dokladnoscia n cyfr jest
proporcjonalny do n . log n . log log n, tak wiec zmniejszenie liczby dzi~lan
jest sprawa bardzo istotna. Nowe algorytmy pozwalaja. obliczyc 7r z ta
sama dokladnoscia przy uzyci~ tylko 112 dzialan. Jakiez to nowe odkrycie
matematyczne spowodowalo te rewolucje? Sa to po prostu wzory dotycza.ce
calek eliptycznych pochodzace z ... poczatku XIX wIeku. Z ich pomoca w roku
1975 Salamin i Brent (niezaleznie od siebiel) znalezli nowe wzory na 'lr.

Jeszcze Gauss rozpatrywal tak zwa~a srednia arytmetyczno-geometryczna. Dla
O k 1 ... 1 b k Un-l +bn- l b V b dl< < przYJmIJmyao = , 0= , oraz an = 2 ' n = an-1 n-l a
n = 1, ... Srednia arytmetyczno-geometryczna liczb 1 i k (agm(k)) ~azywamy
wspólna granice ciagów (an) i (bn), Dlaczego ta wspólna granica istnieje? Ciag
(an) jest malejacy (srednia arytmetyczna jest nie mniejsza niz geometryczna),
ciag (bn) rosnacy, ponadto bn :S an (nierównosc miedzy srednia arytmetyczna
i geometryczna). Tak wiec oba ciagi maja granice. Oznaczmy ot = lim an,
/3 = lim bn• Przechodzac w równosci an = an-l tbn-1 do granicy otrzymujemy

a = "1P, skad a = /3.

Oba ciagi sa zbiezne bardzo szybko.

Oznaczmy Co = V1=k2, Cn+1 = Han - bn). Mamy

( )2

2 2 an + bn

an+1 - bn+1 = 2 - anbn =

Wzory, z których korzystali Brent i Salamin, dotycza calek eliptycznych
pierwszego rodzaju:

b (an-bn)2 l' c~
an+1 - n+l = ( )' czy I Cn+I :S --4 an+1 + bn+1 4an+l

A zatem blad w (n + l)-szym kroku jest mniej wiecej kwadratem bledu z n-tego
kroku.

Spektroskopia jonów schwytanych
W róznego rodzaju pulapkach
mag.netycznych, elektrycznych
i laserowych umozliwila ostatnio
zaobserwowanie bardzo interesuj acych
efektów uporzadkowania sie jonów
w symetryczne struktury przestrzenne.
Jony w pulapkach moga byc
clllodzone za pomoca odpowiednio
dostrojonej wiazki laserowej (patrz
Fizyczne nowinki - Mrozone atomy,
ilelta 3/1989). W obszarze temperatur
milikelwinowych oddzialywania
elektrostatyczne miedzy jonami sa
porównywalne co do rzedu wielko~ci
z ich energia termiczna i r07.poczyna
sie uporzadkowanie ukladu. Zjawisko
to jest dobra analogia procesu
krystali1lacji cial stalych przy obnizaniu
temperatury. Ostatnio opublikowano
caly szereg zdjec tak uporzadkowanych
ukladów. Grupa fizyków z Instytutu
Optyki Kwantowej Maxa Plancka
(RF~) pokazala istotna róznice miedzy
~wieceniem (poszerzonym przez efekt
Dopplera) beziadnej "chmury" kilku
jonów magnezu, zn~jdujacych sie
w pulapce elektrostatycznej, a ostra
linia §wiecenia tych samych jonów
po ich uporzadkowaniu. Zmiana
ezestotliwotl'ci chlodzacego, lasera lub
parametr6w pola tworzacego pulapke
umozliwiala wielokrotne "skraplanie"
i "krystalizacje" owej grupy jonów.
Przedstawiony na tatl'mie wideo proces
"krystalizacji" przebiegal w czasie
miedzy kolejnymi klatkami filmu
(tzn. krótszym niz 40 ms). Odleglosc
jonów w "sieci" wynosila okolo 20 JJ,m.
Z kolei grupa fizyków z National
Bureau of Standards (USA) badala
"pseudoIl!.olekuly" zbudowane z malej
liczby jonów rteci schlodzonych do
8 mK wyznaczajac nawet energie
drgali takich ukladów, Wieksze ilosci
jonów (setki i tysiace) moga byc
trzymane w pulapkach magnetycznych.
Grupa amerykanska chlodzila w takiej
pulapce jony berylu. Stwierdz~no,
ze schlodzone jony tworza kolejne
powloki. Przy 20 jonach w pulapce
powstawala tylko jedna powloka, przy
15 000 jonów - sz"snatl'cie powl';k. Jony
moga dotl'c latwo poruszac sie wewnatrz
powloki (z szybkotl'cia rzedu 1 mm/s),
ale rzadko zmieniaja zajmowane
powloki. Struktura taka przypomina
ciekly krysztal zwany smektykiem.
Teoretycznie przewidywano sferyczny
ksztalt powlok. Eksperyment wykazal.
ze moga one równiez przybierac
postac cylindryczna, co nie jest
jeszcze wyjasnione. Przy dalszym
schladzaniu jonów równiei, wewnatrz
danej powloki pojawia sie dodatkowe
uporzadkowanie. Nalezy sadzic,
ze wraz z udoskonaleniem metod
eksperyment,alnych chwytania
i chlodzenia jon6w rno,;,emy spodziewac
sie jeszcze wielu ciekawych r!,zultat6w.

Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL

I'~'ORZAUKO\V \ ~F~JONy
W PlLAPKACJl
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1f'n =

Wsród pierwszych 10 000 000 cyfr
rozwiniecia dziesietnego 1r poszczególne
cyfry wystepuja nastepujaca liczbe
razy: 999440, 999333, l 000306,
999964, 1001093, 1000466, 999337,
1000207:, 999814, 1000040.

Dzielac pierwsze 10 000 000 cyfr ".
na 2 000 000 "rak pokerowych"
otrzymujemy: 604976 rak bez pary
(teoretyczna liczb? takich rak ­
604800), 1007151 rak z jedna para
(1008000),216520 z dwiema parami
(216000), 144375 z trójka (144000),
17891 z fulem (18000), 8887'z kareta
(9000),200 z pokerem (200).

~.

__ c'J

••
Rozwiazanie zadani •• M 553.
()znaczluy pr7,(,1,l\ir H(,,7,b{'

blc,oów w tekscie l zalM.my 7." •
pi~rw87,y korckttn wykrywa bl<VI
7. prawdopodoLH"llstweni Pi a. drugi

r Zat('tll S1.C:U1Sa , 7,('obaj wykryja
dany blad, WYIH1lll p r ?vJa.nlY wi~c
do <:zynit;nia. z trz("nlc\ H' heuH\.tanli
Bernolllli~go. Net 1110CYprawa wIelkich
liczb Jnci.na 8ie spod7,kwac' 7,C Ii(,2:b~l.

gukrn.;6w w $c1l(~rll.ld(" nt'rHoullie~o
Pl''I,y du.tcj li('zhil~ prób l,.~d?,1f1 Lli::-:ka.
sw"jej sreduit'j. o.yh NI' C-3 ·11,0.
Nr ~ 300, N1)Y ~ 't[)O. ·•.ita(l

Nr Nr 4&0 300
N - - .-.-- ""! -~-- == 5-10.

Npr 250

Tek.t za.wiera okolo ·Solt, hl,;dów.

~esli wezmiemy k = k' = -jz, to z powyzszych trzech wzorów latwo wyprowadzic,
ze

2 (agm (~)r1f'= .00

1- L:: 2ie~
i=O 3

Zastepujac srednia przez an+1 i biorac w mianowniku n-ta sume czesciowa
otrzymujemy przyblizenia

,.
1- L:: 2ie;

i=O

Dosc elementarne, acz nieco dlugie rachunki pokazuja., iz

1f'2 2n+4e _".2",+1
0< 1f' - 1l'n < ------

, (agm (~))

Przy algorytmie Salamina i Brenta liczba dzialan potrzebna do obliczenia 1f'

z dokladnoscia do w-n jest proporcjonalna do log n, a nie jak w poprzednich
metodach do n. Tak wiec czas potrzebny do obliczenia 1f' z taka dokladnoscia
maleje z n2 . log n . log log n do n· (log n)2 . log log n. Zwazywszy,
ze tylko czas wypisania n cyfr jest proporcjonalny do n, algorytm
powyzszy jest dosyc bliski algorytmowi optymalnemu. Pózniej powstaly
algorytmy jeszcze nieco szybsze, ale glówny przelom to wykorzystanieI
przez Salamina i Brenta starych dziewietnastowiecznych wzorów.

J. R.

':lntrz W niebo

Okolo 1650 r. wloski astronom Giovanni Riccioli zauwazyl, ze Mizar - \ Wielkiej
Niedzwfedzicy - to dwie bardzo bliskie siebie gwiazdy. W nastepnych latach. inni
obserwatorzy zauwazyli podwójnosc 'Y Barana, Q Blizniat, 'Y Panny i innych. Pytanie
tylko, co to jest gwiazda podwójna. Jak blisko siebie musza znalezc sie dwie gwiazdy,
aby ich uklad okreslic jako gwiazde podwójna? Intuicja podpowiada, ze uklad taki
stanowia gwiazdy lezace "podejrzanie" blisko siebie. W 1767 r. Anglik John Michell
pierwszy zasugerowal, ze gwiazdy widziane jako podwójne sa w istocie ukladami
dwóch skladników zwiazanych fizycznie. Jego zdaniem dowodzila tego liczba gwiazd
podwójnych znacznie wieksza od ich liczby oczekiwanej przy losowym rozkladzie
gwiazd na niebie.

Wkrótce pojawily sie lepsze dowody fizycznej wiezi skladników gwiazd podwójnych.
W 1798 r. T. Hornsby stwierdzil, ze oba skladniki Kastora (Q Blizniat) maja ten sam
ruch na niebie, a piec lat pózniej William Herschel sprawe rozstrzygnal. Dysponujac
mianowicie kilkudziesiecioletnimi obserwacjami kilku gwiazd podwójnych zauwazyl,
ze ruch wzgledny ich skladników mozna wytlumaczyc tylko przyjmujac ich wzajemny
obieg. Jeszcze pózniej dalo sie stwierdzic, ze obieg ten jest zgodny z prawami Keplera,
a wiec i z prawem grawitacji - stalo sie to pierwszym dowodem, ze newtonowskiemu
prawu grawitacji podlegaja tez odlegle ciala niebieskie.

Oczywiscie, niektóre z gwiazd podwójnych okazaly sie tez sk;utkiem przypadkowego
ustawienia sie niemal na jednej prostej z Ziemia dwóch gwiazd nie majacych ze soba
nic wspólnego. Sa to tzw. gwiazdy optycznie podwójne. Kazdy "oprzyrzadowany"
obserwator nieba przyzna, .ze az trudno uwierzyc, iz nie sa to uklady fizycznie
podwójne. Najbardziej chyba znana taka gwiazda jest fi Herkulesa. Jej skladniki maja
jasnosc 3,1 i 8,2 mag. W odleglosci 9" znajdowaly sie one okolo 1960 r. i teraz para
ta rozdziela sie. W rzeczywistosci skladnik jasniejszy odlegly jest od nas o 30 pc,
a slabszy o 40 pc.' Inna gwiazda optycznie podwójna jest", Herkulesa, a jej skladniki
leza o 100 i 200 pc od nas. Jeszcze inne to np. o Smoka, t/J5 Woznicy, fi Labedzia
(Albireo). Ta ostatnia sk~ada sie z gwiazd odleglych katowo o 0:5, o dosc zblizonych
jasnosciach (3,1 i 5,1 mag), za to bardzo rózniacych sie odleglosciach od nas (o kilkaset
lat swietlnych) i barwach (jedna zólta, druga niebieska), co pieknie widac w niewielkiej
nawet lunecie.

dr Tomas~ KWAS T
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Dowiesc, ze ilora.z

Klub 44

Termin nadsylania rozwia •.an:
30 XI 1989

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 183 (WT=3,27), 184 (WT=2,55),

185 (WT=1,79) i 186 (WT=2,65)
z numerów l i 2/1989

Ka.zhnief'Z Serbin - Sa.nok 42,72 pkt
Jerzy Ma.lopolski - Kra.k6w 4.0,86 pkt
Andrzej Krzys'Ltofowicz - Gda.nsk 39.01 pkt
Oa.riusz Ryba.cki - Kra.fnik 38,49 pkt
Andrzej Szymcza.k - Gda.J\sk 37,73 pkt
Krzysztof Za.wisla.wski - Wa.rsza.wa. 37,09 pkt
Henryk Ka.sprza.k ~ Za.ry 37,02 pkt

!=44

Liga zadaniowa Wydzialu Matemat,yki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu \Varszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsyla.c rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kOlka miesiaca
n + 2. Szkice rozwiazall zalnies7.czaluy w nUluerze n + 4. Mozna nadsylac::! rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kal'tce), mozna to l'obic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadali z niatematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N -, liczbe os6b, kt6l'e nadeslaly rozwia •.a.nie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punkt6w otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzenil,l 44 punktów, w dowolnym czasie i w kt6l'ejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana,
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1989.

Zadania z matematyki ur 195, 196

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

195. Dwie identyczne talie po n' kart stasowano razem. Przyjmujemy, ze wszystkie
uklady (permuta.cje) sa jednakowo pra.wdopodobne. Odkrywamy karty po jednej az
do chwili, giiy wsród odkrytych kart znajda. sie dwie identycznej wówczas przerywamy
odkrywanie. Obliczyc wartosc oczekiwana liczby kart, które zostana. odkryte.
Uwaga. Wynik nalezy podac w mozliwi~ zwiezlej postaci (bez symboli L, "...",
procedur rekurencyjnych; dopuszczalne symbole: silnia, symbol Newtona, najprostsze
dzialania, standardowe funkcje elemen tarne).

196. Dla dowolnego punktu P leza.cego wewnatrz trójkata ostroka.tnego ABC
oznaczmy przez Pl, Pz, P3 rzuty tego punktu odpowiednio na boki AB, BC, CA.

I APrI + I BPzl + ICP31

I P Prl + IP Pzl + I P P3 r
jest wielkoscia stala (gdy P przebiega wnetrze trójkata) wtedy i tylko wtedy, gdy
trójkat ABC jest równoboczny.

Zadanie 196 zaproponowal pan Krzysztof Hryniewiecki z Bialegostoku.

Rozwiazania zadan z matem~tyki z numeru 5/1989

dla x,y > O

Przypominamy tresc zadan:
191. Wyznaczyc liczbe permutacji (Xl, ... , X30) zbioru
{l, ... ,30} spelniajacych warunki:

Xi-2 < Xi dla 3 ~ i ~30, Xi-3 < Xi dla 4 ~ i ~30.

191. Permutacje (Xl, ... , xn) zbioru {l, ... , n} (gdzie
n. ~ 4) nazwie.my dopuszczalna., jesli' spelnIa warunki:

(1) X, -2 < Xi dla 3 ::; l ::; n, X,-3 < x. dla 4 ::; i ::;n.
(Przyjmujemy, ze dla n = 3 permutacje dopuszczalne sa
okreslone przez sam tylko pierwszy warunek, a dlan ::; 2
\yszystkie permuta.cje sa dopuszczalne.)
Wykazemy, ze jezeli (Xl"" ,Xn) jest permutacja
dopuszczalna. zbioru {l, ... , n}, n ~ 3, to

(2) Xk < Xn dla k < n-l.

Uzasadnienie wynika z (1):
jesli n - k parzyste, to Xk < Xk+Z < Xk+4 < ... < Xn ;

jesli n - k nieparzyste ~ 3, to Xk < Xk+3 < Xk+5 < ... < Xn •

Wobec (2), Xk -:I n dla k < n -1, a wiec n E {Xn-l, xn}. Sa.
dwie mozliwosci:

1° n = Xn; wtedy (Xl, ... ,Xn-r) moze byc dowolna
dopuszczalna. permutacja zbioru {l, ... , n-l}.
2° n = Xn-l; wtedy, zgodnie z (2),
Xn = max{xk : k -:I n - l} = n -1, zas (Xl, ... , Xn-Z) moze

b~c dowolna dopuszczalna permutacja zbioru {l, ... , n - 2}.
Oznaczmy przez dn liczbe dopuszczalnych permutacji
zbioru {l, .... n}. Z 1° i 2° wynika zaleznosc rekurencyjna
dn = dn-l + dn-Z. Przy tym dl = 1, dz = 2. Liczby dn '

sa wiec kolejnymi wyrazami ciagu Fibonacciego. Stosujac
otrzymana zaleznosc rekurencyjna. bez trudu znajdujemy
d30 = 1 346 269.
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192. Dowiesc, ze dla a, b, e > O jest

a3 b3 e3 a + I) + e

, + ab + b2 + b2 + be + e2 + e2 + ea + a2 ~

192. Oznaczmy:
X3

f(x, y) =

i zauwazmy, ze

XZ _ xy + yZ

f(x,y) + f(y, x) =(x + y) XZ + xy + yZ

, (x + y)Z + 3(x _ y)Z > X + y ,
=(x + y) 3(x + y)2 + (x - y)2 - 3

podczas gdy

f(x,y)-f(y,x)=X-Y.

Rozwazana w zadaniu suma równa sie

s = j(a,b) + Jeb, c) + j(c,a).
Przyjmijmy ponadto

S' = f(b, a) + j(c, b) + f(a, c).

Z wyprowadzonych tozsamosci otrzymujemy

S s, > a + b b + c c + a 2 ( b )+ --+--+--=-a+ +c
- 3 3 3 3

oraz

S - S' = (a - b) + (b - c) + (c - a) = o.
A wobec tego

S~a+b+c



Zadania z fizyki nr 93, 94

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

93. Trzy jednakowe cewki o indukcyjnosci L, nawiniete w te sama strone, polaczono
równolegle w taki sposób (rys. 1), ze wspólczynnik indukcji wzajemnej kazdej pary tych
cewek jest jednakowy i wynosi M. Jaka jest indukcyjnosc zastepcza LAB ukladu tych
cewek?

Rys. l

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwi<\:7,all

zadan 81 (WT=1,65) i 82 (WT=2,47)
z numeru 1/1989

Pa.we. Perkowski - S'l.czecin 4',34 pkt
Roma.n Musia.l - Ka.towice ' •• 00 pkt
Wieslaw Kacprzak - Kra.k6w 43,04 pkt
Piotr Koczyti.ski· - Wa.rsza.wa 38.29 pkt
Dzieriysla.w Lipnia.cki - Luhlill 37,4.9 pkt
Aleksa.nder Sunna. - Myszk6w 35.73 pkt
Jerzy Lip~ows1ri - Elbla.g 34.,95 pkt
Tomasz Wietecha. - Ta.rn6w 32.37 pkt
Ma.du5Z B~ga.cz - Pincz6w 27,66 pkt
Wojciech Peigert - Wrocla.w 25,56 pkt

Panowie Perkowski i Musial staja. sie
c7.lonkaTui Klubu z ntuneranli 13 i 14.

94. Rakieta III stopnia o masie wlasnej M = 4 Mg i poczatkowej masie paliwa
m = 7 Mg rozpoczyna na wysokosci H = 100 km nad powierzchnia Ziemi samodzielny
lot z predkoscia poczatkowa Vo = l km/s w kierunku pionowym ku górze. Przyjmujac,
ze przez caly okres T = 90 s pracy silnika jego sila ciagu F = 100 kN jest stala .
i skierowana pionowo w góre, wyznaczyc zaleznosc predkosci v rakiety oraz jej
wysokosci h od czasu i przedstawic ja w postaci wykresów. Obliczyc maksymalna
wysokosc, na jaka wzniesie sie rakieta. Podac przyjete zalozenia.
Zadanie daje sie rozwiazac analitycznie, ale zachecamy do uzycia metod numerycznych
z wykorzystaniem kalkulatora lub komputera.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1989
Przypominamy tresc zadan:
&9. P 'ostopa,jln~ki('nna 87.aJkt: ( \'\ YSljkf.;s( i li == o Ó lU i ~J~"H.,ko~ri d == 0.4 In Wi(>f:/.iHUY

na. dw6,_h st.alowyrh h'1.k;)(·h lzno Uc:;a<.l~,:,o;ly('hW POZi01Uy('h (Jfwoi.'ach w h('tonow('j sciaui<'
I,a pOU10Ca ULC'KPÓW Z8.ul()c(\wanydl w jt>j g6rny('h IlH.LOl.a.dl. Dla lldtal"!l1ia. pllukt6w styku
lIPlcrów" st.afkl ?J~ scia.n~" stosujeulY cien.kle poukhulki o WSpólcl.ynnikn ta.rcia. (o Hdaul.;) .f l
O ~ fi :<:: 0.75. Jak", w,,,·toC/, fl llald,y d"brac i w któ:Y1ll lL.iejscu Pl'l;ytwi<>rdzic po ..Ikladkl -,hy
Z1rl1ni111a.1iz.ov/at nj('bel.pi.nc7.t'Jist.wo wycja~niGda. h;\.ków '1,P ~d;)..HY prl-e? -"?il.fk~? rn~yjl\lujC"JllY

7.(~srodek ciei.kos{"i szafki pokrywa ~i~ z jej SLldki ••.·Dt ge0Tu('tryrznym. a wspólcz.ynu.k tarci: .•.
~t.ali o betol.l wY1Jo.o;i J"3 =- 0,5. (;7,Y z.astosf)\\'anit' (h),l,d~k(,wy('h hak6w poupi(,l'a.j.\,·ych <lolu'\..
P"1.yscknr, \ kraw.;di ",afki mo/\,I(,by poprawic ,ytuvje?
90~ Czy Ul0Zl'.a ta.k dobrac wilgotn')sc oh czenia (~()WiCt1'1,3.), i §rl'llni<-~ kl'op('l wody, ahy krople
h~ ca.lkowicie zanli('nialy ;-,:~ w PtUG ui<" pohif'l"aj.v .. ci<"p-la z cto<':t.cnia? Na.pi<,;de powjel·;~chlll()WP.

wody wynCtsi (J .:. 7,2 "-10 2 Tiu) 2. cieplo parow:-1.nia \',--)(ly r =.:.. 2.3· lrG .r/kg.

Rysunek 3 przedstawia sily dzialajace na hak. Przy
zalozeniu, ze hak jest dlugi, mamy w przyblizeniu R = -F
(zaniedbujemy tu sily dzialajace na drugi koniec haka,
w rzeczywistosci sily te utrudniaja jego wyciagniecie). Na
to, zeby hak nie wysunal sie z otworu, musi byc spelniony
zwiazek tgo: = TR/NR ~ h. Kat o: powinien wiec byc jak

89. Na rysunku 2 przedstawiono sily dzialajace na
szafke w przypadku, gdy podkladka umieszczona jest
przy dolnej krawedzi szafki. P oznacza sile ciezkosci,
Fi = Ni + T - sile, jaka dziala na szafke ze strony
podkladki (Ni - sila nacisku, T - sila tarcia), F? - sile,
która na szafke dziala hak. W stanie równowagi
wypadkowa sila musi byc równa zeru, z czego wynika

. Q + T = P, Ni = N2 = N. Z warunku znikania momentu
sily dzialajacego na szafke wynikit pona.dto Nh = Qd/2.
Sila tarcia T spelnia nierównosc T ~ hN. Na podstawie
powyzszych zaleznosci znajdujemy warunek na kat 0::

(*) tgo: = N/Q = k/(1- kT/N) ~ k/(1 - kld,

gdzie k = d/(2h).

najmniejszy: Z zaleznosci (*) wynika zatem, ze wartosc sily
tarcia T powinna równiez byc jak najmniejsza. Nalezy wiec
dobrac podkladke o minimalnym wspólczynniku tarcia /t.
Dla f l = O mamy tg o: ~ k = 0,4, czyli zachodzi nierównosc
tg o: < h i hak utrzyma sie w scianie. Natomiast dla
/t = 0,75 bedzie tg o: ~ 0,51 i moze nastapic wyciagniecie
haka. Latwo mozna wykazac, ze umieszczenie podkladki
w innym polozeniu pogorszy sytuacje. Podparcie dolnej
krawedzi szafki, dzieki czemu mogloby nastapic znikniecie

sily Q, byloby~bardzo niekorzystne.

90. Pozytywna odpowiedz na postawione pytanie ma
miejsce wtedy, gdy energia wymagana dla odparowania
pewnej ilosci wody z kropli bedzie mniejsza lub r-ówna
zmianie energii napiecia powierzchniowego zwiazanej
ze zmniejszeniem sie jej srednicy. Energia napiecia
powierzchniowego kulistej kropli o prómieniu Rwynosi
41f'R2(J. Zmniejszenie promienia kropli o D.R «R

powoduje zmiane powierzchni o D.S = 81f'RD.R, co pociaga
za soba zmniejszenie energii napiecia powierzchniowego
o D.En = 87r(JRD.R. Z drugiej strony odpowiednia zmiana
objetosci kropli wynosi D.V = 47rR2D.R, co odpowiada
odparowaniu masy D.m = 47rpR2 D.R i wymaga energii
D.Ep = 47rrpR2 D.R. Warunek D.Ep ~ D.En zachodzi dla
R:S: Ro = 2CT/(rp) = 6.10-11 m. Otrzymana wartosc
Ro jest porównywalna z rozmiarami czasteczek wody,
z czego wynika negatywna odpowiedz na postawione
w zadaniu pytanie. Parowanie wody moze jeszcze odbywac
sie kosztem energii wewnetrznej wody zawartej w kropli,
czyli obnizania sie jej temperatury. Energia ta jest jednak
niewystarczajaca dla odparowania calej wody, a ponadto
obnizenie sie temperatury wody wobec otoczenia musialoby
prowadzic d~ wymiany ciepla z otoczeniem. Wilgotnosc
powietrza ma o tyle' znaczenie, ze przy wilgotnosci
wzglednej 100% efektywnie parowanie wody w ogóle nie
zachodzi.

Rys. 3

d/2
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Rys. 2
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Narysujmy teraz trzy kola o trzech róznych promieniach
i srodkach nie lezacych na jednej prostej. W óW,czasokaze sie,
ze srodki zewnetrzne kazdej pary leza na jednej prostej oraz

kazdy ze srodków zewnetrYfych lezy na jednej prostej z dwoma
srodkami wewnetrznymi, _,

Jesli mamy na plaszczyznie dwa niewspólsrodkowe kola
o róznych promieniach, to latwo wskazac dwa punkty bedace
srodkami jednokladnosci nlikladajacych te kola. Nie trzeba
tlumaczyc, który z nich nazwierrty srodkiem wewnetrznym,
a który zewnetrznym.

Atomy rydbergowskie (tzn. z elekt1:onami w stanach
bardzo wysoko wzbudzonych) sa spotykane nie tylko
w laboratorium (por.-Delta 9/1983), lecz i w' kosmosie. Kilka
lat temu o zaobserwowaniu radiowych 'linii widmowych
pochodzacych od takich atomów doniesli astronomowie,
radzieccy A.A. Konowalenko i L.G. Sodin oraz hinduscy
K.R.Anantharamajah i V. Radhakrishnan. Zaobserwowali oni
absorpcyjne linie radiowe w widmie rozrzedzonego gazu lezacego
gdzies miedzy Ziemia a silnym radiozródlem Cassio'peia A.
Linie te z zakresu 26·-68 MHz pochodza prawdopodobnie od
wegla i powstaja przy przejsciach elektronów miedzy stanami
o glównej liczbie kwantowej ponad 600.

Zgodnosc teorii wzglednosci z doswiadczeniem zostala juz
potwierdzona w niezliczonych eksperymentach, niemniej
jednak nowe jej Vesty sa zawsze mile widziane. W ostatnim
dziesiecioleciu wykonano eksperyment majacy na celu
sprawdzenie, czy "stare" swiatlo wyemitowane z kwazarów
miliardy lat temu porusza sie rzeczywiscie z ta sama predkoscia
co swiatlo "mlode" pochodzace z gwiazd naszej Galaktyki.
Wykorzystano tu zjawisko aberracji swiatla, mianowicie
wektorowego dodawania sie predkosci swiatla i orbitalnej
predkosci Ziemi. Wskutek tego zjawiska zródlo swiatla jest
widoczne w kierunku nieco innym, niz gdyby Ziemia nie
poruszala sie i zmiany tego kierunku w ciagu roku sa dosc latwo
mierzalne. Wieloletnie obserwacje kilku kwazarów i kilku gwiazd
przeprowadzone w Blue Mesa Observatory kolo Las Cruces
(Nowy Meksyk, USA) wykazaly, ze aberracja swiatla wszystkich
tych obiektów jest taka sama. Badacze wnioskuj a, ze predkosc
swiatla jest stala w calym Wszechswiecie i w calym okresie jego
zycia z dokladnoscia do 0,4%.

Ciekly hel ochlodzony do temperatury okolo 2 kelwinów
wykazuje wlasciwosci nadcieklosci - jest nielepki i przeplywa bez
tarcia. Ale przeplyw moze byc tur bule n tny, a jego natura jest
kwantowo-mechaniczna. Np. w wirach ruch atomów okreslaja te
same równania, co ruch elektronów w atomach.

Równa~ie ruchu:

m~ = -mg cos fJ

md'z = -mgL dla ~«Rdt' R '

stad okres T = 21r1f.

W zór na, okres malych drgan
wahadla matematycznego

T = 21r~ sugeruje, ze
zwiekszajac dlugosc wahadla
l mozna dowolnie wydluzyc
okres wahan. Okazuje sie, ze
w warunkach ziemskich nie

mozna jednak przekroczyc
wartosci T = 84,3 min. Jest
to naj dluzszy mozliwy okres
wahan wahadla w poblizu
Ziemi. Takim samym
okresem charakteryzuje sie
ruch punktu materialnego
w fikcyjnym tunelu
przechodzacym przez srodek
Ziemi oraz ruch sputnika
znajdujaCego sie na orbicie
kolowej, bardzo bliskiej
powierzchni Ziemi.

Od dawna znanych jest wiele galaktyk z ,jetami" , czyli
wyrzucaj acych z reguly w przeciwne strony dwa strumienie
materii konczace sie z dala od macierzystej galaktyki
rozci.aglymi radiozródlami. Wsród takich obiektów radiozródlo
3C75, lezace w Wielor.ybie, okazalo sie unikatem. Mianowicie za
pomoca systemu anten znanego pod kryptonimem VLA (Velj,/ •
Large Arrall) stwierdzono, ze macierzysta dla tego radiozródla
olbrzymia galaktyka ma dwa centralne zgeszczenia produkujace
..,;sumie cztery jety, z których dwa oplatuja sie nawzajem.
Cala struktura rozciaga sie na milion lat swietlnych, a od nas
znajduje sie w odleglosci 300 mln lat swietlnych. Moc radiowa
jetów jest wieksza, niz mozna by oczekiwac na podstawie
predkosci strug gazu - na razie nie wiadomo dlaczego.

Ministrowie nauki reprezentujacy 11 krajów europejskich
podpisali projekt wspólnej budowy i ekspolatacji Europejskiego
Osrodka Promieniowania Synchrotronowego. Osrodek powstanie'
w Grenoble na terenie Instytutu'Lauego-Langevina. Budowa
potrwa ok. 6 lat i pochlonie 600 milionów dolarów, a pierwsze
eksperymenty przewidywane sa na 1994 rok. Wiazka o energii
6 GeV pozwoli na'badanie struktury cial stalych. W Japonii
podjeto decyzje o budowie podobnego osrodka, w którym bedzie
mozna uzyskac energie 8 GeV. Koszt budowy oceniany jest na
820 milionów dolarów, a budowa potrwa do 1995 r. W Stanach
Zjednoczonych w Uniwersytecie Kalifornijskim w Berkeley
budowane jest urzadzefiie majac~ osiagnac'energie 2 GeV oraz
planuje sie budowe nowego osrodka o energii 7 GeV wArgonne.

Elipsa ma cztery wierzcholki, to znaczy punkty, gdzie krzywizna
przyjmuje wartosci ekstremalne. Sa to konce dlugiej osi (tu
krzywizna jest najwieksza) i konce krótkiej osi (krzywizna
najmniejsza). Latwo zobaczyc, ze dla dowolnego owalu, to
znaczy plaskiej krzywej gladkiej ograniczajacej obszar wypukly,
istnieja co najmniej dwa punkty ekstremalne krzywizny. Jak
jednak :wykazal matematyk bengalski S. Mukhopadhyaya, dla
dowolnego owalu istnieja co najmniej cztery takie punkty.
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Rachunki
komputerowe

Rozwiazanie zadania F 277.
Rozszczepienie Zeenlana powinno
byc wieksze od dopplerowskiego
poszerzenia lini widmowych na skutek
ruchu cieplnego atom6w (w naszym
przypadku wodoru) i ruchu obrotowego
gwiazdy. Mozemy to zapisac w postaci
warunku:

t:..w = 2/JsB >
w Ii-

> (t:..w) (t:..w)- -;. ciepl + -; obr

= tlciepl + Vobr ~ Vciepl •
C C c

Przyjmujemy, ze ruch obrotowy daje
maly wklad. Otrzymujemy stad

/iw /E[-kT
B > -- -- ~ O, 18 T,

- 21'sc m
gdzie m jest masa atomu wodoru,
k - stala. Boltzmanna.

Dodajemy

Przy obliczaniu sumy duzej liczby skladników wazna moze okazac sie kolejnosc
wykonywania dzialan. Na przyklad gdy chcemy dodac odwrotnosci kolejnych
liczb naturalnych, nalezy zaczac od skladników najmniejszych. Uzyskana
dokladnosc bedzie lepsza. A jak jest w przypadku, gdy dodawane skladniki sa
róznych znaków? Tu moga sie dziac rzeczy bardzo dziwne. Obliczmy wartosci
funkcji eX sumujac wyrazy szeregu

00 n

2::!
n=O

tak dlugo, jak dodawanie kolejnych wyrazów zmienia sume.

Otrzymujemy:

x wartosc prawdziwawartosc obliczonaliczba wyrazów

1

2,7182818285 . 1002,7182818284'10016
5

1,4841315910 . 1021,4841315910'10229
10

2,2026465795.104 2,2026465794' 10441
20

4,8516519540. 1084,8516519539· 10860
30

1,0686474581'10131,0686474581 . 101377
40

2,3538526683 . 10172,3538526682. 101793
50

5,1847055282 . 10215,1847055281 . 1021108

Jak widac, zgodnosc jest doskonala. Ale spróbujmy podstawiac x ujemne:

x wartosc prawdziwawartosc obliczonaliczba wyrazów

-1

3,6787944117.10-1 3,6787944117.10-117
-5

6,7379469991 . 10-36,7379469956 . 10-335
-10

4,5399929763,10-54,5400873455· 10-554
-20

2,0611536225,10-9-1,1102886555.10-585
-30

9,3576229689' 10-14-3,5816950084. 10-1105
-40

4,2483542555.10-18-6,6038896798 . 103125
-50

1,9287498481.10-223,5499353132'108142

Tu dla x o wartosciach bezwzglednych nieco wiekszych wyniki przestaja byc
jakimikolwiek przyblizeniami wartosci prawdziwych. Moze pomoze zwiekszenie
dokladnosci?

x wartosc prawdziwa wartosc obliczonaliczba wyrazów

-1

3,67879441171442' 10-13,67879441171442 .10-123
-5

6,73794699908547· 10-36,73794699908547 . 10-343
-10

4,53999297624849· 10-54,53999297623172 . 10-564
-20

2,06115362243856· 10-92,06131645566816 . 10-9102
-30

9,35762296884017. 10-141,93898163510921 .10-8.130
-40

4,24835425529159.10-18-9,20981738881628 . 10-4152
-50

1,92874984796392.10-229,71814344655281 .100172
-100

3,72007597602084.10-44-4,93314732398325 .1022262
-200

1,38389652673674.10-871,54586500493996 . 1066417
-300

5,14820022241201,10-131-8,46193521756401 . 10107566

Jak widac, problemy zaczynaja sie pózniej.
Jak wiec obliczac eXdla x ujemnych? Po prostu nalezy skorzystac ze wzoru

1
e-x =_

eX

i sumowac szereg tylko dla x dodatnich.

J. R.
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