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Polowanie
na pulsary

Mgr Joanna

UDALSKA

Roswigzanie sadania M B50.
Rdéwnanie spelnia funkcja réwna
toisamodciowo zeru. Zaléimy, ze f nie
jest taka funkcja. Wtedy dla kaidego
punktu mamy f(z) # 0. Istotnie,
jedli lewa strona réwna sie zeru,

to f(zo) = 0 lub f(yp) = 0. Wtedy
jednak f(z¢)f(y) = 0 dla kaidego y
lub f(z)f(yo) = 0 dla kaidego x.
Zatem zbiér zer lewej strony skiada _
si¢ & prostych réwnoleglych do jednej
z osi ukladu wspéirzednych. Podobna
analiza pokazuje, ie zera prawej strony
tworza zbidr prostych réwnoleglych

do jednej z prostych: z =y, 2 = —y.
To jest jednak moiliwe tylko dla
funkecji zerowej.

Funkcja f jest ciagla, zratem jest stale
dodatnia lub stale ujemna.

Moina teraz zdefiniowad

h(z) = log|f(=)].
Mamy

hlx}+h{y}=h(x“y) -H;(I“"). :

V2
skad réiniczkujac wzgledem =
otrzymujemy

- ()
= () v (35)

Eéiniczkujac teraz wzgledem y

N

otrzymujemy

1 :r(fﬂ_y) 1.y (.34’9)
0=—-=h =1 4+ —-h ;
2 V2 2 V2

podstawiajac £ = y otrzymujemy

h'" = conat, czyli h jest wielomianem
drugiego stopnia, a poniewai h'(0) = 0
na mocy (*), wiec h(z) = ax® + b.
Ostatecznie

log |f(z)| = azx® + b,

skad
f(z) = C-e**

W listopadzie 1967 roku Jocelyn Bell 2 Cambridge University odkryla
tajemniczy §lad w obrazie radiowym pewnego obszaru nieba. Jego
niecodziennoéé polegala na tym, ie w odréinieniu od innych, znanych

frédel radiowych skladal sie z serii nieslychanie krétkich, regularnych

pulséw. Poczatkowo astronomowie doéé sceptycznie potraktowali to odkrycie
przypusiczajac, ze tego rodzaju pulsy moga by¢ taw. efektem instrumentalnym
(np. wynikiem interferencji). Na wszelki wypadek nie zaniechano jednak
dalszych obserwacji. Doéé niespodziewanie okazalo sie, e podczas kolejnych
nocy coraz bardziej intrygujace frédlo zajmowalo te sama pozycje na niebie.
Powoli przestawal budzi¢ watpliwosci fakt jego rzeczywistego istnienia.
Potwierdzana przez kaida obserwacje niewiarygodna wprost regularnosé
pulséw, niezwykle krétki czas ich trwania i okres powtarzalnodci doprowadsily
do powstania szalenie ekscytujacej hipotezy, zgodnie z ktéra pulsy mialyby
pochodzi¢ od jakiejs odleglej cywilizacji. W zwiagku z tym #rédlo zostalo
nazwane LGM (od angielskiego Little Green Men — zielone ludziki). Zywot
hipotezy i zwiazanej z nia nazwy byl jednak krétki, bowiem zaledwie w ciagu
kilku tygodni odkryto w innych obszarach nieba podobne #rédla, pulsujace

z réznymi okresami. Na dobre uwierzono, ze sa to obiekty naturalne, wkrétce
tez nadano im bardziej odpowiadajaca rzeczywistodci nazwe — pulsary

(od angielskiego pulsing star).

Ta nazwa jui na zawsze przylgnela do #rédel milisekundowych pulséw, choé

nie naleiy jej kojarzy< z pulsacjami gwiazd. Zwaszywsay, e okresy pulsaréw
zawieraja si¢ w przedziale od 0,033 s do 3,75 s, nie sposéb sobie wyobrazi,

aby gwiazdy mogly zmieniaé jasnoéé pulsujac w tak zawrotnym tempie.

Nie jest réwniez mozliwe, aby #rédlem obserwowanych pulséw byl szybki obrét
normalnych gwiazd o nieréwnomiernym rozkladzie jasnosci powierzchniowej,
bowiem uleglyby one rozerwaniu pod naporem gigantycznych sil od$rodkowych.
Trzydziestu obrotéw na sekunde nie wytrzymalby nawet bialy karzel, znacznie
mocniej zwiazany sila grawitacji. Tego rodzaju rozwasania teoretyczne wskazaly
na koniecznosé poszukiwania pulsaréw wéréd znacznie bardziej ,egzotycznych”
obiektéw niebieskich.

W czasach odkrycia pierwszego pulsara teoretycznie przewidywano juz
mozliwos¢ istnienia obiektéw obdarzonych jeszcze silniejszymi, niz w przypadku
bialych karléw, potencjalami grawitacyjnymi — gwiazd neutronowych.

Nawet proste rozwazania dotyczace réwnowagenia sie sily grawitacji i sily
odsrodkowej prowadza do wniosku, ze silnie zwiazana struktura gwiazdy
neutronowej nie ulega zaburzeniom pod wplywem tak szybkiego obrotu. W tym
wigledzie gwiazdy neutronowe spelnialy wiec warunki kandydatéw na pulsary.
Pozostala do wyjasnienia przyczyna nieréwnomiernego rozkladu ich jasnosci
powierzchniowych. W powszechnie akceptowanym obecnie modelu pulsaréw

za nieréwnomierny rozklad ich jasnosci w gléwnej mierze odpowiedzialne

jest bardzo silne pole magnetyczne. Czastki wystrzeliwane z goracej plamy
pod biegunem magnetycznym wylatuja w prazyblizeniu wzdhuz linii pola
magnetycznego promieniujac w wyniku tzw. zjawiska synchrotronowego.

W rezultacie promieniowanie to emitowane jest réwnies érednio w kierunku

. 0si pola magnetycznego. Wzajemne nachylenie osi magnetycznej i osi obrotu

sprawia, Ze wiagka promieniowania pulsara omiata okreslone obszary nieba
niczym $wiatlo latarni morskiej.

Juz w koiicu 1968 roku teoria istnienia tak niezwyklych obiektéw znalazla
wspaniale potwierdzenie w obserwacjach, kiedy to odkryto pulsara w centrum
Mglawicy Krab — jednej z najbardsiej znanych pozostalosci po wybuchach
gwiazd supernowych. Aby w peli doceni¢ warrtosé tego odkrycia, nalezy
pamieta, Ze zgodnie z rozwasianiami teoretycznymi gwiazdy neutronowe
powstaja w wyniku wybuchu supernowych. Zaobserwowanie pulsara w Mglawicy
Krab potwierdzilo wiec z jednej strony slusznosi¢ modeli ewolucyjnych, z drugiej
za$ fakt, ze pulsary sa, szybko rotujacymi gwiazdami neutronowymi.
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Rzecz jasna, jeden tego typu przypadek nie usatysfakcjonowal jeszcze w pelni
: astronoméw. Od ponad dwudziestu lat pilnie wypatruja oni pulsaréw
2/6 w pozostaloéciach po wybuchach gwiazd supernowych. Kazde takie odkrycie
przyczynia si¢ bowiem do ugruntowania istniejacych teorii. Tymczasem wyniki
obserwacji wprawiaja w lekkie zaklopotanie. Spoéréd ponad trzystu pulsaréw,
odkrytych od 1968 roku, zaledwie o kilku mozna powiedzieé, ze ponad wszelka
watpliwosé znajduja sie w pozostaloéciach po wybuchu gwiazdy supernowe;j.
Co gorsza, na ogél w tych pozostalosciach nie zaobserwowano pulsaréw.
W pewnym stopniu teori¢ ratuja dane dotyczace warunkéw, w jakich nastepuje
eksplozja gwiazdy supernowej. Gigantyczna energia przekazana pulsarowi
podczas wybuchu moze prowadzi¢ do znacznego oddalenia sie go od reszty
mglawicy. Ponadto zywot mglawicy, ulegajacej nieustannemu rozpraszaniu, jest
stosunkowo krétki, a wiec w okolicach odpowiednio starych pulsaréw obloki
powstajace podczas eksplozji supernowej zdazyly juz zniknaé. Wielu pulsaréw
istniejacych zapewne w pozostalodciach po wybuchach supernowych po prostu
nie mamy szansy odkryé. Niekorzystne z punktu widzenia naszych obserwacji
ustawienie ich osi magnetycznych sprawia, ze wiazka wysylanego przez nie
promieniowania w ogéle do nas nie dociera.

Wszystkie te argumenty nie zmieniaja jednak faktu, ze dla pelnego
potwierdzenia teorii przydaloby sie wiecej nie budzacych zastrzezen odkryé
pulsaré6w w pozostalosciach po wybuchach gwiazd supernowych. Nic wiec
dziwnego, ze wraz z odkryciem supernowej w Wielkim Obloku Magellana

(SN 1987A) zrodsily sie nadzieje na zaobserwowanie zwiazanego z nia pulsara.
Blisko dwa lata nie pozbawionych emocji oczekiwaii nie przynosily pozytywnego
rozstrzygniecia. Silne promieniowanie gestej, mlodej mglawicy skutecznie
uniemozliwialo dostrzezenie jakiegokolwiek sladu. I wreszcie w lutym biezacego
roku poszly w éwiat pierwsze doniesienia o dokonaniu tego jakze oczekiwanego
odkrycia. W obserwacjach przeprowadzonych 18 stycznia 1989 r. w chilijskim
obserwatorium Cerro Tololo dostrzezono 0,5-milisekundowe pulsy pochodzace
najprawdopodobniej od miodego pulsara powstalego podczas wybuchu

SN 1987A. O ile dalsze obserwacje potwierdza rzeczywiste istnienie pulsara,
bedszie to z pewnoécia jedno z najbardsziej znaczacych odkryé ostatnich kilku lat.
Na ostateczne rozstrzygniecie musimy jednak jeszcze troche poczekad.

. Wydgial Fisyki Uniwersyt.et.u Warszawskiego
KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKOW

1. Budujemy fotometr. Jest to przyrzad, ktéry po w tym miejscu scianki z plamkami naszego przyrzadu przy
wycechowapiu pozwoli nam mierzyé oswietlenie. Wykorzystamy zapalonej zaréwce wewnetrznej i zaobserwowanie, ktéra plamka
przy tym zjawisko zanikania tlustej plamy na kartce papieru jest niewidoczna. W tej sytuacji jedna z plamek sasiadujacych
oswietlonej £ dwéch stron w sytuacji, gdy oswietlenia po obu bedzie jasniejsza, a druga ciemniejsza od papieru, na ktérym
stronach s3 jednakowe. Zrébmy drewniane (w ostatecznodci 83 grobione. Pozostaje, ocgywidcie, problem wycechowania
moze by¢ i kartonowe) pudelko zgodnie z rysunkiem. Podano przyrzadu. Jest to wladnie tredcig drugiego zadania.

na nim przykladowe wymiary dobrane do 40-watowej aréwki,

sariocowanej w misjscu wskasanym na rysunku. 2. Zaproponuj sposéb wycechowania opisanego prezyrzadu.

Mozesz to zrobié, nawet jegeli nie sbudowaled go sam,
PLAMKI Z GORACET PARAFINY . a opierasg si¢ tylko na podanym opisie. Zwréé szczegdlng uwage
e na dokladnoéé, jakg mozna osiagnaé przy cechowaniu.

3. Zaproponuj ciekawe dodwiadczenia, jakie mozna grobic
za pomocy takiego fotometru.

4. Zadanie rachunkowe:

W rakiecie poruszajacej sie z przyspieszeniem 5g

(g = 9,81 m/s?) wyznaczono okres wahari wahadia
matematycznego (w dobrym przybligeniu kulka na sznurku)
o dlugodei 10 cm. Ile wynosi okres wahari?

Redaguje doc. dr Tomasz HOFMOKL

Whnetrze pudelka malujemy na bialo lub wykladamy bialym

kartonem, aby éwiatlo dobrze si¢ rozpraszalo. $cianke BCEF Listy prosimy przesylac pod adresem:
stanowi bialy papier, na ktéry nanosimy 10 — 12 plamek Korespondencyjny Klub Fizykéw,
za pomocy rozgrzanej parafiny. Pomiar o§wietlenia w danym Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego,

miejscu przez zewnetrezne érédlo dwiatla, polega na ustawieniu ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa.
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Roswigqzanie zadania M B51.
Zastosujn:_ny indukcje. Sprawdzenie dla
n = 1 jedt oczywiste. Zaléimy teras, .
ze kaidy uklad n punktébw By Gn
ma centrum. Rozpatrzmy punkty

ay, ..., @nt1, Niech x bedzie centrum
dlaay,..., Gn. Rozpatrzmy A — zbiér
punktéw, do ktdérych moina dojdé

2z z w jednym kroku. Sa moiliwe dwa
praypadki:

1. Istnieje strzalka, idaca z z do an41;
wtedy z jest centrum dla a; ,..., Gni1;
2. Kazda strzalka laczaca Gpnyy izE A
idzie od ap41 do z - wtedy any1

jest centrum dla a, ,..., an41 (patrz
rysunek).

O zlozonosci obliczeniowej

Dr Leszek PLASKOTA

Wielu z nas nie zdaje sobie sprawy z przydatnoéci tej czy innej metody
rozwiazywania jakiego$ problemu, dopdki sami nie jesteémy zmuszeni

do rozwiazania konkretnego zadania. Nie jest Zle, gdy znana nam metoda jest
stosunkowo prosta i malo kosztowna. Gorzej jednak, jeéli takiej metody nie
znamy. Wtedy zaczynamy sie czesto zastanawiaé, czy nasze zadanie w ogéle
mozna rozwiazaé tanim kosztem. Negatywna odpowiedZ na to pytanie oznacza,
ge zlozonodé zadania jest ,duza”. Wlaénie zlozonoéé (zlozonodé obliczeniowa)
zadali, rozumiana jako minimalny koszt potrzebny do znalezienia rozwiazania,
bedzie przedmiotem naszych rozwazan.

Zauwaimy przede wszystkim, ze zlozonoéé zadania jest wlasnodcia zadania.
Dlatego nie nalezy jej myli¢ ze zlozonoscia (kos.xtem) konkretnej metody. .
Zilustrujemy to na przykladzie rozwiazywania oznaczonego ukladu n réwnan

z n niewiadomymi. W tym przypadku za miare zloZonodci metody przyjmujemy
liczbe wykonanych operacji arytmetycznych, takich jak dodawanie, odejmowanie,
mnozenie i dzielenie. Zmana, teoretyczna metoda uzywajaca wyznacznikéw
wymaga wykonania co najmniej n! operacji arytmetycznych. Nawet dla
niewielkich n liczba n! jest tak duza, ze koszt metody wyznacznikowe] jest
kolosalny. Dla przykladu, jeéli dostepny nam komputer wykonuje milion operacji
arytmetycznych na sekunde, to rozwiazanie ukladu z n = 20 niewiadomymi
trwaloby ponad sto tysiecy lat (!). Dlatego tez w praktyce obliczeniowe;j

stosuje si¢ najczesciej metody wymagajace okolo n® operacji arytmetycznych.
Najbardsziej znana jest algorytm eliminacji Gaussa. Metody o zlozonosci
proporcjonalnej do n® byly (i sa nadal!) tak powszechnie stosowane, iz niektérzy
zaczeli wierzy¢, ze szybsze metody w ogéle nie istnieja. Dopiero stosunkowo
niedawno, bo w 1969 roku, za sprawa Strassena i péniej innych matematykéw
okazalo sie, ze mozna konstruowaé metody wyraZnie szybsze, przynajmniej

dla duzych n. Jednak do dzié nie wiadomo, jaka jest dokladnie zlozonosé
rozwiazywania ukladu réwnan liniowych. Najlepsze znane dolne ograniczenie
zlozonoéci wynosi n2. '

Zapewne kaidy z nas gral kiedy$ w ,,dwadziescia pytai”. Gra polega na takim
zadawaniu pytan, aby jak najszybciej odgadnaé pomyslany przez kogos
przedmiot. W naturalny sposéb mozna te gre nastepujaco sformalizowac.

Niech f bedazie liczba calkowita, o ktérej na poczatku wiemy tylko, ze nalezy
do zbioru F = {1,2,...,n}. Zakladamy, iz mozemy zadawaé pytania w rodzaju:
nczy liczba f nalezy do zbioru A7”, gdzie A jest pewnym podzbiorem zbioru F.
Zakladamy réwniez, ze na kazde pytanie otrzymujemy prawdziwa odpowied#
(»tak” lub ,nie”). Naleiy odgadnaé liczbe f. Za miare zlozonoéci metody
przyjmujemy maksymalna liczbe zadanych pytain, potrzebnych do odgadniecia
liczby f. Jaka jest zlozonosé tego zadania?
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Rozwigzanie zadania M 552.
Nie. Latwo obliczy¢ r z nastepujacej
zaleinodci

r(A+p)*  tr(1 )" +...
...+r-_k[l+p]"',
skad

r ;kpil - (1 +pl_“].

Jak widaé, pray n — oo wielkodé raty
zmierza do k - p.

g

Rozwiazanie zadania F 274.

Przy zadanej temperaturze atomy Na
znajduja sie w stanie 251;3, Rzut
wektora momentu magnetyeznego
atomu na kierunek pola wynosi

Bz = Migip ,
gdzie my = £1/2, g = 2 {czynnik
Landego). pp — magneton Bohra.
Sila roeszczepiajaca wiazke atomdw
lecgeych wzdlug osi y. wynoszaca

dB
Fr:=2tp, i
w ciagu czasu t = [ /v prayspieszy
atomy o masie M do predkosci
. dB |
vy = tp E ;;‘E; .

powodujac prrzesunig¢cie na ekranie
detektora o

dB (L 4+ 1/2)

x=4p.

ez T M2

Energia kinetyczna atomdéw wynosi
Muv® (2 = (3/2)kT .

Stad poszukiwana odleglodé wynosi

dB I{L +1/2)

A=2z=2
e~ ar

£ 2cm.

Narzucajaca sie metode znalezienia f opiszemy w nastepujacy sposéb. Zalézmy,
ze po zadaniu k pytan wiemy, ze f nalezy do zbioru A C F. Jesli A jest zbiorem
jednoelementowym, to A = {f}. Jeéli nie, to zbiér A dzielimy na dwa rozlaczne
podzbiory A; oraz As o liczebnoéci rézniacej sie co najwyzej o jeden i zadajemy
(k + 1)-sze pytanie: ,czy f nalezy do A;?”. Postepujemy tak dalej ze zbiorem
A;, jedli otrzymali§my odpowiedZ ,tak”, lub ze zbiorem A, w przeciwnym
przypadku.

Latwo zauwazyé, ze kladac na poczatku A = F znajdziemy w ten sposéb liczbe f
po zadaniu nie wiecej niz p(n) = [log, n] pytani ([a] oznacza najmniejsza liczbe
calkowita nie mniejsza od a), oraz ze dla niektérych f bedziemy musieli zadaé
dokladnie p(n) pytan. A wiec p(n) jest zlozonoscia opisanej metody. Czy istnieje
lepsza? Nie. Aby sie o tym przekonad, wystarczy zauwazy¢, ze po zadaniu k
pytan zbiér F' dzieli sie na co najwyzej 2* rozlacznych podzbioréw elementéw
nierozréznialnych ze wzgledu na dotychczas zadawane pytania. Wobec

tego dla k < p(n) jeden z tych podzbioréw, powiedzmy B, jest co najmniej
dwuelementowy. A wiec w przypadku, gdy szukana liczba nalezy do B, nie
wskazemy na nia za pomoca k lub muiej pytaii. W ten sposéb pokazalismy, ze
nasza metoda jest najtarisza, czyli optymalna, a jej zlozonoé¢ jest zlozonoscia
zadania.

Rozpatrzone przez nas zadania mogly by¢ rozwiazane dokladnie kosztem
skoriczonym. W praktyce jednak czesto spotykamy zadania o zlozonosci
nieskoriczonej lub tak duzej, ze przekracza ona nasze mozliwosci obliczeniowe.
W takim przypadku musimy sie¢ zadowoli¢ jedynie rozwiazaniem przyblizonym.
Na przyklad, przy rozwiazywaniu ukladéw réwnai liniowych z liczba
niewiadomych rzedu dziesigciu tysiecy eliminacja Gaussa moze okazad sie
zbyt kosztowna. Z pomoca przychodza wtedy tak zwane metody iteracyjne,
szczegblnie przydatne w przypadku ukladéw rozrzedzonych, czyli takich,

w ktérych tylko czeéé wspdlczynnikéw w kazdym réwnaniu jest niezerowa.
Stosujac metody iteracyjne zyskujemy na czasie, ale musimy zadowoli¢ sie
rozwiazaniem przyblizonym.

Dla zadan o duzej lub nieskoiiczonej zlozonoséci obliczania rozwiazania
dokladnego wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie e-zlozonodci. Jest to minimalny
kosuzt potrzebny do znalezienia rozwiazania z dokladnoscia . Oczywidcie,
wyrnaga to zdefiniowania w jaki$ sposéb bledu metody.

Dla ilustracji rozpatrzmy jeszcze raz gre w ,dwadziescia pytain”, tym razem
jednak ze zbiorem F == (0, 1). Latwo zauwaiy¢, ze teraz zlozonoéé¢ zadania

jest nieskoriczona. A jaka jest e-zlozonodé? Zanim odpowiemy na to pytanie,
wyjasnijmy najpierw, co bedziemy rozumieli przez metode, jej blad oraz koszt.
JPoniewaz mozemy pytaé tylko o przynaleznoéé szukanej liczby do jakiegos
podzbioru, kazda metode mozna rozbié na dwa etapy. W pierwszym zbieramy
pewna informacje o f przez zadawanie pytan. Uzyskana informacje o f,-bedaca
ciagiem odpowiedzi ,,tak” lub ,nie”, oznaczymy krétko przez N(f). W drugim
etapie, na podstawie informacji N(f) konstruujemy w jakis sposéb prayblizenie
U(f) = ®(N(f)) dla szukanej liczby f. Kaida metoda U jest wiec zlozeniem
operatora informacji N z operatorem ®, zwanym algorytmem (nazwa jest

w pelni uzasadniona, gdyz ® przetwarza uzyskane dane o zadaniu). Blad
metody U zdefiniujemy przez najgorsze jej zachowanie. A wiec:

e(U) = sup |f = U(f)|.
I€F

Przez koszt metody U (cost(U)) rozumiemy maksymalna liczbe zadanych
pytaii, a wiec obliczenie y = N(f). Formalnie powinnismy wlaczy¢ do kosztu
calkowitego koszt obliczenia przyblizenia ®(y). Okazuje sie jednak, ze jest on
zaniedbywalnie maly w poréwnaniu z kosztem zadania jednego pytania. Zgodnie
z definicja e-zlozonoéd zadania, comp(e), mozna zapisaé¢ w nastepujacy sposéb:

comp(e) = inf cost(U),



FIZYCZNE NOWINKI

PODWOINY ROZPAD BETA

.0Od ponad 50. lat badanie rozpaddw
beta jader atomowych dostarcza
informacji o strukturze materii
jadrowej. W tym rozpadszie jeden

z neutronéw jadra rozpada sie

na trzy czastki: proton, elektron

i antyneutrino. Jedna z bardzo
istotnych, nieznanych wlasnoédci neutrin
jest ich masa spoczynkowa. Zwykle
przyjmuje sie, Ze neutrino jest czastka
o masie zero, ale w wickszodci teorii
tzw. wielkiej unifikacji przewiduje

si¢, ke neutrino powinno mieé

mase. Masywne neutrina sa réwnies
dyskutowane w kontekscie tzw.
czarnej materii we Wazechdwiecie.
Dlatego pomiar masy neutrina méglby
w istotny sposéb ograniczy¢ obecne
spekulacje teoretyczne.

Badanie widma elektrondéw

w rozpadach beta pozswala w zasadzie
wyznaczy¢ masg neutrin my
(maksymalna energia elektronéw

= energia rozpadu — m,c:’]. Ale
bledy dofwiadczalne i teoretyczne
(wynikajace z niepelnej znajomogei
efektéw jadrowych) pozwalaja jedynie
podaé gérna granice na mase neutrin
elektronowych m, < 25 eV (grupa

z Zurichu podaje nawet m, < 18 eV).
Jedynie grupa dofwiadczalna z Moskwy
podaje wynik niezerowy dla masy
neutrin elektronowych m, = 26 £ 6 V.
Inna interesujaca zagadka jest to,

czy neutrino jest istotnie rdine od
swojej antyczastki (tzw. neutrino
Du'aca.} czy tei sa to raczej dwa
roine stany spinowe tej a&mej crastki
(tzw. neutrino Majorany). Jus
prawie 50 lat temu zauwaiono, fe

na oba pytania (o nature i mase
neutrin) mozna szukad odpowiedazi

w badaniach tzw. podwdéjnego
rozpadu beta. Zjawisko to zachodzi
wowcezas, gdy zwykly rozpad beta

jest zabroniony energetycznie lub
silnie stlumiony, natomiast rozpad
podwéiny jest dozwolony. Model
standardowy oddzialywari z neutrinami
dirakowskimi przewiduje w takim
ronpadzie emisje dwéch antyneutrin,
co spowoduje, ie widmo energetyczne
‘dwéch elektrondw w stanie koricowym
bedzie szerokie. Jedli neutrina sa typu
Majorany, to moiliwy jest rozpad
beta, gdzie neutrino wyemitowane

w jednym rozpadzie moze byé
pochlonigte w drugim. Wéwczas
widmo energetyczne elektronéw bedzie
mialo bardzo silne maksimum pray
energii réwnej energii rozpadu. Taki
pomiar nie jest latwy, gdyi procesy
takie sa bardzo rzadkie. Czas zycia
jader rozpadajacych sig¢ poprzesz
podwdjny rozpad beta jest rredu

102° lat! (Dla poréwnania, czas fycia

Wszechdwiata ocenia sie na 10'° lat.)

W latach 60. dokonano istotnego
przelomu uzyskujac wyniki poérednio
7 pomiardw geochemicznych,

w ktorych mierzono zawartodé

w starych skalach izotopdw ksenonu

i kryptonu pochodzacych z podwéjnego
rozpadu **°Te i **Se. W sierpniu
1987 r. podwdjny rozpad beta zostal
zaohserwowany po raz pierwszy
bezpodrednio w laboratorium
Uniwersytetu Kalifornijskiego w Irvine.
Zaobserwowano wyrafnie flady dwéch
elektronéw wylatujacych z prébki
gelenu 82. Do tej pory nie zauwaZono
przypadkéw, w ktSrych suma energii
elektronéw réwna bylaby energii
rozpadu - tzn. przypadkéw bez
emisji neutrin. Obecny stan wynikéw
dodwiadczen i analizy teoretycznej
moina podsumowad w nastepujacy
sposdb: jefli neutrina sa czastkami
Majorany, to ich masa jest mniejsza
od 1 eV.

J. K.

przy czym infimum wziete jest po wszystkich metodach U o bledzie ¢(U) nie
przekraczajacym e.

Po tej porcji definicji mozemy juz wykazaé, ze e-slozonodé naszego zadania
wynosi g(e) = [log,(1/e)] — 1. W tym celu zauwaimy, ie tak jak w przypadku
dyskretnym, po zadaniu nie wigcej niz k pytarn zbiér F zostaje podzielony

na co najwyzej 2* rozlacznych podabioréw nierozréznialnych ze wzgledu

na zadawane pytania. Wobec tego jeden z tych podzbioréw, nazwijmy go B, ma
$rednice nie mniejsza od 1/2%. Dlatego dla dowolnej liczby ¢ mamy

sup |f — g > 1/2%+1.
JEB

A wiec kazda metoda korzystajaca z nie wiecej niz k pytai daje blad

co najmniej 1/25+1. W celu uzyskania bledu nie wiekszego od & musimy wiec
zadaé co najmniej g(c) pytad. Aby zakoriczyé dowdd, wystarczy teraz wskazad
metode, ktéra osiaga zadana dokladnoé¢ wyniku i korzysta z g(e) pytaii. Metode
te zapiszemy w nastepujacy sposéb (poréwnaj z praypadkiem dyskretnym):

poczatek poléz ag =0, by =1, c = 1/2;
dla k = 1,2, ..., g(¢) wykonuj
poczatek zada_} pytanie:
»C2y [ jest mniejsza od clEs
jedli uzyskaleé odpowieds ,,tak”, to
poléz ap = ak_1, b = ¢, w przeciwnym przypadku
poléz ar = c, by = byr_y;
poléz ¢ = (ax + bi)/2
koniec;
poléz U(f) =
koniec.

Przyklad gry w ,dwadziescia pytan”, chociaz stosunkowo prosty, jest jednak
doéé typowy. Wystepuja w nim wszystkie podstawowe elementy modelu
zlozonosci obliczeniowej, takie jak: informacja, algorytm, blad i koszt metody
czy w koricu e-zlozonogé. Oczywiscie, blad metody mozna zdefiniowad na réine
sposoby. Dla przykladu, mozna wprowadzi¢ blad wzgledny,

ex(U) = o lf =U(N/f-

Jednak dla € < 1 zlozonoé¢ naszego zadania jest wtedy nieskoriczona. Podobnie,
przyjety przez nas sposéb oceny metody przez najgorsze jej zachowanie nie jest
jedyny. Mozna na przyklad zdefiniowad blad i koszt éredni metody, co prowadzi
do tak zwanego modelu przypadku éredniego.

Na koniec, w kontekscie naszego przykladu, zwrécimy jeszcze uwage na pewien
aspekt zlozonosci dotyczacy sposobu uzyskiwania informacji o szukanym
elemencie. Zauwaimy, ze kolejne pytania dowolnej metody oraz ogélna ich
liczba mogly istotnie zalezeé od otrzymywanych ,,po drodze” odpowiedzi.
Dopuszczaliémy wiec tak zwana informacje adaptacyjna. Problem istnienia
metod optymalnych korzystajacych z informacji nieadaptacyjnych ma

w ogdlnosci duze znaczenie praktyczne. Nieadaptacja umozliwia bowiem
réwnolegle uzyskiwanie kolejnych porcji informacji. Wiagnie obliczenia
réwnolegle sa ostatnio bardzo szybko rozwijajaca sie galezia informatyki.

W grze w ,,dwadziescia pytan” okazuje sie, ze informacja, z ktérej korzystala
wskazana przez nas metoda optymalna, jest réwnowaina nieadaptacyjnym
pytaniom o kolejne bity rozwiniecia dwdéjkowego szukanej liczby. A wiec: ,czy
na ¢-tym miejscu po przecinku w rozwinieciu dwéjkowym liczby f stoi zero?”,
dlaz=1,2,...,q(¢). Na przyklad, dla f = 3/5 otrzymalibysmy ciag odpowiedzi
»nie”, tak”,  tak”, ,nie”, itd. Podobna informacje nieadaptacyjna mozna
wskazaé dla dyskretnego zbioru F. Zainteresowanym proponujemy jeszcze
zastanowienie sie nad réznica miedzy adaptacja i nieadaptacja w przypadku, gdy
wolno nam zadawad jedynie pytania typu ,czy f jest mniejsza od g”, gdzie g jest
dowolna liczba z przedzialu (0, 1).
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Dla pilki futbolowej o masie 1 kg
poruszajacej si¢ & predkodcia 10 m/s
dlugo4¢ fali de Broglie'a wynosi
G6.6x 10735 A,

fala padojaca
ot

fala odbita

Istotng rzecza w dodwiadcerceniu

Daviasona i Germera bylo ugycie
krysztalu niklu, ktérego atomy

tworza regularng sie wykazujaca
wlasnodci podobne do siatki
dyfrakcyjnej. Maksima powstajace
przy rozpraszaniu elektronéw na
krysztale zinterpretowali jako maksima
dyfrakcyjne powstajace, gdy spelniony
jest warunek nd = d sin 8, gdzie

n - liczba naturalna bedaca rzedem
maksimum, A — dlugod¢ fali elektrondw,
d — odleglodé atomdw w krysztale

i # — kat rozpraszania.

Atomy w krysztale niklu sa odlegle
o okolo 1 A. Aby efekty dyfrakeyjne
byly zauwasalne, dlugoéé fali
elektrondéw powinna byé tego samego
rzedu co odleglodei mieday atomami
A rs d. Ped elektrondéw powinien wiec
wynosié i
p=h/A=6,6x%x 10" gcm/s,
to znaczy, ée ich energia kinetyczna
6.6x10-1%g cm/5)2
o p"fzm - 3[0.91xmg-3 51'3] =

=2,4 %107 ergéw = 150 eV,

Dyfrakcja neutronéw

Dr hab. Jan KALINOWSKI

W 1923 r. trzydziestodwuletni student Sorbony Louis de Broglie w swojej pracy
doktorskiej wysunal hipoteze, Ze materia wykazuje wlasnoéci falowe. Dzisiaj, po
przeprowadzeniu klasycznych juz doswiadczen z dyfrakcja elektronéw i neutronéw na
krysztalach oraz licznych doswiadczert z dyfrakcja innych czastek (w tym iz atomami)
nikt nie kwestionuje poprawnosci tej hipotezy. Przypomnijmy, Ze po obserwacji
kwantowe] (czastkowej) natury éwiatla, a wigc fali elektromagnetycznej, de Broglie
powzial idee, Ze dualizm falowo-czastkowy powinien by¢ powszechng cecha calej
przyrody. Czastkom powinna odpowiadad jakas fala. Zalozyl, Ze czestosc i dlugosé
fali sa, powiazane z pedem i energia takimi samymi wzorami jak dla fotonu, to jest

E = hvip=h/A. Aby jako$ uzasadnié te hipoteze, zastosowal ja do atomu wodoru
i zakladajac dodatkowo, Ze stanom stacjonarnym elektronu odpowiada fala stojaca,
wyprowadzil warunek kwantyzacji Bohra. Jeéli elektronowi ma towarzyszyé jakad
fala, to mozna prébowad to sprawdzié¢ dodwiadczalnie badajac zjawiska interferencji

i dyfrakcji.

Juz od 1919 r. C.J. Davisson, wspélpracujac pééniej z L.H. Germerem, badal
rozpraszanie elektrondéw na krysztale niklu. Zauwazy! on, zZe natezenie elektronéw
zalezy od kata rozproszenia, czego nie mozna bylo wytlumaczyé traktujac elektrony
jak czastki klasyczne. Dopiero w 1926 r. dodwiadczenia Davissona i Germera zostaly
zinterpretowane jako pomyslny sprawdzian teorii falowej.

Ze wzgledu na olbrzymie znaczenie mechaniki kwantowej oraz jej poprawnej
interpretacji niestychanie waine z punktu widzenia poznania i nauczania fizyki

jest badanie dyfrakcji czastek na prostych ukladach makroskopowych, ktérych
wilasnosci mozemy ustalié¢ innymi metodami. Wlasnie od dyskusji zjawiska interferencji
elektronéw na dwéch szczelinach rozpoczyna sie IIl tom znakomitego podrecznika
Wyklady Feynmana z fizyki (PWN 1969). Gdy Feynman prowadszil wyklady z fizyki,
takich doéwiadczeri jeszcze nie przeprowadzono, gdyz urzadzenie do dyfrakcji musi
by¢ bardzo male. Dyskutowal wiec jedynie eksperyment myslowy. Zadziwiajace jest,
ze do dzisiaj takich doswiadczeri wykonano bardzo malo, w szczeg6lnodci takich, w
ktérych sprawdzano by teorie w sposéb ilosciowy. Z tego powodu interesujaca wydaje
mi sie praca podwiecona dyfrakcji neutronéw na pojedynczej i podwdjnej szczelinie
(A. Zeilinger i in., Review of Modern Physics, tom 60, str.1067, 1988 L

Doéwiadczenie zostalo przeprowadzone z wiazka zimnych neutronéw z reaktora

w Instytucie Lauego-Langevina w Grenoble. O otrzymywaniu zimnych i ultrazimnych
(to znaczy o bardzo niskich energiach kinetycznych) neutronéw bedziecie mogli
przeczytat w Delcie 10/1989. Schemat ukladu do§wiadczalnego jest przedstawiony na
rysunku 1. Szczeliny S; i S; formowaly wiazke neutronéw, ktéra padala na pryzmat z
kwarcu. Po przejsciu przez pryzmat dlugoéé fali neutronéw zalezy od kata odchylenia.
Zmieniajac polozenie szczeliny S; mozna zmieniaé dlugodé fali wiazki neutronéw A,

w zakresie od 15 do 30 angstreméw (1 A = 107® cm). Tak przygotowana wiazka
neutronéw padala na uklad szczelin Ss, na ktérym badano dyfrakcje, natomiast
szczelina Sg, ustawiona bezposrednio przed detektorem neutronéw, pozwalata na
pomiar rozkladu natezenia neutrondéw docierajacych do detektora. Szczeliny Ss

i S4 mialy szerokoéé 20 um, S, — 100 pm, natomiast szczelina S; miala regulowana
szerokodé.

/Wﬁ’ " .
% % \ "'0.110:" ______________________ ? _“
detektar.

widzka zimnych neutrondw

Rys. 1. Schemat dodwiadczenia
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W 1929 r. I. Estermann i O. Stern
wykazali, Ze réwniei atomy helu

i czasteczki wodoru ulegaja dyfrakeji
zgodnie & teoria de Broglie'a.
Dodwiadczenia te dowodza, ie atom
jako calosé i cnasteczka jako calogé

sg falami. Mozemy wiec wierzyé,

#ze w odpowiednich warunkach
dos$wiadczalnych réwniei i slofi bedzie
zachowywal sie jak fala.

Fotografie przedstawiaja dyfrakcje

a) elektronéw o energii 100 keV,

b) promieni rentgenowkich o dlugodci
1,5 A, na mikrokrysztalkach bialej
cyny. Podobieristwo jest uderzajace.

W dodwiadczeniach z dyfrakcja

na krysztalach strukture ,siatki
dyfrakcyjnej”, to znaczy odstepy
mi¢dzy atomami poznajemy

réwniez poprzes ajawisko dyfrakeji.
W dodwiadczeniach opisanych w tym
artykule szerokod¢ szczelin byla
zmierzona niezaleinie metodami
optycznymi.

Do dodwiadczed uzyto szkla (z firmy
Vacuumschmeltze Hanau) z dodatkiem
Gd; 05 dla swicksgenia absorpcji
neutronéw. Plaszczyzny szczelin

o szerokodei 0,5 mm, réwnolegle do
wiazki, byly szlifowane w Zakladach
Zeissa. Aby zmniejszyé odbicie
neutronéw od tych plaszczyzn, nie
byly one dokladnie réwnolegle, lecz
zeszlifowane pod katem 0, 8° do wiazki
padajacej. Szerokodé szczeliny byla
ustalona przez wloZenie cienkich
blaszek miedzy dwa kawalki szkla.

Uklad szczelin Ss, na ktérym badano dyfrakcje, zostal wykonany ze szkla z duia
zawartodcia boru. Réwnoleglodé brzegéw szczelin o dlugosci 400 mm sprawdzono
z dokladnoécig, lepsza niz 1 pum. Doéwiadczenie przeprowadzono z pojedyncza,

i podwdjna, szczeling, Ss.

Wyniki dla pojedynczej szczeliny

Doéwiadczenie przeprowadzono dla szczeliny o szerokodci 90 ym i A, = 19,26 £ 0,7+
40,02 A (pierwsza liczba podaje érednia dlugoéé fali neutronéw, druga — szerokosé
pasma dlugosci, trzecia — blad). Pomiary nateZenia neutronéw wykonano dla stu
polozeri szczeliny §,. Wyniki pomiaréw wraz z krzywa teoretyczna przedstawione sa
na rysunku 2. Zgodno#&é jest doskonala, nawet dla maksimum dyfrakcyjnego trzeciego
i cawartego rzedu.
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POtOZENIE SZCZELINY S 4

Rys. 2. Obraz dyfrakeyjuy va pojedynczej szezclinie 90 g, Linia czarna przedstawia
przewidywanic teorii. Kolorem zaznaczouo te same dane powickszone dziesieciokrotnie.

Wyniki dla podwéjnej szczeliny

oolerowane
gcianki

neutrony

Rys. 3. Przekrdj podwdjnej seescliny.

Podwdjna szczeline skonstruowano umieszczajac cienki drut z boru w srodku

szczeliny o szerokosci 150 pm (rysunek 3). Za pomoca mikroskopu stwierdzono, ie
odleglodci miedzy brzegami szczeliny a drutem wynosily 21,9 i 22,5 pm, a Srednica
drutu — 104,1 pm. Doswiadczenie przeprowadzono z wiazka neutronéw o dlugosci fali
An = 18,45 £ 1,40 £ 0,02 A (oznaczenia jak poprzednio). Wyniki przedstawione sa na
rysunku 4. Ponownie zgodnoéé obliczefi z danymi do$wiadczalnymi jest znakomita.
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Rys. 4. Obraz dyfrakcyjuy na podwdjuej szezelinie.

Doéwiadczenia z podwéjna, sz¢zelina sa czesto traktowane jako fundamentalne
potwierdzenie teorii kwantowej. Wedlug Feynmana w tym dodwiadczeniu zawiera sie
sedno mechaniki kwantowej. Autorzy omawianej pracy uwazaja, ze ich doéwiadczenie
jest najbardziej precyzyjna realizacja ,eksperymentu myslowego” Feynmana. Z tego
powodu rzucaja, wﬁwanie wszystkim, ktérzy proponuja alternatywne teorie, aby
poréwnali je dokladnie z ich pomiarami.
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Podaj siedem liczb, a ja znajde wsréd nich kilka
kolejnych, ktérych suma jest podzielna przez 7.

Rzeczywiscie, np.

2,8,6,11;,18,17,19;

19,8, 17,213, 11,5;
2,182,816, 4,84, 1.,

Sprébujmy udowodnié¢ sformulowana powyzej
hipoteze.

Najpierw o. krélikach i klatkach, czyli o Zasadzie
Dirichleta. Zasada ta stwierdza: jesli mamy
wiece] krélikéw niz klatek i wszystkie kroliki
zamkniemy w klatkach, to w ktérej$ klatce
musz3 byé co najmniej dwa kréliki. Fakt
zupelnie oczywisty, jednak bardzo przydatny

w matematyce.

Chcemy na przyklad wykazaé, ze wéréd n+ 1
liczb naturalnych znajda sie dwie, ktérych réznica
jest podzielna przez n. Krélikami beda tu reszty
z dzielenia danych n + 1 liczb przez n, a klatkami
liczby 0,1,...,n— 1. Krélikéw jest wigcej, czyli
dwie liczby daja te sama reszte z dzielenia przez n
- to znaczy, ze ich réznica jest przez n podzielna.
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Te sama zasade zastosujemy do dowodu
twierdzenia:

Dla dowolnych liczb a; ,..., a, mozna wybrac
kolejne liczby, tzn. liczby ax , @x+1,- -, Gk+m, tak,
by suma ax + ...+ ax4m dzielila si¢ przez n.

Zadanie podane na wstepie jest szczegélnym
przypadkiem dla n = 7.

Narzuca sie pomyst, by za kréliki wziaé wszystkie
mozliwe sumy kolejnych liczb, a za klatki

. reszty z dzielenia przez n. Sum jest duzo

(n zaczynajacych si¢ od a;, n — 1 zaczynajacych
sie od a,, ... , 1 zaczynajaca sig¢ od a,, razem
n+(n-1)+...+1=n(n+1)/2), reszt mniej,
a wiec dwie sumy daja te sama reszte, zatem ich
roznica. . .

I tu stop. Réznica sum kolejnych liczb.na ogdt nie

jest suma kolejnych liczb, np.
a1+...+a5—(ag...+a-;):al+ag—as—af.

Co robié¢? Sprébujmy braé tylko takie sumy,

ktérych réznica dalej jest suma kolejnych liczb.

Na przyklad: ay, a; + a2, a1 +az+as, ...,

a, + ...+ a,. Teraz juz bedzie dobrze.

Czy rzeczywiscie? Przeciez sum jest n, a reszt

z dzielenia przez n tylez. Zasady Dirichleta nie

da sie zastosowaé. Co jednak znaczy, ze ktoras

z sum a; + ...+ a; daje z dzielenia przez n

reszte 07 A to, ze ta suma jest podzielna przez

n i koniec dowodu. Jesli za$ zadna z sum nie

daje reszty 0, to mamy n — 1 klatek — reszty

1,2,...,n—1-insum: a4, a; +az, a; +az +as,
., @1+ ...+ a,. Ktéres dwie sumy daja wiec te

samg, reszte (Zasada Dirichleta) i ich réznica jest

poszukiwana sumg kolejnych liczb.

Malg Delte przygotowal Jerzy RYLL



Doswiadczenie
Sterna—Gerlacha

obszar
| niejednorodnego
|

x| pola B ekran

Rys. 1

Rys. 2

W 1902 roku dwaj fizycy niemieccy Otto Stern i Walther Gerlach wykonali
doéwiadczenie, ktére dostarczylo bezpodredniego dowodu kwantowania przestrzennego
momentu magnetycznego atomu i zwiazanego z tym momentem magnetycznym
wektora momentu pedu. Doéwiadczenie polega na obserwacji obrazu wiazki atomowej
przepuszczonej przez obszar silnie niejednorodnego pola magnetycznego o indukcji B
skierowanej prostopadle do kierunku wiazki. Jesli indukcja skierowana jest wzdiuz

osi z, to sila dzialajaca na atom o momencie magnetycznym ji bedzie miala tylko
skladowa z-owa :

aB.

8z ;

Sila ta dzialajac prostopadle do kierunku wiazki spowoduje jej rozszczepienie na

tyle oddzielnych wiazek, ile réznych wartosci moze przyjmowaé skladowa u.. Gdyby
momenty magnetyczne mogly sie ustawia¢ dowolnie wzgledem kierunku B (tj. gdyby
nie bylo kwantowania przestrzennego), to wiazka uleglaby nie rozszczepieniu,

ale rozmyciu.

szﬁz

‘W pierwszym doswiadczeniu Stern i Gerlach uzyli atoméw srebra i otrzymali dwa
prazki, poloZone symetrycznie wzgledem prazka, kiéry odpowiadal nieobecnoéci pola.
Taki wynik jest moiliwy tylko w przypadku, gdy moment pedu atoméw wynosi f/2.
Wiadomo bylo jednak, iZ najnizszy stan energetyczny atoméw srebra jest stanem o
orbitalnym momencie pedu réwnym zeru, a wiec réwniez i odpowiadajacy mu moment
magnetyczny powinien byé réwny zeru. Sprzecznosé zostala wyjasniona po przyjeciu
hipotezy S. Goudsmita i H.E. Uhlenbecka, ze poza orbitalnym momentem pedu
elektron ma réwniez spin i zwiazany z nim moment magnetyczny.

Doswiadczenie Sterna~Gerlacha pozwolilo zmierzyé rzuty momentéw magnetycznych

atomu na kierunek pola magnetycznego. Okazalo sie, ze rzuty te sa calkowitymi

wieokrotnodciami magnetonu Bohra
eh

=0,9273-107%* A.m?.
2m,

BB =

dr Lidiac GOETTIG

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 550. Funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna i spelmia réwnanie

St = [El Y 2k
)10 =1 (22) 1 (22).
Znaleié f.
Rozwiazanie na str. 1

M 551. Polaczono n punktéw strzatkami w taki sposéb, ze kazda para réinych
punktéw jest polaczona strzalka. Udowodnié, ze istnieje ,centrum”, czyli punkt,

z ktérego mozna dojéé do kazdego innego w co najwyzej dwéch krokach, idac zgodnie
z kierunkiem strzalek.

Rozwiazanie na str. 3

M 552. Bank udziela kredytu w wysokosci k zt, kiéry jest oprocentowany

na p - 100 procent rocznie i mozna go splacaé przez n lat, gdzie n jest dowolne. Niech r
oznacza roczna rate. Czy r zmierza do 0 wraz z wydluzaniem okresu splaty?
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 274. Wiazka atoméw sodu wylatuje z pieca o temperaturze T = 700 K. Wiazka
jest rozszczepiana w niejednorodnym polu magnetycznym zmieniajacym sie

odB/dz =5 T/cm na odcinku [ = 10 cm (rys. 1). Detektor jest odlegly od magnesu
o L =65 cm. Znale?é odlegloéé miedzy punktami zetknigcia sie wiazek z ekranem
detektora.

Rozwiazanie na str. 4

F 275. Wiazka atoméw litu o minimalnej energii kinetycznej Exin = 0,1 eV,
znajdujacych sie¢ w stanie podstawowym, przechodzi przez ukiad magnesdéw
doéwiadczenia Sterna—-Gerlacha o dlugoéci L; = 6 m (rys. 2). Pole magnetyczne miedzy
nimi zmienia si¢ 0 dB/dz = 5 T/cm. Przed magnesem znajduja sie w odleglosci

L =1 m od siebie dwie jednakowe przeslony D. Przy jakim najwigkszym rozmiarze
przeslony skladniki rozdzielanej wiazki atoméw calkowicie sig rozejda?

Rozwiazanie na str. 10

9
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ZADNESC TWIER ™

DLENMA —

Twierdzenie Cramera orzeka, miedzy
innymi, e uklad réwnaii liniowych
ma dokladnie jedno rozwiazanie,

gdy wyznacznik utworzony ze
wapdlczynnikéw przy niewiadomych
jest réiny od zera. Jezeli wiec znamy
to twierdzenie, tadany wynik wynika
bezpodrednio z faktu, iz w rozwinieciu
wyznacznika |a;;| dokladnie jeden
skladnik (a mianowicie ayy - agzq ...

. " @nn) nie jest podzielny przez p.
Wyznacznik bowiem jest réiny od zera
i rozwiazanie z samych zer jest zatem
jedynym rozwiazaniem.

&0

Rozwiazanie zadania F 275.

Jak w poprzednim zadaniu sila
rozszczepiajaca wiazke atomdw Li jest
réwna

dB
F =ma=
L5 - T A

gdzie a — przyspieszenie,

skierowane prostopadle do wektora
predkodci, ktérego dlugosé wynosi

v = (2Egin/m)*?. Odchylenie atoméw
na ekranie w ciagu czasu przelotu przez
= Li/v i odcinka
mi¢dzy magnesem a ekranem ts = Lg ,-"u
wynosi:

pole magnetycsane ¢

t'.‘
A= a;‘ +atty = aty(t, /24 ta),

a odlegloéé miedzy dwiema wiazkami
na ekranie wynosi 2A. Geometryczny
rozmiar obrazu kaidej z wiazek wynosi
Ly +Lx+Lj2
Lj2

Na podstawie warunku D, < A
i Ly » L; otregymujemy
undB,fd.J:

2Ekin

Dupe =D

D < LL; 70,9 cm.

Jezeli nie znamy twierdzenia Cramera

Dr Czestaw WOWK

Przypuéémy, Ze mamy do rozwiazania nastepujace

Zadanie. Niech dany bedzie uklad réwnan
1121+ 1222+ ..ot 12y, =0
@21%1 + @22%2 + ...+ G2nZn =0

(1)
8n1Z1 + Cp2Zz2+ ...+ BunZn =0

o wapdlczynnikach calkowitych. Wykazaé, ze jezeli istnieje liczba pierwsza p taka, ze

p dzieli aij, gdy i # 7 (1=1,2,...,n, 7 =1,2,...,n) oraz p nie dzieli a;

(i=1,2,...,n), to uklad (1) ma dokladnie jedno rozwiazanie w liczbach wymiernych,

tzn. ma tylko rozwiazanie (0,0,...,0).

Znajac twierdzenie Cramera wykazywalibysmy, ze wyznacznik macierzy
wspolczynnikéw tego ukladu jest réiny od zera. A jezeli nie znamy twierdzenia
Cramera? Tym, ktérzy nie znaja twierdzenia Cramera (i tym, ktéray twierdzenie
Cramera znaja), proponujemy rozwiazanie tego zadania wykorzystujace tylko
elementarne wilasnodci pewnej funkeji okreslonej w zbiorze liczb wymiernych

(o wartodciach rzeczywistych nieujemnych), tzw. normy p-adycznej.

Musimy jednak najpierw zdefiniowaé te funkcje (bedziemy oznaczali ja symbolem v,).

Niech p bedzie dowolna, (ustalona) liczba pierwsza. Kaida liczbe wymierna (rézna
od zera)

(2)
gdzie a, b (b # 0) sa liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi, mozna zapisaé
w postaci
(3)

gdzie k jest-liczba calkowita, natomiast ¢, d sa liczbami calkowitymi wzglednie
pierwszymi, takimi, e p {c oraz p [d.

a
EU"—-_E',

EC
W==.p E!

Jezeli w przedstawieniu (2) pla, to k > 0, a jezeli p|b, to k < 0, natomiast gdy p fa
oraz p [ b, to k = 0. Jezeli np. p = 7, wtedy liczbe w; = 2‘ mozna zapisaé w postaci
w1 = 7'%, liczbe wz = 12 w postaci wy = 7°13, a liczbe wa = & w postaci

= 7'l 2. Jezeli liczba w jest rézna od zera liczba wymierna zapisana w postaci (3),
to przy_]mu]emy, ie u,(w p~*. Dodatkowo przyjmujemy, ze v,(0) =0
(np. vy (’1) 3, v7 ( } =1, vy (f;) =7). Nietrudno jest udowodnié, ze zdefiniowana
funkcja v, ma naatepuja,ce wlasnosci: i
(4) vp(a) <1 dla dowolnej liczby calkowitej a,
(5) vp(wiwz) = vp(w1)vy(w2) dla dowolnych liczb wymiernych w;, wa,
(8) vp(w1 + w2) < max{vy(w1), v,(w2)} dla dowolnych liczb wymiernych w;, wa,
(7) vp(w) = 0 wtedy i tylko wiedy, gdy w = 0.
Z nieréwnodci (6) wynika, Ze ;
(8) vp(wr +wa +...+ wa) < max{vp(wi), vp(w2), ...,
wymiernych wy, w2, ..., Wn.

vp(wn)} dla dowolnych liczb

Rozwiazanie zadania. Niech (by,bs,...,b,) bedzie rozwiazaniem (w liczbach
wymiernych) ukladu (1). Wéwczas zachodza, réwnosci:

a11by + ay2ba + ..+ Ginbn =0
az1b; + azzbe + ...+ @2pbs =0
Anibn + @n2bz + ...+ @Gunbn =0

Niech ¢; bedzie ilorazem, natomiast r; reszta z dzielenia a;; przez p, wtedy g
aii = gip+r1i (1=1,2,...,n). Dodajac do pierwszej z powyzszych réwnosci (p — r1)bi,

do drugiej (p — r2)b2 itd., do n—tej (p — 7n)bn otrzymujemy
(p—r1)bi = (@11 +p — r1)bi + awaba + ...
(p—r2)bz = az1by + (@22 +p—r2)bz+...

+ a1nbn
i 52nbn

(9)

(P— rn)bn = @n1b1 + Gn2ba + ...+ (amra Fp= rn}b
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Oto szkic rozumowania bezposreduniego, Wszystkie wspélczynniki przy b; (i = 1,2,...,n) po prawych stronach réwnosci (9)

podobnego do prazedstawionego w . . e . 5o . A
SR S SRR R d.z:eia, si¢ przez p. Istnieja wiec takie liczby calkowite ¢i; (1 =1,2,...,n,
§=1,2,...,n), e

ma rozwiazanie wymierne, to ma tez
rozwiazanie zlozone z samych liczb
calkowitych (wystarczy pomnoiy¢
rozwiazanie wymierne przez wspdélny
mianownik wystepujacych w nim (10)
liczb). Podstawiajac to rozwiazanie
do réwnani ukladu stwierdzamy,

e ajixzq, dla wszystkich i, dzieli

sig przez p. Zatem przez p dziela
si¢ wszystkie z;. Z jednorodnodci
ukladu wynika wiee, 2e po podzieleniu (11)
rozwiazania przez p otrzymamy znowu
calkowite rozwiazanie ukladu. Na

(p — r1)b1 = p(e11bs + cr2bz + ... + c1nbn)
(p — fg)bg — p{l‘:glbl +egoba 4+ ...+ Cﬁnbn)
(p_rn)bn :P{Cnlbl + Cnaba +-..+Cnnbn). :

Bez zmniejszania ogélnosci mozna przyjaé, te max{vp(b1), vp(b2), ..., vp(bn)} = vp(by).
Z pierwszej réwnosci ukladu (10) mamy

vp(p — r1)vp(by) = vp(p)vp(cirbs + c12bz + ... + cinbn) .

Korzystajac kolejno z wiasnosci (8), (5), (4) funkeji v, i uwzgledniajac to, ze vy(p) = 1
oraz v,(p —r1) =1 (bo p nie dzieli p— ry), z réwnoéci (11) otrzymujemy

1 =
vp(by) < :—’ma.x{*u,,{c“bl),vp(clgbg},. e ,u,(cmbn)} =

mocy poprzedniego rozumowania
znéw wsrzystkie wystepujace w nim
liczby dziela si¢ przez p, wiec moiemy
je podzieli¢ przez p itd. dowolng
liczbe razy. Zwaiywszy, ze uklad
{0,...,0) jest jedynym ukladem liczb
calkowitych, ktéry moina dzielié
przes dana liczbe dowolnie wiele razy,
otrzymujemy zadany wynik.

:_J ma'x{”v[cll]"p(bl )s vp(c12)vp(b2), .. -, vp[‘:l")u?{b“)} i

IA

2 max (v, (62),9p(ba), - 9,80} < 0y(01).

Z otrzymanej nieréwnodci mamy v,(b;) = 0.
Poniewaz vp(b,) = max{ﬁp[bl OB v,(bn]},
wigc vp(b1) = vy(b2) = ... = v,(b,) = 0.

Stad wobec (7) wynika, ze by = ba = ... =b, = 0.

L T T AAARLL
. .
- = .:“.‘.

Patrz w niebo punktéw (galaktyk) jest sztucznie wygladzony, jezeli zas
wieksza, to s3 dwie mozliwosci: albo realne sa gromady

R . galaktyk, albo rozrzedzenia miedzy nimi.
Nie od dzié§ wiemy, Ze galaktyki grupuja sie w gromadach

galaktyk. Ale co to wladciwie znaczy? Czy zgrupowania
galakiyk to tylko nasze wrazenie czy fakt obiektywny?

Zdawaloby sie, Ze oczywista jest mozliwosé pierwsza

- gromady galaktyk przeciez po prostu widaé. Wiele

z nich liczy tysiace czlonkéw, ma elegancka sferyczna
symetrie i jakby dla zaznaczenia swojej obecnoédci jedna lub
kilka szczegéinie wielkich galaktyk w centrum. Gromady
galaktyk sa niewatpliwie najwiekszymi ,cegietkami® materii
obdarzonymi wyraZng indywidualnoécia.

WyobraZmy sobie, ze na pokratkowany arkusz papieru
(niech tam bedzie k kratek) rzucamy losowo N
punktéw. Prawdopodobieristwo, Ze jeden punkt trafi

do okreslonej kratki, wynosi 1/k, a Ze nie trafi 1 — 1/k.
Prawdopodobieiistwo, Ze w tej kratce znajdzie sie n
punktéw, bedzie proporcjonalne do (%)" (1 - %) N_",
bo jednoczednie N — n punktéw musi znalezé sie poza ta
kratka. Ale stan taki moze zostaé zrealizowany na tyle
sposobéw, na ile moina wybraé n elementéw spoéréd

N, czyli (1: ) . Ostatecznié wiec prawdopodobiefistwo, ze
w kratce znajdzie sie dokladnie n punktéw, wynosi

e N 1\ " 1 N-—n
=) (5) (-3 -
Jest to tzw. rozktad Bernoulliego. Przewiduje on, ie

rozrzut (dyspersja) liczebnosdci punktéw w kratkach
powinien wynosié

i 1
Op = N};(I_E)'

Tymczasem w rzeczywistodci tak byé nie musi. Jezeli

Ale okazuje sie, ze wszystko zalezy od skali, w jakiej
obserwuje si¢ rozklad galaktyk. Obecnodé supergromad
(tzn. gromad gromad) galaktyk juz nie jest tak
powszechna, a w jeszcze wiekszej skali z zaskoczeniem
zaobserwowano wyragne rozrzedzenia. Zauwazono, Ze
gromady galakiyk gdzieniegdzie tworza jakby ogromne
widkna rozmieszczone w niemal pustej poza tym
przestrzeni. Oczywiscie, trzeba pamietaé, ze to, co
widzimy na niebie, jest rzutem rozkiadu przestrzennego,
a zatem w rzeczywistodci §wiecaca materia (gromad
galaktyk) rozmieszczona bylaby w gigantycznych platach
otaczajacych bable pustej przestrzeni (voidy). Calogé
przypominalaby kosmicznych rozmiaréw piane.

Sprawa wielkoskalowego rozmieszczenia materii
we Waszechéwiecie jest daleka od ostatecznego rozwiazania,

dyspersja obserwowana

oci ] N
TJ = Ez(ﬂ..——k—)

jest mniejsza od teoretycznej, to oznacza, ze rozklad
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a przyczyna czesciowo tkwi w tym, Ze niekiedy jest bardzo
trudno odpowiedzieé na pozornie banalne pytanie: co
wladciwie widzimy — zgeszczenia czy dziury?

dr Tomasz KWAST



Bifurkacje
Dr hab. Ryszard KUTNER

Ze slownika wyrazéw obcych PWN dowiadujemy sie,

ze slowo bifurkacja pochodzi od lacifiskiego bifurcus
(=rozdwojony, rosochaty) i oznacza rozdwojenie sie czegoé,
rozdzielenie, rozgalezienie lub rozszczepienie. W geologii
méwi si¢ np. o bifurkacjach rzeki lub pasm gérskich.

1O REM X2 XXX 2EZXZRAXXEXXETXER
2@ REM * PROJEKCJRA 3 -2-D =
S0 REM #%## ¥ # XX XXX HX X XRREES
42 REM Ryszard Kutner, Lutlty "85
S LET as="FProjekc_ja °*
(=] LET b -"QTR&KTD&Q g
70 LET cS$="ROSSLERA"
82 LET dS="Parametry '
9@ LET e$s="atraktora®*
190@ LET f$="Uspdirz&dne "
112 LET g9s="poczatkowe"'
iz2 LET h -"Catkguita Liczba *
i3 LET iS$="krokow czasu"
14 LET é ="CZynnik skalujacy "
188 BRINT as bsics
H ;
17 PRINT .
is PRINT d%.;es$
19 PRINT
20@ LET dt=0.901: REHM ElLemen -
tarny krok czasouwy
210 REM
220 REM DEFINICJRA ATRAKTORA
232 REM FParametry atraktornf—
* sMi
24 INPUT “parameti e=";e&
295 PRINT "parametif e=", e
26 INPUT “parametr f=";Ff
27 PRINT *“parametr F-";f
28 INPUT "“"parametsr mi=",mi
29 PERINT "Earauetr mi="";mi
3 CEF FHN (X, ,Z) m—y—x
31 CEF FN B(X ,4,Z) =x+& %4
32 DEF FN Ci(xX ,Y,Z)=f+X%¥Z-mi *Z
33 REMH
34 REM q1,92.4943 - Wspdilrzedne
aktuvalne
350 REM x1 ,x2,x3 - Wsp ;rzﬁdne
P nie.jsze
360 REM yl,y2.,.943 - UWUspoHLlrz&dne
FPosrednie
370 RINT
S8@ PRINT rf&; 9%
=990 PRINT
4900 INPUT “wWspdirz&dna qi=";q1l1
41@ PRINT "Wspolirz&€dna q9l=";9q1
420 INPUT "uUspolrz&€dna q2=",;q2
430 PRINT “tispdtrz&dna q2=";q2
44@ INPUT “LWspolrz&dna 4q3=";4q93
450 PRINT "Uspdirz&dna qQ3=",;q3
4€0 PRINT
470 PRINT hs;is%
48@ PRINT
49@ INPUT "nk="" ;nk
S@2@ PRINT ""nk=";nk
S1@ PRINT
S2@ PRINT is$; ks
S3@ PRINT
€40 INPUT ‘'s=",=
BE5@ PRINT "“"s=';s
S6@ PRINT AT Ei,Q."IDaLed e
"dowolny KlLawisz) ™
S7@ PRAUSE @ =
S8@ CLS
590 LET sx1=132: REM Przesuwa
gocz&ttu osi poZiome.
E0@ LET sx2=9@: REM Przesuwa
POCZAtek o0si piOonowe.j
61@ LET sx=14-5: REM Czinniu
skalu jacy osie
520 REM Uykres
638 PRINT "xaal:*" HE S
6490 PRINT : PRINT : PRINT " 4"
PRINT
S@ PRINT : PRINT PRINT
PRINT : PRINT
66@ PRINT " @": PRINT : PRINT
PRINT : PRINT
B7@ PRINT : PRINT PRI B
68@ PRINT : PRINT T 3ID; ¥
5990 PRINT TAB 8; " -4",;,TAB 15'3“
H
700 PRINT TAB 22; " 4";TAB 29;,
>
71@ PRINT TAB 2S; " [%";=s;'"]"
720 PLOT @,1 DRAU 244, 0
790 PLOT 1é.¢ CRAL 0.1+¢
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W tym artykule zajmiemy sie bifurkacjami od strony
numerycznej, a przyblizymy to pojecie postugujac sie
historyjka obrazkowsa. Bedziemy badaé rozwiazania
pewnego ukladu nieliniowych réwnan rézniczkowych.
Okaze sie, e rozwiazania te — pokaZemy je w naszej
historyjce obrazkowej — beda jakosciowo silnie zalezed
od wartodci parametréw wystepujacych w réwnaniach.
Pojawiajace sie niestabilnoéci rozwiazania nazywaé
bedziemy bifurkacjami.

Zajmiemy sie ukladem réwnan rézniczkowych
przedstawiajacym tzw. atraktor Rosslera (o fizyce
nieliniowej i atraktorach byla juz mowa w poprzednich
numerach Delty: 91 11/1988 oraz 2 i 4/1989). Jest to
uklad trzech sprzezonych ze soba, nieliniowych réwnan
rézniczkowych pierwszego rzedu:

%ﬁ‘:'_x2_'z3|
() {42 =3 tem,
%ﬁ" =f+z:23 — uzs,
gdzie e, f, p s3 parametrami danymi z zewnatrz. Ponadto,
jak w kazdym tego typu problemie, uklad réwnail
rézniczkowych uzupelniamy o warunki poczatkowe postaci:
z1(t = 0) = qy, 22(t = 0) = qy, 23(t = 0) = q;, gdzie q;, q,
i q; sa ustalonymi przez nas wartosciami. Prosze zwrécié
uwage, jak malo interesujacy bylby nasz uklad réwnai (),
gdybyémy usuneli w trzecim réwnaniu wyraz mieszany
postaci z;z3. Bylby to wtedy dobrze znany liniowy ukiad
réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Dodanie wyrazu
7,23 powoduje, ze uklad réwnaf (+) nie da sie juz scisle
rozwiazaé — pozostaje nam wiec tylko droga numeryczna.
Na tej wladnie drodze odkryjemy zaskakujace bogactwo
postaci rozwiazai ukladu réwnai (*). Postuzymy sie w
tym celu zalaczonym programem komputerowym. Jest
to program przystosowany do pracy na popularnym
komputerze ZX Spectrum 48K i zgodnych z nim, jak
Timex czy tez Elwro 800 Junior. Umozliwi on réwniez
wykonanie rysunkéw przedstawiajacych dwuwymiarowe
projekcje rozwiazati ukladu réwnan (*).

A zatem rozpoczynamy nasza historyjke obrazkowa.

Projekcja ATRAKTORA ROSSLERA
Parametry atraktora

PArAmets e=@0.2

PArametr Ffed.2

Parametr mi==2
Uspdtrzedne p
Wspdtrzadnsas 4
Uspgt_rzé.dn.a a
Wipdtrzedna_q
Catkowits Llic
nk =202
Czynnik 3kEBLU jacy o=ie
i=2.5

2T [s2.5]




FProjekeia ATRAKTORA ROSSLERA
Parametry atraktora

Facramets 2=0.2
Faramats fF=0.3
Paramets mi=3_5S
Wspdtrz®dne poczatkowe
Lspdtrz&dna ql=@
LUspolrz®&dna q2=3.2
LUspdlrZ®dna q3=@
Catkowita Liczba krokdw czaszu
nNk=eTO

Iunnik Skalujacy osie

w o

Iy <

-5

BT [22.5]

Bys. b

Projekcja ATRAKTORA ROSSLERA
Parametry atraktora
Farsmels €=90.2

parsmety r=0,2

Parsmets mi=d.3

LVepdAt rz&dne POoCZALEOwWE
LUspdtrzedna Ql=0

Lzpat cZ8dna qQ2=3.2

LEspdt rZRd4dn3a qQ3=0

CaLkowits LicTba Kkrokdw o s:w
Ok e l2TQQ0

Czunfik ZEkalu jicy os5ie

E=F .

X2T [%2.5]

e —p——

A
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FroJekcys ATRARKTORA ROSSLERRA
FParametry atraktora

arametls £=2.3
Earametr F=0.4
Faramets mi=S5.S
LUzpdtrzadne poczAtkows
Wspdlrz&dna 4l=0
OifE3irzedna aAz=2.3
Wspdtrz&dna 4320
Catkowita LiczZba Kkrokdw cIasu

nk=12S2aa
Czunrmik =KaLujlacy osie

s =4

S IRTE S

Na rysunku a przedstawiona jest prosta trajektoria
cykliczna na plaszczyZnie (z1, z2, 0). Aby przesledzié

je] powstanie, wystarczy uruchomié zalaczony program
komputerowy wprowadzajac podane ponad rysunkiem
wartodci parametréw, warunki poczatkowe oraz catkowita
liczbe elementarnych krokéw czasowych. Tak powstala
trajektoria jest rozwiazaniem numerycznym ukiadu
réwnan (*) i stanowi punkt wyjscia cyklu obrazkéw
zamieszczonych na rysunkach a — d.

&'a rysunku b przedstawiona jest juz inna trajektoria
cykliczna, jak widad, o strukturze bardziej skomplikowanej
— podwéjnie zapetlonej. Prosze zauwazyé, ze komplikacja
zostala spowodowana zmiana, tylko jednego parametru p
(w programie: mi). W dalszym ciagu, dla uproszczenia,
bedziemy zwiekszaé wilagnie ten jeden parametr.

Mozesz, Czytelniku, sam sprawdzié, Ze istnieje taka
»krytyczna® wartodé parametru g = p ~ 4,2, e dla p > up
rozwiazanie zmienia swéj charakter tworzac pasma, jak

_ pokazuje rysunek ¢c. W trakcie powstawania tego obrazka

moZna zaobserwowad, jak bardzo poplatana, by nie rzec
chaotyczna, jest trajektoria wewnatrz kaidego z pasm.

Na koniec przyjrzyjmy sie jeszcze rysunkowi d, ktéry
powstal w wyniku zmiany wszystkich trzech parametréw.
Jest to tzw. dziwny atraktor Rdsslera, a icislej rzecz
biorac jego dwuwymiarowa projekcja {czesto méwiac

o atraktorze Rosslera ma sie na myéli wiagnie ten twdr,

a nie uklad réwnan réiniczkowych ()). Jak widad,
struktura rozwigzania przedstawionego na rysunku d
charakteryzujaca si¢ pofaldowaniem i splataniem
trajektorii, jest kranicowo rézna od naszego wyjsciowego,
prymitywnego rozwiazania z rysunku a. Przedstawione
rysunki ilustrujg wlasnie efekt bifurkacji, tzn. jakodciowa
zmiane rozwiazania wraz ze zmiana wartosci parametréw
charakteryzujacych dany uklad. Bifurkujace rozwiazania
réwnai rézniczkowych (zwyczajnych lub czastkowych)

to nie tylko ciekawostka matematyczna. Pojawiaja sie

one takze w réinych modelach fizycznych, na przyklad

w hydrodynamice i aerodynamice zagadnien turbulentnych.
Trzeba podkreslié, Ze droga do opisu ruchéw turbulentnych
poprzez bifurkacje i dziwne atraktory znajduje dzisiaj
swoich zwolennikéw zaréwno wéréd matematykéw, jak

i fizykéw. Sa to wszystko problemy ,gorace”, wlasnie
badane nie tylko metodami czysto teoretycznymi, ale takie
na drodze eksperymentéw komputerowych, podobnych
réwniez do zamieszczonych w tym artykule. Zachecam

do wziecia w nich udzialu. :

Wybrany przez nas przyklad atraktora Rosslera

dotyczy tzw. zagadniefi dyssypatywnych (o ktérych
méwilismy nieco przy omawianiu dziwnych atraktoréw

w Delcie 4/1988). Okazuje sie, ze efekt bifurkacji
wystepuje takze w tzw. ukladach konserwatywnych. Ale
to juz calkiem inna historia. A moze, w formie ¢wiczenia
sprébujesz, Czytelniku, sam napisaé program kreélacy
np. trajektorie w przestrzeni fazowej punktu materialnego
podlegajacego np. dzialaniu sily zaleznej liniowo oraz
kubicznie od jego wychylenia z poloZenia réwnowagi. Jako
pomocna, pozycje literaturowa moge tutaj polecié prace
przegladowa R.H.G. Hellemana pt.: sSelf - generated
chaotic behavior in nonlinear mechanics” zamieszczona,

w Fundamental Problems in Statistical Mechanics, tom V,
red. E.G.D. Cohen, North~Holland, 1980.



Wieszanie obrazu Do gérnych wierzcholkéw prostokatnego obrazu przyczepiamy sznurek i za ten
sznurek wieszamy obraz na haku wbitym w $ciane. Jakie sa mozliwe polozenia
‘réwnowagi? Pomijamy tarcie sznura o hak i obrazu o §ciane. Doswiadczenie

/ pokazuje, ze dla dlugiego sznurka mamy jedno polozenie réwnowagi trwalej

/ (rys. 1a), a dla sznurka krétkiego dwa polozenia réwnowagi trwalej i jedno

/ nietrwalej (rys. 1b). -

Rys. 1b

Znajdimy te polozenia. Z prostych rozwazan fizycznych wynika, ze érodek
obrazu G lezy pionowo pod hakiem H oraz katy AHG i GH B sa réwne

(rys. 2). Odbijmy punkt B symetrycznie wzgledem prostej HG. Punkt B’ lezy
na prostej HA.

1. Jedli B' = A, to H lezy na dwusiecznej kata AGB.

2. Jesli B' # A, to /ZHBG = (HB'G = (B'AG =n— LHAG
(przedostatnia réwnoéé wynika z réwnoramiennosci tréjkata B’ AG.)
Zatem na czworokacie H AGB da sie opisaé okrag, czyli punkt H lezy
na okregu opisanym na tréjkacie AGB (rys. 3).

Rozwaimy mozliwe polozenia haka (gdy obraz jest w réwnowadze) w ukladzie
odniesienia obrazu. Przy danej dlugoéci sznura wszystkie mozliwe polozenia
haka leza na elipsie., Jeéli dlugo$é sznura jest wieksza lub réwna 2AE, to
moiliwe jest tylko jedno polozenie réwnowagi (punkt przeciecia prostej i elipsy
lezacy powyzej G) i musi to by¢ réwnowaga trwala. Przy skracaniu sznura
nastepuje bifurkacja i jedno polozenie réwnowagi trwalej rozszczepia si¢ na trzy
(rys. 4). Badajac energie potencjalna obrazu (proporcjonalna do GH) mozna
sprawdzié, ktéry z punktéw przeciecia elipsy z prosta (H;) i okregiem (H; i H3)
jest punktem réwnowagi trwalej (energia jest minimalna), a ktéry réwnowagi
nietrwalej (energia maksymalna).

e +~..\‘
TE
b | N |
A
/ m 5
! \
I I I H H H
HmH;r, 2 [ 3
\ I /
A & | 57 - A { B
~ L} e
1G IB
D ; & D C
Rys. 4 Rys. &

Punkt wbicia haka jest punktem réwnowagi, gdy odcinek laczacy go z G jest
prostopadly do elipsy. Okrag S o érodku G i promieniu GH, jest styczny
do elipsy w Hy i H; (rys. 5). Elipsa i okrag nie maja wiec wiecej punktéw
wspélnych (dwie stozkowe moga si¢ przecinaé w co najwyzej 4 punktach,

ale w naszym przypadku punkty przeciecia sa punktami stycznosci) i elipsa
lezy wewnatrz okregu S. W punktach H; i H; sa zatem maksima energii
potencjalnej, a w punkcie H; minimum.

Opracowal J.R.
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Radiowe obserwacje neutralnego wodoru (na fali 21 cm)

w pewnej gromadzie galaktyk w Lwie ukazuja obecnosé

kilku oblokéw ukladajacych sie w coé w rodzaju pierscienia,

w centrum ktérego leza galaktyki M 105 i NGC 3384. Biorac
pod uwage odleglogé tych obiektéw ocenia sie érednice
pierscienia na 200000 parsekdw i okres obrotu na 4 mld lat.
Przypuszcza sig, Ze preyczyng powstania takiej struktury moglo
by¢ zderzenie sie dwéch galaktyk, choé, oczywiscie, jeszcze
daleko do pelnego wyjasnienia tej osobliwosci.

W"..m

Warto pamiegtaé (patrz

II etap XL Olimpiady
Matematycznej), ze
twierdzenie o bokach
czworokata opisanego

na okregu stosuje sig réwniez
do czworokatéw wkleslych.

BrRRLIEL « o0 RS ARIH O
Zmiany jasnosci kwazaréw obserwuje sie od dawna, jednak
dopiero koncepcja supergestych obiektéw centralnych okazala
si¢ zdolna wytlumaczyé zmiany blasku zachodzace w tempie
minut. Np. kwazar OJ 287, jeden z najjasniejszych zmiennych
kwazaréw, poloZony na niebie w poblizu gromady gwiazd
Praesepe w Raku, wykazuje zmiany jasnosci o okresie m.in.

15 minut. Oznacza to, ze jasnosé ta produkowana jest

w grédle o rozmiarach nie wigkszych niz 15 minut swietlnych!
Skomplikowany charakter zmian jasnosci sugeruje, ze
promieniuje tam kilka Zrédel jednoczednie, prawdopodobnie tzw.
gorace plamy w dysku otaczajacym centralny supergesty obiekt
(czarng dziure?). Jego masa jest oceniana na kilka milionéw

do 60 milionéw mas Slotica. Prawdopodobnie jest to w ogdle
typowy mechanizm produkceji energii w kwagzarach.

rRELIG « o0 RO ZAROE)

Na Uniwersytecie w Ann Arbor (USA) opatentowano nowy
rodzaj substancji, ktére zaleznie od obecnosci pola elektrycznego
moga przechodzic ze stanu cieklego w stan staly i odwrotnie.
53 one mieszaning proszku i cieczy — poddane dgialaniu silnego
pola elektrycznego przechodza w stan staly, a po wylaczeniu
pola powracaja do stanu cieklego.

Znane dotychczas ciecze o tych wlasnosciach nie mogly by¢
wykorzystane w samochodach czy innych maszynach, bowiem
ich ciekly skiadnik to woda, ktéra wyparowuje przy wysokich
temperaturach.

Nowo odkryte substancje nie zawieraja wody, beda, wiec

mogly znaleZé szerokie zastosowanie w nowoczesnych ukladach
hamulcowych czy innych urzadzeniach hydraulicznych.

W amortyzatorach ciecze te moglyby zmieniaé swe wlasnodci od
cieklych do stalych w czasach mniejszych od 1 ms pod kontrola
mikrokomputera.

MORELIEY » o0 TR B OF

Na pytanie ,Czy liczba 3,14 jest wymierna?” czesto mozna
otrzymaé odpowiedZ negatywna,.
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Mikroskopia pozytonowa juz wkrétce pozwoli zajrzed w glab
materii. Chociag nie osiagnie takiej zdolnosci rozdzielczej

jak mikroskopia elektronowa, to moze dostarczy¢ zupelnie
innych informacji. Ostatnio grupie naukowcdw z Uniwersytetu
Brandeis i Laboratorium Bella udalo sie skonstruowaé
mikroskop pozytonowy o zdolnogci rozdzielczej 300 nm

dajacy powigkszenie 1150-krotne. Jest to granica mozliwosci
mikroskopdw optycznych. Naukowcy cheg osiagnaé zdolnosé
rozdgielczg 1 nm, co umozliwi badanie defektéw w krysztalach
oraz budowy molekul biologicznych.

Victor Poncelet, autor pierwszego podrecznika geometrii
rzutowej, jako jednej z metod uzyskiwania nowych twierdzeri
uzywal nastepujacej zasady cigglosci:

Jedli figure jakad otrzymuge si¢ z innej preez zmiang ciqgla ¢ jedli jest
ona tak samo ogdina jak pierwsza, wowczas wlasnoéé udowodniong dla
figury pierwszej moina przenieéé na figure drugq bez dalszych rozwazan.
I uzyskiwal w ten sposdb szereg ciekawych i, oczywidcie,
prawdziwych twierdzeri. Dzi$ jednak wszystkie te twierdzenia
majg ,prawdziwe” dowody, choé czesto nastepcy Ponceleta
musieli wlozyé wiele trudu w ich znalezienie.

W ten sposdb za icisloéé placi sie utratg piekna i jasnodci
spostrzezen. .

SYRELIEL « .0 TR ALIHO0

Nowe swiatlowody wykonane z wysoce przezroczystego

szkla kwarcowego moga przenosié sygnaly optyczne na
odleglodci rzedu 50 km bez koniecznogei wzmacniania. Zgodnie
z przewidywaniami teorii wiatlowody te powinny umozliwié
przekaz sygnaléw w podczerwieni na odleglodci 20-krotnie
wieksze.

OYRELILL © o0 DS T2THOP

- W dwie prcste (obojetnie: réwnolegle lub nie) wpiszmy

trzyodcinkowe lamane (lamana jest wpisana w dwie proste, jesli
jej kolejne wierzchotki leég na réznych prostych). Jedli beda one
mialy odcinki odpowiednio réwnolegle, to i odecinki zamykajace,
czyli laczace pierwszy wierzcholek £ ostatnim, wszystkie beds
mialy ten sam kierunek

Jedli dwie wyjéciowe lamane rysowane sa ,tak samo” (lewa czeéé
rysunku), to mozna to latwo uzasadni¢ wlasnosciami przesunigd

lub jednokladnosci. Ale jeéli lamane bedziemy rysowaé ,do géry
nogami” (prawa czedé rysunku)?

Twierdzenia opisujace podana wlasnoséé sa nazywane prostymi

i odwrotnymi nogycami.

MrRELIE » o0 ZTRO TR 0P

Gwiazdy zmienne lub szybko poruszajace sie odkrywalo sig
kiedys przez poréwnywanie dwéch zdjeé tego samego obszaru
nieba wykonanych w réznych chwilach. Eatwo domysled sig, ze
bylo to zajecie dodé zmudne i az prosilo si¢ o zautomatyzowanie
tej pracy. Urzadzenia do automatycznego mierzenia klisz
pracujg na swiecie juz od lat. Najszybszym jest prawdopodobnie
skaner pracujacy na Uniwersytecie Minnesota zdolny w ciagu

2,5 godeiny pomierzyé pare klisz o rozmiarach 14 x 14 cali.
Wykonuje to, oczywidcie, komputer sterujacy promieniemn
laserowym omiatajacym te klisze. Dokladnog¢ tak wyznaczonych
polozen gwiazd na kliszy jest rzedu 1,5 um.



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i1 Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Termin nadsylania rozwiazaii:
31 X 1989 Kaidy moze nadsyla¢ rozwiazania zadaii z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. MoiZna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robié

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadaini z matematykii z fizyki naleiy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspélczynnik trudnofci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie § oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe 0s6b, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwdch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1989.

Zadania z mai‘.ematyki nr 193, 194

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

193. Kaidy punkt plaszczyzny pomalowano dokladnie jednym z dwéch koloréw
w taki sposdb, ze Zaden tréjkat réwnoboczny o boku dlugoéci 1 nie ma wszystkich

wierzchotkéw jednakowego koloru.
- a) Dowieéé, e istnieje tréjkat réwnoboczny o boku dlugosci /3, majacy wszystkie
. >

wierzcholki jednego koloru.
b) Daé przyklad pokolorowania o wymienionej w pierwszym zdaniu wlasnodci.

194. Niech n > 2 bedzie dowolna, ustalona liczba naturalna. Dowiedé, ze jest tylko
skoniczenie wiele par liczb calkowitych (z,y) spelniajacych réwnanie

2"+ (2 +1)" ="+ (g + 1)
Zadanie 194 zaproponowal pan Marcin Mazur z Bialegostoku.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1989

Przypominamy treéé zadan:
189. Rozpatrujemy tréjkaty T i caworokaty () opisane na danym kole K. Wyznaczy¢ katy

oraz okrefli¢ wzajemne pologenie figur T i Q. dla ktorych pole czedci wspdlnej T N ¢ jest
minimalne.

190. Dane m,n > 1, naturalne; m nieparzyste. Czy licaby 2™ — 11 2™ + L musza byd¢ waglednie
pierwsze’

189. Dla ustalonego tréjkata T i czworokata @ czeéé wspdlna tych figur jest
siedmiokatem opisanym na kole K. Jego pole jest nie mniejsze niz pole siedmiokata
foremnego opisanego na K (wynika to latwo z wypuklodci funkcji tangens w przedziale
(0; ;}f) i z nieréwnoéci Jensena). Szukamy wiec tréjkata T i czworokata @, dla ktérych
T N Q jest siedmiokatem foremnym; wéwczas pole T N @ bedzie minimalne.

Niech A,;, A2, As beda punktami stycznoéci kola K z bokami tréjkata T i niech

B., B2, Bs, B; beda punktami stycznoéci kola K z bokami czworokata Q. Siedmiokat
T N Q jest foremny, gdy wymienione punkty dziela okrag kola K na siedem réwnych
hukéw. Siedem punktéw, wéréd ktérych sa trzy punkty jednego typu i cztery punkty
drugiego typu, mozna usytuowaé na okregu na cztery sposoby:

(1) B1A1A2A:B2B3B; i

(2) B1A1B2A2B3A3B,

(3) BiA1A2B;AsBsB,

(4) B],A],AngBaAsB;

(kazda konfiguracja daje si¢ sprowadzi¢ do jednej z powyzszych przez stosowne
przenumerowanie punktéw). Warunek, by punkty A; byly punktami stycznosci kola

z obwodem tréjkata, eliminuje konfiguracje (1) i (3). Natomiast z (2) i (4) dostajemy:
(2) tréjkat o katach 2w, 2, 1m, caworokat o katach 2, 2, 2x, 3m;

(4) tréjkat o' katach 1w, im, 27, caworokat o katach im, &, 27, 3w,

usytuowane, jak przedstawia rysunek (w kazdym przypadku obie figury maja wspdlna
of symetrii). Znalezione pary figur stanowia rozwiazanie zadania.

190. Tak. Przypuséémy, se d = NWD(2™ —1,2" + 1) > 1. Z zalozenia 2™ = 1(mod d),
2" = —1(mod d). Pierwsza kongruencje podnosimy do potegi n, a druga do potegi m.
Otrzymujemy 1 = 2™* = —1(mod d), skad d = 2. Sprzecznosé, bo 2" + 1 jest liczba
nieparzysta,.
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Zadania z fizyki nr 91, 92
Redaguje dr Andrzej NADOLNY

91. Gdy poziomo rozpieta nylonowa zylke — uzywana do suszenia bielizny — pociagamy
(pocieramy) wzdluz zwilionymi palcami, slyszymy charakterystyczny, déwigk. Jesli

na Zylce wisza jakies drobne, suche ,szmatki”, mozemy jednoczesdnie zauwazyé, ie
przemieszczaja sie one wzdluz zylki w tym samym kierunku, w jakim przesuwamy

po niej palce. Wytlhumaczyé to zjawisko, w miare mozliwodci ilustrujac wlasnym
materialem doswiadczalnym.

92. Dwa ciala, o masach odpowiednio m, i m2, polaczone niewazka, nicia, moga
sie poruszaé bez tarcia po prostopadlych prowadnicach ustawionych w plaszczyZnie
pionowej tak, ze jedna z nich nachylona jest pod katem a wzgledem poziomu (rys. 1).

my
Znalefé kat miedzy nicia laczaca ciala a ta prowadnica, gdy uklad cial znajduje sie w
ma. stanie réwnowagi. Okreéli¢, jaki to rodzaj réwnowagi.
Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1989
Przypominamy treéé zadaii:
87. Czy kosmonauta unoszacy sie swobodnie w przestrzeni kosmicznej (nie obracajacy
Rys. 1 sie wzgledem swego frodka masy) moze dokonad obrotu swego a lad o 180°,
nie wykorzystujac zadunych oddzialywail z cialami zewnetranymi ani odrzutu?
Jedli jest to modliwe, to w jaki sposdh?
"83. Kwadratowa ramka o boku a z drutu miedzianego o polu przekroju poprzeczuego S wiruje
ze staln prec 2, ywa w w jednorodnym polu magnetycanym o indukeji B wokdl osi
lezace] w plaszezyinie ramki, rédwnoleglej do jediiej pary bokéw i prostopadlej do kierunku pola
magnet ycanego.,
Obliczyé maksymalna wartodé momentna sily, jaki musi pokonad silniczek napedszajacy ramke.
Opér wl i zy wynik ulegnie amianie i jak, jedli ramka b e rawierala
i awojdw ciefdszego drutu, wykonanego z tej saimej ilofci miedzi, co ramka pierwotua?
87. Jest to moiliwe przez umiejetne wykorzystanie prawa zachowania momentu pedu
ukladu izolowanego, jaki stanowi kosmonauta. Nalezy mianowicie dokonywaé kolejno
wzajemnych obrotéw czedci tego ukiadu w przeciwne strony, zmieniajac w miedzyczasie
moment bezwladnodci czedci ukladu wzgledem osi obrotu. Wystarczy, ze kosmonauta
bedzie wykonywal nastepujace ruchy rekoma (najlepiej trzymajac w nich spore masy):
obrét w jedna strone rak polozonych w poblizu osi ciala, oddalenie rak od osi ciala,
obrét w druga, strone, powrst rak do pozycji wyjéciowej. Rysunek 2 przedstawia
schematycznie kosmonaute - ogladanego od strony glowy — w ukiadzie inercjalnym,
w kolejnych fazach tej operacji. Powtarzajac ja wielokrotnie kosmonauta moze si¢
obrécié o dowolny kat.
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Rys. 2 88. Rozpatrzmy ogélniejszy przypadek ramki zawierajacej n zwojéw drutu o polu

: przekroju poprzecznego S/n. Pochodna czasowa strumienia wektora indukcji
magnetycznej B przechodzacego przez ramke osiaga podczas obrotu ramki wokdét
osi maksymalna wartodé w polozeniu ramki réwnoleglym do wektora B. Wartodé ta
da% = Ba*w nie zaleiy od polozenia osi — zgodnego z warunkami zadania — przyjmiemy
wiec, Ze of obrotu pokrywa sie z bokiem ¢ ramki (rys. 3).
W omawianym polozeniu ramki w jej uzwojeniu indukuje sie maksymalna sila
elektromotoryczna o wartosci bezwzglednej | e| = nBa®w. Uwzgledniajac opér
uzwojenia R = 4n%ap/S i zaniedbujac przesuniecie fazowe zwiazane z samoindukcja
uzwojenia obliczamy natezenie plynacego w danej chwili przez uzwojenie pradu
|I]| =|€|/R = BaSw/(4np). Na bok b ramki (rysunek) dziala sita F = nlaB (ktérej
swrot jest zgodny 2z regula Lenza). W omawianym poloZeniu zaréwno wartosé tej sily,

B jak 1 jej ramie wzgledem osi przyjmuja warto$é maksymalna. Wobec tego maksymalna
wartodé momentu sily jest réwna

M = Fa = B*a*Sw/(4p).

Jak widaé, wartosé ta nie zalezy od n.

Moina latwo wykazaé, e powyiszy wynik jest shuszny dla dowolnego umiejscowienia
osi obrotu spelniajacego warunki zadania.
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