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Polowanie
na pulsary

Mgr Joanna

UDA L SKA

Rozwoiazanie zadania M 550.
Równanie spelnia funkcja równa
tozsamosciowo zeru. Zalózmy, ze f nie
jest taka funkcja. Wtedy dla kazdego
punktu marny f(x) ol- O. Istotnie,
jesli lewa strona równa sie zeru,
to f(xo) = O lub f(yo) = O. Wtedy
jednak f(x~Jf(YJ = O dla kazdego y
lub f(x)f(yo) = Odla kazdego x.
Zatem zbiór zer lewej strony sklada _
sie z prostych równoleglych do jednej
z osi ukladu wspólrzednych. Podobna
analiza pokazuje. ze z-era prawej strony
tworza zbiór prostych równoleglych
do jednej z prostych: x = y, x = -y.
To jest jednak mozliwe tylko dla
funkcji •.erowej.
Funkcja f jest ciagla. zatem jest stale
dodatnia lub stale ujemna.
Mozna teraz zdefiniowac

h(x) = log If(x)l.
Marny

(X-Y) (x+y)h(x) + h(y) = h .j2 + h .j2 o

skad rózniczkujac wzgledem x
ot rzym ujemy

. (*)

h'(x) = :Zh'(x;/)+ :Zh'(X;/)
Rózniczkujac teraz wzgledem y
otrzym ujemy

0= -~h" (x;zy) + ~h" (x~y);
podstawiajac x = y otrzymujemy
h" = con~t, czyli h jest wielomianem
drugiego stopnia, a poniewaz h'(OJ = O
na mocy (*), wiec h(x) = ax2 + bo

Ostatecznie

log If(x)1 = ax2 + b,
skad

W listopadzie 1967 roku Jocelyn Bell z Cambridge University odkryla
tajemniczy slad w obrazie radiowym pewnego obszaru nieba. Jego
niecodziennosc polegala na tym, ze w odróznieniu od innych, znanych
zródel radiowych skladal sie z serii nieslychanie krótkich, regularnych
pulsów. Poczatkowo astronomowie dosc sceptycznie potraktowali to odkrycie
przypuszczajac, ze tego rodzaju pulsy moga byc tzw. efektem instrumentalnym
(np. wynikiem interferencji). Na wszelki wypadek nie zaniechano jednak
dalszych obserwacji. Dosc niespodziewanie okazalo sie, ze podczas kolejnych
nocy coraz bardziej intrygujace zródlo zajmowalo te sama pozycje na niebie.
Powoli przestawal budzic watpliwosci fakt jego rzeczywistego istnienia.
Potwierdzana przez kazda obserwacje niewiary godna wprost regularnosc
pulsów, niezwykle krótki czas ich trwania i okres powtarzalnosci doprowadzily
do powstania szalenie ekscytujac~j hipotezy, zgodnie z która pulsy mialyby
pochodzic od jakiejs odleglej cywilizacji. W zwiazku z tym zródlo zostalo
nazwane LGM (od angielskiego Littlt: Green Men - zielone ludziki). Zywot
hipotezy i zwiazanej z nia nazwy byl jednak krótki, bowiem zaledwie w ciagu
kilku tygodni odkryto w innych obszarach nieba podobne zródla, pulsujace
z róznymi okresami. Na dobre uwierz,ono, ze sa to obiekty naturalne, wkrótce
tez nadano im bardziej odpowiadajaca rzeczywistosci nazwe - pulsary
(od angielskiego pulsing star).

Ta nazwa juz na zawsze przylgpela do zródel milisekundowych pulsów, choc
nie nalezy jej kojarzyc z pulsacjami gwiazd. Zwazywszy, ze okresy pulsarów
zawieraja sie w przedziale od 0,033 s dOI3,75 s, nie sposób sobie wyobrazic,
aby gwiazdy mogly zmieniac jasnosc pulsujac w tak zawrotnym tempie.
Nie jest równiez mozliwe, aby zródlem olbserwowanych puls6w byl szybki obrót
normalnych gwiazd o nierównomiernym rozkladzie jasnosci powierzchniowej,
bowiem uleglyby one rozerwaniu pod naporem gigantycznych sil odsrodkowych.
Trzydziestu obrotów na sekunde nie wytrzymalby nawet bialy karzel, znacznie
mocniej zwiazany sila grawitacji. Tego rodzaju rozwazania teoretyczne wskazaly
na koniecznosc poszukiwania pulsarów wsród znacznie bardziej "egzotycznych"
obiektów niebieskich.

W czasach odkrycia pierwszego pulsara teoretycznie przewidywano juz
mozliwosc istnienia obiektów obdarzony,ch jeszcze silniejszymi, niz w przypadku
bialych karlów, potencjalami grawitacyjnymi - gwiazd neutronowych.
Nawet proste rozwazania dotyczace równowazenia sie sily grawitacji i sily
odsrodkowej prowadza do wniosku, ze silnie zwiazaJla struktura gwiazdy
neutronowej nie ulega zaburzeniom pod wlPlywem tak szybkiego obrotu. W tym
wzgledzie gwiazdy neutronowe spelnialy w:iec warunki kandydatów na pulsary.
Pozostala do wyjasnienia przyczyna nieróvvnomiernego 'rozkladu ich jasnosci
powierzchniowych. W powszechnie akcep\towanym obecnie modelu pulsarów
za nierównomierny rozklad ich jasnosci w gdównej mierze odpowiedzialne
jest bardzo silne pole magnetyczne. Czastki wystrzeliwane z goracej plamy
pod biegunem magnetycznym wylatuja w przyblizeniu wzdluz linii pola
magnetycznego promieniujac w wyniku tzw. zjawiska synchrotronowego.
W rezultacie promieniowanie to emitowane jest równiez srednio w kierunku
osi pola magnetycznego. Wzajemne nachylenie osi magnetycznej i osi obrotu
sprawia, ze wiazka promieniowania pulsara omiata okreslone obszary nieba
niczym swiatlo latarni morskiej.

Juz w koncu 1968 roku teoria ist:nienia tak miezwyklych obiektów znalazla
wspaniale potwierdzenie w obserwacjach, kiedy to odkryto pulsara w centrum
Mglawicy Krab - jednej z najbardziej znanych pozostalosci po wybuchach
gwiazd supernowych. Aby w pelni docenic waJrtosc tego odkrycia, nalezy
pamietac, ze zgodnie z rozwaiJaniami teoretycz nymi gwiazdy neutronowe
powstaja w wyniku wybuchu supernowych. Zaobserwowanie pulsara w Mglawicy
Krab potwierdzilo wiec z jedJnej strony slusznO!lc modeli ewolucyjnych, z drugiej
zas fakt, ze pulsary sa szybko rotujacymi gwiaz,dami neutronowymi.
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Rzecz jasna, jeden tego typu przypadek nie usatysfakcjonowal jeszcze w pelni
astronomów. Od ponad dwudziestu lat pilnie wypatruja oni pulsarów
w pozostalosciach po wybuchach gwiazd supernowych. Kazde takie odkrycie
przyczynia sie bowiem do ugruntowania istniejacych teorii. Tymczasem wyniki
obserwacji wprawiaja w lekkie zaklopotanie. Sposród ponad trzystu pulsarów,
odkrytych od 1968 roku, zaledwie o kilku mozna powiedziec, ze ponad wszelka
watpliwosc znajduja sie w pozostalosciach po wybuchu gwiazdy supernowej.
Co gorsza, na ogól w tych pozostalosciach nie zaobserwowano pulsarów.
W pewnym stopniu teorie ratuja dane dotyczace warunków, w jakich nastepuje
eksplozja gwiazdy supernowej. Gigantyczna energia przekazana pulsarowi
podczas wybuchu moze prowadzic do znacznego oddalenia sie go od reszty
mglawicy. Ponadto zywot mglawicy, ulegajacej nieustannemu rozpraszaniu, jest
stosunkowo krótki, a wiec w okolicach odpowiednio starych pulsarów obloki
powstajace podczas eksplozji supernowej zdazyly juz zniknac. Wielu pulsarów
istniejacych zapewne w pozostalosciach po wybuchach supernowych po prostu
nie mamy szansy odkryc. Niekorzystne z punktu widzenia naszych obserwacji
ustawienie ich osi magnetycznych sprawia, ze wiazka wysylanego przez nie
promieniowania w ogóle do nas nie dociera.

Wszystlde te argumenty nie zmieniaja jednak faktu, ze dla pelnego
potwierdzenia teorii przydaloby sie wiecej nie budzacych zastrzezen odkryc
pulsarów w pozostalosciach po wybuchach gwiazd supernowych. Nic wiec
dziwnego, ze wraz z odkryciem supernowej w Wielkim Obloku Magellana
(SN 19'87A) zrodzily sie nadzieje na zaobserwowanie zwiazanego z nia pulsara.
Blisko, dwa lata nie pozbawionych emocji oczekiwan nie przynosily pozytywnego
rozstrzygniecia. Silne promieniowanie gestej, mlodej mglawicy ,skutecznie
uniemozliwialo dostrzezenie jakiegokolwiek sladu. I wreszcie w lutym biezacego
roku poszly w swiat pierwsze doniesienia o dokonaniu tego jakze oczekiwanego
odkrycia. W obserwacjach przeprowadzonych 18 stycznia 1989 r. w chilijskim
obserwatorium Cerro Tololo dostrzezono O,5-milisekundowe pulsy pochodzace
najprawdopodobniej od mlodego pulsara powstalego podczas wybuchu
SN 1987A. O ile dalsze obserwacje potwierdza rzeczywiste istnienie pulsara,
bedzifl to z pewnoscia jedno z najbardziej znaczacych odkryc ostatnich kilku lat.
Na ostateczne rozstrzygniecie musimy jednak jeszcze troche poczekac.

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKÓW

3. Zaproponuj ciekawe doswiadczenia, jakie mozna zrobic
za pomoca takiego fotometru.

4. Zadanie rachunkowe:

W rakiecie poruszaj acej sie z przyspieszeniem 5g
(g = 9,81 m/s2) wyznaczono okres wahan wahadla
matematycznego (w dobrym przyblizeniu kulka na sznurku)
o dlugosci 10 cm. Ile 'wynosi okres wahan?

w tym miejscu scianki z plamkami naszego przyrzadu przy
zapalonej zarówce wewnetrznej i zaobserwowanie, która plamka
jest niewidoczna. W tej sytuacji jedna z plamek sasiadujacych
bedzie jasniejsza, a druga ciemniejsza od· papieru, na którym
sa zrobione. Pozostaje, oczywiscie, problem wycechowania
przyrzadu. Jest to wlasnie trescia drugiego zadania.

2. Zaproponuj sposób wycechowania opisanego przyrzadu.
Mozesz to zrobic, nawet jezeli nie zbudowales go sam,
a opierasz sie tylko na podanym opisie. Zwróc szczególna uwage
na dokladnosc, jaka mozna osiagnac przy cechowaniu.

--l86crrl.

PLAMKI z GORACEJ PARAFINY

1. Budujemy fotometr. Jest to przyrzad, k16ry· po
wycechowapiu pozwoli nam mierzyc oswietleni.e. Wykorzystamy
przy tym zjawisko zanikania tlustej plamy na kartce papieru
oswietlonej z dwóch stron w sytuacji, gdy oswietlenia po obu
stronach sa jednakowe. Zróbmy drewniane (w ostatecznosci
moze byc i kartonowe) pudelko zgodnie z rysllnki~m. Podano
na nim przykladowe wymiary dobrane do 4O-watowej zarówki,
zamocowanej w miejscu wskazanym na rysunku.

Wnetrze pudelka malujemy na bialo lub 'wykladamy bialym
kartonem, aby swiatlo dobrze sie ~zpras:~alo. Scianke BCEF
stanowi bialy papier, na który nanosimy 10 - 12 plamek
za pomoca rozgrzanej parafiny. Pomiar oswietlenia w danym
miejscu przez zewnetrzne zr6dlo swiatla. polega na ustawieniu

Redaguje doc. dr Tomasz HOFMOKL

Listy prosimy przesylac pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizyków,
Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego,
ul. Hoza 69,00-681 Warszawa.
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Dr Leszek PLASKOTA

Zauwazmy przede wszYBtkim, ze zlozono;sc zadania jest wlasnoscia zadania.
Dlatego nie nalezy jej mylic ze zlozonoscia (ko;ztem) konkretnej metody. '.
Zilustrujemy to na przykladzie rozwiazywania oznaczonego ukladu n równan"
z n niewiadomymi. W l~y~ przypadku za miare zlozonosci metody przyjmujemy
liczbe wykonanych opera.cji arytmetycznych, takich jak dodawanie, odejmowanie,
mnozenie i dzielenie. Znana, teoretyczna metoda uzywajaca wyznaczników
wymaga wykonania co najmniej n! operacji arytmetycznych. Nawet dla
niewielkich n liczba n! jest tak duza, ze koszt metody wyznacznikowej jest
kolosalny. Dla przykladu, jesli dostepny nam komputer wykonuje milion operacji
arytmetycznych na sekunde, to rozwiazanie ukladu z n = 20 niewiadomymi
trwaloby ponad sto tys.iecy lat (!). Dlatego. tez w praktyce obliczeniowej
stosuje sie najczesciej metody wymagajace .okolo n3 operacji arytmetycznych.
l';Jajbardziej znana jest algorytm elilu'inacji Gaussa. Metodyozlozonosci .
proporcjonalnej do n3 lbyly (i sa nadal!) tak powszechnie stosowane, iz niektórzy
zaczeli wierzyc, ze szybsze metody w ogóle nie istnieja. Dopiero stosun~~wo
niedawno, bo w 1969 roku, za sprawa Strassena i pózniej innych matematyków
okazalo sie, ze mozna ]wnstruowac metody wyraznie szybsze, przynajmniej
dla duzych n. Jednak do dzis nie wiadomo, jaka jest dokladnie zlozonosc
rozwiazywania ukladu :równan liniowych. Najlepsze znane dolne ograniczenie
zlozonosci wynosi n2•

Wielu z nas nie zdaje sobie sprawy z pJrZydatnosci tej czy innej metody
rozwiazywania jakiegos problemu, dop6ki sami nie jestesmy zmuszeni
do rozwiazania konkretnego zadania. Nie jest zle, gdy znana nam metoda jest
stosunkowo prosta i malo, kosztowna. Gorzej jednak, jesli takiej metody nie
znamy. Wtedy zaczynamy sie czesto z.ast-anawiac, czy nasze zadanie w ogóle
mozna rozwiazac tanim ]wsztem. Negó\tywna odpowiedz na to pytanie oznacza,
ze zlozonosc zadania jest "duza". Wlas'nie zlozonosc (zlozonosc obliczeniowa)
zadan, rozumiana jako minimalny kosz\t potrzebny do znalezienia rozwiazania,
bedzie przedmiotem nas'zych rozwazan.

Zapewne kazdy z nas gl'al kiedys w "dwadziescia pytan". Gra polega na takim
zadawaniu pytan, aby jak najszybciej odgadnaC: pomyslany przez kogos
przedmiot. W naturalny sposób mozna te gre nastepujaco sformalizowac.

o zlozonosci obliczeniowej

Roswi"sanie sadania M liliI.
Zastosujm,y indukcje. Sprawdzenie dla
n = l jeaf' oczywiste. Zal6zmy teraz, .
ze kazdy uklad n punkt6w al , ...• a••
ma centrum. Rozpatrzmy punkty
al , .~....~\4",+1, Niech x bedzie centrum
dla al , : .. , a••. Rozpatrzmy A - zbi6r
punkt6w, do kt6rych mozna doj§c
z ~ w jednym kroku. Sa mozliwe dwa
przypadki:
l. Istnieje strzalka, idaca z ~ do a••+l;
wtedy ~ jest centrum dla al , ... , a••+l;
2. Kazda strza1ka laczaca a••+l i z E A
idzie od a••+l do z - wtedy a••+l
jest centrum dla al , ... , a••+l (patrz
rysunek).

Niech f bedzie liczba calkowita, o której na poczatku wiemy tylko, ze nalezy
do zbioru F = {l,2, ... , n}. Zakladamy, iz mozemy zadawac pytania w rodzaju:
"czy liczba f nalezy do zbioru A?", gdzie A jes'" pewnym podzbiorem zbioru F.
Zakladamy równiez, ze na kazde pytanie otrzymujemy prawdziwa odpowiedz
("tak"]ub "nie"). Nalezy odgadnac liczbe f. Za miare zlozonosci metody
przyjmujemy maksymal'.na liczbe zadanych pytali, potrzebnych do odgadniecia
liczby f. Jaka jest zlozonosc tego zadania?
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Roz",iazanie zadania M 552.
Nie. Latwo obliczyc r z nastepujacej
zaleznosci

r(l + p)n-l + r(l + p)n-' + ...
... +r=k(l+p)n,

skad

Jak widac, przy n -+ 00 wielkosc raty
zluierza do k . p.

Roz",iazanie zadania F 274.
Przy zadanej temperaturze atomy Na
znajduja sie w stanie '51/" Rzut
wektora momentu magnetycznego
atomu na kierunek pola wynosi

1L:r. = m/gJLB ,

gdzie "'1 = ±1/2, g = 2 (czynnik
Landego). I1-B - magneton Bohra.
Sila rozszczepiajaca wiazke atom6w
lecacych wzdluz osi y. wynoszaca

dB
Fx = ±l1-x-.dx

w ciagu czasu t = l/v przyspieszy
atomy o masie M do predkosci

dB l
V% = ±#Lx-- --.

dx vM
powodujac przesuniecie na ekranie
detektora o

dB I(L +1/2)
x== ±JLx dx Mv'2 .

Energia kinetyezlla atom6w wynosi

Mv'f2 = (S/2)kT.

Stad poszukiwana odleglosc wynosi

dB I(L + 1/2)
~ = 2x = 211-" dx 3kT "'l 2cm .

Narzucajaca sie metode znalezienia f opiszemy w nastepujacy sposób. Zalózmy,
ze po zadaniu k pytan wiemy, ze f nalezy do zbioru A C F. Jesli A jest zbiorem
jednoelementowym, to A = {t}. Jesli nie, to zbiór A dzielimy na dwa rozlaczne
podzbiory Al oraz A2 o liczebnosci rózniacej sie co najwyzej o jeden i zadajemy
(k + 1)-sze pytanie: "czy f nalezy do Al?'" Postepujemy tak dalej ze zbiorem
.AI' jesli otrzymalismy odpowiedz "tak", lub ze zbiorem A2 w przeciwnym
przypadku.

Latwo zauwazyc, ze kladac na poczatku A = F znajdziemy w ten sposób liczbe f
po zadaniu nie wiecej niz p(n) = IIOg2nlpytal! (f al oznacza najmniejsza liczbe
calkowita. nie mniejsza od a), oraz ze dla niektórych f bedziemy musieli zadac
dokladnie p(n) pytan. A wiec p(n) jest zlozonoscia opisanej metody. Czy istnieje
lepsza.? Nie. Aby sie o tym przekonac, wystarczy zauwazyc, ze po zadaniu k

pytan zbiór F dzieli sie na co najwyzej 2k rozlacznych podzbiorów elementów
nierozróznialnych ze wzgledu na dotychczas zadawane pytania. Wobec
tego dla k < p(n) jeden z tych podzbiorów, powiedzmy B, jest co najmniej
dwuelementowy. A wiec w przypadku, gdy szukana liczba nalezy do B, nie
wskazemy na nia za pomoca k lub mniej pytan. W ten sposób pokazalismy, ze
nasza :metoda jest najtansza, czyli optymalna, a jej zlozonosc jest zlozonoscia.
zadania.

Rozpatl'Zone przez nas zadania mogly byc rozwiazane dokladnie kosztem
skonczonym. W praktyce jednak czesto spotykamy zadania o zlozonosci
nieskoiiczonej lub tak duzej, ze przekracza ona nasze mozliwosci obliczeniowe.
W takim przypadku musimy sie zadowolic jedynie rozwiazaniem przyblizonym.
Na pr:~yklad, przy rozwiazywaniu ukladów równan liniowych 2; liczba
niewiadomych rzedu dziesieciu tysiecy eliminacja Gaussa moze okazac sie
zbyt kosztowna. Z pomoca przychodza wtedy tak zwane metody iteracyjne,
szczególnie przydatne w przypadku ukladów rozrzedzonych, czyli takich,
w których tylko czesc wspólczynników w kazdym równaniu jest niezerowa.
Stosujac metody iteracyjne zyskujemy na czasie, ale musimy zadowolic sie
rozwiazaniem przyblizonym.

Dla zadan o duzej lub nieskol!czonej zlozonosci obliczania rozwiazania
dokladnego wygodnie jest wprowadzic pojecie c-zlozonosci. Jest to minimalny
kosu:t potrzebny do znalezienia rozwiazania z dokladnoscia c. Oczywiscie,
wymaga to zdefiniowania w jakis sposób bledu metody.

Dla. ilustracji rozpatrzmy jeszcze raz gre w "dwadziescia pytan", tym razem
jednak ze zbiorem F == (0,1). Latwo zauwazyc, ze teraz zlozonosc zadania
jest nieskonczona. A jaka jest c-zlozonosc? Zanim odpowiemy na to pytanie,
wyjasnijmy najpierw, co bedziemy rozumieli przez metode, jej blad oraz koszt.
J20niewaZmozemy pytac tylko o przynaleznosc szukanej liczby do jakiegos
podzbioru, kazda metode mozna rozbic na dwa etapy. W pierwszym zbieramy
pewna informacje o f przez zadawanie pytan. Uzyskana informacje o f,-bedaca
ciagiem odpowiedzi "ta.k" lub "nie", oznaczymy krótko przez N(f). W drugim
etapie, na podstawie informacji N(f) konstruujemy w jakis sposób przyblizenie
U(f) = cl>(N(f)) dla Bzukanej liczby f. Kazda metoda U jest wiec zlozeniem
operatora informacji N z operatorem cl>, zwanym algorytmem (nazwa jest
w pelni uzasadniona, gdyz cl> przetwarza uzyskane dane o zadaniu). Blad
metody U zdefiniujemy przez najgorsze jej zachowanie. A wiec:

e(U) = sup If - U(f)I·
fEF

Przez koszt metody U (cost(U)) rozumiemy maksymalna liczbe zadanych
pytan, a wiec obliczeiuie y = N(f)' Formalnie powinnismy wlaczyc do kosztu
calkowitego koszt obbiczenia przyblizenia cl>(y). Okazuje sie jednak, ze jest on
zaniedbywalnie maly w porównaniu z kosztem zadania jednego pytania. Zgodnie
z definicja c-zlozonos<;zadania, comp(c), mozna zapisac w nastepujacy sposób:

comp(c) = inf cost(U) ,
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FiZYCZnE nOWInHl

PODWÓJNY ROZPAD BETA

,Od ponad 50. lat badanie rozpad6w
beta jader atomowych dostarcza
informacji o strukturze materii
jadrowej. W tym rozpadzie jeden
z neutron6w jadra rozpada sie
na trzy czastki: proton, elektron
i antyneutrino. Jedna z bardzo
istotnych, nieznanych wlasnog'ci neutrin
jest ich masa spoczynkowa. Zwykle
przyjmuje sie, ze neutrino jest czastka
o lnasie zero, ale w wiekszosci teorii
tzw. wielkiej unifikacji przewiduje
sie, ze neutrino powinno miec
lllase. Masywne neutrina sa r6wniez
dyskutowane w kontekscie tzw.
czarnej materii we W·szecMwiecie.
Dlatego pomiar masy neutrina m6glby
w istotny spos6b ograniczyc obecne
spekulacje teoretyczne.

Badanie widma elektron6w
w rozpadach beta pozwala w zasadzie
wyznaczyc mase neutrin mv
(maksymalna energia elektron6w
= energia rozpadu - mvc2). Ale
bledy doswii'dczalne i teoretyczne
(wynikajace z niepelnej znajomosci
efekt6w jadrowych) pozwalaja jedynie
podac g6rna granice na mase neutrin
elektronowych m.v :-::;25 eV (grupa
z Zurichu podaje nawet m.v < 18 eV).
Jedynie grupa doswiadczalna z Moskwy
podaje wynik niezerowy dla masy
neutrin elektronowych m.v = 26 ± 6 eV.
Inna interesuj aca zagadka jest to,
czy neutrino jest istotnie r6zne od
swojej antyczastki (tzw. neutrino
Diraca), czy tez sa to raczej dwa
rozne stany spinowe tej samej czastki
(tzw. neutrino Majorany). Juz
prawie 50 lat temu zauwazono, ze
na oba pytania (o nature i mase
neutrin) mozna szukac odpowiedzi
w badaniach tzw. podw6jnego
rozpadu beta. Zjawisko to zachodzi
w6wczas, gdy zwykly rozpad beta
jest zabroniony energetycznie lub
silnie stlumiony, natomiast rozpad
podw6jny jest dozwolony. Model
standardowy oddzialywali z neutrinami
dirakowskimi przewiduje w takim
ro?padzie emisje dwóch antyneutrin,
co spowoduje, ze widlllO energetyczne
dwóch elektron6w w stanie koncowym
bedzie szerokie. Jdli neutrina sa typu
Majorany, to mozliwy jest rozpad
beta, gdzie neutrino wyemitowane
w jednym rozpadzie moze byc
pochloniete w drugim. Wówczas
widmo energetyczne elektron6w bedzie
mialo bardzo silne maksimum przy
energii r6wnej energii rozpadu. Taki
pomiar nie jest latwy, gdyz procesy
takie sa bardzo rzadkie. Czas zycia
jader rozpadaj acych sie poprze?
podw6jny rozpad beta jest rzedu
1020 lat! (Dla por6wnania, czas zycia
Wszechswiata ocenia sie na 1010 lat.)

W latach 60. dokonano istotnego
przelomu uzyskujac wyniki posrednio
z pomiar6w geochemicznych,
w ktorych mierzono zawartosc
w starych skalach izotop6w ksenonu
i kryptonu pochodzacych z podw6jnego
rozpadu 130Te i 82Se. W sierpniu
1987 r. podw6jny rozpad beta zostal
zaobserwowany po raz pierwszy
bezposrednio w laboratorium
Uniwersytetu Kalifornijskiego w Irvine.
Zaobserwowano wyraznie ~lady dw6ch
elektron6w wylatujacych z pr6bki
selenu 82. Do tej pory nie zauwazono
przypadków, w kt6rych suma energii
elekhon6w r6wna bylaby energii
rozpadu - tzn. przypadk6w bez
emisji neutrin. Obecny stan wynik6w
doswiadczen i analizy teoretycznej
mozna podsumowac w nastepujacy
spos6b: jesli neutrina sa czastkami
Majorany, to ich masa jest mniejsza
od l eV.

J.K.

przy czym infimum wziete jest po wszystkich metodach U o bledzie e(U) me
przekraczajacym e.

Po tej porcji definicji mozemy juz wykazac, ze e-zlozonosc naszego zadania
wynosi q(e) = rlog2(1/e)1 - 1. W tym celu zauwazmy, ze tak jak w przypadku
dyskretnym, po zadaniu nie wiecej niz k pytan zbiór F zostaje podzielony
na co najwyzej 2k rozlacznych podzbiorów nierozróznialnych ze wzgledu
na zadawane pytania. Wobec tego jeden z tych podzbiorów, nazwijmy go B, ma
srednice nie mniejsza od 1/2k: Dlatego dla dowolnej liczby g mamy

sup II - gl ~ 1/2k+1 .
JEB

A wiec kazda metoda korzystajaca z nie wiecej niz k pytan daje blad
co najmniej 1/2k+1. W celu uzyskania bledu nie wiekszego od e: musimy wiec
zadac co najmniej q(e) pytan. Aby zakonczyc dowód, wystarczy teraz wskazac
metode, która osiaga zadana dokladnosc wyniku i korzysta z q(e) pytan. Metode
te zapiszemy w nastepujacy sposób (porównaj z przypadkiem dyskretnym):

poczatek polóz ao = O,bo = 1, e = 1/2;
dla k = 1,2, ..., q(e) wykonuj
poczatek zadaj pytanie:

"czy I jest mniejsza od e?";
jesli uzyskales odpowiedz "tak", to
polóz ak = ak-I, bk = e, w przeciwnym przypadku
polóz ak = e, bk = bk-1;

polóz e = (ak + Qk)/2

koniec;
polóz U(J) = e

koniec.

Przyklad gry w "dwadziescia pytan", chociaz stosunkowo prosty, jest jednak
dosc typowy. Wystepuja w nim wszystkie podstawowe elementy modelu
zlozonosci obliczeniowej, takie jak: informa!:ja, algorytm, blad i koszt metody
czy w koncu e-zlozonosc. Oczywiscie, blad metody mozna zdefiniowac na rózne
sposoby. Dla przykla'du, mozna wprowadzic blad wzgledny,

eu(U) = sup II- U(J)I/ I·
JEF

Jednak dla e < 1 zlozonosc naszego zadania jest wtedy nieskonczona. Podobnie,
przyjety przez nas sposób oceny metody przez najgorsze jej zachowanie nie jest
jedyny. Mozna na przyklad zdefiniowac blad i koszt sredni metody, co prowadzi
do tak zwanego modelu przypadku sredniego.

Na koniec, w kontekscie naszego przykladu, zwrócimy jeszcze uwage na pewien
aspekt zlozonosci dotyczacy sposobu uzyskiwania informacji o szukanym
elemencie. Zauwazmy, ze kolejne pytania dowolnej metody oraz ogólna ich
liczba mogly istotnie zalezec od otrzymywanych "po drodze" odpowiedzi.
Dopuszczalismy wiec tak zwana informacje adaptacyjna. Problem istnienia
metod'optymalnych korzystajacych z informacji nieadaptacyjnych ma
w ogólnosci duze znaczenie praktyczne. Nieadaptacja umozliwia bowiem
równolegle uzyskiwanie kolejnych porcji informacji. Wlasnie obliczenia
równolegle sa ostatnio bardzo szybko J;ozwijajaca sie galezia informatyki.
W grze w "dwadziescia pytan" okazuje sie, ze informacja, z której korzystala
wskazana przez nas metoda optymalna, jest równowazna nieadaptacyjnym
pytaniom o kolejne bity rozwiniecia dwójkowego szukanej liczby. A wiec: "czy
na i-tym miejscu po. przecinku w rozwinieciu dwójkowym liczby f stoi zero?",
dla i = 1,2, ... , q(e). Na przyklad, dla 1= 3/5 otrzymalibysmy ciag odpowiedzi
"nie", "tak", "tak", "nie", itd. Podobna informacje nieadaptacyjna mozna
wskazac dla dyskretnego zbioru F. Zainteresowanym proponujemy jeszcze
zastanowienie sie nad róznica miedzy adaptacja i nieadaptacja w przypadku, gdy
wolno nam zadawac jedynie pytania typu "czy I jest mniejsza od g", gdzie g jest
dowolna liczba z przedzialu (0,1).
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Fala odbita

Dla pilki futbolowej o masie l kg
poruszajacej sie z predkoscia 10 m/s
dlugoM fali de Broglie'a wynosi
G. G X W-25 A.

Istotna rzecza w do8wl<luCY,\.'lIiu

Davis80na i GCl'lllera bylo uzycie
krysztalu niklu, którego atomy
tworza regularna siec wykazujaca
wlasno,ki podobne do siatki
dyfrakcyjnej. ·Maksima powstajace
przy rozpraszaniu elektronów na
krysztale zint~rpretowali jako maksima
dyfrakcyjne powstajace, gdy spelniony
jest warunek nA = d sin 8, gdzie
n - liczba naturalna bedaca rzedem
maksimum, A - dlugosc fali elektronów,
d - odleglosc atom6w w krysztale
i 8 - kat ro.zpraszania.

Juz od 1919 r. C.J. Davisson, wspólpracjljac pózniej z L.H. Germerem, badal
rozpraszanie elektronów na krysztale niklu. Zauwazyl on, ze natezenie elektronów
zalezy od kata rozproszenia, czego nie mozna bylo wytlumaczyc traktujac elektrony
jak czastki klasyczne. Dopiero w 1926 r. doswiadczenia Da.vissona i Germera zostaly
zinterpretowane jako pomyslny sprawdzian teorii falowej.

Ze wzgledu na olbrzymie znaczenie mechaniki kwantowej oraz jej poprawnej
interpretacji nieslychanie wazne z punktu widzenia poznania i nauczania fizyki
jest badanie dyfrakcji czastek na prostych ukladach makroskopowych, których
wlasnosci mozemy ustalic innymi metodami. Wlasnie od dyskusji zjawiska interferencji
elektronów na dwóch szczelinach rozpoczyna sie III tom znakomitego podrecznika
Wyklady Feynmana z fizyki (PWN 1969). Gdy Feynman prowadzil wyklady z fizyki,
takich doswiadczen jeszcze nie przeprowadzono, gdyz urzadzenie do dyfrakcji musi
byc bardzo male. Dyskutowal wiec jedynie eksperyment myslowy. Zadziwiajace jest,
ze do dzisiaj takich doswiadczen wykonano bardzo malo, w szczególnosci takich, w
których sprawdzano by teorie w sposób ilosciowy. Z tego powodu interesujaca wydaje
mi sie praca poswiecona dyfrakcji neutronów na pojedynczej i podwójnej szczelinie
(A.~eilinger i in., ReIJiew o! Modern Physics, tom 60, str.1067, 1988 r.).

Doswiadczenie zostalo przeprowadzone z wiazka zimnych neutronów z reaktora
w Instytucie Lauego-Langevina w Grenoble. O otrzymywaniu zimnych i ultrazimnych
(to znaczy o bardzo niskich energiach kinetycznych) neutronów bedziecie mogli
przeczytac w Delcie 10/1989. Schemat ukladu doswiadczalnego jest przedstawiony na
rysunku 1. Szczelin,y SI i S2 formowaly wiazke neutronów, która padala na pryzmat z
kwarcu. Po przejsciu przez pryzmat dlugosc fali neutronów zalezy od kata odchylenia.
Zmieniajac p'olozenie szczeliny S3 mozna zmieniac dlugosc fali wiazki neutronów >'n

w zakresie od 15 do 30 angstremów (1 A = lO-s cm). Tak przygotowana wiazka.
neutronÓW padala na uklad szczelin Ss, na którym badano dyfrakcje, natomiast
szczelina S"" ustawiona bezposrednio przed detektorem neutronów, pozwalala na
pomiar rozkladu natezenia neutronów docierajacych do detektora. Szczeliny S3
i S", mialy szerokoSc 20 }.Lm, S2 - 100 }.Lm, natomiast szczelina SI miala regulowana
szerokosc.

Dr hab. Jan KALINOWSKI

W lS23 r. trzydziestoJwuletni student Sorbony Louis de Broglie w swojej pracy
doktorskiej wysunal hipoteze, ze materia wykazuje wlasnosci falowe. Dzisiaj, po
przeprowadzeniu klasycznych juz doswiadczen z dyfra.kcja elektronów i neutronów na
krysztalach oraz licznych doswiadczen z dyfrakcj,a innych czastek (w tym i z atomami)
nikt nie kwestionuje poprawnosci tej hipotezy. Przypomnijmy, ze po obserwacji
kwantowej (czastkowej) natury swiatla, a wiec fali elektromagnetycznej, de Broglie
powzial idee, ze dualizm falowo-czastkowy powinien byc powszechna cecha calej
przyrody. Czastkom powinna odpowiadac jakas fala. Zalozyl, ze czestosc i dlugosc
fali sa powiazane z pedem i energia takimi samymi wzorami jak dla fotonu, to jest
E = hll i P = h/>'. Aby jakos uzasadnic te hipoteze, zastosowal ja do atomu wodoru
i zakladajac dodatkowo, ze stanom stacjonarnym elektronu odpowia.da fala stojaca,
wyprowadzil warunek kwantyzacji Bohra. Jesli elektronowi ma towarzyszyc jakas
fala, to mozna próbowac to sprawdzic doswiadczalnie badajac zjawiska interferencji
i dyfrakcji.

Dyfrakcja neutronów

l,
ei.

T:•

Atomy w krysztale niklu sa odlegle
o okolo l A. Aby efekty dyfrakcyjne
byly zauwazalne, dlugosc fali
elektron6w powinna byc t.ego samego
rzedu co odleglosci miedzy atomami
A ". d. Ped elektron6w powinien wiec
wynosic
p = h/A = 6,6 X 10-19 g cm/s,
to znaczy, ze ich energia kinetyczna

T = 2/2m = (S.SX10-19g cm/s)2p 2(0.91 X10-27 g)2
= 2,4 X 10-10 ergów = 150 eV.

zimnych neutrondw

Rys. 1. Schemat doswiadc~enia

Sml + Sm
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W 1929 r. 1. Estennann i O. Stern

wykazali, ze równiez atomy helu
i czasteczki wodóru ulegaja dyfrakcji
zgodnie z teoria de Broglie'a.
Dool'wiadczenia te dowodza, ze aton~
jako caloU i czasteczka jako caloM
sa falami. Mozemy wiec wierzyc,
ze w odpowiednich warunkach
dool'wiadczalnych równiez i slon bedzie
zachowywal sie jak fala.

Uklad szczelin Ss, na którym badano dyfrakcje, zostal wykonany ze szkla z duza
zawartoscia boru. Równoleglosc brzegów szczelin o dlugosci 400 mm sprawdzono
z dokladnoscia lepsza niz 1 J.l-m.Doswiadczenie przeprowadzono z pojedyncza.
i podwójna szczelina Ss.

Wyniki dla pojedynczej szczeliny
Doswiadczenie przeprowadzono dla szczeliny o szerokosci 90 J.l-mi An = 19,26 ± O,7±
±0,02 A (pierwsza liczba podaje srednia dlugosc fali neutronów, druga - szerokosc
pasma dlugosci, trzecia - blad). Pomiary natezenia neutronów wykonano dla stu.
polozen szczeliny S4. Wyniki pomiarów wraz z krzywa teoretyczna przedstawione sa
na rysunku 2. Zgodnosc jest doskonala, nawet dla maksimum dyfrakcyjnego trzeciego
i czwartego rzedu.

PO-tOZENIE SZCZELINY 5'-1

oLerowane
~cian/(i

Wyniki dla podw6jnej szczeliny

neutrony
Rys. 3. Przekr6j podwójnej s?,q,dillY.

Rys. 2. Ubraz dyfrak<'yjlJY Ba p~lj('UYl1(,;I'('j S7,CZI'liui(' 90 l.tIu. Liuia czarna przedstawia

przewidywanie teorii. Kolol'cnl za.2'.UaC1.OUO tf' :sa.lnc dane powi<;kszone dziesieciokl'otllit',.

Fotografie przedst.awiaja dyfrakcje

al elektronów o energii 100 keV,
bl promieni rentgenowkich o dlugool'ci
1,5 A, na mikrokrysz"talkach bialej
cyny. Podobienstwo jest uderzajace.

W dool'wiadczeniach z dyfrakcja
na krysztalach strukture "siatki
dyfrakcyjnej"', to znaczy odstepy
miedzy atomami poznajemy
równiez poprzez zjawisko dyfrakcji.
W dool'wiadczeniach opisanych w tym
artykule szerokool'c szczelin byla
zmierzona niezaleznie Jnetodami

optycznymi.

Do dool'wiadczen uzyto szkla (z firmy
Vacuumschmeltze HanauJ z dodatkiem
Gd,03 dla zwiekszenia absorpcji
neutronów. Plaszczyzny szczelin
° szerokool'ci 0,5 mm, równolegle do
wiazki, byly szlifowane w Zakladach
Ze issa. Aby zmniejszyc odbicie
neutronów od tych plaszczyzn, nie
byly one dokladnie r6wnolegle, lecz
zeszlifowane pod katem 0,80 do wiazki
padaj a,cej. Szefukosc szczeliny byla
ustalona przez wlozenie cienkich
blaszek miedzy dwa kawalki szkla:

Podwójna szczeline skonstruowano umieszczajac cienki drut z boru w srodku
szczeliny o szerokosci 150 J.l-m(rysunek 3). Za pomoca mikroskopu stwierdzono, ze
odleglosci miedzy brzegami szczeliny a drutem wynosily 21,9 i 22,5 J.l-m,a srednica
drutu - 104,1 p,m. Doswiadczenie przeprowadzono z wiazka neutronów o dlugosci fali
An = 18,45 ± 1,40 ± 0,02 A (oznaczenia jak poprzednio). Wyniki przedstawione sa na
rysunku 4. Ponownie zgodnoSc obliczen z danymi doswiadczalnymi jest znakomita.

5000"'<u.c:::

.~ ~ 4000 ~
~ ~ l ~

r - ·~1\ IlA .~i 2000 f\llvv 1\ '"'" /\JJ~ L
l..t'-J::J 1000 • ~

h ~ ,
~ .:::::. o 'lOo~m_' ___ ~ __

PDlOZENIE SZCZELINY S Lf

Rys. 4. Obraz dyfrakcyjuy na p"dw6jll('j S?,czelilli".

Doswiadczenia z podwójna szczelina sa czesto traktowane jako fundamentalne
potwierdzenie teorii kwantow~j. Wedlug Feynmana w tym doswiadczeniu zawiera sie
sedno mechaniki kwantowej. Autorzy omawianej pracy uwazaja, ze ich qoswiadczenie
jest najbardziej precyzyjna realizacja "eksperymentu myslowego" Feynmana. Z tego
powodu rzucaja wYzwanie wszystkim, którzy proponuja alternatywne teorie, aby
porównali je dokladnie z ich pomiarami.
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mala delta

Zdumiewajace wlasnosci liczby 7Il

Podaj siedem liczb, a ja znajde wsród nich kilka
kolejnych, których suma jest podzielna przez 7.

Rzeczywiscie, np.

12, 3, 5, 111, 13, 17 , 19 ;

19, 13, 17 , 2, 131, 11 , 5 ;

12, 32 , 81, 16, 4, 64, 1 .

Spróbujmy udowodnic sformulowana powyzej
hipoteze·

Najpierw o·królikach i klatkach, czyli o Zasadzie
Dirichleta. Zasada ta stwierdza: jesli mamy
wiecej królików niz klatek i wszystkie króliki
zamkniemy w klatkach, to w którejs klatce
musza byc co najmniej dwa króliki. Fakt
zupelnie oczywisty, jednak bardzo przydatny
w matematyce.

Chcemy na przyklad wykazac, ze wsród n + 1
liczb naturalnych znajda sie dwie, których róznica
jest podzielna przez n. Królikami beda tu reszty
z dzielenia danych n + 1 liczb przez n, a klatkami
liczby 0,1, ... ,n-L Królików jest wiecej, czyli
dwie liczby daja te sama reszte z dzielenia przez n
- to znaczy, ze ich róznica jest przez n podzielna.

8

Te sama zasade zastosujemy do dowodu
tWIerdzenia:

Dla dowolnych liczb al , ... , an mozna wybrac
kolejne liczby, tzn. liczby ak, ak+l , ... , ak+m, tak,
by suma ak + ... + ak+m dzielila sie przez n.

Zadanie podane na wstepie jest szczególnym
przypadkiem dla 'n = 7.

Narzuca sie pomysl, by za króliki wziac wszystkie
mozliwe sumy kolejnych liczb, a za klatki

. reszty z dzielenia przez n. Sum jest duzo
(n zaczynajacych sie od al, n - 1 zaczynajacych
sie od a2, ... , 1 zaczynajaca sie od an, razem
n + (n - 1) + ... + 1 = n(n + 1)/2), reszt mniej,
a wiec dwie sumy daja te sama reszte, zatem ich
roznlca ...

I tu stop. Róznica sum kolejnych liczb. na ogól nie
jest suma kolejnych liczb, np.

al + ... + as - (as ... + a7) = al + a2 - aG - a7 .

Co robic? Spróbujmy brac tylko takie sumy, .
których róznica dalej jest suma kolejnych liczb.
Na przyklad: al, al + a2, al + a2 + as, .... ,
al + ... + ano Teraz juz bedzie dobrze.

Czy rzeczywiscie? Przeciez sum jest n, a reszt
z dzielenia przez n tylez. Zasady Dirichleta nie
da sie zastosowac. Co jednak znaczy, ze któras
z sum al + ... + ak daje z dzielenia przez n
reszte O? A to, ze ta suma jest podzielna przez
n i koniec dowodu. Jesli zas zadna z sum nie

daje reszty O, to mamy n - 1 klatek - reszty
1,2, ... , n - 1 - i n sum: al, al + a2, al + a2 + as,
... , al + ... + an. Któres dwie sumy daja wiec te
sama reszte (Zasada Dirichleta) i ich róznica jest
poszukiwana suma kolejnych liczb.

Malq Delte przygotowal Jerzy RYLL



Doswiadczenie
Sterna-Ger lacha

Zadania

W 1902roku dwaj fizycy niemieccy Otto Stern i Walther Gerlach wykonali
doswiadczenie, które dostarczylo bezp·osredniego dowodu kwantowania przestrzennego
momentu magnetycznego at.omu i zwiazanego z tym momentem magnetycznym
wektora momentu pedu. Doswiadczenie polega na obserwacji obrazu wiazki atomowej
przepuszczonej przez obszar silnie niejednorodnego pola magnetycznego o indukcji B
skierowanej prostopadle do kierunku wiazki. Jesli indukcja skierowana jest wzdluz
osi z, to sila dzialajaca na atóm o momencie magnetycznym li. bedzie miala tylko
skladowa z-owa,

8Ez
Fz = J.tz 8z .

Sila ta dzialajac prostopadle do kierunku wiazki spowoduje jej rozszczepienie na
tyle oddzielnych wiazek, ile róznych wartosci moze przyjmowac skladowa J.tz. Gdyby
momenty magnetyczne mogly sie ustawiac dowolriie wzgledem kierunku B (tj. gdyby
nie bylo kwantowania przestrzennego), to wia~ka uleglaby nie rozszczepieniu,
ale rozmyciu.

W pierwszym doswiadczeniu Stern i Gerlach uzyli atomów srebra i otrzymali dwa

prazki, polozone symetrycznie wzgledem prazka, który ydpowiadal nieobecnosci pola.
Taki wynik jest mozliwy tylko w przypadku, gdy moment pedu atomów wynosi n/2.
Wiadomo bylo jednak, iz naj nizszy stan energetyczny atomów srebra jest stanem o
orbitalnym momencie pedu równym zeru, a wiec równiez i odpowiadajacy mu moment
magnetyczny powinien byc równy zeru. Sprzecznosc zostala wyjasniona po przyjeciu
hipotezy S. Goudsmita i H.E. Uhlenbecka, ze poza orbitalnym momentem pedu
elektron ma równiez spin i zwia,zany z nim moment magnetyczny.

Doswiadczenie Sterna-Gerlacha pozwolilo zmierzyc rzuty momentów magnetycznych
atomu na kierunek pola magnetycznego. Okazalo sie, ze rzuty te sa calkowitymi
wieokrotnosciami magnetonu Bohra

en -23 2
J.tB = -- =0,9273 . 10 A . m .2m.

dr Lidia GOETTIG

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 550. Funkcja f jest dwukrotnie rózniczkowalna i spelnia równanie

f(~)' f(y) = f (x ~y) . f (x ~y) .
Znalezc f.
Rozwiazanie na str. l

M 551. Polaczono n punktów strzalkami w taki sposób, ze kazda para róznych
punktów jest polaczona strzalka. Udowodnic, ze istnieje "centrum", czyli punkt,
z którego mozna dojsc do kazdego innego w co najwyzej dwóch krokach, idac zgodnie
z kierunkiem strzalek.
Rozwiazanie na str. 3

M 552. Bank udziela kredytu w wysokosci k zl, który jest oprocentowany
na p . 100 procent rocznie i mozna go splacac przez n lat, gdzie n jest dowolne. Niech r
oz.nacza roczna rate. Czy r zmierza do O wraz z wydluzaniem okresu splaty?
Rozwiazanie na str. 4

F 274. Wiazka atomów sodu wylatuje z pieca o temperaturze T = 700 K. Wiazka
jest rozszczepiana w niejednorodnym polu magnetycznym zmieniajacym sie
o dE/dx = 5 T/cm na odcinku l = 10 cm (rys. l). Detektor jest odlegly od magnesu
o L = 65 cm. Znalezc odleglosc miedzy punktami zetkniecia sie wiazek z ekranem
detektora.
Rozwiazanie na str. 4

F 275. Wiazka atomów litu o minimalnej energii kinetycznej Ekin = O, 1 eV,
znajdujacych sie w stanie podstawowym, przechodzi przez uklad magnesów
doswiadczenia Sterna-Gerlacha o dlugosci LI = 6 m (rys. 2). Pole magnetyczne miedzy
nimi zmienia sie o dE/dx = 5 T/cm. 'Przed magnesem znajduja sie w odleglosci
L = 1m od siebie dwie jednakowe przeslony D. Przy jakim najwiekszym rozmiarze
przeslony skladniki rozdzielanej wiazki atomów calkowicie sie rozejda?
Rozwiazanie na str. 10

Redaguje dr Rafal STARONSKI

ekra n

L

I
L ...I

obsza r

I nLejednarodnegox. pola B

Rys. l

Rys. 2
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Crameratwierdzeniaznamy
WOWK

nie
Czeslaw

(9)

(l)

Przypuscmy, ze mamy do rozwiazania nastepujace

Zadanie. Niech dany bedzie uklad równan

allZl + a12Z2 + .. "+ alnZn = O

anlZl + an2Z2 + ... + annZn = O

o wspólczynnikach calkowitych. Wykazac, ze jezeli istnieje liczba pierwsza p taka, ze
p dzieli aj;' gdy i =I i (i = 1,2, ... , n, i = 1,2, ... , n) oraz p nie dzieli aj.
(i = 1,2, ... , n), to uklad (l) ma dokladnie jedno rozwiazanie w liczbach wymiernych,
tzn. ma tylko rozwiazanie (O,O,... , O). '

Znajac twierdzenie Cramera wykazywalibysmy, ze wyznacznik macierzy
wspólczynników tego ukladu jest rózny od zera. A jezeli nie znamy twierdzenia
Cramera? Tym, którzy nie znaja twierdzenia Cramera (i tym, którzy twierdzenie
Cramera znaja), proponujemy rozwiazanie tego zadania wykorzystujace tylko
elementarne wlasno~ci pewnej funkcji okreslonej w zbiorze liczb wymiernych
(o wartosciach rzeczywistych nieujemnych), tzw. normy p-adycznej.

Musimy jednak najpierw zdefiniowac te funkcje (bedziemy oznaczali ja symbolem vp).

Niech p bedzie dowolna (ustalona) liczba pierwsza. Kazda liczbe wymierna (rózna
od zera)

(2) w = ~,
gdzie a, b (b =I O) sa liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi, mozna zapisac
w postaci

(3) w = pk~,
d

gdzie k jest-iiczba calkowita, natomiast c; d sa liczbami calkowitymi wzglednie
pierwszymi, takimi, ze p A' c oraz p A' d,

Jezeli w przedstawieniu (2) pla, to k > O, a jezeli pl b, to k < O, natomiast gdy p A' a

oraz p l b, to k = O. Jezeli np. p = 7, wtedy liczbe Wl = 2; mozna zapisac w postaci
Wl = 71 l, liczbe W2 = l! w postaci W2 = 7° l!, a liczbe Wa = la4: w postaci
Wa = 7-l~. Jezeli liczba w jest rózna od zera liczba wymierna zapisana w postaci (3),
to przyjmujemy, ze ~p(w) = p-k. Dbda,tko,wo przyjmujemy, ze Vp(O) = O
(np. V7 ( ~) = l, V7 ( l!) = l, V7 (134) =7). Nietrudno jest udowodnic, ze zdefiniowana
funkcja vp ma nastepujace wlasnosci: '-
(4) vp(a) $ l dla dowolnej liczby calkowitej a,

(5) Vp(WIW2) = vp(WI)Vp(W2) dla dowolnych liczb wymiernych Wl, W2,

(6) vp( WI + W2) $ max{ vp( wI), vp( W2)} dla dowolnych liczb wymiernych WI, W2,

(7) vp(w) = O wtedy i tylko wtedy, gdy w = O.
Z nierównosci (6) wynika, ze
(8) vp( Wl + W2 + ... + wn) $ max{ vp( wI), vp( W2), .•. , vp( wn)} dla dowolnych liczb
wymiernych WI, W2, ..• , Wn.

Rozwiazanie"-zadania. Niech (bl, b2, ••• , bn) bedzie rozwiazaniem (w liczbach
Wymiernych) ukladu (l). Wówczas zachodza równosci:

allbl + a12b2 +.;. + alnbn = O

a21bl + a22b2 + ... + a2nbn = O

an1bn + an2b2 + ... + annbn = O

Niech q. bedzie ilorazem, natomiast Ti reszta z dzielenia aii przez p, wtedy
aii = qip + Tj (i = 1,2, ... , n). Dodajac do pierwszej z powyzszych równosci (p - TI)bl,
do drugiej (p - T2)b2 itd., do n-tej (p - Tn)bn otrzymujemy

(p - TI)bl = (all + p - TI)bl + al2b2 + + alnbn

(p - T2)b2 = a21bl + (a22 + p - r2)b2 + + a2nbn

Jezeli
Dr

Rozvviazanie zadania F 275.
Jak w poprzednim zadaniu sila
rozszczepiajaca wiazke atom6w Li jest
r6wna

Twierdzenie Cramera orzeka, miedzy
innymi, ze uklad równali liniowych
ma dokladnie jedno rozwiazanie,
gdy wyznacznik utworzony ze
wspólczynników- przy niew:iadomych
jest rózny od zera. Jezeli wiec znamy
to twierdzenie. zadany wynik wynika
bezpo€rednio z faktu, iz w rozwinieciu
wyznacznika la'j I dokladnie jeden
skladnik (a mianowicie all . a" ....
.... a•.•.) nie jest podzielny przez p.
Wyznacznik bowiem jest rózny od zera
i rozwiazanie z samych zer jest zatem
jedynym ~~wiazaniem.

dB
F =ma = /lB-,

dx

gdz.ie a - przyspieszenie,
skierowane prostopadle do wektora
predko€ci, którego dlugosc wynosi
v = (2Ek ••./m)1/'. Odchylenie atom6w
na ekranie w ciagu czasu przelotu przez
pole magnetyczne tl = LI/V i odcinka
miedzy magnesem a ekranem t, = L,/v
wynosi:

t'
.6. = a~ + atlt, = atl(tl/2 + t,),2

a odleglosc miedzy dwiema wiazkami
na ekranie wynosi 2.6.. Geometryczny
rozmiar obrazu kazdej z wiazek wynosi

D _ D LI + L, + L/2
obr - L/2 .

Na podstawie warunku Dobr < .6.
i L, > LI otrzymujemy

D < /lBdB/dx LLI ~ 0,9 cm.
2Ek' •.

10



Wszystkie wspólczynniki przy bi (i = 1,2, ... , n) po prawych stronach równosci (9)
dziela sie przez p. Istnieja wiec takie liczby calkowite Cij (i = 1,2, ... , n,
j = 1,2, ... ,n), ze

(p - r,,)bn = p(cn1b1 + Cn2b2 + ... + cnnbn) .

Bez zmniejszania ogólnosci mozna przyjac, ze max{ vp(bI), vp(b2), .... , vp(bn)} = vp(b I).
Z pierwszej równosci ukladu (la) mamy

(11) vp(p - rI)vp(~d = vp(p)VI.(Cllb1 + C12bz+ ...+ clnbn).

Korzystajac kolejno z wlasnosci (8), (5), (4) funkcji vp i uwzgledniajac to, ze vp(p) = *
oraz vp(p - rI) =1 (bo p nie dzieli p - rl), z równosci (11) otrzymujemy

vp(bd s: !max{vp(cllbd,vp(C12b2),:",Vp(Clnbn)} =
p

= !max {vp( cu)vp(b d, vp( c12)vp(b2), ... ,Vp( cln)vp(bn)} s:
P

l } 1s: - max{ v,,(b1), vp(b2), ... , vp(bn) s: -vp(b1).
P P

Z otrzymanej nierównosci mamy vp(b1) = O.

Poniewaz vp(bI) = max{ vp(bd, v,,(b2), ... , vp(bn)};
wiec vp(h) = vp(b2) = ... = vp(bn) = O.

Stad wobec (7) wynika, ze b l =; b2 = ... = bn = O.

Oto szkic rozumowania bezposredniego,
podobnego do przedstawionego w
artykule. Jezeli nasz uklad r6wnal1
ma rozwiazanie wymierne, to ma tez
rozwiazanie zlozone z samych liczb
calkowitych (wystar"zy pomnozyc
rozwiazanie wynlierne przez wsp6lny
mianownik wystepuja,cych w nim

liczb). Podstawiajac ~ rozwiazanie
do r6wnali ukladu stwIerdzamy,
ze aiiXi, dla wszystkich i. dzieli
sie przez p. Zatem przez p dziela,
sie wszystkie Xi. Z jednorodnosci
ukladu wynika wiec, ze po podzieleniu
rozwiazania przez p otrzymanlY znowu
calkowite rozwiazanie ukladu. Na
mocy poprzedniego rozumowania
zn6w wszystkie wystepujace w nim
liczby dziela, sie przez p, wiec mozemy
je podzielic przez p itd. dowolna
liczbe razy. Zwazywszy, ze uklad
(O, ... ,0) jest. jedynym ukladem liczb
calkowity"h, kt6ry mozna dzielic
przez dana, liczbe dowolnie wiele razy,
otrzymujemy zadany wynik.

(10)

(p - rI)b1 = p(cllb1 + C12bz + + clnbn)

(p - rz)bz = P(C21b1 + C22b2 + + c2nbn)

Patrz w niebo

Nie od dzis wiemy, ze galaktyki grupuja sie w gromadach
galaktyk. Ale co to wlasciwie znaczy? Czy zgrupowania
galaktyk to tylko nasze wrazenie czy fakt obiektywny?

Wyobrazmy sobie, ze na pokratkowa.ny arkusz papieru
(niech tam bedzie k kratek) rzucamy losowo N
punktów. Prawdopodobien~two, ze jeden punkt trafi
do okreslonej kratki, wynosi 1/ k, a ze nie trafi l - l/k.
Prawdopodobienstwo, ze w tej kratce znajdzie sie n

punktów, bedzie proporcjonalne do ur (1- t)N-n,
bo jednoczesnie N - n. punktów musi znalezc sie poza ta
kratka. Ale stan taki moze zostac zrealizowany na tyle
sposobów, na ile mozna wybrac n elementów sposród
N, czyli (~). Ostatecznie wiec prawdopodobienstwo, ze
w kratce znajdzie sie dokladnie n punktów, wynosi

(N) (l)n ( I)N-np(n) =- n k 1- k
Jest to tzw. rozklad Bernoulliego. Przewiduje on, ze
rozrzut (dyspersja) liczebnosci punktów w kratkach
powinien wynosic

uo=VNi(l-i)·
Tymczasem w rzeczywistosci tak byc nie musi. Jezeli
dyspersja obserwowana

u = Vi~(ni - ~r
jest mniejsza od teoretycznej, to oznacza, ze rozklad
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punktów (galaktyk) jest sztucznie wygladzony, jezeli zas
wieksza, to sa dwie mozliwosci: albo realne sa gromady
galaktyk, albo rozrzedzenia miedzy nimi.

Zdawaloby si-e, ze oczywista jest mozliwosc pierwsza
- gromady galaktyk przeciez po prostu widac. Wiele
z nich liczy tysiace czlonków, ma elegancka sferyczna
symetrie i jakby dla zaznaczenia swojej obecnosci jedna lub
kilka szczególnie wielkich galaktyk w centrum. Gromady
galaktyk sa niewatpliwie najwiekszymi "cegielkami" materii
obdarzonymi wyrazna indywidualnoscia.

Ale okazuje sie, ze wszystko zalezy od skali, w jakiej
obserwuje sie rozklad galaktyk. Obecnosc supergromad
(tzn. gromad gromad) galaktyk juz nie jest tak
powszechna, a w jeszcze wiekszej skali z zaskoczeniem
zaobserwowano wyrazne rozrzedzenia. Zauwazono, ze
gromady galaktyk gdzieniegdzie tworza jakby ogromne
wlókna rozmieszczone w niemal pustej poza tym
przestrzeni. Oczywiscie, trzeba pamietac, ze to, co
widzimy na niebie, jest rzutem rozkladu przestrzennego,
a zatem w rzeczywistosci swiecaca materia (gromad
galaktyk) rozmieszczona bylaby w gigantycznych platach
otaczajacych bable pustej przestrzeni (voidy). Calosc
przypominalaby kosmicznych rozmiarów piane.

Sprawa wielkoskalowego rozmieszczenia materii
we Wszechswiecie jest daleka od ostatecznego rozwiazania,
a przyczyna czesciowo tkwi w tym, ze niekiedy jest bardzo
trudno odpowiedziec na pozornie banalne pytanie: co
wlasciwie widzimy - zgeszczenia czy dziury?

dr Tomasz KWAST
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Proje~cJa ATRAKTORA ROSSLERA

ParaMetry at'3~to13
p a .- :t me t,- e =0 • 2
parametr ('3:::13.2pa,-ametr mi=2.5
wsP6t'Z'dne poczat~owe
Wsp6t'Z~dn:t q~=0W;p6t.z~dn3 q2=3.2
W~p6t.z~dn~_q3=0

Zajmiemy sie ukladem równan rózniczkowych
przedstawiajacym tzw. atraktor Rosslera (o fizyce
nieliniowej i atraktorach byla juz mowa w poprzednich
numerach Delty: 9 i 11/1988 oraz 2 i 4/1989). Jest to
uklad trzech sprzezonych ze soba, nieliniowych równan
f@zniczkowych pierwszego rzedu:

{5kL

dl = -X2 - X3,

~ +dl = Xl eX2,

~ = f + XIX3 - JLX3 ,

gdzie e, f, JL sa parametrami danymi z 'zewnatrz. Ponadto,
jak w kazdym tego typu problemie, uklad równali
rózniczkowych uzupelniamy o warunki poczatkowe postaci:
XI(t';' O) = qp X2(t = O) = q2' X3(t = O) = q3' gdzie qu q2
i q3 sa ustalonymi przez nas wartosciami. Prosze zwrócic
uwage, jak malo interesujacy bylby nasz uklad równan (*),
gdybysmy usuneli w trzecim równaniu. wyraz mieszany
postaci XIX3. Bylby to wtedy dobrze znany liniowy uklad
równan rózniczkowych zwyczajnych. Dodanie wyrazu
XIX3 powoduje, ze uklad równan (*) nie da sie juz scisle
rozwiazac - pozostaje nam wiec tylko droga numeryczna.
Na, tej wlasnie drodze odkryjemy zaskakujace bogactwo
postaci rozwiazan ukladu równan (*). Posluzymy sie w
tym celu zalaczonym programem komputerowym. Jest
to program przystosowany do pracy na popularnym
komputerze ZX Spectrum 48K i zgodnych z nim, jak
Timex czy tez Elwro 800 Junior. Umozliwi on równiez
wykonanie rysunków przedstawiajacych dwuwymiarowe
projekcje rozwiazan ukladu równan (*).

Czynnik skalujacy osie

C3t~owit:;, liczb:;, );.ro~cllA'
n~=2S00

A zatem rozpoczynamy nasza historyjke obrazkowa.

W tym artykule zajmiemy sie bifurkacjami od strony
numerycznej, a przyblizymy to pojecie poslugujac sie
historyjka obrazkowa. Bedziemy badac rozwiazania
pewnego ukl;l.du nieliniowych równan rózniczkowych,
Okaze sie, ze rozwiazani;l. te - pokazemy je w naszej
historyjce obrazkowej - beda jakosciowo silnie zalezec
od wartosci parametrów wystepujacych w równaniach.
Pojaw'iajace sie niestabilnosci rozwiazania nazywac
bedziemy bifurkacjami.

a1=" a1
q1=" q:1.
a2=" a2
a2=" a2
q:3=" q3
a3=" a3

"5 ="; s
~{:. =~ i:9; •. (Da l ej' .. ;

"doWOlny klawisz)"
PAUSE 0
CLSLET sx:1.~132: REM P~zesuwa

PocZatek osi POZiomej
LET sX2=90: REM Przesu~a

POCZatek osi pionowej
LET sx=:1.4/s: ~~~l5jA~~i~$ie
REM Wykres
PRJ:NT "x21'" [*,.; s; "] •.PR:INT , PR:INT , PR:INT " 4",
PR:INT
PR:INT PR:INT PR:INT
PR:INT , PR:INT
PR:INT " 0", PR:INT PR:INT
PR:INT PRl:NT
PR:INT PR:INT, PR:INT "-4"
PR:INT , 'PR:INT TAB 30;" >"
PR:INT TAB 6; "-4";TAB 15;" 0";
PR:INT TAB 22;" 4";TAB 29;o·x:1."
PR:INT TAB 25;" [*"; s; "J "
~tg~ ~g7~: 8~~tl~~t~~

REM *******************
REM * PROJEKCJA 3/2-0 *
REM *******************
REM Ryszard Ku~ner~ luty~ee
LET a$="PrOJekcja ..
LET b$="ATRAKTORA "
LET. c$="ROSSLERA"
LET d$="parametry "LET e $=o'a \ ra kto ra"
LET ($= "WSPÓ trz~dne ..
LET 9.="Pocz4l1.koweo,LET h s="cat. kow i t.a l i cz ba "LET i $=o'kroków czasu"
t:~=J: ·~:~::g~'t~~ik ska luja.~y ••
PR:INT a$;b$;C$
PR:INT.
PRl:NT d$;e$
PR:INT
LET dt=0.01, REM Elemen-

t.arny krok czasowyREM
REM OEF:IN:ICJA ATRAKTORA
REM Paramet.ry at.rakt.ora - e'

, f .. In i
J:NPUT ··paramet.r e=";e
PR::INT "parametr e=";e:INPUT "parametr (="; f
PR:INT "pa rame t r f ="; f
:INPUT "paramet. rni=";mi
PRXNT "paramet.r mi=";mi
CEF FN Aex,y,Z)=-y-z
DEF FN B~x ..y,Z)=x+e*y
DEF FN C(X,Y,z)=f+x*z-mi*z
REM
REM a1,q2,a3 - Wspótrz~dne

akt.ualne
REM X1~x2;x~ - WS~2~~r:~~ie
REM Y1,Y2,Y3 - WSPótrz~dne

. 'posrednie
PR:INT
PR:INT (S;9$
PR:INT
:INPUT
PR:INT
:INPUT
PR:INT
:INPUT
PR:INT
PR:INT
PR:INTh$;i$
PR:INT
:I:NPUT "nk=oo;nk
PRINT unk=";nkPR:INT
PR:INT j$;k$
PR:INT
:INPUT
PR:INT
PR:INT

Ze slownika wyrazów obcych PWN dowiadujemy sie,
ze slowo bifurkacja pochodzi od lacinskiego bifurcu8
(=rozdwojony, rosochaty) i oznacza rozdwojenie sie czegos,
rozdzielenie, rozgalezienie lub rozszczepienie. W geologii
mówi sie np. o bifurkacjach rzeki lub pasm górskich.

10
203040
5060706090
100
110
120
130
140
150160
170
160
190
200
.210
220
230
240250
260
270260
290
300
310
320
3303"-0
350
360
370360
390
400
410
420
430
44-0450460
470460
490
500
510
520
530
540
550
560
570
560
590
600
610
620
630
640
650
660
670660
690
700
710
720
730
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P.- o .j e'" o: ja FlT.RAKTORt=l R':-SSLERA
ParametrY a~.a~~ora

J;·a.-aw.e:tr e=0.2
pa,-a'ne'_'- f=.0.2
p.:, .- a m e t. m i =3.5
W~p6trz~dne poo:za~~owe
W5P6lrZ~dna a1-0
WSP6l'2~dna a2~3.2
Wsp6trz~dna a3=0

C.al ~O"'_'i ta li c:Z:ba k,-Ok6t •.• czasu
n~=2500
Czynnik 5kalujao:y osie
:: =-,2.5

Na rysunku a przedstawiona jest prosta trajektoria
cykliczna na plaszczyznie (Xl, X2, O). Aby przesledzic
jej powstanie, wystarczy uruchomic zalaczony program
komputerowy wprowadzajac podane ponad rysunkiem
wartosci parametrów, warunki poczatkowe oraz calkowita
liczbe elementarnych kroków czasowych. Tak powstala
trajektoria jest rozwiazaniem numerycznym ukladu
równan (*) i stanowi punkt wyjscia cyklu obrazków
zamieszczonych na rysunkach a-d.

-4

-4

Ii y.'. t,

o 4. ::<. i[*2.5]

Jja rysunku b przedstawiona jest juz inna trajektoria
cykliczna, jak widac, o strukturze bardziej skomplikowanej
- podwójnie zapetlonej. Prosze zauwazyc, ze komplikacja
zostala spowodowana zmiana tylko jednego parametru jJ­

(w programie: mi). W dalszym ciagu, dla uproszczenia,
bedziemy zwiekszac wlasnie ten jeden parametr.

Mozesz, Czytelniku, sam sprawdzic, ze istnieje taka
"krytyczna" wartosc parametru jJ- = jJ-k F::! 4, 2, ze dla jJ- > jJ-k

rozwiazanie zmienia swój charakter tworzac pasma, jak
pokazuje rysunek c. W trakcie powstawania tego obrazka

mozna zaobserwowac, jak bardzo poplatana, by nie rzec
chaotyczna, jest trajektoria'wewnatrz kazdego z pasm.

Na koniec przyjrzyjmy sie jeszcze rysunkowi d, który
powstal w wyniku zmiany wszystkich trzech parametrów.
Jest to tzw. dziwny atraktor Rosslera, a scislej rzecz
biorac jego dwuwymiarowa projekcja {czesto mówiac
o atraktorze Rosslera ma sie na mysli wlasnie ten twór,
a nie uklad równan rózniczkowych (*)). Jak widac,
struktura rozwiazania przedstawionego na rysunku d
charakteryzujaca sie pofaldowaniem i splataniem
trajektorii, jest krancowo rózna od naszego wyjsciowego,
prymitywnego rozwiazania z rysunku a. Przedstawione
rysunki ilustruja wlasnie efekt bifurkacji, tzn. jakosciowa
zmiane rozwiazania wraz ze zmiana wartosci parametrów
charakteryzujacych dany uklad. Bifurkujace rozwiazania
równan rózniczkowych (zwyczajnych lub czastkowych)
to nie tylko ciekawostka matematyczna. Pojawiaja. sie
one takze w róznych modelach fizycznych, na przyklad
w hydrodynamice i aerodynamice zagadnien turbulentnych.
Trzeba podkreslic, ze droga do opisu ruchów turbulentnych
poprzez bifurkacje i dziwne atraktory znajduje dzisiaj
swoich zwolenników zarówno wsród matematyków, jak
i fizyków. Sa to wszystko problemy "gorace", wlasnie
badane nie tylko metodami czysto teoretycznymi, ale takze
na drodze eksperymentów komputerowych, podobnych
równiez do ,zamieszczonych w tym artykule. Zachecam
do wzieci~ w nich udzialu. '

Wybrany przez, nas przyklad atraktora Rosslera
dotyczy tzw. zagadnien dyssypatywnych (o których
mówilismy nieco przy 'omawianiu dziwnych atraktorów
w Delcie 4/1988). Okazuje sie, ze efekt bifurkacji
wystepuje takze w tzw. ukl;tdach konserwatywnych. Ale
to juz calkiem inna historia. A moze, w formie cwiczenia
spróbujesz, Czytelniku, sam napi~ac program kreslacy
np. trajektorie w przestrzeni fazowej punktu materialnego
podlegajacego np. dzialaniu sily zaleznej liniowo oraz
kubicznie od jego wychylenia z polozenia równowagi. Jako
pomocna pozycje literaturowa moge tutaj polecic prace
przegladowa R.H.G. Hellemana pt.: "Self - generated
chaotic behavior in nonlinear mechanics" za'mieszczona
w Fundamental Problem§ in Statistical Mechanics, tom V,
red. E.G.D. Cohen, North,-Holland, 1980.

'"-4

-4

I; \.- ,

'"

I, .\- ,I

nk=1.25000
Czynn·ik skalujaCY osie

x2-t [*4]

:S =4

-4

4

P.oje~cj3 RTRRKTORA R05SLERA
Parametry at.akto.a
par~me\r e=0.2
p~raMetr f=0.2
pa.~metr mi=4.3
~~spó~rZ'dne POCzAtkowe
Wsp~trZ~dna q1_0
~~~~~~~~~~::~:~.2

4

x2·t [*2.5]

Pro~ek~~a ATR~KTORA R9SSLERA
Par~ffietry atraktora

pa.-:'h)et.- e:=0.3
p:..-.""m-=.t,- f=0.4-
pa.amet, mi=8.5
Wsp6lrZ~dne poczatkowe
w5P6lrz~dna q1s0
Wsp6trZ~dna q2=0.3
Wsp6trz~dna q3*0
Ca.t kowi ta li czba k,okÓW czasu
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Wieszanie obrazu

B

Rys_ 2

",,- H-7E--"',/ I "-
I I \

/ \
{ ,
I I\ I

A II
S

Rys_ 3

Do górnych wierzcholków prostokatnego obrazu przyczepiamy sznurek i za ten
sznurek wieszamy obraz na haku wbitym w sciane. Jakie sa mozliwe polozenia

.równowagi? Pomijamy tarcie sznura o hak i obrazu o sciane. Doswiadczenie
pokazuje, ze dla dlugiego sznurka mamy jedno polozenie równowagi trwalej
(rys. la), a dla sznurka krótkiego dwa polozenia równowagi trwalej i jedno
nietrwalej (rys. lb).

Rys. lb

Znajdzmy te polozenia. Z prostych rozwazan fizycznych wynika, ze srodek
obrazu G lezy pionowo pod hakiem H oraz katy AHG i GH B sa równe
(rys. 2). Odbijmy punkt B symetrycznie wzgledem prostej HG. Punkt B' lezy
na prostej HA.

1. Jesli B' = A, to H lezy na dwusiecznej kata AGB.

2. Jesli B' -j A, to LH BG = LH B'G = LB' AG = 1r - LH AG
(przedostatnia równosc wynika z równoramiennosci trójkata B' AG.)
Zatem na czworokacie H AGB da sie opisac okrag, czyli punkt H lezy
na okregu opisanym na trójkacie AGB (rys. 3).

Rozwazmy mozliwe polozenia haka (gdy obraz jest w równowadze) w ukladzie
odniesienia obra~u. Przy danej' dlugosci sznura wszystkie mozliwe polozenia
haka leza na elipsie.. Jesli dlugosc sznura jest wieksza lub równa 2AE, to
mozliwe jest tylko jedno polozenie równowagi (punkt przeciecia prostej i elipsy
lezacy powyzej G) i musi to byc równowaga trwala. Przy skracaniu sznura
nastepuje bifurkacja i jedno polozenie równowagi trwalej rozszczepia sie na trzy
(rys. 4). Badajac energie potencjalna obrazu (proporcjonalna do GH) mozna
sprawdzic, który z punktów przeciecia elipsy z prosta (Hd i okregiem (H2 i H3)

jest punktem równowagi trwalej (energia jest minimalna), a który równowagi
nietrwalej (energia maksymalna).

cD

-+~
--- IE---

/ I "
/ I \/ \

~IHi \

I I I
H I H3

\ I /

A~ I As

Rys. 4 Rys. 5

Punkt wbicia: haka jest punktem równowagi, gdy odcinek laczacy go z G jest
prostopadly do elipsy. Okrag S o srodku G i promieniu GH2 jest styczny
do elipsy w H2 i H3 (rys. 5). Elipsa i okrag nie maja wiec wiecej punktów
wspólnych (dwie stozkowe moga sie przecinac w co najwyzej 4 punktach,
ale w naszym przypadku punkty przeciecia sa punktami stycznosci) i elipsa
lezy wewnatrz okregu S. W punktach H2 i H3 sa zatem maksima energii
poten~jalnej, a w punkcie Hl minimum.

Opracowal J.R.

14



~ ....

Mikroskopia pozy tonowa juz wkrótce pozwoli zajrzec w glab
materii. Chociaz nie osiagnie takiej zdolnosci rozdzielczej
jak mikroskopia elektronowa, to moze dostarczyc zupelnie
innych informacji. Ostatnio grupie naukowców z Uniwersytetu
Brandeis i Laboratorium Bella udalo sie skonstruowac
mikroskop pozy tonowy o zdolnosci rozdzielczej 300 nm
dajacy powiekszenie U50-krotne. Jest to granica mozliwosci
mikroskopów optycznych. Naukowcy chca osiagnac zdolnosc
rozdzielcza 1 nm, co umozliwi badanie defektów w krysztalach
oraz budowy molekul biologicznych.

~ ....
Victor Poncelet, autor pierwszego podrecznika geometrii
rzutowej, jako jednej z metod uzyskiwania nowych twierdzen
uzywal nastepujacej zasady ciaglos~i:
Jesli figure jaka.s otrzymuje sie z innej przez zmiane cia,gla,ijes1i jest

ona tak samo ogólna jak pierwsza, wówczas wlasnosc udowodniona, dla

figury pierwszej mozna przeniesc na figure druga, bez dalszych rozwazan.
I uzyskiwal w ten sposób szereg ciekawych i, oczywiscie,
prawdziwych twierdzen. Dzis jednak wszystkie te twierdzenia
maja "prawdziwe" dowody, choc czesto nastepcy Ponceleta
musieli wlozyc wiele trud!! w ich znalezienie.
W ten sposób za scislosc placi sie utrat a piekna i jasnosci
spostrzezen.

Nowe swiatlowody wykonane z wysoce przezroczystego
szkla kwarcowego moga przenosic sygnaly optyczne na
odleglosci rzedu 50 km bez koniecznosci wzmacniania. Zgodnie
z przewidywaniami teorii swiatlowody te powinny umozliwic
przekaz sygnalów w podczerwieni na odleglosci 20-krotnie
wieksze.

~ ....
W dwie proste (oboj etnie: równolegle lub nie) wpiszmy
trzyodcinkowe lamane (lamana jest wpisana w dwie proste, jesli
jej kolejne wierzcholki leza na róznych prostych). Jesli beda one
mialy odcinki odpowiednio równolegle, to i odcinki- zamykajace,
czyli laczace pierwszy wierzcholek z ostatnim, wszystkie beda
mialy ten sam kierunek

Warto pamietac (patrz
II etap XL Olimpiady
Matematycznej), ze
twierdzenie o bokach
czworokata opisanego
na okregu stosuje sie równiez
do czworokatów wkleslych.

Zmiany jasnosci kwazarów obserwuje sie od dawna, jednak
dopiero koncepcja supergestych obiektów centralnych okazala
sie zdolna wytlumaczyc zmiany blasku zachodzace w tempie
minut. Np. kwazar OJ 287, jeden z najjasniejszych zmiennych
kwazarów, polozony na niebie w poblizu gromady gwiazd
Praesepe w Raku, wykazuje zmiany jasnosci o okr,esie m.in.
15 minut. Oznacza to, ze jasnosc ta produkowana jest
w zródle o rozmiarach nie wiekszych niz 15 minut swietlnych!
Skomplikowany charakter zmian jasnosci sugeruje, ze
promieniuje tam kilka zródel jednoczesnie, prawdopodobnie tzw.
gorace plamy w dysku otaczajacym centralny supergesty obiekt
(czarna dziure?). Jego masa jest oceniana na kilka milionów
do 60 milionów mas Slonca. Prawdopodobnie jest to w ogóle
typowy mechanizm produkcji energii w kwazarach.

~ ....

~ ....

Radiowe obserwacje neutralnego wodoru (na fali 21 cm)
w pewnej gromadzie galaktyk w Lwie ukazuja obecnosc
kilku obloków ukladaj acych sie w cos w rodzaju pierscienia,
w centrum którego leza galaktyki M 105 i NGC 3384. Biorac
pod uwage odleglosc tych obiektów ocenia sie srednice
pierscienia na 200000 parseków i okres obrotu na 4 mld lat.
Przypuszcza sie, ze przyczyna powstania takiej struktury moglo
byc zderzenie sie dwóch galaktyk, choc, oczywiscie, jeszcze
daleko do pelnego wyjasnienia tej osobliwosci.

~ ....

Na Uniwersytecie w Ann Arbor (USA) opatentowano nowy
rodzaj substancji, które zaleznie od obecnosci pola elektrycznego
moga przechodzic ze stanu cieklego w stan staly i odwrotnie.
Sa one mieszanina proszku i cieczy - poddane dzialaniu silnego
pola elektrycznego prze<;hodza w stan staly, a po wylaczeniu
pola powracaja do stanu cieklego.
Znane dotychczas ciecze o tych wlasnosciach nie mogly byc
wykorzystane w samochodach czy innych maszynach, bowiem
ich ciekly skladnik to woda, która wyparowuje przy wysokich
temperaturach.
No"{o odkryte substancje nie zawieraja wody, beda wiec
mogly znalezc szerokie zastosowanie w nowoczesnych ukladach
hamulcowych czy innych urzadzeniach hydraulicznych.
W amortyzatorach ciecze te moglyby zmieniac swe wlasnosci od
cieklych do stalych w czasach mniejszych od 1 ms pod kontrola
mikrokomputera.

~ ....
Na pytanie "Czy liczba 3,14 jest wymierna?" czesto mozna
otrzymac odpowiedz negatywna.

Jesli dwie wyjsciowe lamane rysowane sa "tak samo" (lewa czesc
rysunku), to mozna to latwo uzasadnic wlasnosciami przesuniec
lub jednokladnosci. Ale jesli lamane bedziemy rysowac "do góry
nogami" (prawa czesc rysunku)?
Twierdzenia opisujace podana wlasnosc sa nazywane prostymi
i odwrotnymi 'nozycami.

~ ....
Gwiazdy zmienne lub szybko poruszajace sie odkrywalo sie
kiedys przez porównywanie dwóch zdjec tego samego obszaru
nieba wykonanych w róznych chwilach. Latwo domyslec sie, ze
bylo to zajecie dosc zmudne i az prosilo sie o zautomatyzowanie
tej pracy. Urzadzenia do automatycznego mierzenia klisz
pracuja na swiecie juz od lat. Najszybszym jest prawdopodobnie
skaner pracuj acy na Uniwersytecie Minnesota zdolny w ciagu
2,5 godziny pomierzyc pare klisz o rozmiarach 14 x 14 cali.
Wykonuje to, oczywiscie, komputer sterujacy promieniem
laserowym omiatajacym te klisze. Dokladnosc tak wyznaczonych
polozen gwiazd na kliszy jest rzedu 1,5 /-lm.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:,
31 X 1989

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania ,a,lal' z llluneru n w terminie do konca miesiaca
n + 2. Szkice rozwiazan zanlieszczaJny w 111.l1UerZen + 4. Mozna lladsyla~ rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertac h. umieszczaj ac na kopercie dopisek: Klub 44 M lnb
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladno~cia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lczynnik trudno~ci danego zadania; WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznaC7.a sume
ocen za rozwiazania tego zadani'a. a N ,- liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chofby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów. w dowolnym czasie i w,którejkolwiek, dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkien! Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkost,wo -, to tytul Weterana.
Szczeg6lowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1989.

!=44

Zadania z matematyki nr 193, 194

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

193. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano dokladnie jednym z dwóch kolorów
w taki sposób, ze zaden trójkat równoboczny o boku dlugosci 1 nie ma wszystkich

, wierzcholków jednakowego koloru.
a) Dowiesc, ze istnieje trójkat równoboczny o boku dlugosci y'3, majacy wszystkie
wierzcholki jednego koloru.
b) Dac przyklad pokolorowania o wymienionej w pierwszym zdaniu wlasnosci.

194. Niech n ~ 2 bedzie dowolna, ustalona liczba naturalna. Dowiesc, ze jest tylko
skonczenie wiele par liczb calkowitych (x, y) spelniajacych równanie

xn+(x+lt=y2n+(y+l)2n ..

Zadanie 194 zaproponowal pan Marcin Mazur z Bialegostoku.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1989
Przypominamy tresc zadan:
189. Rozpatrujemy tr6jkaty T i czworokaty I.J opisane na danym kole K, Wy"",,'zyc katy
oraz okreslic wzajemne polozeuie figur T i Q. dla których pole cze,ki wspólnej T n Q jest
mininlalne.
190. Dane m, n <": 1, naturalm': m niepar7.y,te, C'y lin.ny 2m. - l i 2'" + 1 musz'\ nyc w7·gJedni.,
pierwsze?

(2)

189. Dla ustalonego trójkata T i czworokata Q czesc wspólna tych figur jest
siedmiokatem opisanym na kole K. Jego pole jest nie mniejsze niz pole siedmiokata
foremnego opisanego na K (wynika to latwo z wypuklosci funkcji tangens w przedziale
(O; ~1T) i z nierównosci Jensena). Szukamy wiec trójkata T i czworokata Q, dla których
T n Q jest siedmiokatem foremnym; wówczas pole T n Q bedzie minimalne.
Niech Al, A2, Aa beda punktami stycznosci kola K z bokami trójkata T i niech
B1, B2' Ba, B4 beda punktami stycznosci kola K z bokami czworokata Q. Siedmiokat
T n Q jest foremny, gdy wymienione punkty dziela okrag kola. K na siedem równych
luków. Siedem punktów, wsród których sa trzy punkty jednego typu i cztery punkty
drugiego typu, mozna usytuowac na okregu na cztery sposoby:

(1) B1A1A2AaB2BaB4

(2) B1A1B2A2BaAaB4

(3) B1A1A2B2AaBaB4

(4) B1A1A2B2BaAaB4

(kazda konfiguracja daje sie sprowadzic do jednej z powyzszych przez stosowne
przenumerowanie punktów). Warunek, by punkty Ai byly punktami stycznosci kola.
z obwodem trójkata, eliminuje konfiguracje (1) i (3). Natomiast z (2) i (4) dostajemy:

(2) trójkat o katach ~1T, ~1T, t1T, czworokat o katach ~1T, ~1T, ~1T, ~1T;

(4) trójkat o'katach t1T, t1T, ~1T, czworokat o katach t1T, ~1T, ~1T, ~1T,

usytuowane, jak przedstawia rysunek (w kazdym przypadku obie figury maja wspólna
os symetrii). Znalezione pary figur stanowia rozwiazanie zadania.

190. Tak. Przypuscmy, ze d = NWD(2m -1,2n + 1) > l. Z zalozenia 2m == l(modd),
2n == -l(mod d). Pierwsza kongruencje podnosimy do potegi n, a druga do potegi m.
Otrzymujemy 1 == 2m •• == -l(modd), skad d = 2. Sprzecznosc, bo 2n + 1jest liczba
nieparzysta.
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Zadania z fizyki nr 91, 92

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

91. Gdy poziomo rozpieta nylonowa zylke - uzywana do suszenia bielizny - pociagamy
(pocieramy) wzdluz zwilzonymi palcami, slyszymy charakterystyczny, dzwiek. Jesli
na zylce wisza jakies drobne, suche "szmatki", mozemy jednoczesnie zauwazyc, ze
przemieszczaja sie one wzdluz zylki w tym samym kierunku, w jakim przesuwamy
po niej palce. Wytlumaczyc to zjawisko, w miare mozliwosci ilustrujac wlasnym
materialem doswiadczalnym.

92. Dwa ciala, o masach odpowiednio ml i m2, polaczone niewazka nicia, moga
sie poruszac bez tarcia po prostopadlych prowadnicach ustawionych w plaszczyznie
pionowej tak, ze jedna z nich nachylona jest pod katem a wzgledem poziomu (rys. 1).
Znalezc kat miedzy nicia laczaca ciala a ta prowadnica, gdy uklad cial znajduje sie w
stanie równowagi. Okreslic, jaki to rodzaj równowagi.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1989
Przypominamy tresc zadan:
87. Czy kosluonauta unOS:7~acy sie swobodni<.> w przestrzeni kosnlicznej (nie obracaj a.cy
Rie wzgledenl swego ::h'odka ll1asy) llloze dokonac obrotu swego ciala, na pl'zykl<:l,(l o 1800,

nie wyk01'1.YStujac zadnych oddzialywall 7. cialanli zewnetrznYlui ani odrzutu?
JelHi jest to moi.liwe, to w jaki spos6b?

- 8.8. Kwadratowa ralllka o boku a z drutu lui(>dzianego o polu przekroju poprzecznego S wiruje
.ze stala predkoscia katowa w w jed110roullyul polu luaglletycznyul o indukcji B wokól osi
lezacej w plaszc?,yznie ramki. równoleglej do jednej pary bok6w i prostopadlej do kierunku pola
nlagnetycznego.
Obliczyc maksymalna wartosc momentu sily, jaki musi pokonac silniczek naped?,ajacy ramke.
Opór wlasciwy luiedzi wynosi p, Czy wynik ulegnie zluianie i jak, jesli ranlka bed?ie zawiera.la.
n zwoj6w cicl1szego drut.u. wykonanego z tej saulej ilos('j luiedzi, co ranlka picrwotna?

87. Jest to mozliwe przez umiejetne wykorzystanie prawa zachowania momentu pedu
ukladu izolowanego, jaki stanowi kosmonauta. Nalezy mianowicie dokonywac kolejno
wzajemnych obrotów czesci tego ukladu w przeciwne strony, zmieniajac w miedzyczasie
moment bezwladnosci czesci ukladu wzgledem osi obrotu. Wystarczy, ze kosmonauta
bedzie wykonywal nastepujace ruchy rekoma (najlepiej trzymajac w nich spore masy):
obrót w jedna strone rak polozonych w poblizu osi ciala, oddalenie rak od osi ciala,
obrót w druga strone, powrót rak do pozycji wyjsciowej. Rysunek 2 przedstawia
schematycznie kosmonaute - ogladanego od strony glowy - w ukladzie inercjalnym,
w kolejnych fazach tej operacji. Powtarzajac ja wielokrotnie kosmonauta moze sie
obrócic o dowolny kat.
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88. Rozpatrzmy ogólniejszy przypadek ramki zawierajacej n zwojów drutu o polu
przekroju poprzecznego S In. Pochodna czasowa strumienia wektora indukcji
magnetycznej B przechodzacego przez ramke osiaga podczas obrotu ramki wokól
osi ma.ksymalna wartosc w polozeniu ramki równoleglym do wektora B. Wartosc ta

~ = Ba2w nie zalezy od polozenia osi - zgodnego z warunkami zadania - przyjmiemy
wiec, ze os obrotu pokrywa. sie z bokiem c ramki (rys. 3).
W omawianym polozeniu ramki w jej uzwojeniu indukuje sie maksymalna sila
elektromotoryczna o wartosci bezwzglednej I li I = nBa2w. Uwzgledniajac opór
uzwojenia R = 4n2apl S i zaniedbujac przesuniecie fazowe zwiazane z samoindukcja
uzwojenia obliczamy natezenie plynacego w danej chwili przez uzwojenie pradu
/11 = IIiliR = BaSwl(4np). Na bok b ramki (rysunek) dziala sila F = nlaB (której
zwrot jest zgodny z regula Lenza.). W omawianym polozeniu zarówno wartosc tej sily,
jak i jej ramie wzgledem osi przyjmuja wartosc maksymalna.. Wobec tego maksymalna
wartosc momentu sily jest równa

M = Fa = B2a3Swl(4p).

Jak widac, wartosc ta nie zalezy od n.
Mozna latwo wykazac, ze powyzszy wynik jest sluszny dla dowolnego umiejscowienia
osi obrotu spelnia.jacego warunki zadania.
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