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O odkryciu i wprowadzeniu do
uzytku liczb rzeczywistych pisalem
w Delcie 2/1989,

Kwadrat jednostkowy z dziurka,

w kaidym punkcie o obu wspéirzednych
wymiernych nie ma pola w sensie

takiej calki. Prazyblifenie gérne jest nie
mniejsze od 1, a dolne — dokladnie 0.

W sensie Lebesgue’a opisany
poprzednio kwadrat ma pole 1, bo
tyle wynosi kres dolny pél jego pokryé
wPrzyzwoitymi” figurami.

Roswiazanie zadania F 272. Liczba
atomdw argonu i; Ar wynosi
n = ﬂfa’\'rr” ¢,
: r
gdzie t = 1 rok s 3,2 - 1078,
Ngi ~ liczba atomdw chloru,
$ = Y _ - sgtrumied neutrin na
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Wynika stad, e w eksperymencie

naleiy uzyé CCly w ilodci réwnej
Nci 1

bl 2 e pNg) & 560 ton,
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gdzie p jest masa molows CCly.
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Calka FEudoksosa
Dr hab. Marek KORDOS

Od momentu, gdy ludzie zaczeli by¢ przekonani, Ze za pomoca liczb mozna opisywad
wazelkiego rodzaju wielkodci i gdy wiasnodci liczb nadajacych si¢ do takiego opisu
zostaly ustalone, powstal problem, jak w praktyce przyporzadkowywaé wielkoéciom
liczby. Czyli — jak mierzyé.

Dzi$ teoria mierzenia miedci si¢ w dziale matematyki zwanym funkcje rzeczywiste,

a podreczniki o takim tytule maja zazwyczaj dwie czeéci: teorie miary i teorie

calki. Jest tu mowa o tak zwanych calkach oznaczonych, czyli obliczeniach miar
obszaréw opisanych danymi funkcjami. Uiywane przez nas calki 83 (przewazinie) dwéch
rodzajéw.

Pierwszy z nich (wypracowany przez licznych matematykéw przelomu XVI

i XVII wieku, takich jak Kepler, Torricelli, Barrow) zostal skodyfikowany przez
Newtona i Leibniza. Kodyfikacja ta byla jednak na tyle niedcista i intuicyjna, Ze
uzywana przez nich calka nosi dzié nazwe calki Riemanna od nazwiska matematyka,
ktéry (200 lat pééniej) podal jej definicje na tyle écista, ze moie by¢ ona uzywana

do dzis. Definicja ta okreéla calke jako liczbe leiaca pomiedzy dwoma zbiorami
przyblizedi, a wiec calka ta jest dobrze okreélona, gdy pomiedzy te zbiory mozna
ywetknaé” tylko jedna liczbe. Dodwiadczenie wskazuje, ze czgsto miedzy dolnymi

i gérnymi przyblizeniami miedci si¢ wiele liczb. W takiej sytuacji calka Riemanna nie
jest okreslona i trzeba albo zrezygnowaé z mierzenia, albo mierzy¢ jakod inaczej.

Druga powszechnie uzywana catka powstata pét wieku péiniej (ma tyle lat co nasuc
stulecie) i nosi nazwe calki Lebesgue’a (od nazwiska jej twércy). Tu dla ustalenia
wartodci calki uzywa sie juz tylko jednego zbioru przyblizef, ktérego konstrukcja
(specyficzna dla tej calki) gwarantuje sensownos¢ otrzymanego wyniku. Tam, gdzie
okreslone sa, obie calki, otrzymujemy ten sam wynik, niezaleznie od tego, ktéra z nich
zastosujemy. Wiele jest jednak sytuacji, gdzie catka Lebesgue’a daje sig obliczy¢,
mimo Ze calka Riemanna nie jest okreslona.

S3 jeszcze inne calki, ale ciekawszym wydaje sie pytanie, jak radzono sobie

z mierzeniem przez 19 stuleci, jakie uplynely od jasnego sformulowania ,,0 co chodzi”
przez Eudoksosa do prac XVI-wiecznych matematykéw.

Odpowied# na to pytanie jest znana. Uzywano wprowadzonej przez tegoz Eudoksosa
metody wyczerpywania, zwanej tei czasami catkowaniem Starozytnych. Robi si¢ to
w nastepujacy sposéb.

Z figury, ktéra chcemy zmierzyé, wyjmujemy czeéé, ktérej miare znamy (na ogél
wielokat czy wielodcian), przy czym musi byé ona wigksza od polowy calej figury.
Miare tej czedci oznaczmy S,. Z pozostaly czefcia figury postepujemy tak samo
otrzymujac Sa, potem Si, Sy itd. Eudoksos twierdzi, Ze suma

S1+ S22+ S3+ vt Sn
tym lepiej przybliza miare figury, im wicksze jest n, oraz Ze nieskoriczona suma daje
miare figury.

Uzasadnienie jest proste. Zakladajac, Ze mierzona przez nas figura daje sie zmierzyé
i ma miare S, mamy

S8 S
(t) 3231-}-32-1-33-!-...2E+I+§+...=S.
Istotnie, pierwsza nieréwnoéé wynika z faktu, e wyjmowalimy zawsze czeéci mierzonej
figury (i byly one rozlaczne), druga - Ze zawsze wyjmowalifmy ponad polowe tego, co
jeszcze bylo, a réwnoéé ~ to prosta wlasnos¢ ciagu (postepu) geometrycznego. Tak wiec
we wzorze () wystepuja same réwnosci.

Jak widaé — metoda jest prosta, uiywa tylko jednego zbioru przyblizen (jak catka
Lebesgue’a — choé jest to zupelnie inny zbiér), co wiecej — zbiér ten jest ciagiem.
Moizna zapytaé, jak wiele sie traci pozwalajac sobie na takie luksusy.



Twierdzenie Dehna moina znalefé
np. w Delcie 11/1084.

To, Ze cof sig traci, jest oczywiste — najlepszym dowodem jest tu fakt, ze w koiicu
opracowano inne, bardziej skomplikowane calki. Warto jednak zauwaizyé, jak wiele
mozna bylo osiagnaé uiywajac calki Eudoksosa. Podam dwa przyklady. Pierwszy

z nich to tzw. kwadratura paraboli, czyli pierwsze obliczenie pola figury plaskiej
ograniczonej krzywa inna niz lamana lub okrag (autor — Archimedes). Drugi z nich

to obliczenie objetosci ostroslupa. To moie zdziwié¢ ~ przeciei kaidy wie, Ze objetosdé

ta jest réwna %P - h, gdzie P to pole podstawy, a h — to wysokodé. I po co tu
calkowaé? Prawda jest jednak taka, Ze wzdr ten latwo uzyskaé, jedli wiemy, iz objetodé
ostroslupa zaleiy tylko od P i h, a nie zaleiy np. od ksztaltu ostrostupa. To natomiast,

. Ze objetodé ostroslupa zaleiy tylko od P i k, nie da sie wykazaé bez uiycia calek

(dowolnego jui rodzaju). Ten zdumiewajacy fakt zostal odkryty dopiero w 1900 roku
przez Dehna. Przedtem dopuszczano, Ze moze to byé tylko powszechna nieumiejetnosé.
Objetoéé ostrostupa obliczyt (metoda wyczerpywania) Euklides.

Kwadratura paraboli

Obliczamy pole figury ograniczonej lukiem paraboli i zamykajaca go cieciwa AB.

Przez érodek cieciwy prowadzimy prosta réwnolegla do osi
paraboli otrzymujac w przecieciu z parabola punkt C. Pole
tréjkata ABC oznaczmy S,. Jest to oznaczenie zgodne

z metoda Eudoksosa, bo styczna do paraboli w punkcie C
jest réwnolegla do AB (Cazytelniku — dlaczego?) i mierzona
figura miedci sie¢ w réwnolegloboku ABB'A’, gdzie AA’

i BB' sa réwnolegle do osi. A tréjkat ABC to polowa

tego réwnolegloboku, a wiec wiecej niz polowa mierzonej
figury. Wyjmujemy wiec ABC i do obu pozostalych

czeéci figury stosujemy ten sam, co poprzednio, zabieg.
Suma pél tréjkatéw oznaczonych na rysunku kolorem
bedzie naszym S;. Mégl Archimedes, wigc mozesz

i Ty, Czytelniku, sprawdzié, Ze pola obu tréjkatéw

83 réwne, oraz Ze kazdy z nich ma pole réwne % pola
tréjkata ABC (w tym celu wystarczy wykazaé, e
wysokoéé tréjkata ACD z wierzcholtka D jest osiem razy
krétsza od wysokodci tréjkata ABC z wierzcholka B). Jedli
tak, to S3 = ;51 i podobnie S, = {Sn—1. Zatem pole
mierzonej figury jest réwne 3 pola tréjkata ABC, ktére
mozemy obliczyé tradycyjnie.

Objetosé czworodcianu’

a dokladniej: stosunek objetodci do iloczynu pola podstawy
i wysokoéci jest w kazdym czworodcianie taki sam.
Wykonajmy rysunki dwéch czworodcianéw ABCD

i A'B'C'D'. Oznaczmy jeszcze pola ABC i A'B'C’
przez P i P', a opuszczone na te podstawy wysokodci
przez h i h'. Niech K,L,M,N,O,Q (i tak samo

z primami) beda érodkami krawedzi jak na rysunku.
Wyjmujemy z kazdego z czworodcianéw dwa
graniastoslupy: KBLNQM i KONLCM (i tak samo
z primami). Ich sume objetoédci oznaczmy przez S,

i §]. Sa to oznaczenia zgodne z metoda Eudoksosa, bo
czworodcian NQM D wklada sie przez przesunigcie do
graniastostupa KBLNQM, a AKON do KONLCM
(i tak samo z primami). Zauwasmy, ze (sprawdi
Czytelniku)

{**) £= %P’%h+%(%P'%h) =5 P'h-
ST IR LGP ) PR

To, co z czworodcianéw zostalo, to dwa podobne do nich (w skali 1/2) czworodciany.
Powtarzamy wiec poprzednie rozumowanie otrzymujac kolejno
S; Pk S.B S4

e e il



Mamy wigc ostatecznie dla objetoéci. S i 8’ naszych czworodcianéw
S 31+Sz+ss+..._ Ph

LT S TR

Stad

SE S

Ph W'
Ustalenie, Ze stosunek ten jest réwny akurat 1 3, jest rzecza bardzo prosta (ido
niedawna bylo w podrecznikach szkolnych). Podobme jak uogélnienie na dowolne
ostroslupy.

Na koniec uwaga: oczywidcie, mozna ogladajac wzér (x*) zauwagyd, ze koficowy wynik
jest do uzyskania bezpoérednio i to rozpatrujac tylko jeden czworoécmn. Istotnie,
otrzymujemy /

1 3
Sp=2- (E) ST
-

1 1
=3 (3Pn) = 3Ph.
g 3 (4 3
Chcialem jednak rachowaé tak jak Euklides.

1
8= 4—Ph,
czyli

Zadania

Redaguje dr Rafat SZTENCEL

M 547. Udowodnié, e jedli obwody écian czworodcianu sa réwne, to sciany sa
tréjkatami przystajacymi.
Rozwiazanie na str. 4

"M 548. Szereg 2 a; jest bezwzglednie zbieiny (tj. E | ai | < 00), ponadto dla kazdego
=1
k > 1 mamy Ax = ak + a2t +aag+...=0. Wykasa.é ze a;=0dlat=1,2,3,...

Rozwiazanie na str. 10

M 549. Wykazal, Ze

n n 25 n 1 n 1 1 1
5] P e S =14+ =4+ —.
(1) . (2) 2 + (3) 3 s (n) "o +,2 t % n

Rozwiazanie na str. 7
Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 272. Reakcje jadrowe zachodzace w SloAcu moina badaé mierzac strumieii neutrin

. (v) pochodzacych ze Slofica. Detekcja neutrin jest mozliwa przy wykorzystaniu reakcji

Vo 0L e £ AT

Sredni przekréj czynny takiej reakcji wynosi o = 1,4 x 10™*3cm?. Zakladajac, ze Slorice
produkuje N = 3 x 10%® neutrin na sekunde, ocenié, w jakiej masie CCly (czterochlorku
wegla) powstanie w ciagu roku n = 100 atoméw $TAr. Przyjmujemy, ze CCly jest
naturalna mieszaning izotopéw, w ktérej tylko n = 25% jader chloru to jadra 2ICT
Promief orbity Ziemi wynosi R =1,5-10% km.
Rozwiazanie na str. 1

F 273. Ocenié przekrdj czynny reakcji '

a+ 13Al1 — 13Si+p,
jedli wiadomo, Ze po przejéciu czastek a o energii 8 MeV przez aluminiows tarcze
powstaje n, = 8 protonéw na no = 10° czastek a. W powietrzu, w warunkach
normalnych czastka o przebiega Rpow = 7,0 cm.
Rozwiazanie na str. 6

W obu zadaniach pojawia si¢ pojecie przekroju czynnego. Przekrdj czynny
(oznaczany o) jest miara prawdopodobiefistwa zajscia okreslonej reakcji w czasie
jednej sekundy dla jednostkowego strumienia ® czastek wywohua,cych reakcje

(1 czastka/cm?s) podzielonego przez liczbe czastek N w bombardowa.ne_] prébce.
Liczba czastek n zderzajacych sie w ciagu sekundy wynosi n = No®.

3

FIZYCZNE NOWINKI

Reduguje dr hub. Andrzej HENNEL

ATOMY KOLOWE

Atomarn rydbergowskirm nazywamy atomy
znajdujace sie w bardzo wysokich stanach
wzbudzonych (patrz Fizyczne nowinki, Delta
10/1986) Natormast atomy kolowe s3 to te
sposréd atomdw rydbergowskich, ktore maja
maksyrnalng dopuszczalng wartose
calkowitego momentu pedu (1=n-1).
Symbole n 1 | oznaczaja liczby kwantowe
{gtéwna 1 pobeczna) w modelu atomu Bohra.
Takie atomy sa obiektarn WYzZnaczajacymi
symbaliczng granice migdzy fizyka klasyczna
1 kwantowa Wzbudzone elektrony w
atomach kolowych sa znacznie oddalone od
Jadra atomowegoe Prawdopodobieristwo
znalezierua tych elektrondw jest na jwigksze
w obszarze clenkiego torusa (czyli obraczki)
0 promieniul wyzhaczonym przez model
atormnu Bohra 1 wyneszacym nzag (gdzie ag
Jest tzw  promieniem pierwsze) orbity Bohra
réwnym 5x10-11m). Oznacza to, 2e na
prayklad dla n=44 promien ten wynosi okolo
107", czyli 0,1 wrn. Druga wazna :
wlasnoécia atoméw kolowysh jest ich
stosunkowo diugi czas zycia, ktéry w
zaleznodcl od wartosci liczby kwahtcwej n
dochodzi do setnych czesci sekundy. Tak
dlugie czasy zycia (przewyzszajace okoio
riilion razy typowe czasy zycia “zwyklych”
standw wzbudzonych) urnozliwiaja
wyktnivwanle £ atomami Kolowyml wielu
interesujacych eksperymentéw. Pierwsze
atorny kolowe otrzymane w 1983 roku za
pomoca rezenansowego pobudzania
mikrofalami atorndw znajdujacyeh sie juz
wczesnie | w stanach wzbudzonych., W
ostatnich latach fizycy z Uniwersytetu
imienia Piotra i Marii Curie w Paryzu
zaproponowali nowa, bardzo pomyslowa
metode otrzymywania atomdw kolowych w
skrzyzowanych polach elektrycznym i
magnetycznym, Folega ona na gwaltownym
wlaczaniu pula. magnetycznego w trakcie
wylaczania pola elektrycznege. W 1988 roku
inna grupa paryska z Ecole Normale
Supérieure przeprowadzila pierwsze udane
proby otrzymywania atomdw kolowych ta
nowa mmetoda, Atormny litu rozpedzone do
szvbkosci 1500 my/s wpadaly w obszar pela
elektrycznego o natezeniu 200 V/em, gdzie
wzbudzane byly najpierw za pormoca
irfipulsowych laseréw krystalicenych ze stanu
2s do 2p. dalej ze stanu 2p do 3d i wreszcie
ze stanu 3d do stanow kolowych o glowne]
liczbie kwantowej n od 20 do 25. Caloic
uktadu znajdowala sie w elektrormagnesie
wytwarzajacym pole do 0,01T. Powstajace
atorry kolowe byly rejestrowane w dalszej
czesci ukladu, gdzie ulegaly jonizacji w
bardzo silnym polu elektryeznym (ponad
3kV/em). Zastosowana metoda
otrzymywania atomoéw kolowych okazala sie
znacznie bardziej efektywna od dotychczas
stosowanych | wkrétce planowane sa proby
otrzymania Kolowege wodoru, jak i szeregu
innych atormndw.



b

a)

Rys. 2

Rozwigzanie zadania M 547.

D
A
B

c
Oznaczmy BC =k, CA =1, AB = m,
DA=n, DB =0, DC = p.'
Mamy k + 1 +m =1+ n + p, skad
(=) Ek+m=n+p,
atakiem+n+o=k+ o+ p, skad
(*#) m+n=~k+p.
Odejmujac stronami (*) i (*#*)

otrzymujemy k—n=n—k, tj. k =n;

wynika stad, ze m = p. Ponadto

k+l4+m=k+o+p, wiec | = 0. Zatem

przeciwlegle krawedeie czworodcianu
maja réwne diugodei, stad od razu
wynika, e §ciany sa przystajace.

Odwrécenie frontu fali swietlnej

Prof. dr Adam KUJAWSKI

Obserwujac zjawisko odbicia éwiatla od zwierciadla stwierdza si¢ w prosty sposéb,

ie promiefi padajacy, odbity i prostopadla padania leia w jednej plaszczyinie, a kat
odbicia jest réwny katowi padania. We wspélczesnej optyce nieliniowej bada sie
zjawiska, w ktérych promiefi ,odbija si¢” w zupelnie inny sposéb. Rysunek 1 ilustruje
odbicie od zwyklego zwierciadla oraz od tak zwanego zwierciadla sprzegajacego faze
(w jez. ang. phase-conjugate mirror). W tym drugim przypadku wytwarzany jest
promiefi odbity o kierunku przeciwnym do kierunku promienia padajacego. Zjawisko
to w opisie optyki falowe]j nazywa sie odwréceniem frontu fali §wietlnej. Jest ono

w centrum zainteresowar wielu oérodkéw badawczych ze wzgledu na jego oryginalnoéé
i1 duze moszliwodci zastosowan.

Niech na zwierciadlo plaskie pada prostopadle fala, ktérej powierzchnia stalej fazy jest
plaszczyzna, jak na rysunku 2a. Podobnie, niech na zwierciadlo sferycznie wkleste pada
fala o sferycznej powierzchni stalej fazy ,dopasowanej” do powierzchni zwierciadla,

jak ilustruje to rysunek 2b. Te przyklady pokazuja, Ze po odbiciu fala moie mieé taka
sama, powierzchnie stalej fazy; oznacza to, Ze jej front falowy nie zmienia sie, zmienia
sie natomiast kierunek propagacji. Taka sytuacje przyjeto nazywaé odwréceniem
frontu fali lub wytwarzaniem fali o fazie sprzeionej. To drugie okreslenie wynika

z odpowiedniego opisu matematycznego. Jeéli jednak front falowy nie jest dopasowany
do zwierciadla, na przyklad na skutek przejécia fali plaskiej przez plytke szklana,

jak na rysunku 3a (pomijamy efekty dyfrakcyjne), odbicie od zwyklego zwierciadla

i ponowne przejécie przez plytke prowadzi do powstania fali o innym froncie falowym
nis plaski. Co dszieje sie, gdy fala o odksztalconym froncie falowym pada na zwierciadlo
sprzegajace faze? W tym przypadku, jak pokazuje rysunek 3b, front fali zostaje
odwrécony, a po ponownym przejéciu przez plytke powstaje fala o froncie falowym
takim samym jak front fali padajacej. Jest to prosta ilustracja mozliwodci zastosowail
praktycznych zwierciadla sprzegajacego faze.
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Rys. 3

W 1972 r. B.J. Zeldowicz ze wspdlpracownikami przeprowadzili eksperyment, w kiérym
wykazano, ze w zjawisku wymuszonego rozpraszania Brillouina-Mandelsztama zachodzi
odwrécenie frontu fali wietlnej. Ten eksperyment stal sie poczatkiem nowego kierunku
badafi zwanego obecnie optyka pél ze sprzeions faza (w jez. ang. phase-conjugate
optics). Zjawisko wymuszonego rozpraszania Brillouina-Mandelsztama zaobserwowano
w latach szedédziesiatych, gdy rozpoczely sie intensywne badania optycznych zjawisk
nieliniowych. Wyjaénijmy na czym polega to zjawisko. Najpierw przypomnijmy, Ze gdy
wiazka §wiatla o malym natezeniu przechodzi przez oérodek przezroczysty (moze to
byé ciecz, gaz, krysztal lub szklo), zachodzi niewielka absorpcja i rozproszenie éwiatla.
Jedli na oérodek ten pada jednoczeénie fala ultradZwiekowa (ktéra w szczegdlnodci
moze tworzy¢ fale stojaca), zachodzi dodatkowe rozpraszanie dwiatla, jak wykazali
niezaleznie L. Brillouin i L.I. Mandelsztam. Dzieje sie tak dlatego, e zmiany gestodci
ofrodka na skutek rozchodzenia sie fali mechanicznej (ultradiwiekowej) powoduja
zmiany wspélczynnika zalamania éwiatla. W kwantowej interpretacji oznacza to, ze
rozproszenie pierwotnego fotonu o energii kw; i pedzie Rk, prowadzi do powstania
fotonu o energii Aw, i pedsie hk; oraz fononu (kwantu drgafi oérodka) o energii

hw, i pedzie hk,. Obowiazuja zasady zachowania energii w; = ws + w, i pedu

k1 = k2 + ko. Poniewas czestoé w, fali ultradéwigkowej jest znacznie mniejsza niz
czestoéé optyczna wy, to czestodé wo jest bliska wartodci w;. Jednoczednie kierunek
fotonu rozproszonego zaleiy od kierunku fali ultradéwiekowej. Gdy nie ma zewnetrznej
fali ultradiwickowej, rozproszenie jest wynikiem fluktuacji termicznych oérodka. Nosi
ono nazwe spontanicznego rozpraszania Brillouina-Mandelsztama.

4



Elektrostrykcja — odksztalcenie ofrodka Dla dostatecznie duzego nateienia éwiatla (odpowiada to gestoéci mocy rzedu
dielektrycznego (obserwowane réwniez

w pblprzewodnikach) spowodowane
zewnetrzanym polem elektrycznym.
Wykorzystuje sig do wytwarzania ultra
i hiperdéwickéw o czestodciach do

10° + 10! Ha.

MW /cm?) przebieg zjawiska jest inny i zachodzi prawie calkowite ,,odbicie” wiazki
padajacej. Tak duze moce moina uzyskaé z laseréw pracujacych impulsowo; 83 to

tak zwane impulsy gigantyczne. Impuls §wiatla o dostatecznie duzym nateZeniu
padajac na ofrodek materialny rozpoczyna za poérednictwem zjawiska elektrostrykcji
wzbudzanie fal ultradiwiekowych o réinych kierunkach; ich pojawienie si¢ powoduje
jednoczeénie rozpraszanie swiatla padajacego. Wytworzona fala dwietlna o mniejszej
czestodci 1 przeciwnym kierunku propagacji niz fala padajaca interferuje z fala
padajaca, co prowadzi do generacji fali ultradiwiekowej o kierunku propagacji
przeciwnym do kierunku padajace]j fali éwietlnej. Tak wzbudzona fala ultradiwiekowa
powoduje w duzym stopniu ukierunkowane rozproszenie dwiatla. To wzajemne
oddzialywanie powoduje, ie dwiatlo rozproszone formuje sie na ksztalt wiazki padajacej
i rozchodzi sie w kierunku przeciwnym. Z tego powodu efekt ten nazywa si¢ po prostu
odbiciem. Nosi ono nazwe wymuszonego efektu Brillouina-Mandelsztama.

W oryginalnym dodwiadczeniu Zeldowicza i jego grupy impuls éwiatla z lasera
rubinowego przechodzil przez plytke szklana o szorstkiej powierzchni (rodzaj
matéwki), a nastepnie padal na sprezony metan w naczyniu o ksztalcie wiatlowodu
(przekréj poprzeczny 4 X 4 mm?, dlugoéé okolo 1 m). Po przejéciu przez matéwke
kat rozbieznoéci impulsu éwiatla powigksza sie i rozklad nateienia w plaszczyinie
prostopadlej do kierunku propagacji staje sie nieregularny. W wyniku wymuszonego
rozpraszania Brillouina-Mandelsztama powstaje impuls odbity, ktéry ponownie
przechodzi przez matéwke, a jego rozbieinoéé katowa i rozklad nateienia okazuja sie
byé takie same jak impulsu pierwotnego. Schemat eksperymentu ilustruje rysunek 4.

® L4
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@ Szorstka ptytka szklana

Rys. 4

Zaznaczono na nim plytki czedciowo odbijajace P, ktére umozliwiaja ocene rozbieznodci
katowej impulsu pierwotnego i impulsu, ktéry dwukrotnie przeszedl przez matéwke,

a takie impulsu rozproszonego po przejéciu przez matéwke. Omawiany efekt nie
zachodzi, a ponowne przejécie przez matéwke powiekaza rozbieinoéé katowa, gdy
zamiast zbiornika z metanem wstawione jest zwykle zwierciadlo. Rysunek 5 ilustruje
role zwierciadla odwracajacego front falowy; promienie éwiatla odbitego (linie
przerywane) maja kierunki przeciwne nii promienie padajace, tak Ze ponowne przejécie
przez osrodek niejednorodny, zmieniajacy rozklad powierzchni stalej fazy fali padajacej,
odtwarza wiazke pierwotna.

Obecnie wytwarzanie fali o odwréconym froncie falowym zostalo zaobserwowane

dla prawie kaidego optycznego zjawiska nieliniowego i znalazlo liczne zastosowania.
Szczegdlnie wazne i majace glebokie zwiazki z holografia okazalo sie zjawisko mieszania
czterech fal. W tym zjawisku dwie wiazki dwiatla padaja z dwéch przeciwnych stron
na oérodek nieliniowy, a jednoczesnie padajaca trzecia wiazka, zwana sygnalowa,
powoduje generacj¢ czwartej fali, majacej odwrécony front falowy wzgledem fali
sygnalowej. Generacja fali fazowo sprzezonej jest mozliwa zaréwno dla impulséw, jak

i dla fali ciaglej. Okazuje sie takie, ze fala generowana moze mieé natezenie wieksze
niz fala sygnalowa. Czeéé tych badaf zalicza sie do nowej dziedziny zwanej holografia
dynamiczna,.

Nazwa zwierciadlo odwracajace front falowy (lub sprzegajace faze fali padajacej) jest
powszechnie uzywana; naleiy jednak podkreélié, Ze nie jest tutaj istotne zjawisko
odbicia, lecz to, ze w réinych zjawiskach nieliniowych moze byé generowana wiazka

lub impuls éwiatla o takim samym ksztaicie przestrzennym i przeciwnym kierunku
propagacji. Moze to by¢ takie interpretowane jako ,,odwrécenie” fali wietlnej w czasie,
bowiem zostaje ona ponownie odtworzona. Warto wspomnieé, Ze koncepcja zwierciadla
odwracajacego front fali padajacej, chociaz dotychczas realizowana tylko w warunkach
specjalnie dobranych, stala sie irédlem idei réZnych zastosowar, jak tez pytad o jego
wlasnosci podstawowe. Zastanéw sie, na przyklad, nad nastepujacym prostym
pytaniem. Co zobaczysz patrzac na zwierciadlo odwracajace front falowy?
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O ciagach typu

Gdy z i y 83 licsbami naturalnymi,
zaleinodé

[+ y]ln = i (:) [2]n[¥]n_k

k=0
moina otrzymad z bezpodrednich
rozwaianl kombinatorycznych. Np.
[m]|n moina interpretowac jako
liczbe funkcji réznowartodciowych
ze zbioru n—elementowego do zbioru
m-—elementowego (m > n). Wielkodé
[m + l]a ma interpretacje jako liczba
funkcji réinowartodciowych ze zbioru
n-elementowego do sumy zbioréw
rozlacznych A i B, gdzie A mam
elementdw, a B ma |l elementdw. Zbibr
takich funkeji moina przedstawid
w-postaci sumy n + 1 zbioréw
rozlacenych: k—ty zbiér sklada sie
& funkcji majacych k wartodci w zbiorze
A, an— k wartodci w zbiorze B
(k=0,1,2,...,n). Poniewai tych
k wartodci moie by¢ rozmieszczonych
na (:) miejscach, otrzymujemy
nasz wzdér. Podobnie moina, dla =
i ¥ naturalnych, kombinatorycznie
sprawdzi¢ zaleinodé (+) dla silni
gérnych.

Rozwiqzanie zadanie F 278.
Najpierw znajdziemy dlugodé drogi
Ra) czastki a w aluminium. Poniewai
utrata energii przez czastke a na
skutek powodowanej przez nia jonisacji
ofrodka jest proporcjonalna do N Z,
gdzie N jest liczba atomdw w 1 cm?,
a Z - ladunkiem jadra, wigc moiemy
zapisadé:

Rar _ (NZ)pow

Rpo\u i {Nz}Al i
Liczba reakcji jadrowych zachodzacych
w cienkiej warstwie o grubodei z jest
réwna ngNa)-o -z, co jest réwne
ilodci ny protondw, a z przyjmujemy
w przybliteniu réwne Ra). Stad
otreymujemy

Ne

J = —
naNaiRai

Z " =
L It =4-10"*%cm?

& "a(-NZ]pow' Rpaw

dwumianowego

Dr Macieg GRZESIAK

Czytelnikowi z pewnoécia znane sa réwnoéci

n % ks
(k) zkyn k :

(c+y9)" =)
k=0

(zwane dwumianem Newtona). Nasuwa sie pytanie, czy tylko wielomiany

Pn(z) = z™ maja wlasnoéé

*) ;i

‘n=0,1,2,...

Pn(ﬂ?+y) = Z

k=0
Mozemy je sprecyzowaé: jakie ciagi wielomiandw (p,.[:i:)), takich Ze stopien
Pn(z) jest réwny n, spelniaja réwnosé (+)?

(), n=01a..

O tym, ze ciag wielomianéw (z") nie jest jedynym majacym wlasnodé (*)
(méwi sie: ciagiem wielomianéw typu dwumianowego), moie si¢ Czytelnik
przekonad sprawdzajac, e silnie dolne, to jest wielomiany

Zln=2(z=1)(z-2)-...-(z—n+1)
oraz silnie gérne, czyli
[z =z(z+1)(z+2)-...-(z+n—1)

tworza ciagi wielomianéw typu dwumianowego (czyli speiniaja (*)).

Aby podaé sposéb na poszukiwanie jeszcze innych ciagéw wielomianéw typu
dwumianowego, zajmiemy si¢ operatorami (dokladniej: operatorami liniowymi)
niezmienniczymi wzgledem przesunieé, a nawet tylko delta operatorami, na
przestrzeni liniowej wielomianéw. Rozszyfrujmy, co oznaczaja te nazwy.

Przestrzen liniowa wielomianéw to zbiér wszystkich wielomiandw

(o wspétczynnikach z danego ciala — dla nas niech to bedzie cialo liczb
rzeczywistych albo zespolonych) z dwoma dzialaniami: zwyklym dodawaniem
wielomianéw i zwyklym mnozeniem wielomianu przez liczbe. Operator
liniowy T na tej przestrzeni to przeksztalcenie tego zbioru wielomianéw na
niego samego spelniajace dla dowolnych wielomianéw p i ¢ i dowolnych liczb
a i b warunek

T(ap + bg) = aT(p) + bT(g) -

Jednym z takich operatoréw jest operator przesuniecia o a, oznaczany przez
E* i okreslony przez réwnoéé

E*(p(z)) =p(z+a).
O operatorze T' méwimy, Ze jest niezmienniczy wzgledem przesunieé, gdy
jest on przemienny z E?, czyli gdy dla kaidego wielomianu p(z) mamy

T(E*(p(2))) = B*(T(p(2)),
co zapisyje si¢ krécej TE® = E*T. Delta operator to taki operator Q
niezmienniczy wzgledem przesunieé, ktéry spelnia warunek

Q(z) = const # 0.

Przykladem delta operatora jest operator rézniczkowania D, czyli operator
okreflony przez warunek D(p(z)) = p'(z) . Istotnie:

D(E‘“(P(a‘))) =D(p(z+a)) =p'(z+a) (z+a) =p'(z+a)=
= £*(¢'()) = B*(D(p(a)))

oraz D(z) = 1.

Dla delta operatoréw wprowadza sie pojecie ich bazy. Méwimy, ze ciag
wielomianéw (p.(z)) jest baza operatora Q, gdy spelnia cztery warunki:
(1) stopien p,(z) jest n,

(2) po(z) = 1,
(3) pn(0) =0dla n >0,

(4) Q(Pn(z)) =n- pn_l(z).
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Roswigsanie sadania M 549.

{ l}k-f—l

Oznaczmy G

poniewai a; = 1, wystarcsy wykazad,

ie Qg4 — Gk =

{__1]’6-1-1

L
k

=5 (s2)

(n+1) (—-1)~+3
e .
n+1 n+1

Zauwaimy, ke

-3-(3)

Mamy

n+1

k+1
-1

S (1))
(

n+1) (-1)*? b
n+1

n 1 = 1 (n+l)
K/ k+1 n+1l\k+1])°

Dlatego ostatnia suma wynosi po

prostu
n41l

nilZ(u:

k=1

n4l

o n+ 1(-2

k=0

1
T

1) (-1)*+! =

(1) eren-

l]n-l-l b 1) o

To koliczy dowdd.

Dla operatora D baza jest wiec np. ciag (z"). Pierwsze trzy warunki sa
oczywiste, a czwarty to

D(z*)=(z")' =n- 2,

. Zauwaimy, ze dla dowolnego delta operatora Q warunek (4) pozwala na

(jednoznaczne!) znalezienie jego bazy. Istotnie: wspélczynniki a,, ; wielomianu

pn(z) = Y an:z* moina obliczyé (rekurencyjnie) z réwnodci
=0

Q(pa(z) = 'Zj:u a,,iQ(z*) = n - pn—1(z). Poniewai po(z) = 1, wiec wyliczamy

kolejno p;, p2, ... Ta konstrukcja pokazuje jednoczeénie, ze kaidy delta operator
ma dokladnie jedna baze.

Trzeba wyjasni¢ jeszcze role warunku (1). Otéz dzicki temu, ze kaidy wielomian
bazy jest innego stopnia, oraz ze wystepuja w niej wielomiany wszystkich stopni,
kaidy wielomian (rozpatrywanej przestrzeni liniowej) da sie przedstawié jako
kombinacja liniowa wielomianéw bazy (tj. suma pewnej skoriczonej licsby
wielomianéw bazy pomnozonych przez stosowne liczby). Wykorzystamy ten
fakt, by udowodnié

Twierdzenie. Jeieli ciag (pa(z)) ., jest baza dla pewnego delta operatora, to
jest on typu dwumianowego.

Dowdéd. Niech (p,.[z)) o bedsie baza dla delta operatora Q. Z wlasnosci (3)
przez iteracje ot.rsymu_]emy

Q*(pn(2)) = [nlkpn—r(2).
Stad [Q" (p,,(:z:))] = n!l, [Q" (p,,{x))] =0dla k < n. Z.a.tem

pu(2) = E Pb(z) [Qk u(x))]

Dowolny wielomian p(z) jest kombmacja, liniowa wielomianéw bazowych pi(z),

wiec tg.kie
Pk(f) K
p(z) = Z Q*(p(2))
Przyjmijmy teraz p(z) = pn(z + y), gdzie y jest ustalone. Wtedy

pa(z+y) = Z p*(x) [Q"(pn(z + y))]r':0

z=0 7

[@*(pnlz+w)] _ = [@*Ey(p..(z))] = [ (ena)]_,

= [B( [nlnpn-k(z))] £ e
= [n]kpn-x(y),
W"iec Pn(¢+9) e Z (:) Pk(z)Pn-k(y); ﬂ=0,1,2,... ]
k=0

czyli (p,. (z]) jest ciagiem typu dwumianowego, co korczy dowéd.
Twierdzenie odwrotne jest réwniez prawdziwe.

Podane na wstepie przyklady ciagéw wielomianéw typu dwumianowego uzyskaé
mozna wladnie za pomoca tego twierdzenia. Silnie dolne tworza baze dla delta
operatora

A(p(2)) = p(z+1) — p(z),
a silnie gérne — dla delta operatora

V(p(z)) = p(z) —p(z - 1).
Cszytelnik zechce sprawdzié, ze A i V s3 istotnie delta operatorami, oraz ze
silnie stanowia dla nich baze. A warto tez sprébowal znaleié jeszcze inny delta
operator i, obliczajac dla niego baze, uzyskaé jeszcze inny ciag wielomianéw typu
dwumianowego.
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Kregi na wodzie

Jesli na gladkie lustro wody rzucimy kamier, Nic nie stoi na przeszkodzie, by tak wlasnie
otrzymamy pieknie rozszerzajace sie kola. zdefiniowad okrag: punkty, do ktérych mozna
Dlaczego tak jest? Po prostu zaklécenie wywolane dotrze¢ w tym samym czasie (poruszajac sig
przez kamien rozchodzi si¢ w kazdym kierunku ze stala predkoscia). Okreslenie to mozemy teraz
z ta sama predkoscia znajdujac sie, wobec tego, zastosowac do innej niz poprzednia sytuacji
w kazdym momencie z kazdej strony w tej samej (choé podobnej): niech nasza ,,woda” bedzie
odleglosci od punktu, w ktérym je wywolalismy — ograniczona ,brzegami”. Rysunki pokazuja rézne
a wiec na okregu. ' takie sytuacje. Jak zostaly wykonane?

O e TN

poniewaz ,brzegi” sg Tamanymi , wiec ,okregi” mozna /
”?}\\ narysowa¢ cyrklem — jaok?

]

Bardzo prosto: wystarczy w ,$rodku” rysowanego
»okregu” wbié szpilke, przywiazaé do niej nitke
i zaznaczy¢ linig, po ktérej porusza sie jej

_ wolny koniec (,,brzegi” trzeba wykonaé z grubej
tekturki, zeby nitka opierala si¢ o nie). Dla
réznych dlugosci nitki otrzymamy ,okregi”
o réznych promieniach.

Szpilka




Interesujaca jest taka zabawa: sprébujmy z géry przewidzieé ksztalt ,okregdéw”, a potem sprawdZmy nitka
nasze przewidywania. Zabawe mozna komplikowaé dopuszczajac istnienie nie tylko brzegéw, ale i wysp.

tu okragg przecina sie
sam ze sobg!
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DORYSUJ

A teraz pytania:

Czy gdybysmy wykonali nasze doswiadczenia nie
nitka, lecz ,prawdziwa wodg”, to wynik bylby
taki sam?

Moze potrzebne bylyby jakies dodatkowe
warunki?

mniejszych okregéw"”
narysowalismy

nie

WIEKSZE , OKREGI™

Co by bylo widaé na wodzie w takich
przypadkach, gdy ,okrag” przecina si¢ sam
ze soba?

Malq Delte przygotowal Marek KORDOS

Wydziat Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKOW

1. Znale#é dodwiadczalnie odpowiedZ na pytanie: jaki
ksztalt przyjmuje ciecz w stanie niewazkodci?

Pomysl ten moina znalefé w ksiaice ,,Czy umiecie si¢ dziwié¢”,
Ossolineum 1978 (II wyd. Wydawnictwa Alfa 1084).

Proponujemy nastepujacy sposéb zréwnowazenia sit
dzialajacych na krople cieczy na Ziemi:

Nalej do szklanki troche oliwy, a nastepnie troche
spirytusu. Spirytus jako lZejszy, pozostanie na wierzchu.
Teraz ostrozinie dodawaj wody do spirytusu. Najlepiej uzyé
do tego kroplomierza. Wazne jest, aby woda nie splywala
wzdluz dcianki szklanki na jej dno, lecz zeby mieszala

sig ze spirytusem. W miare wkraplania wody gestodé
mieszaniny wody i spirytusu roénie. Obserwuj uwaznie,

co dzieje si¢ z oliwa. W pewnej chwili oliwa uwypukla

sie, odrywa sie od dn@, po czym tworzy (7), ktéra zawisa
w mieszaninie wody ze spirytusem. O tej wielkiej (?) oliwy
mozna powiedzied, ze znajduje sie w stanie niewazkosdci.
Wprawdzie dziala na nia sila przyciagania ziemskiego,

ale jest ona zréwnowazona sila wyporu. Przeprowadicie
dodwiadczenie i nadeélijcie sprawozdanie. Jaki jest ksztalt
kropli cieczy w warunkach niewazkosci?

2. Proponujemy Wam zbadanie figur (krzywych)

Lissajous (czytamy: lisazu) powstajacych przy skladaniu

w kierunkach wzajemnie prostopadlych dwéch drgan
harmonicznych. Bardzo latwo otrzymaé te figury

na ekranie oscyloskopu, ale mozna obyé sie bez niego.
Zaopatrz si¢ w suchy drobny piasek i naczynie z otworkiem
u dotu, z ktérego ten piasek bedzie si¢ wysypywal drobna,
struzka. Naczynie zawieszamy na sznurku i wprawiamy -
w ruch wahadlowy. Okres wahaf zaleiy, oczywiscie,
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od dlugoéci sznurka. Pod spodem na podloionej deseczce
piasek ,rysuje” linie prosta. Zawied teraz na czterech
sznurkach sama deseczke i wpraw ja w ruch wahadlowy
w plaszczyinie prostopadiej do plaszczyzny wahai
naczynia z piaskiem. Na deseczce piasek ulozy figury,
ktérych ksztalt zalezy od stosunku czestodci wahai
naczynia z piaskiem i deseczki.

Zbadaj ksztalt figur przy stosunku czestodci: 1:1,1:2,
1:3,2:3.

Sprawdi, czy ksztalt figury zalezy tylko od stosunku
czestodci, czy jeszcze od czegos?

Zagadnienie skladania drgafi moina znalefé na prayklad
w ksiaice Waldemara Gorzkowskiego i Andrzeja Szymachy ,,Pola
i ruch”, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogicsne, Warszawa 19886.

3. Odpowiedz na pytanie: dlaczego niebo jest niebieskie?
W odpowiedzi podaj 4rédia, skad zaczerpnieta jest
informacja, na przyklad z podrecznika (autor, tytul,
strona), z czasopisma, z ksiazki, od nauczyciela, od kolegi,
od rodzicéw itp. W pracach naukowych zawsze podaje

sig¢ £rédlo, skad czerpie sig okredlong informacje. Sprébuj
postapié¢ podobnie.

W zeszlym numerze obiecaliémy podaé, gdzie moina
znaleZé rozwiazanie zadania z siecia oporéw: J.I. Butikow,
A.A. Bykow, A.S. Kondratiew, Fizyka czeéé 2, Paristwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1987, str. 953.

Listy prosimy przesylaé pod adresem:

Korespondencyjny Klub Fizykéw,
Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego,
ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa.



Pozorne grupowanie gie gwiazd

w gromady moglibydmy tei widzieé

w przypadku, gdyby réwnomierne

tlo gwiazdowe bylo prreslonicte
oblokami ciemnej materii. Oczywiste,
e wtedy powstajg ,dziury” w tle
gwiazdowym, ale obraz taki moie
ludzaco przypominaf swyczrajne
sgrupowania gwiazd.

Roswigsanie sadania M 548,
Poniewai A spelnia réwniei zalogenia
twierdzenia, wystarczy wykazad,

ze a; = 0. Niech p3,..., Pm beda
kolejnymi poczatkowymi liczbami
pierwszymi. Wtedy suma:

-
A E Ap; + 2 Apy %z~

i<m ij<igs<m

=it Appm

jest réwna zeru, a z drugiej strony
— zawiera dokladnie te wyrazy a,,
ktérych wska#fnik 1 jest niepodzielny
przez iadna £ liczb p1,...,Pm.

W szczegdlnodci nawiera a;, a nie
zawiera a; dla 2 < 1 < pm. Dlatego

o
iy :
lar] < 2 |ai| (dla kaidego m),
i=pm+1
+ stad a; = 0, czego naleialo dowiedé.

{- ~ cos¥ df

=}

-

¥

Rys. 1

Asocjacje

Dr Tomasz KWAST

Radziecki astronom Wiktor Ambarcumian badajac w koricu lat czterdziestych
rozklad gwiazd wczesnych typéw widmowych zauwasgyl, e sa one rozmieszczone
na niebie nieréwnomiernie. Ich rozrzut byl wyrainie wiekszy niz wynikajacy

z przypadku, nie dalo si¢ go tei uzasadnié rozmieszczeniem oblokéw ciemnej
materii miedzygwiazdowe]j. Te fakty oraz dalsze badania natury zgrupowai tych
gwiazd typu O i B zmusily do uznania, ze sa to zgrupowania realne. Nazwano je
OB-asocjacjami.

Obecnie znamy okolo 70 OB-asocjacji. Wszystkie leza w poblizu plaszczyzny
Galaktyki, a wiec — na niebie — blisko réwnika galaktycznego. Jedynie niektére
najblizsze leza poza Droga Mleczna, co jest tylko efektem perspektywy. Najdalej
od Drogi Mlecznej lezy asocjacja Orion OB1, mianowicie miedzy szerokodciami
galaktycznymi —10° i —25°. Jest ona rzeczywiscie jedna z najblizszych, jej
odleglodé wynosi 460 pc i ma najwieksze rozmiary katowe. W ogéle nie jest
latwo okrefli¢ granice i rozmiary asocjacji, poniewas tworzace ja gwiazdy sa tam
rozmieszczone doéé luZno, na jej tle leza gwiazdy blizsze, a poprzez nia widaé
gwiazdy dalsze. Dlatego ogladajac niebo lub zdjecie nieba nie da sie na pierwszy
rzut oka okreéli¢ zarysu asocjacji — o przynaleznoéci do niej moze éwiadczyé
dopiero typ widmowy gwiazdy, jej odlegloé¢ i ruch w przestrzeni (mniej wiecej
takie jak dla calej asocjacji). Za to czesto wyrafdnie widaé najgestsza czeéé
centralna. Tak np. we wspomnianej asocjacji Orion OB1 w centrum sa cztery

. gwiazdy tworzace charakterystyczny tzw. Trapez Oriona. Odleglodci miedzy

tymi gwiazdami sa rzedu 0)5, a calodé zanurzona jest w jasnej mglawicy M42,
co razem stanowi wdzieczny obiekt do ogladania przez niewielkie nawet lunety.

Podobnie jest w innych asocjacjach, tzn. gwiazdy najjasniejsze
(najmasywniejsze) tworza uklady wielokrotne typu Trapezu lub tworza laficuszki
— a s3 to wszystko uklady dynamicznie nietrwale. Okazuje sie, ze asocjacje

w calodci 53 obiektami nietrwalymi, a wiadomo to dzieki temu, ze mozemy
oszacowal caltkowita energie takiej grupy gwiazd. Jest to o tyle interesujace,

ze z obserwacji mamy bezpoérednio przeciez tylko rzuty odleglodci gwiazd

na plaszczyzne styczna do sfery niebieskiej (ze znanych odlegloéci katowych

i odleglodci calej asocjacji) oraz rzuty predkodci na kierunek widzenia (z pomiaru
dopplerowskiego przesuniecia widma). A energie — zaré6wno potencjalna,

jak i kinetyczna — mozemy oszacowad dopiero, gdy znajdziemy $rednie pelne
odleglodci 1 pelne predkoéci gwiazd w gromadzie. Jak sie to robi?

WyobraZmy sobie (rys. 1), ie z poczatku ukladu wspélrzednych odkladamy
wektory 7 reprezentujace polozenia kazdej gwiazdy wzgledem wszystkich
pozostalych w gromadzie. Do oszacowania energii potencjalnej gromady bedzie
potrzebna wartodé srednia (1/r), tymczasem patrzac (np. wzdhuz osi z) widzimy
tylko rzuty wektoréw 7 na plaszczyzne zy. Na érednia odwrotnoéé rzutu (1/p)
beda sie skladaly przyczynki 1/(r cos¢) w iloéci proporcjonalnej do pola tego
fragmentu powierzchni sfery, ku ktéremu skierowane sa odpowiednie wektory .
Pole to (na rysunku zacieniowane) jest proporcjonalne do cos ¢ d¢, zatem (1/p)
bedzie §rednia wartodcia 1/(r cos¢) ,,wazona” funkcja cos ¢:

n/2
J (rcos¢)~tcos¢ds

—-mw/2

(1/p) = = (/"3

w2

f cos¢pd¢
—-m/2
Z kolei do oszacowania energii kinetycznej potrzebny bedzie éredni kwadrat
predkosci jednej gwiazdy (v?) (w jej ruchu wzgledem calej gromady), tymczasem
mozemy mierzy¢ tylko ich predkodci radialne, czyli rzuty predkodci na kierunek
widzenia u. Analogiczne rozumowanie méwi nam, ze (u?) bedzie érednia
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wartodcia v? sin? ¢ ,wazona” funkcja cos ¢:

w/2
f v2sin? pcos ¢ dg
- 1
(u2) = L2 — = 3(v?).

J cos¢dg

—-n/2

Tu od razu ostrzegam, ze jezeli obliczy sie (powiedzmy — dla wprawy) (p),

a potem tego odwrotnoéé, to wynik bedzie inny. Réwniez inny bedzie wynik,
gdy obliczy sie (u), a potem podniesie do kwadratu, a to poniewaz érednia
odwrotnoéé to nie to samo co odwrotnoéé éredniej, albo tez éredni kwadrat to
nie to samo co kwadrat éredniej!

W kazdym razie mamy sposéb, by z wielkosci obserwowalnych.(p_l) i(u?)
znalefé ,prawdziwe” (r=!) i (v?), a stad calkowita energie gromady gwiazd czy
galaktyk:

Eﬁs—fé(f—;—)GM2< >+ = Mn(v?),

gdzie M oznacza érednia mase gwiazdy (galaktyki), n ich liczbe, G stala
grawitacji.

I tak wlasnie okazalo sie, ze asocjacje sa nietrwale — ich calkowita energia jest

" bliska zeru lub dodatnia. Wobec tego musza to byé obiekty krétko zyjace

i mlode, albo po prostu asocjacje to zgrupowania dopiero co uformowanych
gwiazd. Poza nietrwalodcia dynamiczna asocjacji przemawia za tym sama
fizyczna natura gwiazd (masywne gwiazdy nie moga zbyt dlugo éwiecié z
taka moca) oraz czesto tam spotykana materia rozproszona (beda.ca resztkami
mglawicy, z ktérej asocjacja powsta}a)
A wiec gwiazdy rodza sie w plaszczyinie Galaktyki.
Ale dokladniej — gdzie? Na to pytanie dostajemy
odpowied? odtworzywszy przestrzenny rozklad
Rsey asocjacji. Praktycznie wszystkie leza w odleglosciach
zbyt wielkich dla metody paralaksy rocznej.
Odleglodci ich wyznacza sie fotometrycznie: znajac
widmo gwiazdy okreslamy jej jasnosé absolutna M,
z obserwacji mamy jasno$¢ widoma m, zatem
poréwnujac te dwie wartodci wyznaczamy odleglodé r
\ ze zwiazku
05 O o — M =5logr—>5
Caste Wceps e g
gdzie r jest tu liczone w parsekach. Jest to metoda
wprawdzie mniej dokladna niz metoda paralaks
rocznych, wystarczajaco jednak dokladna, by
wyciagnaé calkiem konkretne wnioski. Asocjacje
najwyragniej ukladaja si¢ wzdhuz ramion spiralnych
Galaktyki (rys. 2). Obecnie znamy juz chyba ogélny
obraz Galaktyki i innych galaktyk spiralnych.
Ramiona tych galaktyk to ,fale” o podwyzszonej
gestosci materii, zbudowane z coraz to innych
obiektéw. Gwiazdy i obloki materii doganiaja
ramiona, biegnace na rysunku 2 od lewej. W wyniku
zderzefi z juz obecna tam materia nastepuje

SN3H43D

Rys. 2. Rozklad OB-asocjacji w plaszczyinie Galaktyki. zgeszczanie sie oblokéw, co prowadzi do powstawania

W drodku rysunku jest Slorice, a okregi wyznaczaja odleglodei
od niego co 1 Kpe. Centrum Galaktyki znajduje si¢ w dlugodci

asocjacji nowych gwiazd. Na rysunku wyrafnie widaé

galaktycznej 0° o okolo 10 kpc od Slofica. Rotacja Galaktyki dwa ramiona spi.ralne (jedno u dOhl dr“gie biegnace
na tym rysunku odbywalaby sie w kierunku ruchu wskazéwek Przesz érodek l“ysunku 1w t.ym ramieniu Jest. Sloﬁce)
zegara. :

i ewentualnie slabiej zaznaczone trzecie u géry.
Asocjacje rozpraszaja sie w ciagu kilku milionéw lat (a jest to w skali zycia
Galaktyki niewiele — pamigtajmy, ze jeden obieg Slofica wokél jej centrum trwa
okoto 250 min lat) i w ten sposéb ich gwiazdy staja sie samodzielnymi czlonkami
Galaktyki.
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Najjadniejszg gromada gwiazd jest prawdopodobnie gromada
poloZona w pobligu centrum galaktyki NGC 1705 lezacej na
granicy Malarza i Ziotej Ryby w odleglodci 10 Mpc. Oznaczona
jest ona symbolem NGC 1705-A i swieci £ mocg ponad 100 mln
Sloric. Dawniej uwaiana byla za tzw. supermasywng gwiazde
(por. ,Patrz w niebo” Delta 4/1989), jednak dokladniejsze
obserwacje wykazaly, Ze jej widmo jest zlogeniem widm wielu
gwiazd. Jest ona zatem przykladem niemal ,,wybuchowego”
powstawania wielu mlodych gwiazd w malej objetodei
przestreeni (por. artykut o asocjacjach w tym numersze Delty).

Z faktu, ze w gromadzie NGC 1705-A nie widaé oblokéw
gjonizowanego wodoru, wnioskuje sig, iz gromada zdagyla jug
srozdmuchaé” resztki swojej macierzystej mglawicy, a powstala
przed mniej wiecej 10 min lat.

Naukowcom z IBM udala si¢ jedna z najbardsiej delikatnych
operacji. Podczas skanowania mikroskopem tunelowym

(patrz Delta 4/1987) powierzchni grafitu, pokrytej substancja
organiczng (di(2-ethylhexyl) phthalate), preylogyli krétkotrwaly
impuls stosunkowo wysckiego napiecia do skanujacej igly.
Wéwceas stwierdzono na powierzchni grafitu pewng strukture
o rogmiarach rzedu wielkodci molekuly tej substancji. Sadsi sie,
ze impuls spowodowal wiazanie chemiczne molekuly = grafitem.
W nastepnym eksperymencie stwierdzono, e podobny impuls
moze ,odcigé” molekute od powierzchni grafitowej.

- Gléwnym skladnikiem szczatkowej atmosfery Merkurego jest

86d. Wynik taki otrzymali na poczatku 1985 roku astronomowie
amerykariscy. Mianowicie w widmie Merkurego stwierdzono
obecnodé bardzo waskich linii emisyjnych sodu w poblizu
sodowych linii D; (5897 A) i D3 (5891 A) nalegacych do

widma Slorica. Przesunigcie odpowiadalo predkodci Merkurego
wezgledem Ziemi. Gestodé atoméw sodu przy powierzchni
planety oceniono na nie wigcej niz 150000 sztuk w centymetrze
szedciennym. Oprécz sodu w sklad atmosfery planety wchodzi
hel i wodér.

Uszytkownicy komputerdw, ktérzy potrzebujg dokladnego
czasu, mogg obecnie korzystaé & uslug National Bureau of
Standards. Wykorzystujac zwykla sieé telefoniczng (nr telefonu
303-494-4774; USA) i modem moga sprawdzac i ustawiaé czas
zegardw komputerowych & dokladnoécia od 1/10 do 1/1000
sekundy, w zaleZnoéci od rodzaju polaczenia. Podawany czas
uweglednia opdénienie ewiazane z przesylaniem sygnaléw siecig
telefoniceng.

Typowa energia jednej blyskawicy wynosi okolo 10% kWh, to
znaczy réwna jest energii towarzyszacej wybuchowi okolo 1 tony
trotylu, W czasie dredniej burzy z kilkoma wyladowaniami

na minute wydzielona energia jest réwna energii wytwarzanej
przez malg elektrownie jadrowa. Aby zgromadzi€ taka energie,
chmury burzowe musza naladowad sie do potencjaléw rzedu
kilkuset miliondw woltéw. Do dzisiaj mechanizm ladowania sie
chmur do tak wysokich potencjaléw pozostaje tajemnica.

Drobne krysztaltki diamentu znalezione w meteorytach
zawieraja atomy ksenonu i kryptonu o nie spotykanym na
Ziemi skladzie izotopowym. Niektérzy naukowcy twierdzs, te
krysztaly te powstaly blisko czerwonych olbrzyméw w okresie
poprzedzajacym ich wybuch jako supernowych.

Miasto Waxahachie, 25 mil na poludnie od Dallas w Teksasie,
zostalo wybrane na siedzibe nowego centrum fizyki wysokich
energii. Stany Zjednoczone planujg tbudowanie tam nowego
akcelaratora protondw, tzw. nadprzewodzacego super—kolajdera
(88C), o obwodzie 86 km i majacego przyspieszaé wiazki
protondw do energii 20 TeV (1 TeV = 10!2 eV). Dla
poréwnania — najwiekszy obecnie pracujacy w Batavii kolo
Chicago akcelerator preyspiesza protony do energii 0,9 TeV.
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Firma ZYP Coating oferuje farby nadprzewodzace. Farba
gawiera ceramiczny nadprzewodnik YBagCusOy—,. Po
wyschnigciu daje wodoodporng powloke nadprzewodszaca. Farbe
mozna nakladaé pedzlem, rozpylaczem lub przez zanurzenie

w niej przedmiotéw. Uzywana jest obecnie do produkcji
obwoddéw drukowanych.

Europejska Agencja Przestrzeni Kosmicznej postanowila weiaé
udgial wspélnie z NASA w wyprawie na ksiezyc Saturna —
Tytan. Wyprawa bedzie nosié¢ nazwg Cassini — od nazwiska
XVIl-wiecznego astronoma francusko-wloskiego Giovanniego
Domenica Cassiniego. Odkryl on cztery ksiezyce oraz strukture
pierdcieni tej planety. Statek, ktéry bedzie sbudowany przez
naukowcdw europejskich i ktéry osiadzie na powierzchni
Tytana, zostal ochrzczony nazwiskiem Christiana Huygensa,
holenderskiego fizyka, odkrywcy Tytana. Wyprawa ma
rozpocezaé sie w kwietniu 1996, a ladowanie przewidywane jest
na pagdziernik 2002.

Na wysokodci ponad 10000 km w gérnych warstwach atmosfery
stwierdzono obecnodé czastek mineralnych o rozmiarach
przekraczajacych 100 um. Ich obecnodci nie mozna wytlumaczydé
w ramach obecnej teorii ruchu atmosfery.

Przeksztalcenia czasu i gmiennych przestrzennych przy zmianie
ukladu odniesienia w szczegdlnej teorii wzglednodci, nagywane
transformacja Lorentza, powinny nosi¢ nazwe transformacji
Voigta. W 1987 r. minela setna rocznica odkrycia transformacji
Lorentza przez Waldemara Voigta. W swojej pracy ,Uber das
Doppler’sche Prinzip” (opublikowanej w Gottinger Nachr.,41
(1887)) Voigt pokasral, te réwnania falowe sa niezmiennicze
wegledem tej transformacji.
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O podziale prostckata na kwadraty

Mgr Jarostaw GORNICKI

Oto lamigiéwka, ktérej autorem jest R.L. Brooks: wytnij Czytelniku 13 réinych
kwadratéw o bokach 3, 5, 9, 11, 14, 19, 20, 24, 31, 33, 36, 39, 42 i uléz z nich prostokat
(istnieja dwa réine ulozenia - rozwiazania na ostatniej stronie okladki).

Oto, pokrétce, historia problemu.

Oczywidcie, kaidy kwadrat mozna rozloiyé na mniejsze kwadraty (rys. 1), prostokat
zad o bokach wspélmiernych, np. 3 i 4, daje si¢ zbudowaé z pewnej liczby jednakowych
kwadratéw (rys. 2) - sa to rozklady trywialne. Przez wiele lat nie znano zadnego
praykladu rozkladu prostokata (z kwadratami bylo jeszcze trudniej) na skoficzona
liczbe réinych miedzy soba kwadratéw. Takie rozklady prostokata bedziemy nazywaé
rozkladami doskonalymi.

W 1903 roku M. Dehn rozwaZajac pewne réwnania liniowe udowodnit

Twierdzenie 1. Prostokaty o bokach niewspélmiernych nie daja sie roztoiyé
na skoriczong liczbe parami réznych kwadratéw (nie maja rozkladu doskonalego).
(Dowéd na przykiad w [2] str. 51-67.)

Pierwsze dwa przyklady doskonalych rozkiadéw wskazal Z. Morofi w 1925 roku —
rysunki 3 i 4 na ostatniej stronie okladki. W latach 1936-1938 czterech amerykanskich
studentéw Trinity College Uniwersytetu w Cambridge, R.L. Brooks, C.A. Smith,

A H. Stone, W.T. Tutte, zafascynowanych problemem podzialu prostokata

na kwadraty, postanowilo go roszstrzygnaé. Dzigki nim powstala najobszerniejsza

i najbogatsza w nowe rezultaty praca [1]. Oto pierwszy wynik z ,teorii rozkladéw”

Twierdzenie 2. Nie istnieje prostokat, ktéry w sposéb doskonaly mozna rozloiyé
na mniej niz 9 kwadratéw.

Dowdéd. Oczywidcie, nie mozemy zbudowad prostokata z 2 ani z 3 réinych kwadratéw.

W minimalnym podziale muszg istnie€ 4 réine kwadraty narozne (jeden kwadrat nie
moZe zawieral dwéch narozy prostokata, gdyz po jego odrzuceniu otrzymalibyémy
prostokat, ktéry moina by rozlozyé na mniejsza niz minimalna liczbe kwadratéw).
Gdyby 4 kwadraty wystarczaly, to oznaczajac boki kwadratéw przez ki, k2, ks, ks
otrzymujemy: ky + ka = k3 + kq, k1 + ka = kz + ka, skad wynika, e k; = ky, k2 = ks
— przeczy to doskonalosdci rozkladu. Gdy trzy spodréd czterech naroznych kwadratéw
dotykaja sig, musimy luke na brzegu wypelnié piatym kwadratem o boku ks (rys. 5).
We wnetrzu prostokata powstaje wtedy luka w ksztalcie litery L, ktérej nie moina
wypelni¢ dwoma réinymi kwadratami. Rzeczywidcie, bok ks luki musi przylegaé do
co najmniej dwéch kwadratéw (rys. 6), z ktérych lewy ! musialby byé mniejszy od
prawego p (dlaczego?). Jest to niemozliwe, gdyz | = k4 — ki1, zaé p = ks — k2. Zatem
dwa kwadraty nie wypelniaja luki. Podobnie mozna stwierdzié, ze trzema réinymi
kwadratami réwniez nie wypelnimy tej luki. '

Pozostaje przypadek, gdy istnieja dwa rézne kwadraty ,brzegowe” (oprécz czterech
naroznych). Moga one leze¢ tak, jak obrazuja to rysunki 7, 8, 9. W kaidym z tych
przypadkow do boku mniejszego kwadratu k¢ musza przylegaé co najmniej dwa rézne,
mniejsze kwadraty wewnetrzne. W Zadnym z tych przypadkéw nie wystarcza one

do pokrycia powstalej luki. Ostatnia sytuacja — istnieja trzy nienaroine kwadraty
nbrzegowe”, czyli lacznie siedem kwadratéw zewnetrznych. Najmniejszy z nich

musi stykaé sie z co najmniej dwoma kwadratami wewnetrznymi. Oznacza to, ze

8 kwadratéw w zadnym przypadku nie wystarcza na wypelnienie prostokata, a to
koniczy dowéd.

ks/ ke 4
ky v k k, ; 5 k,
koA —
k
k'_; 2 k] k-l’-
Rys. 8 Rys. 9
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Rys. 11

Rys. 13

Rys. 14

O tym, Ze istnieje prostokat, ktéry moina rozloiyé doskonale na 9 kwadratéw,

wiadomo z rysunku 3. Oznacza to jednoczednie, ze kaidy prostokat, ktérego boki
pozostaja w stosunku 32 : 33, moina rozloiyé doskonale na 9 kwadratéw. Czy jest to
jedyny warunek tak ekonomicznego podzialu? Dokladniejsza analiza problemu pokazuje,
ie nie! (omawiamy to w dalszej czeéci artykulu). Przyklad innego prostokata, ktéry
doskonale mozemy podzieli¢ na 9 kwadratéw daje rysunek 10 na ostatniej stronie
okladki. Oczywiécie, rozklady z rysunkéw 3 i 10 (jako minimalne) sa proste, tzn. Zaden
fragment rozkladu nie wypelnia prostokata mniejszego od wyjéciowego (pomijajac
kwadraty wchodzace w skiad roskla.du).- Dowodzi sie, e minimalne doskonale rozbicia
maja tylko prostokaty, ktérych stosunek bokéw wynosi 32 : 33 lub 61 : 69.

Rzecza ciekawa jest fakt, Ze istnieje tylko jeden prostokat, ktéry w sposéb prosty
i niedoskonaly mozna rozloiyé na 9 kwadratéw (rys. 11). y

W 1960 roku C.J. Bouwkamp wykorzystujac komputery opublikowal katalog
doskonalych i prostych rozkladéw prostokatéw, co obrazuje poniisza tabela.

liczba kwadratéw
wystepujacych w podziale 911011 (12) 13| 14 15

liczba mozliwych
podzialéw niedoskonalych 1/ 0] O} 9| 34|104| 283

liczba moiliwych
podzialéw doskonalych 2| 62267 213|744 2609

Interesujacy jest fakt, zZe nie istnieja prostokaty, ktére mozna w sposéb prosty
i niedoskonaly rozloiyé na 10 lub 11 kwadratéw. Oto zestawienie wszystkich prostych
rozkladéw prostokatéw na 10 kwadratéw.

S e boki kwadratéw rozkladu

prostokata
57, &5 2 3, 8,11, 13, 15, 17, 35, 27, 30
65, 47 3 & 6,11, 17, 19, 22, 23, 24, 25
106, 104 7, 12, 16, 19, 26, 28, 33, 44, 45, 60
115, 94 4, 11, 15, 16, 19, 23, 34, 39, 55, 60
130, 79 3, 11, 12, 23, 34, 35, 38, 41, 44, 45
111, 98 3, 4, T, 11, 15, 26, 41, 44, 54, 57

Szczegdlnym przypadkiem rozwazanego problemu sa kwadraty, ktére przez diugi
okres nie poddawaly sie rozkladowi. Fakt ten upamietnit S. Ruziewicz w Kaiedze
Szkockiej jako problem 59. Pierwszy rozwiazal ten problem R. Sprague (1939 r.)
podajac rozklad na 55 kwadratéw. Rozklad kwadratu o boku 175 na 24 kwadraty
(rysunek na pierwszej stronie okladki) znalazl T. Willcocks (1948 r.). Niestety,

nie jest to rozklad prosty (dlaczego?). ,Lepszy” — prosty i doskonaly rozklad
kwadratu o boku 112 na 21 kwadratéw podal A.J.W. Duivjestijn w Scientific
American, tom 238 (6/1978, str. 86-88) — rysunek 12 z ostatniej strony okladki, oraz
wykazal, ze podzial prosty i doskonaly kwadratu na mniejsza liczbe kwadratéw jest
niemozliwy. Nadmiefimy jeszcze, ze w katalogu Bouwkampa poéréd prostych rozkladéw
prostokatéw na mniej niz 14 kwadratéw istnieje dokladnie jedno rozbicie kwadratu
na 13 mriejszych kwadratéw (rys. 13).

Wspomniani wyzej czterej amerykaniscy matematycy dokonali duzego postepu

w dziedzinie rozkladu prostokatéw na kwadraty dzieki odkryciu zwiazku miedzy ta
teoria a teoria przeplywu pradu elektrycznego w zamknietych obwodach i teoria graféw
(tatwiej jest zbadaé wszystkie mozliwe sieci z n przewodnikéw, niz mozolnie droga préb
zestawiaé kwadraty, az uloZy sie z nich prostokat). Wykazali nastepujace

Twierdzenie 3. Ze zbioru n kwadratéw, niekoniecznie réznych, mozna zbudowaé
prostokat bez luk wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiada mu rozklad pradéw wedhig
praw Kirchhoffa w obwodzie zloZonym z n przewodnikéw o oporze jednostkowym,
bez frédel elektrycznoéci wewnatrz (kazdemu nateieniu pradu w poszczegélnym
przewodniku odpowiada pewien bok kwadratu).

Przeéledémy na przykladzie, jak budujemy sieé odpowiadajaca danemu rozkladowi
prostokata, np. z rysunku 3. Gérnemu bokowi prostokata odpowiada biegun A

(rys. 14), z ktérego wychodza dwoma przewodnikami prady o natezeniu 181, 151

(I + umowna jednostka natezenia). Korice tych przewodéw wyznaczaja wezly B i C.
Do kwadratu o boku 18 przylegaja od dolu kwadraty 14 i 4, wiec z wezla B musza
wychodzié przewodniki z pradami 14] (do bieguna E, ktéry odpowiada dolnemu
bokowi prostokata) oraz 41 do nowego wezla D. Analogicznie z wezla C wychodza
przewodniki z pradami 71, 8]. Poniewaz kwadraty 4 i 7 ,koricza si¢” na tym samym
poziomie, wiec przewodniki z pradami 41, 7] tworza wspélny wezel D (patrz
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Cickawostka: Rysunek pokazuje,
jaki jest swiazek miedzy ciagiem
Fibonacciego 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,

21, 34..., a budows prostokatéw
% kwadratdw.

rysunek), z ktérego wychodza przewodniki z pradami 10J (do bieguna E) oraz 11

-do wezla F. Wreszcie z wezla F wychodzi przewodnik do bieguna E z pradem 91,

co koriczy budowe sieci. W dolnym biegunie schodza sie¢ przewodniki z pradami
przyporzadkowanymi dolnemu bokowi prostokata; lewa strona obwodu ABE
odpowiada lewemu bokowi prostokata, prawa strona ACFFE - prawemu bokowi.
Sprébujmy teraz przeprowadzié procedure odwrotna: dla danej sieci zlozonej

z przewodnikéw o oporze jednostkowym zbudujemy rozklad prostokata. Rozpatrzmy
sieé zlozong z 9 przewodnikéw przedstawiona na rysunku 15 z biegunami A, F.
Wypiszmy réwnania Kirchhoffa dla wezldéw

B: Iz-—f;—fs:ﬂ,
C Is+Is—Is =0,
D: Is—-I;—Is=0,
E I+ 144+ I —Ig=0
oraz obwodéw zamknietych
ABEA : L+L4i-1,=0,
ACDBA: Iz—-Is-Is—I,=0,
BDEB : Is+Ir—I,=0,
DCFED: I¢+Izg—Io—Ir=0.

Rozwiazujac ten uklad 8 réwnaii (nie mozna bowiem dla 9 wielkodci uloiyé wiecej

niz 8 niezaleinych réwnaf jednorodnych) np. wzgledem I otrzymujemy: I, = 321,

Is = %Il, Ii= ‘2!5'11, e — 215-1'1, Ie= %11, I; = 52-5-11, Iz = g—:—h, 1o — %gfl. Przyjmujac
I, = 25 mamy rozklad prostokata na 9 parami réznych kwadratéw, co obrazuje

rysunek 10.

Badajac sieci zlozone z 9 przewodnikéw mozna przekonaé sie, Ze tylko w dwéch sieciach
(rys. 14, 15) plyng w kaizdym przewodniku réine prady. Istnieja zatem tylko dwa
réine doskonale rozklady prostokatéw na 9 kwadratéw. Rozwazajac wszystkie sieci
zloione z 4, 5, 6, 7 lub 8 przewodnikéw moina wykazaé, Ze niektére prady plynace

w tych sieciach musza by¢ jednakowe, co oznacza, Ze nie mozna zbudowaé prostokata

z mniejszej liczby kwadratéw niz 9. Jest to inny dowéd twierdzenia 2.

Czy problematyke doskonalych rozkladéw mozina uogélnié? Dla m > 4 z kilku (wiecej
niz jednego!) m-katéw foremnych nie mozna zlozyé dowolnego wielokata wypukiego.
Wynika to stad, ze suma dwéch katéw m-kata foremnego wynosi

2% :’“ 2) _ 360° — 180“% > 180°,

a to oznacza, ze w jednym wierzcholku wielokata wypuklego nie moga sie schodzié
dwa m-katy foremne. Podobnie elementem rozkladu nie moze byé tréjkat foremny,
gdyz nawet fréjkat réwnoboczny nie daje sie rozlozyé na skoficzong liczbe réinych
tréjkatéw réwnobocznych (patrz [2]). Problematyka ta nie daje sie réwniei rozszerzyé
na przestrzefi — zaden prostopadlodcian nie da sie rozlozyé na skoriczona liczbe
nieréwnych szedcianéw. Dlaczego tak sie dzieje? Niech ¢ < b < ¢ oznaczaja trzy
krawedzie prostopadiodcianu. Postawmy prostopadiodcian na écianie o bokach a, b.
Wazelki doskonaly rozklad prostopadlodcianu na szedciany wyznacza doskona
rozklad tej dciany na kwadraty. Najmniejszy z nich ma bok mniejszy niz \/{—l‘y < 3
Rozpatrzmy teraz gérna éciane tego najmniejszego szedcianu brzegowego. Rozklad
prostopadlodcianu na szedciany wyznacza znowu rozklad tej dciany na réine kwadraty,
z ktérych najmniejszy ma bok nie wigkszy od ;¢ = rc. Postepujac w ten sposéb
otrzymujemy nieskoiiczony ciag kwadratéw o bokach kolejno nie wiekszych od Elgc,
;‘;c, ... Istnienie nieskornczonego ciagu szedcianéw doprowadza do sprzecznoéci
z postulatem skoriczonoédci rozkladu, a ponadto
1 1 1 c
(§+3—2+3—3+...)c=§{0.
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Patrz w niebo

Na komecie Halleya chybé wszyscy zawiedliémy sie, trudno wiec reklamowad zblizanie
sie innej, ktéra nie ma takiej stawy. Niemniej jednak od lipca do wrzeénia moina
bedzie prébowaé zaobserwowaé komete okresowg Brorsena-Metcalfa, kiéra — jak
oceniaja niektérzy — powinna byé widoczna nawet golym okiem.

Komete odkryl niemiecki astronom Theodor Brorsen w 1847 r. Na podstawie
obserwacji wykonanych podéwczas jej orbita zostala wyznaczona niezbyt pewnie,
poniewai kometa byla widoczna zaledwie przez dwa miesiace. W rezultacie nie bylo
nawet pewnodci, czy jest kometa okresows czy nie. Ale w 1919 r. odkry! ja ponownie
pastor Joel Metcalf z USA, oczywiécie z poczatku nie wiedzac, e jest to ta sama
kometa.

Obecnie zbliza sie jej trzecie udokumentowane przejscie przez perihelium, co ma
nastapié 27 IX 1989. Elementy orbity komety sa nastgpujace:

pélod a = 17,080 j.a.
mimoérdd e= 0,972
nachylenie i = 197333

) dhugoéé wesla 0 = 3107872
polozenie perihelium w = 129,633

feesd
[—

P

) 44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadail 79 (WT=1,27)i 80 (WT=2,36)
z numeru 12/1988

Pawel Perkowski
Roman Musiai
Wieslaw Kacprzak
Piotr Koczyfiski
Aleksander Surma

- Szczecin 42,61 pkt
- Katowice 41,03 pkt
- Krakéw 40,56 pkt
— Warszawa 35,73 pkt
- Myszkéw 34,08 pkt

Daleviysiaw Lipniacki - Lublin 33,62 pkt
Jerzy Lipkowski - Elblag 31,08 pkt
Tomasz Wietecha = Tarnéw 28,41 pkt
Marinsz Bogacs — Pificzé4w 35,60 pkt
Marek Karaf - Tarnéw 24,13 pkt

Czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadaf 181 (WT=1,61) i 182 (WT=2,01)
z numeru 12/1988
Zbigniew Surdnka

Kazimierz Serbin
Jerzy Matopolski

- Sanok
- Krakbtw

Andrzej] Krzysztofowicz— Gdafisk 39,01 pkt
Darinsz Rybacki - Krafnik 38,49 pkt
Andrzej Szymczak = Gdafisk 37,73 pkt
Numer 59 w Klubie 44(M):

Pan Z. Surduka.

®

1-44

- CzechowicedT,33 pkt
42,72 pkt
40.86 pkt

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Szczegblowy regulamin Klubu 44 zamiescilismy w Delcte 1 /1989, a jego skrét - '
we wszystkich numerach, w ktérych sa zadania ligowe (tj. z wyjatkiem numeréw 6 i 7).

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/1989

Przypominamy tre$é zadan: :

187. Dana jest krzywa = = o(t), v = ¥(t); t € {0; 1), ©(0) = $(0) = 0, p(1) = ¥(1) = 15

@, ¥ ciagle, niemalejace. Czy istnicje 10 prostokatéw o bokach réwnoleglych do osi ukladu,
kazdy o polu < 1/100, lacznie pokrywajacych dana kraywa?

188. Rozwasamy ciag (2n): Znt+1 = |2n — 27 ™|; 20 € R. Przedyskutowad zbieinodt, wyznaczyé
granice.

187. Istnieja takie prostokaty. Interpretujemy zmienna t jako czas. Okreslamy ciag
polozeri ruchomego punktu P; = ({p{t), q':(t)) przebiegajacego dana krzywa tak, by
kazde dwa kolejne polozenia byly przeciwleglymi wierzchotkami prostokata o bokach
réwnoleglych do osi i o polu 1/100 (istnienie takich polozeii wynika z ciaglosci ¢ i ¥);
przedluzamy przy tym nasza krzywa przyjmujac na przyklad, ze po chwili¢ =1

ruch odbywa sie prostoliniowo: @(t) = ¢(t) =t dla t > 1. Momenty to, t1, ¢2, .-,
wyznaczajace te poloienia, mozemy okresli¢ indukcyjnie wzorami:

to=0, &&= sup {r_: ((t) — p(te-1)) (¥(t) — $(tr-1)) < T;_o} :
Niech Ri bedzie prostokatem, ktérego dwoma wierzchotkami sa punkty Pe,_, 1 Pe,.
Dhugosci bokéw Rx (poziomego i pionowego) oznaczamy odpowiednio przez ak ib.
Zatem arbr = 1/100. Wykazemy, e

e U i {Pt: < t< 1}.

Gdyby tak nie bylo, znaczyloby to, ze Y ar < 1 oraz ) bx < 1 (sumowanie, tu i dalej,
po k od 1 do 10), przy czym co najmniej jedna z tych nieréwnosci jest ostra. Na mocy
nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza mielibysmy wtedy Y Varbe < v/ axy/)_ b <1
- sprzecznoéé, bowiem Z Varbr = 104/1/100 = 1. To koficzy dowdd.

188. Gdy zo < 0, wéwczas £, = 1 — zg > 1. Gdy zo > 2, wéwczas ) = Zp — 1 ol
W obu tych przypadkach dostajemy nastepnie przez latwa indukcje zaleinosci:
2, >2:27", Zpy1=2,—27" dla n=123,...
n—1 n—1
Stad Fn = zx+2(zk+1 -zg}= T —22_k.
k=1 k=1

Istnieje wiec granica
o
limxﬂ:zl—ZZ'k:zl —-1= {
k=1
Gdy natomiast 0 < zo < 2, indukcja pokazuje, Ze
0<£z,<2-27" dla n=0,1,2...

—Zo dla zo < 0,
zo—2 dla zg > 2.

Zatem limz, =0 dla 0< 30 < 2.
Otrzymane wyniki mozna zapisaé jednolitym wzorem

limz, = %(IZ:\] -+ izo'— ZI) -1.

i6



Dr Tomasz KWAST

Jak widaé, kometa wraca do Slofica co a+/a = 70,6 lat i ma orbite rzeczywiscie bardzo
wydluzona,.

Pod koniec lipca kometa znajdzie si¢ w Pegazie i bedzie by¢ moze widoczna wieczorami
nad wschodnim horyzontem, ale jako obiekt dos¢ slaby (okolo 8 mag). Nastepnie
przeleci przez Andromede do Perseusza i w polowie sierpnia moze byé widoczna tez
wieczorami nad péinocnowschodnim horyzontem (jasnoéé 6 mag). Na przelomie
sierpnia i wrzesnia bedzie miedzy Woznica a Rysiem, a wiec wieczorami doéé nisko
nad péinocnym horyzontem (jasnoéé 5,5 mag), po czym przestanie byé widoczna
wpierw z powodu bliskosci Stotica, a péiniej z powodu coraz nizszej deklinacji.
Oczywiscie, w okresie jej widocznosci lepiej bedzie ja wida¢, tan. wyzej na niebie, gdy
nie poprzestanie si¢ na obserwacjach wieczornych, a poczeka sie do drugiej polowy
nocy. Wspomniane tu gwiazdozbiory znajda, sie wtedy wysoko.

Najblizej Ziemi kometa Brorsena-Metcalfa znajdzie sie okolo 20 VIII, maksymalna, zaé
jasnoéé (oceniana na 4,7 mag) osiagnie prawdopodobnie w polowie wrzesnia, ale — jak
méwili§my — jej warunki widocznoéci beda jui dla nas niekorzystne.

A w ogéle jasnoéé komety bardzo trudno jest przewidzieé i przewidywania takie rzadko
si¢ zgadzaja ze stanem faktycznym. Réwnie dobrze kometa moze okazaé sie slabsza,
jak i jaéniejsza niz sie przewiduje — a wiec prébujmy.

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

Redaguje dr Andrzej NADOLNY
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Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/1989

Przypominamy tresé zadaii:

85. W plaskim kondensatorze jedna z dwu poziomych okladek o powierschni § jest zawieszona
na czterech jednakowych spreizynkach o wspélezynniku sprezystodci k nad druga, nieruchoma
okladksa znajdujaca sie w odleglodei dyp. Kondensator ladujemy impulsowo do napiecia IJ.

Przy jakiej wartodei UV nastapi zetkniecie sie okladek?

86. Gejzer majacy duiy, podziemny zbiornik wody nagrzewany cieplem Ziemi oraz waski kanal
laczacy ten zbiornik z powierzchnia Ziemi (rys. 1) wykaszuje okresowa aktywnodé. Podezas
okresu spokojnego zbiornik oraz kanal sa w calofci wypelnione woda. Z chwila, gdy woda

w podziemnym zbiorniku osiagnie temperature wrzenia, zaczyna sie aktywny okres gejzera.
Przyjmujac, #e podeczas trwania tego okresu caly kanal wypelnia uchodzaca na zewnatrz para
wodna, oszacowaé, jaka czedé wody zawartej poczatkowo w zbiorniku gejzera ulega wyrzuceniu
w postaci pary, jedli kanal ma glebokod¢ h = 100 m. Przyblizone wartodei ciepla parowania
oraz ciepla wladciwego wody wynosza odpowiednio r = 2 - 10° J/kg oraz ¢ = 4 - 10% J/(kg K).
Na rysunku 2 przedstawiono zaleinogé cisnienia nasyconej pary wodnej od temperatury.

85. Pojemnos¢ kondensatora w chwili ladowania jest réwna C = €05 /do

(e0 — przenikalno$é elektryczna préini). Po naladowaniu do napiecia U/ kaida z okladek
kondensatora zawiera ladunek o wartodci bezwzgledne] q = £0SU/do i gestosci
powierzchniowej o = ¢/§ = goU/do. Gérna okladka znajduje sie w wytworzonym

przez ladunek dolnej okladki polu elektrycznym o nateieniu E = o/(2¢0) = U/(2d0)
(zaniedbujemy efekty brzegowe, prayimujac S 3> d3), jest zatem przyciagana sila

F =gE. Sila ta nie zmienia sie ze zmiana odlegloéci okladek. Powoduje ona przesuniecie
réwnowagowego polozenia okladki o h wzgledem polozenia pierwotnego (rys. 3).

Po naladowaniu gérna okladka zostanie wiec wprawiona w drgania harmoniczne o
amplitudzie b wokét nowego polozenia réwnowagi. Dopéki speiniona bedzie nieréwnosé

(*) h<d0/2:

nie nastapi zetkniecie si¢ okladek podczas Urgafi. Poczatkowe wydluzenie sprezyn
wynosi Al = P/(4k), gdzie P jest cigzarem gérnej plyty. Podobnie mamy Al + b =

= (P + F)/(4k). Stad wynika k = F/(4k). Nieréwnoéé (+) prayjmuje teraz postaé
F[(4k) < do/2, czyli k > F[(2do) = e0SU?/(4d3). Zetkniecie sie okladek nastapi, gdy
nieréwnoé¢ ta nie bedzie spelniona, a wiec dla U > 24/kd2 /(€0 5).

86. Aktywny okres gejzera zaczyna sie, gdy woda w zbiorniku osiaga temperature
wrzenia odpowiadajaca ciénieniu panujacemu przy dolnym ujéciu kanatu, a wiec
Po + pgh & 1 MPa (po —~ ciénienie atmosferyczne, p — gestodé wody, g - przyspieszenie
ziemskie). Z wykresu (rys. 2) odczytujemy wartosé tej temperatury: T, = 453 K.
Powstajaca para wodna wyrzuca wode z kanalu, na skutek czego ciénienie w zbiorniku
gwaltownie spada do wartosci po, ktérej odpowiada temperatura wrzenia T, = 373 K.
Wrzenie wody zachodzi tak dhugo, dopéki temperatura wody nie spadnie do wartodci
T:. Proces wrzenia odbywa si¢ kosztem energii wewnetrznej wody; poniewaz —
jak podano - trwa on krétko, mozemy zaniedbaé doplyw energii w postaci ciepla
z zewnatrz. Oznaczajac przez M pierwotna mase wody w zbiorniku, a przez m mase
wody, ktéra odparuje i ujdzie przez kanal, mozemy napisaé przyblizone réwnanie
bilansu cieplnego: mr = (M — m/2)e(T; — T3). Stad otrzymujemy

m i 2C{T1 =T Tg)

M = 2T+C{T1"'T2)
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