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Polowanie na pulsary

str.16 Zgloszenia na prenumerate:
w terminie
-'- do dnia 10 listopada na pierwszy kwartal, pierwsze p6lrocze oraz caly rok,
- do dnia l kazdego miesiaca poprzedzaj'ICe.go okres prenumeraty
przyjmuj,,:
- Oddzialy RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch" od os6b prawnych - instytucji i zaklad6w

pracy zlokalizowanych w miastach bedacych siedziba tych Oddzial6w,
- urzedy pocztowe nadawczo-odbiorcze wla~ciwe dla miejsca zamieszkania

prenumeratora - przyjmuja zam6wienia od indywidualnych prenumeratorów (osoby
fizyczne); zamieszkalych w miastach, gdzie znajduja sie siedziby Oddzial6w RSW
"Prasa-Ksiazka-Ruch" ,

- urzedy pocztowe i doreczyciele w miejscowolfciach, gdzie nie ma Oddzial6w RSW
"Prasa-Ksiazka- Ruch" i na terenach wiejskich - przyjmuja zgloszenia zar6wno od
indywidualnych prenumeratorów (osoby fizyczne), jak i dla instytucji oraz zakladów
pracy zamieszkalych i mieszcz'ICych sie na tych terenach.

Ceny prenumeraty:
kwartalnej 300 zl
p6lrocznej 600 zl
rocznej 1200 zl

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice - przyjmuje Centrala
Kolportazu Prasy i Wydawnictw RSW "Prasa-Ksiazka- Ruch" ul. Towarowa 28,
00-958 Warszawa, PBK XIII Oddzial w Warszawie Nr 370044-1195-139-11.
Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice poczta zwykla jest drozsza
od prenumeraty krajowej o 50% dla zleceniodawc6w indywidualnych i o 100%
dla zlecajacych instytucji i zaklad6w pracy.

Cena l egzemplarza zl 100,-



o odkryciu l wprowadzeniu do
uzytku liczb rzeczywistych pisalem
w Delcie 2/1989.

Kwadrat jednostkowy z dziurka, ,
w ka~dym punkcie o obu wspólrzednych
wymiernych nie ma pola w sensie
takiej calki. PrzybliZenie górne jest nie
mniejsze od l, a dolne - dokladnie O.

W sensie Lebesgue'a opisany
poprzednio kwadrat ma pole l, bo
tyle wynosi kres dolny pól jego pokryc
"przyzwoitymi" figuralni.

Rozwiazanie zadania F ~72. Liczba
atomów argonu UAr wynosi

n=utNCl·<I>,

gdzie t = l rok ~ 3,2· 101s,
NCI - liczba atomów chloru,
<I>= ~ - strumien neutrin na
powierzchni Ziemi. Otrzymujemy

N 41rR2nCl~--­ Nut

Wynika sta,d, ze w eksperymencie
nalezy uzyc CCl, w ilOtki równej

p.Ncl lM ~ --' - = ",.Ncl ~ 560 ton,
4 "

gdzie p. jest masa molowa, CCl,.

Calka Eudoksosa

Dr hab. Marek KORDOS

Od momentu, gdy ludzie zaczeli byc przekonani, ze za -pomoca liczb mozna opisywac
wszelkiego rodzaju wielkosci i gdy wlasnosci liczb nadajacych sie do takiego opisu
zostaly ustalone, powstal problem, jak w praktyce przyporzadkowywac wielkosciom
liczby. Czyli - jak mierzyc.

Dzis teoria mierzenia miesci sie w dziale matematyki zwanym funkcje rzeczywiste,
a podreczniki o takim tytule maja zazwyczaj dwie czesci: teorie miary i teorie
calki. Jest tu mowa o tak zwanych calkach oznaczonych, czyli obliczeniach miar
obszarów opisanych danymi funkcjami. Uzywane przez nas calki sa (przewaznie) dwóch
rodzajów.

Pierwszy z nich (wypracowany przez licznych matematyków przelomu XVIiXVII wieku, takich jak Kepier, Torricelli, Barrow) zostal skodyfikowany przez
Newtona i Leibniza. Kodyfikacja ta byla jednak na tyle niescisla i intuicyjna, ze
uzywana przez nich calka nosi dzis nazwe calki Riemanna od nazwiska matematyka,
który (200 lat pózniej) podal jej definicje na tyle scisla, ze moze byc ona uzywana
do dzis. Definicja ta okresla calke jako liczbe lezaca pomiedzy dwoma zbiorami
przyblizen, a wiec calka ta jest dobrze okreslona, gdy pomiedzy te zbiory mozna
"wetknac" tylko jedna liczbe. Doswiadczenie wskazuje, ze czesto miedzy dolnymi
i górnymi przyblizeniami miesci sie wiele liczb. W takiej sytuacji calka Riemanna nie
jest okreslona i trzeba albo zrezygnowac z mierzenia, albo mierzyc jakos inaczej.

Druga powszechnie uzywana calka powstala pól wieku pózniej (ma tyle lat co nasz"
stulecie) i nosi nazwe calki Lebesgue'a (od nazwiska jej twórcy). Tu dla ustalenia
wartosci calki uzywa sie juz tylko jednego zbioru przyblizen, którego konstrukcja
(specyficzna dla tej calki) gwarantuje sensownosc otrzymanego wyniku. Tam, gdzie
okreslone sa obie calki, otrzymujemy ten sam wynik, niezaleznie od tego, która z nich
zastosujemy. Wiele jest jednak sytuacji, gdzie calka Lebesgue'a daje sie obliczyc,
mimo ze calka Riemanna nie jest okreslona.

Sa jeszcze inne calki, ale ciekaWSZy~ wydaje sie pytanie, jak radzono sobie
z mierzeniem przez 19 stuleci, jakie uplynely od jasnego sformulowania "o co chodzi"
przez Eudoksosa do prac XVI-wiecznych matematyków.

Odpowiedz na to pytanie jest znana. Uzywano wprowadzonej przez tegoz Eudoksosa
metody wyczerpywania, zwanej tez czasa~i calkowaniem Starozytnych. Robi sie to
w nastepujacy sposób.

Z figury, która chcemy zmierzyc, wyjmujemy czesc, której miare znamy (na ogól
wielokat czy wieloscian), przy czym musi byc ona wieksz~ od polowy calej figury.
Miare tej czesci oznaczmy SI. Z pozostala czescia figury postepujemy tak samo
otrzymujac S2, potem Sa, S4 itd. Eudoksos twierdzi, ze suma

SI + S2 + Sa + ...+ Sn

tym lepiej przybliza miare figury, im wieksze jest n, oraz ze nieskonczona suma daje
miare figury.

Uzasadnienie jest proste. Zakladajac, ze mierzona przez nas figura daje sie zmierzyc
i ma miare S, mamy /

S S S
(*) S > SI + S2 + Sa + ...> - + - + - + ...= S.- -2 4 8
Istotnie, pierwsza nierównosc wynika z faktu, ze wyjmowalismy zawsze czesci mierzonej
figury (i byly one rozlaczne), druga - ze zawsze wyjmowalismy ponad polowe tego, co
jeszcze bylo, a równosc - to prosta wlasnos? ciagu (postepu) geometrycznego. Tak wiec
we wzorze (*) wystepuja same równosci.

Jak widac - metoda jest prosta, uzywa tylko jednego zbioru przyblizen (jak calka
Lebesgue'a - choc jest to zupelnie inny zbiór), co wiecej - zbiór ten jest ciagiem.
Mozna zapytac, jak wiele sie traci pozwalajac sobie na takie luksusy.
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Twierdzenie Dehna mozna znaleU
np. w Delcie 11/1984.

To, ze cos sie traci, jest oczywiste - najlepszym dowodem jest tu fakt, ze w koncu
opracowano inne, bardziej skomplikowane calki. Warto jednak zauwazyc, jak wiele
mozna bylo osiagnac uzywajac calki Eudoksosa. Podam dwa przyklady. Pierwszy
z nich to tzw. kwadratura paraboli, czyli pierwsze obliczenie pola figury plaskiej
ograniczonej krzywa inna niz lamana lub -okrag (autor - Archimedes). Drugi z nich
to obliczenie objetosci ostroslupa. To moze zdziwic - przeciez kazdy wie, ze objetosc
ta jest równa ~p. h, gdzie P to pole podstawy, a h - to wysokosc. I po co tu
calkowac? Prawda jest jednak taka, ze wzór ten latwo uzyskac, jesli wiemy, iz objetosc
ostroslupa zalezy tylko od P i h, a nie zalezy np. od ksztaltu ostroslupa. To natomiast,

. ze objetosc ostroslupa zalezy tylko od P i h, nie da_sie wykazac bez uzycia calek
(dowolnego juz rodzaju). Ten zdumiewajacy fakt zostal odkryty dopiero ,w 1900 roku
przez Dehna. Przedtem dopuszczano, ze moze to byc tylko powszechna nieumiejetnosc.
Objetosc ostroslupa obliczyl (metoda wyczerpywania) Euklides.

Kwadratura paraboli

B'

AP = PB

AQ = OC

CR = RB

Obliczamy pole figury ograniczonej lukiem paraboli i zamykajaca go cieciwa AB.
Przez srodek cieciwy prowadzimy prosta równolegla do osi
paraboli otrzymujac w przecieciu z parabola punkt C. Pole
trójkata ABC oznaczmy SI. Jest to oznaczenie zgodne
z metoda Eudoksosa, bo styczna do paraboli w punkcie C
jest równolegla do AB (Czytelniku - dlaczego?) i mierzona
figura miesci sie w równolegloboku ABB'A', gdzie AA'
i BB' sa równolegle do osi. A trójkat ABC to polowa
tego równolegloboku, a wiec wiecej niz polowa mierzonej
figury. Wyjmujemy wiec ABC i do obu pozostalych
czesci figury stosujemy ten sam, co poprzednio, zabieg.
Suma pól trójkatów oznaczonych na rysunku kolorem
bedzie naszym S2. Mógl Archimedes, wiec mozesz
i Ty, Czytelniku, sprawdzic, ze pola obu trójkatów
sa równe, oraz ze kazdy z nich ma pole równe lipola
trójkata ABC (w tym celu wystarczy wykazac, ze
wysokosc trójkata ACD z wierzcholka D jest osiem razy
krótsza od wysokosci trójkata ABC z wierzcholka B). Jesli
tak, to S2 = ~Sl i podobnie Sn = ~Sn-l' Zatem pole
mierzonej figury jest równe ~ pola trójkata ABC, które
mozemy obliczyc tradycyjnie.

c

A

Objetosc czworoscianu'

(**)

a dokladniej: stosunek objetosci do iloczynu pola podstawy
i wysokosci jest w kazdym czworoscianie taki sam.
Wykonajmy rysunki dwóch czworoscianów ABCD
i A'B'C'D'. Oznaczmy jeszcze pola ABC i A'B'~'
przez P i P', a opuszczone na te podstawy wysokosci
przez h i h'. Niech K,L,M,N,O,Q (i tak samo
z primami) beda srodkami krawedzi jak na rysunku.
Wyjmujemy z kazdego z czworoscianów dwa
graniastoslupy: KBLNQM i KONLCM (i tak samo
z primami). Ich sume objetosci 'oznaczmy przez SI
i S~. Sa to oznaczenia zgodne z metoda Eudoksosa, bo
czworoscian NQMD wklada: sie przez przesuniecie do
graniastoslupa KBLNQM, a AKON do KONLCM
(i tak samo z primami). Zauwazmy, ze (sprawdz
Czytelniku)

SI _
S~ -

D'

C

D

A

B

To, co z czworoscianów zostalo, to dwa podobne do nich (w skali 1/2) czworosciany.
Powtarzamy wiec poprzednie rozumowanie otrzymujac kolejno

S2 _ p. h _ Sa _ S4, _
S~ - p'. h/ - S~ - S~ - ...
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Mamy wiec ostatecznie dla objetosci S i S' naszych czworoscianów

~ = S1 + S2 + S3 + = Ph
S' Sf + S~ + S~ + P'h' .

Stad
S S'

Ph - P'h"

Ustalenie" ze stosunek ten jest równy akurat h jest rzecza bardzo prosta (i do
niedawna bylo w podrecznikach szkolnych). Podobnie jak uogólnienie na dowolne
ostroslupy.

Na koniec uwaga: oczywiscie, mozna ogladajac wzór (**) zauwazyc, ze koncowy wynik
jest do uzyskania bezposrednio i to rozpatrujac tylko jeden czworoscian. Istotnie,
otrzymujemy' l

l (1)3S1 = 4Ph, Sn = 2· 2 . Sn-1 ,

czyli

FiZYCZnE nOWInHl

ATOMY KOLOWE

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

Zadania

S = ~. GPh)
Chcialem jednak rachowac tak jak Euklides.

AtomamI rydbergowsklml nazywamy atomy
zn"jdujace Sle w bardzo wysokich stanach
wzbudzonych (patrz FIzyczne nowInki Delta
lOj19H6) NatomIast atomy kolowe sa' to te
sposród atomów rydbergowskIch, które maja
maksymalna dopuszczalna wartoSc
calkOWItego momentu pedu (l = n-l)
Symbole n I I oznaczaja lIczby kwantowe
(glówna I poboczna) w modelu atomu Bohra
Takle atomy sa obiektamI wyznaczajacymi
symbolIczna granICe mIedzy fizyka klasyczna
• kwantowa Wzbudzone elektrony w .
atomach kolowych sa znaCZnIe oddalone od
jadra atom0"Cego Prawdopodoblenstwo
znalez.enIa tych elektronów jest najwleksze
w obszarze cIenkIego torusa (czylI obraczki)
o prom lem u wyznaczonym przez model

atomu Bohra I wynoszacym n2ao (gdZIe ao
Je~t. tz,,'l promlemem pierwszeJ orbity Bohra
równym 5xlO-11 m) Oznacza to, ze na
przyklad dla n = 44 promien ten wynosi okolo
1O-7In, czyli O,1 ~m. Druga wazna .
wlasnoSGia a tomów kolowych jest .ch
stosur,kowo dlugi czas zycia, który w
zale;';no$ci od warto$ci liczby kwantowej n
dochodzi do setnych cZe$ci sekundy. Tak
dlugie czasy Zycia (przewyzszajace okolo
milion razy typowe czasy ZyGia "zwyklY'cb"
stanów wzbudzonych) umozliwiaja
wyk.onywanie z atomamI kOlowymI wIelu
interesujacych eksperymentów. Pierwsze
atomy kolowe otrzymano w 1983 roku za
pomoca rezonansowego pobudzania
mikrofalami atomów znajdujacych sie juz
wcze$niej w stanach wzbudzonych. W
ostatnich latach fizycy z Uniwersytetu
imienia Piotra i Marii· Curie w Paryzu
zaproponowali nowa. bardzo pomyslowa
metode otrzymywania atomów kolowych w
skrzyzowanych polach elektrycznym i
magnetycznym. Polega ona na gwaltownym
wlaczaniu pola, magnetycznego w trakcie
wvlaczania pola elektrycznego. W 1988 roku
inna grupa paryska z Ecole Normale
3uperieure przeprowadzila pierwsze udane
próby otrzymywania atomów kolowych ta
nowa metoda. Atomy litu rozpedzone do
szybk05ci 1500 mjs wpadaly w obszar pola
elektrycznego o natezeniu 200 Vjem. gdzie
wzbudzane byly najpierw za pomoca
lrhpu1sowych laserów krystalicznych ze stanu
2s do 2p. dalej ze stanu 2p do 3d i wreszcie
ze stanu 3d do stanów kolowych o glównej
liczbie kwantowej n od 20 do 25. Calo$c
uklad u znajdowala sie w elektromagnesIe
wytwarzajacym pole do 0,01 T. Powstajace
atomy kolowe byly rejestrowane.w dalszej
czesci uldadu. gdzie ulegaly jonizacji w
bardzo silnym polu elektrycznym (ponad
3 kVjem) Zastosowana metoda
otrzymywania atomów kolowych okazala sie
znacznie bardziej efek tywna od dotychczas
stosowanych l wkrótce planow;>ne sa próby
otrzyniania kolowego wodoru. jak i szeregu
innych atomów.

l l 1
·-=1+-+ ... +- .

n' ,2 n.~- ...±(:)(;)
l

. 2+

Wykazac, ze

(~) ·1 - (;)

Redaguje dr Rafal STARONSKI

Rozwiazanie na str. 7

M 549.

F 272. Reakcje jadrowe zachodzace w Sloncu mozna badac mierzac strumien neutrin
(1/) pochodzacych ze Slonca. Detekcja neutrin jest mozliwa przy wykorzystaniu reakcji

1/+ ~iCl -+ e- + UAr.
Sredni przekrój czynny takiej reakcji wynosi <1 = 1,4 X 1O-42cm2.Zakladajac, ze Slonce
produkuje N = 3 X 1033 neutrin na. sekunde, ocenic, w jakiej masie CC14 (czterochlorku
wegla) powstanie w ciagu roku n = 100 atom6w ~~Ar. Przyjmujemy, ze CC14 jest
naturalna mieszanina izotop6w, w której tylko T/ = 25% jader chloru to jadra nCl.
Promien orbity Ziemi wynosi R = 1,5 . 108 km.
Rozwiazanie na str. l

F 273. Ocenic przekrój ~zynny reakcji
et + ~~Al -+ ~~Si+ p,

jesli wiadomo, ze po przejsciu czastek et o energii 8 MeV przez aluminiowa tarcze
powstaje np = 8 protonów na no< = 106 czastek et. W powietrzu, w warunkach
normalnych czastka et przebiega R"OVl = 7, O cm.
Rozwiazanie na str. 6

W obu zadaniach pojawia sie pojecie przekroju czynnego. Przekrój czynny
(oznaczany (1) jest miara prawdopodobienstwa zajscia okreslonej reakcji w czasie
jednej sekundy dla jednostkowego strumienia cf> czastek wywoluja<;.ychreakcje
(1 czastka/cm2s) podzielonego przez liczbe czastek N w bombardowanej próbce.
Liczba czastek n zderzajacych sie w ciagu sekundy wynosi n = N<1cf> •.

M 547. Udowodnic, ze jesli obwody scian czworoscianu sa równe, to sciany sa
tr6jkatami przystajacymi.
Rozwiazanie na str. 4

00 00

M 548. Szereg L:: aj jest bezwzglednie zbiezny (tj. L:: I aj 1< 00), ponadto dla kazdego
i=1 i=l

k ~ l mamy Ak = ak + a2k + a3k + " . = O. Wykazac, ze aj = Odla i= 1,2,3, ...
Rozwiazanie na str. 10
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Odwrócenie frontu fali swietlnej

Prof. dr Adam KUJAWSKI

Obserwujac zjawisko odbicia swiatla od zwierciadla stwierdza sie w prosty sposób,
ze promien padajacy, odbity i prostopadla padania leza w jednej plaszczyznie, a kat
odbicia jest równy katowi padania. We wspólczesnej optyce nieliniowej bada sie
zjawiska, w których promien "odbija sie" w zupelnie inny sposób. Rysunek l ilustruje
odbicie od zwyklego zwierciadla oraz od tak zwanego zwierciadla sprzegajacego faze
(w jez. ang. phase-conjugate mirror). W tym drugim przypadku wytwarzany jest
promien odbity o kierunku przeciwnym do kierunku promienia padajacego. Zjawisko
to w opisie optyki lalowej nazywa sie odwróceniem frontu fali swietlnej. Jest ono
w centrum zainteresowan wielu osrodków badawczych ze wzgledu na jego oryginalnosc
i duze mozliwosci zastosowan.

Niech na zwierciadlo plaskie pada prostopadle fala, której powierzchnia stalej fazy jest
plaszczyzna, jak na rysunku 2a. Podobnie, niech na zwierciadlo sferycznie wklesle pada
fala o sferycznej powierzchni stalej fazy "dopasowanej" do powierzchni zwierciadla,
jak ilustruje to rysunek 2b. Te przyklady pokazuja, ze po odbiciu fala moze miec taka
sama powierzchnie stalej fazy; oznacza to, ze jej front falowy nie zmienia sie, zmienia
sie natomiast kierunek propagacji. Taka sytuacje przyjeto nazywac odwróceniem
frontu fali lub wytwarzaniem fali o fazie sprzezonej. To drugie okreslenie wynika
z odpowiedniego opisu matematycznego. Jesli jednak front falowy nie jest dopasowany
do zwierciadla, na przyklad na skutek przejscia fali plaskiej przez plytke szklana,
jak na rysunku 3a (pomijamy efekty dyfrakcyjne), odbicie od zwyklego zwierciadla
i ponowne przejscie przez plytke prowadzi do powstania fali o innym froncie falowym
niz plaski. Co dzieje sie, gdy fala o odksztalconym froncie falowym pada na zwierciadlo
sprzegajace faze? W tym przypadku, jak pokazuje rysunek 3b, front fali zostaje
odwrócony, a po ponownym przejsciu przez plytke powstaje fala o froncie falowym
takim samym jak front fali padajacej. Jest to prosta ilustracja mozliwosci zastosowan
praktycznych zwierciadla sprzegajacego faze.

b)

Rys. 2

Rozwiazanie zadania M 647.
D

A

8

Oznaczmy BG = k, GA = I, AB = m,
DA = n, DB = o, DG = p:
Mamy k + I + m = I + n + p, ska,d

(*) k+m=n+p,

a takze m + n + o = k + o + p, ska,d

(u) m+n=k+p.

Odejmujac stronami (*) i (u)
otrzymuje.my k - n = n - k, tj. k = n;
wynika stad, ze m = p. Ponadto
k + I+ m = k + o + p, wiec I = o. Zatem
przeciwlegle krawedzie czworoscianu
maja równe dlugosci, sta,d od razu
wynika; ze sciany sa, przystajace.
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b)

Rys. 3

W 1972 r. B.J. Zeldowicz ze wsp6lpracownikami przeprowadzili eksperyment, w kt6rym
wykazano, ze w zjawisku wymuszonego rozpraszania Brillouina-Mandelsztama zachodz,i
odwr6cenie frontu fali swietlnej. Ten eksperyment stal sie poczatkiem nowego kierunku
badan zwanego obecnie optyka pól ze sprzezona faza (w jez. ang. phase-conjugate

optics). Zjawisko wymuszonego rozpraszania Brillouina-Mandelsztama zaobserwowano
w latach szescdziesiatych, gdy rozpoczely sie intensywne badania optycznych zjawisk
nieliniowych. Wyjasnijmy na czym polega to zjawisko. Najpierw przypomnijmy, ze gdy
wiazka swiatla o malym natezeniu przechodzi przez osrodek przezroczysty (moze to
byc ciecz, gaz, krysztal lub szklo), zachodzi niewielka absorpcja i rozproszenie swiatla.
Jesli na osrodek ten pada jednoczesnie fala ultradzwiekowa (która w szczególnosci
moze tworzyc fale stojaca), zachodzi dodatkowe rozpraszanie swiatla, jak wykazali
niezaleznie L. Brillouin i L.I. Mandelsztam. Dzieje sie tak dlatego, ze zmiany gestosci
osrodka na skutek rozchodzenia sie fali mechanicznej (ultradzwiekowej) powoduja
zmiany wsp6lczynnika zalamania swiatla. W kwantowej interpretacji oznacza to, ze
rozproszenie pierwotnego fotonu o energii AWl i pedzie Ak1 prowadzi do powstania
fotonu o energii 1i.W2 i pedzie Ak2 oraz fononu (kwantu drgan osrodka) o energii
1i.w•• i pedzie Ak ••. Obowiazuja zasady zachowania energii Wl = W2 + w •• i pedu
kI = k2 + k••. Poniewaz czestosc Wa fali ultradzwiekowej jest znacznie mniejsza niz
czestosc optyczna Wl, to czestosc W2 jest bliska wartosci Wl. Jednoczesnie kierunek
fotonu rozproszonego zalezy od kierunku fali ultradzwiekowej. Gdy nie ma zewnetrznej
fali ultradzwiekowej, rozproszenie jest wynikiem fluktuacji termicznych o~rodka. Nosi
ono nazwe spontanicznego rozpraszania Brillouina-Mandelsztama.
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Elektrostrykcja - odksztalcenie ogrodka
dielektrycznego (obserwowane r6wniez
w p6lprzewodnikach) spowodowane
zewnetrznym polem elektrycznym.
Wykorzystuje sie do wytwarza)lia ultra
i hiperdtwiek6w o czestogciach do
109 + 1011 Hz.

Dla dostatecznie duzego natezenia swiatla (odpowiada to gestosci mocy rzedu
MW /cm2) przebieg zjawiska jest inny i zachodzi prawie calkowite "odbicie" wiazki
padajacej. Tak duze moce mozna uzyskac z laserów pracujacych impulsowo; sa to
tak zwane impulsy gigantyczne. Impuls swiatla o dostatecznie duzym natezeniu
padajac na osrodek materialny rozpoczyna za posrednictwem zjawiska elektrostrykcji
wzbudzanie fal ultradzwiekowych o róznych kierunkach; ich pojawienie sie powoduje
jednoczesnie rozpraszanie swiatla padajacego. Wytworzona fala swietlna o mniejszej
czestosci i przeciwnym kierunku propagacji niz fala padajaca interferuje z fala
padajaca, co prowadzi do generacji fali ultradzwiekowej o kierunku propagacji
przeciwnym do kierunku padajacej fali swietlnej. Tak wzbudzona fala ultradzwiekowa
powoduje w duzym stopniu ukierunkowane rozproszenie swiatla. To wzajemne
oddzialywanie powoduje, ze swiatlo rozproszone formuje sie na ksztalt wiazki padajacej
i rozchodzi sie w kierunku przeciwnym. Z tego powodu efekt ten nazywa sie po prostu
odbiciem. Nosi ono nazwe wymuszonego efektu Brillouina-Mandelsztama.

W oryginalnym doswiadczeniu Zeldowicza i jego grupy impuls swiatla z lasera
rubinowego przechodzil przez plytke szklana o szorstkiej powierzchni (rodzaj
matówki), a nastepnie padal na sprezony metan w naczyniu o ksztalcie swiatlowodu
(przekrój poprzeczny 4 x 4 mm2, dlugosc okolo 1 m). Po przejsciu przez matówke
kat rozbieznosci impulsu swiatla powieksza sie i rozklad natezenia w plaszczyznie
prostopadlej do kierunku propagacji staje sie nieregularny. W wyniku wymuszonego
rozpraszania Brillouina-Mandelsztama powstaje impuls odbity, który ponownie
przechodzi przez matówke, a jego rozbieznosc katowa i rozklad natezenia okazuja sie
byc takie same jak impulsu pierwotnego. Schemat eksperymentu ilustruje rysunek 4.

Rys. 4

p p

tytka szklana

Rys. 5

Zaznaczono na nim plytki czesciowo odbijajace P, które umozliwiaja ocene rozbieznosci
katowej impulsu pierwotnego i impulsu, który dwukrotnie przeszedl przez matówke,
a takze impulsu rozproszonego po przejsciu przez matówke. Omawiany efekt nie

- ~.~ zachodzi, a ponowne przejscie przez matówke powieksza rozbieznosc katowa, gdy
zamiast zbiornika z metanem wstawione jest zwykle zwierciadlo. Rysunek 5 ilustruje
role zwierciadla odwracajacego front falowy; promienie swiatla odbitego (linie
przerywane) maja kierunki przeciwne niz promienie padajace, tak ze ponowne przejscie
przez osrodek niejednorodny, zmieniajacy rozklad powierzchni stalej fazy fali padajacej,
odtwarza wiazke pierwotna.

Obecnie wytwarzanie fali o odwróconym froncie falowym zostalo zaobserwowane
dla prawie kazdego optycznego zjawiska nieliniowego i znalazlo liczne zastosowania.
Szczególnie wazne i majace glebokie zwiazki z holografia okazalo sie zjawisko mieszania
czterech fal. W tym zjawisku dwie wiazki swiatla padaja z dwóch przeciwnych stron
na osrodek nieliniowy, a jednoczesnie padajaca trzecia wiazka, zwana sygnalowa,
powoduje generacje czwartej fali, majacej odwrócony front falowy wzgledem fali
sygnalowej. Generacja fali fazowo sprzezonej jest mozliwa zarówno dla impulsów, jak

i dla ~ali ciaglej . .okazuje sie takze, ze fala generowana moze miec natezenie wieksze
niz fala sygnalowa. Czesc tych badan zalicza sie do nowej dziedziny zwanej holografia
dynamiczna.

Nazwa zwierciadlo odwracajace front falowy (lub sprzegajace faze fali padajacej) jest
powszechnie uzywana; nalezy jednak podkreslic, ze nie jest tutaj istotne zjawisko
odbicia, lecz to, ze w róznych zjawiskach nieliniowych moze byc generowana wiazka
lub impuls swiatla o takim samym ksztalcie przestrzennym i przeciwnym kierunkp.
propagacji. Moze to byc takze interpretowane jako "odwrócenie" fali swietlnej w czasie,
bowiem zostaje ona ponownie odtworzona. Warto wspomniec, ze koncepcja zwierciadla
odwracajacego front fali padajacej, chociaz dotychczas realizowana tylko w warunkach
specjalnie dobranych, stala sie zródlem idei róznych zastosowan, jak tez pytan o jego

- wlasnosci podstawowe. Zastanów sie, na przyklad, nad nastepujacym prostym
pytaniem. Co zobaczysz patrzac na zwierciadlo odwracajace front falowy?
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o ciagach typu dwumianowego Dr Maciej GRZEB/AK

Gdy :z; i Y sa liczbami naturalnymi,
zaleznoll'c

[:z;+yJ" =t(:)[:z;J,,[yJ,,':1c
10=0

mozna otrzymac z bezpoll'r,ednich
rozwazan kombinatorycznych. Np.
[mi" mozna interpretowoc jako
liczbe funkcji r6znowartoll'ciowych
ze zbioru n-elementowego do zbioru
m-elementowego (m ~ n). Wielkoll'c
[m + II" ma interpretacje jako liczba
funkcji r6znowartoll'ciowych ze zbioru
n-elementowego do sumy zbior6w
rozll\Cznych A i B, gdzie A ma m
element6w, a B ma l element6w. Zbiór
takich funkcji mozna przedstawic!
w' postaci sumy n + 1 zbior6w
rozlacznych: k-ty zbiór sklada sie
z funkcji majacych k wartoll'ci w zbiorze
A, a n - k wartoll'ci w zbiorze 'B
(k = O,1,2, ... , n). Poniewaz tych
k wartoll'ci moze byc! rozmieszczonych

na (~) miejscach, otrzymujemy
nasz wz6r. Podobnie mpzna, dla :z;

i Y naturalnych, kombinatorycznie
sprawdzie! zaleznoll'c (*) dla silni
górnych.

Rozwi,\zanie zadanie F 273.
Najpierw zIlajdziemy dlugoll'c drogi
RAI czastki a w aluminium. Poniewaz
utrata energii przez czastke a na
skutek powodowanej przez nia jonizacji
oll'rodka jest proporcjonalna do N Z,
gdzie N jest liczba atom6w w l cm 3,
a Z - ladunkiem jadra, wiec mozemy
zapisae!:

RAI _ (NZ)po",
Rpo", - (N Z)AI

Liczba reakcji jadrowych zachodzacych
w cienkiej warstwie o grubotki x jest
r6wna noNAl· a . x, co jest r6..tne
iloll'ci np proton6w, a:z; przyjmujemy
w przyblizeniu równe RAI. Stad
otrzymujemy

a=~
naNAIRAI

npZAI . = 4. lO-2.cm'
na(NZ)Pow' Rpo",

Czytelnikowi z pewnoscia znane sa równosci

(x + y)n = t(~)xkyn-k , n = O, 1,2, ...k=O

(zwane dwumianem Newtona). Nasuwa sie pytanie, czy tylko wielomiany
Pn(x) = xn maja wlasnosc

(*) Pn(X + y) =t (~)Pk(x)pn-k(Y)' n = O, 1,2, ...k=O

Mozemy je sprecyzowac: jakie ciagi wielomian6w (Pn (x)), takich ze stopien
Pn(x) jest równy n, spelniaja równosc (*)7

O tym, ze ciag wielomian6w (xn) nie jest jedynym majacym wlasnosc (*)
(mówi sie: ciagiem wielomianów typu dwumianowego), moze sie Czytelnik
przekonac sprawdzajac, ze silnie dolne, to jest wielomiany

[x!n = x(x - l)(x - 2) ..... (x - n + i)
oraz silnie górne, czyli

[x]n = x(x + l)(x + 2) ..... (x + n-l)

tworza ciagi wielomian6w typu dwumianowego (czyli spelniaja (*)).

Aby podac sposób na poszukiwanie jeszcze innych ciagów wielomian6w typu
dwumianowego, zajmiemy sie operatorami (dokladniej: operatorami liniowymi)
niezmienniczymi wzgledem przesuniec, a nawet tylko delta operatorami, na
przestrzeni liniowej wielomian6w. Rozszyfrujmy, co oznaczaja' te nazwy.

Przestrzen liniowa wielomianów to zbiór wszystkich wielomian6w
(o wspólczynnikach z danego ciala - dla nas niech to bedzie cialo liczb
rzeczywistych albo zespolonych) z dwoma dzialaniami: zwyklym dodawaniem
wielomianów i zwyklym mnozeniem wielomianu przez liczbe. Operator
liniowy T na tej przestrzeni to przeksztalcenie tego zbioru wielomian6w na
niego samego spelniajace dla dowolnych wielomianów p i q i dowolnych liczb
a i b warunek

T(ap + bq) = aT(p) + bT(q) .

Jednym z takich operatorów jest operator przesuniecia o a, oznaczany przez
Ea i okreslony przez równosc

Ea(p(x)) = p(x + a).

O operatorze T mówimy, ze jest niezmienniczy wzgledem przesuniec, gdy
jest on przemienny z Ea, czyli gdy dla kazdego wielomianu p(x) mamy

T(Ea(p(x))) = Ea(T(p(x))),

co zapis1lje sie krócej T Ea = EaT. Delta operator to taki operator Qniezmienniczy wzgledem przesuniec, który spelnia warunek
Q(x) = const =1= O. '

Przykladem delta operatora jest operator rózniczkowania D, czyli operator
okreslony przez warunek D(p(x)) = p'(x). Istotnie:

D (Ea(p(x)) ) =D(p(x + a)) = p'(x + a) . (x + a)' = p'(x + a) ~

= Ea(p'(x)) = Ea (D(p(x)))

oraz D(x) = 1.

Dla delta operatorów wprowadza sie pojecie ich bazy. Mówimy, ze ciag
wielomianów (Pn(X)) jest baza operatora Q, gdy spelnia cztery warunki:
(1) stopien Pn (x) jest n,
(2) po(x) = 1,
(3) Pn(O) = O dla n> O,

(4) Q(Pn(X)) = n· Pn-l(X).
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Roswi"sanie sadania M 649.

Oznaczmy a,,= t(~) (-lt+l;k=l
poniewai al = l, wystarczy wykazac,

ze ak+ 1 - ak = __1_ . Mamyn+l

(_l)k+l (n + l) (_1)"+2X --k--+ n + l ~-n-~+-l~=

= ~ ( n ) (_l)k+l~ k-l . +
k=l

+ (n + l) (_1)"+2n+l n+l
Zauwaimy, ze

(n) l l (n+1)k k+l = n+l k+l
Dlatego ostatnia suma wynosi po
prostu

,,+1

_1_'" (n+ l) (_l)k+l =n+ l ~ k
k=1

"+1

=_1 (_",(n+1)( kn,+ l ~ k -l) + l) =
k=O

= _1_(_(1_ 1)"+1+ l) = _1_n+1 n+l
To kOliczy dow6d.

Dla operatora D baza jest wiec np. ciag (xn). Pierwsze trzy warunki sa
oczywiste, a czwarty to

D(xn) = (xn)' = n. xn-1.

Zauwazmy, ze dla dowolnego delta operatora Q warunek (4) pozwala na
(jednoznaczne!) znalezienie jego bazy. Istotnie: wspólczynniki an,i wielomianu

n
. Pn(x) = E an,ixi mozna obliczyc (rekurencyjnie) z równosci

i=O
n

Q(Pn(X)) = E an,iQ(xi) = n . pn-dx). Poniewaz po(x) = 1, wiec wyliczamy
i=O

kolejno Pl, P2, ... Ta konstrukcja pokazuje jednoczesnie, ze kazdy delta operator
ma dokladnie jedna baze. ,
Trzeba wyjasnic jeszcze role warunku (1). Otóz dzieki temu, ze kazdy wielomian
bazy jest innego stopnia, oraz ze wystepuja w niej wielomiany wszystkich stopni,
kazdy wielomian (rozpatrywanej przestrzeni liniowej) da sie przedstawic jako
kombinacja liniowa wielomianów bazy (tj. suma pewnej skonczonej liczby
wielomianów bazy pomnozonych przez stosowne liczby). Wykorzystamy ten
fakt, by udowodnic

Twierdzenie. Jezeli ciag (Pn(X)):=o jest baza dla pewnego delta operatora, to
jest on typu dwumianowego.

Dowód. Niech (Pn(x)) :=0 bedzie baza dla delta operatora Q. Z wlasnosci (3)
przez iteracje otrzymujemy:

Qk(Pn(x)) = [nJkPn-k(X),

Stad [Qn(Pn(X)) L=o = n!, [Qk (Pn (x)) L=o = O dla k < n. Zatem

Pn(x) =t Pk~;) [Qk(Pn(X)) L=o'
k=O

Dowolny wielomian p(x) jest kombinacja liniowa wielomianów bazowych Pk(X),

. wiec takze

p(X) =t Pk1;) [Qk(p(x)) L=o'
k=O

Przyjmijmy teraz p(x) = Pn(x + y), gdzie y jest ustalone. Wtedy

pn(x + y) =t Pk1;) [Qk(Pn(X +~)) L=o"k=O

Ale [Qk(Pn(X + y)) L=o = [Qk EY(Pn(x)) L=o = [EYQk (Pn (x)) L=o ='"

= [EY([nJkPn-k(X)) L=o = [nJk[Pn-k(X + Y)]:e=o =
= [n]kPn-k(Y),

n

wiec pn(X+Y) = L (~)Pk(X)Pn-k(Y)' n=O,l,2, ... ,
k=d

czyli (Pn(X)) jest ciagiem typu dwumianowego, co konczy dowód.

Twierdzenie odwrotne jest r6wniez prawdziwe.

Podane na wstepie przyklady ciagów wielomianów typu dwumianowego uzyskac
mozna wlasnie za pomoca tego twierdzenia. Silnie dolne tworza baze dla delta
operatora

.:l(p(X)) = p(x + 1) - p(x) ,

a silnie g6rne - dla delta operatora

V(p(x)) = p(x) - p(x - 1).
Czytelnik zechce sprawdzic, ze .:l i V sa istotnie delta operatorami, oraz ze
si~nie stanowia dla nich baze. A warto tez spróbowac znalezc jeszcze inny delta
operator i, obliczajac dla niego baze, uzyskac jeszcze inny ciag wielomianów typu
dwumianowego.
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Kregi na wodzie

Jesli na gladkie lustro wody rzucimy kamien,
otrzymamy pieknie rozszerzajace sie kola.
Dlaczego tak jest? Po prostu zaklócenie wywolane
przez kamien rozchodzi sie w kazdym kierunku
z ta sama predkoscia znajdujac sie, wobec tego~
w kazdym momencie z kazdej strony w tej samej
odleglosci od punktu, w którym je wywolalismy ­
a wiec na okregu.

Nic nie stoi na przeszkodzie, by tak wlasnie
zdefiniowac okrag: punkty, do których mozna

dotrzec w tym samym czasie (poruszajac si~
ze stala predkoscia). Okreslenie to mozemy teraz
zastosowac do innej niz poprzednia sytuacji
(choc podobnej): niech nasza "woda" bedzie
ograniczona "brzegami". Rysunki pokazuja rózne
takie sytuacje. Jak zostaly wykonane?

Nitka

/
/

Szpilka ~I

~
/

poniewaz "brzegi" sa, (omonymi !, wiec "okregi" mozna " /
narysowac cyrklem - jak?

Bardzo prosto: wystarczy w "srodku" rysowanego
"okregu" wbic szpilke, przywiazac do niej nitke
i zaznaczyc linie, po której porusza sie jej
wolny koniec ("brzegi" trzeba wykonac z grubej
tekturki, zeby nitka opierala sie o nie). Dla
róznych dlugosci nitki otrzymamy "okregi"
o róznych promieniach.
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Interesuj aca jest. taka zabawa: spróbujmy z góry przewidziec ksztalt "okregów", a potem sprawdzmy nitka
nasze przewidywania. Zabawe mozna komplikowac dopuszczajac istnienie nie tylko brzegów, ale i wysp.

tu okrqg przecina sie
sam ze sobq!

l

DORYSUJ

A teraz pytania:
Czy gdybysmy wykonali nasze doswiadczenia nie
nitka, lecz "prawdziwa woda" , to wynik bylby
taki sam?
Moze potrzebne bylyby jakies dodatkowe
warunki?

mniejszych" okregów"
nie narysowalismy

WIEKSZE "OKRE;G'"

Co by bylo widac na wodzie w takich
przypadkach, gdy "okrag" przecina sie sam
ze soba?

Mala Delte przygotowal Marek KORDOS

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKÓW
1. Znalezc doswiadczalnie odpowiedz na pytanie: jaki
ksztalt przyjmuje ciecz w stanie niewazkosci?

Pomysl ten mozna znaleU w ksia,zce "Czy umiecie sie dziwic",
Ossolineum 1978 (II wyd. Wydawnictwa Alfa 1984).

Proponujemy nastepujacy sposób zrównowazenia sil
dzialajacych na krople cieczy na Ziemi:
Nalej do szklanki troche oliwy, a nastepnie troche
spirytusu. Spirytus jako lzejszy, pozostanie na wierzchu.
Teraz ostroznie dodawaj wody do spirytusu. Najlepiej uzyc
do tego kroplomierza. Wazne jest, aby woda nie splywala
wzdluz scianki szklanki na jej dno, lecz zeby mieszala
sie ze spirytusem. W miare wkraplania wody gestosc
mieszaniny wody i spirytusu rosnie. Obserwuj uwaznie,
co dzieje sie z oliwa. W pewnej chwili oliwa uwypukla
sie, odrywa sie od dI1f, po czym tworzy (?), która zawisa
w mieszaninie wody ze spirytusem. O tej wielkiej (?) oliwy
mozna powiedziec, ze znajduje sie w stanie niewazkosci.
Wprawdzie dziala na nia sila przyciagania ziemskiego,
ale jest ona zrównowazona sila wyporu. Przeprowadzcie
doswiadczenie i nadeslijcie sprawozdanie. Jaki jest ksztalt
kropli cieczy w warunkach niewazkosci?

2. Proponujemy Wam zbadanie figur (krzywych)
Lissajous (czytamy: lisazu) powstajacych przy skladaniu
w kierunkach wzajemnie prostopadlych dwóch drgan
harmonicznych. Bardzo latwo otrzymac te figury
na ekranie oscyloskopu, ale mozna obyc sie bez niego.
Zaopatrz sie w suchy drobny piasek i naczynie z otworkiem
u dolu, z którego ten piasek bedzie sie wysypywal drobna
struzka. Naczynie zawieszamy na sznurku i wprawiamy'
w ruch wahadlowy. Okres wahan zalezy, oczywiscie,
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od dlugosci sznurka. Pod spodem na podlozonej deseczce
piasek "rysuje" linie prosta. Zawies teraz na czterech
sznurkach sama deseczke i wpraw ja w ruch wahadlowy
w plaszczyznie prostopadlej do plaszczyzny wahan
naczynia z piaskiem. Na deseczce piasek ulozy figury,
których ksztalt zalezy od stosunku czestosci wahan
naczynia z piaskiem i deseczki.
Zbadaj ksztalt figur przy stosunku czestosci: l : l, l : 2,
l: 3,2: 3.
Sprawdz, czy ksztalt figury zalezy tylko od stosunku
czestosci, czy jeszcze od czegos?

Zagadnienie skladania drgali mozna znaleU na przyklad
w ksil\zce Waldemara Gorzkowskiego i Andrzeja Szymachy "Pola
i ruch", Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1986.

I 3. Odpowiedz na pytanie: dlaczego niebo jest niebieskie?
W odpowiedzi podaj zródla, skad zaczerpnieta jest
informacja, na przyklad z podrecznika (autor, tytul,
strona), z czasopisma, z ksiazki, od nauczyciela, od kolegi,
od rodziców itp. W pracach naukowych zawsze podaje
sie zródlo, skad czerpie sie okreslona informacje. Spróbuj
postapic podobnie.

W zeszlym numerze obiecalismy podac, gdzie mozna
znalezc rozwiazanie zadania z siecia oporów: J.1. Butikow,
A.A. Bykow, A.S. Kondratiew, Fizyka czesc 2, Panstwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1987, str. 953.

Listy prosimy przesylac pod adresem:

Korespondencyjny Klub Fizyków,
Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego,
ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa.



Asocjacje

Dr Tomasz KWAST

.•• ta,d al = O, czelt0 naleialo dowiesl.

I ali::::: L I ai I (dla kazdegorn),

Radziecki astronom Wiktor Ambarcumian badajac w koncu lat czterdziestych
rozklad gwiazd wczesnych typów widmowych zauwazyl, ze sa one rozmieszczone
na niebie nier6wnomiernie. Ich rozrzut byl wyraznie wiekszy niz wynikajacy
z przypadku, nie dalo sie go tez uzasadnic rozmieszczmiem oblók6w ciemnej·
materii miedzygwiazdowej. Te fakty oraz dalsze badania natury zgrupowan ty<:h
gwiazd typu O i B zmusily do uznania,'ze sa to zgrupowania realne. Nazwano je
OB-asocjacjami.

Obecnie znamy okolo 70 OB-asocjacji. Wszystkie leza w poblizu plaszczyzny
Galaktyki, a wiec - na niebie - blisko r6wnika galaktycznego. Jedynie niekt6re
najblizsze leza poza Droga Mleczna, co jest tylko efektem perspektywy. Najdalej
od Drogi Mlecznej lezy asocjacja Orion OB1, mianowicie miedzy szerokoscia~i
galaktycznymi -100 i -250• Jest ona rzeczywiscie jedna z najblizszych, jej
odleglosc wynosi 460 pc i ma najwieksze rozmiary katowe. W og6le nie jest
latwo okreslic granice i rozmiary asocjacji, poniewaz tworzace ja gwiazdy sa tam
rozmieszczone dosc luzno, na jej tle leza gwiazdy blizsze, a poprzez nia widac
gwiazdy dalsze. Dlatego ogladajac niebo lub zdjecie nieba 'nie da sie na pierwszy
rzut oka okreslic zarysu asocjacji - o przynaleznosci do niej moze swiadczyc
dopiero typ widmowy gwiazdy, jej odleglosc i ruch w przestrzeni (mniej wiecej
takie jak dla calej asocjacji). Za to czesto wyraznie widac naj gestsza czesc
centralna. Tak np. we wspomnianej asocjacji Orion OB1 w centrum sa cztery
gwiazdy tworzace charakterystyczny tzw. Trapez Oriona. Odleglosci miedzy
tymi gwiazdami sa rzedu 0:5, a calosc zanurzona jest w jasnej mglawicy M42,
c.orazem stanowi wdzieczny obiekt do oglad,!-nia przez niewielkie nawet lunety.

Podobnie jest w innych asocjacjach, tzn. gwiazdy najjasniejsze
(najmasywniejsze) tworza uklady wielokrotne typu Trapezu lub tworza lancuszki
- a sa to wszystko uklady dynamicznie nietrwale. Okazuje sie, ze asocjacje
w calosci sa obiektami nietrwalymi, a wiadomo to dzieki temu, ze mozemy'
oszacowac calkowita energie takiej grupy gwiazd. Jest to o tyle interesujace,
ze z obserwacji mamy bezposrednio przeciez tylko rzuty odleglosci gwiazd
na plaszczyzne styczna do sfery niebieskiej (ze znanych odleglosci katowych
i odleglosci calej asocjacji) oraz rzuty predkosci na kierunek widzenia (z pomiaru
dopplerowskiego przesuniecia widma). A energie - zar6wno potencjalna,
jak i kinetyczna - mozemy oszacowac dopiero, gdy znajdziemy srednie pelne
odleglosci i pelne predkosci gwiazd w gromadzie. Jak sie to robi?

Wyobrazmy sobie (rys. 1), ze z poczatku ukladu wsp6lrzednych odkladamy
wektory'rreprezentujace polozenia kazdej gwiazdy wzgledem wszystkich
pozostalych w gromadzie. Do oszacowania energii potencjalnej gromady bedzie
potrzebna wartosc srednia (l/r), tymczasem patrzac (np. wzdluz osi z) widzimy
tylko rzuty wektorów r na plaszczyz'ne xy. Na srednia odwrotnosc rzutu (l/p)
beda sie skladaly przyczynki l/(rcos~) w ilosci proporcjonalnej do pola tego
fragmentu powierzchni sfery, ku kt6remu skierowane sa odpowiednie wektory r.
Pole to (na rysunku zacieniowane) jest proporcjonalne do cos ~ d~, zatem (l/p)
bedzie srednia wartoscia l/(rcos~) "wazona" funkcja cos~:

••/2

f (rcos~)-l cos~d~
- ••/2 1r

(l/p) = ••/2 = (l/r)'i'
y f cos~d~

-:-••/2

Z kolei do oszacowania energii kinetycznej potrzebny bedzie sredni kwadrat
predkosci jednej gwiazdy (v2) (w jej ruchu wzgledem calej gromady), tymczasem
mozemy mierzyc tylko ich predkosci radialne, czyli rzuty predkosci na kierunek
widzenia u. Analogiczne rozumowanie m6wi nam, ze (u2) bedzie srednia

z

Pozorne Itrupowanie sie .ltwiazd
wltromady moltlibylfmy tei widziel
w przypadku, Itdyby równomierne
tlo Itwiazdowe bylo przesloniete
oblokami ciemnej materii. Oczywiste,
ie wtedy powstaja "dziury" w tle
Itwiazdowym, ale obraz taki moie
ludza,co przypominal zwyczajne
Zltrupowania Itwiazd.

Roswi"sanie zadania M 648.
I;oniewai. Ak spelnia r6wniez zalozenia
twierdzenia, wystarczy wykazal,
ze al = O. Niech Pl,· .. , Pm beda,
kolejnymi poczatkowymi liczbami
pierwszymi. Wtedy suma:

Al - LApi + L Apil P'2-
i~m il<i25m

x

Ry •. l

- ... ± API···Pm

jest równa zeru, a z drugiej strony
- zawiera dokladnie te wyrazy a"

których wskatnik i jest niepodzielny
przez zadna, z liczb Pl, ... ,Pm·
W szczególnosci zawiera al, a nie
zawiera ai dla 2 :::::i :::::Pm. Dlatego
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wartoscia tJ2 sin2 <fi "waZona" funkcja cos<fi:

rr/2
f tJ2 sin2 <ficos <fid<fi

(u2) = -rr/2 = !(tJ2).rr/2 3
f cos <fid<fi

-rr/2

Tu od razu ostrzegam, ze jezeli obliczy sie (powiedzmy - dla wprawy) (p),
a potem tego odwrotnosc, to wynik bedzie inny. Równiez inny bedzie wynik,
gdy obliczy sie (u), a potem podniesie do kwadratu, a to poniewaZ srednia
odwrotnosc to nie to samo co odwrotnosc sredniej, albo tez sredni kwadrat to
nie to samo co kwadrat sredniej!

W kaZdym razie mamy sposób, by z wielkosci obserwowalnych (p-l) i (u2)
znalezc "prawdziwe" (r-1) i (tJ2), a stad calkowita. ene~gie gromady gwiazd czy
galaktyk:

E ~ - n(n 2- 1) GM2 (~) + ~Mn(tJ2),

gdzie M oznacza srednia mase gwiazdy (galaktyki), n ich liczbe, G stala
grawitacji.

I tak wlasnie okazalo sie, ze asocjacje sa nietrwale - ich calkowita energia jest
bliska zeru lub dodatnia. Wobec tego musza to byc obiekty krótko zyjace
i mlode, albo po prostu asocjacje to zgrupowania dopiero co uformowanych
gwiazd. Poza nietrwaloscia dynamiczna asocjacji przemawia za tym sama
fizyczna natura gwiazd (masywne gwiazdy nie moga zbyt dlugo swiecic z
taka moca) oraz czesto tam spotykana materia rozproszona (bedaca resztkami
mglawicy, z której asocjacja powstala) ..

A wiec gwiazdy rodza sie w plaszczyznie Galaktyki.
Ale dokladniej - gdzie? Na to pytanie dostajemy
odpowiedz odtworzywszy przestrzenny rozklad
asocjacji. Praktycznie wszystkie leza w odleglosciach
zbyt wielkich dla metody paralaksy rocznej.
Odleglosci ich wyznacza' sie fotometrycznie: znajac
widmo gwiazdy okreslamy jej jasnosc absolutna M,
z obserwacji mamy jasnosc widoma m, zatem
porównujac te dwie wartosci wyznaczamy odleglosc r
ze zwiazku

m - M = 5 log r - 5 ,

gdzie r jest tu liczone w parsekach . .Jest to metoda
wprawdzie mniej dokladna niz metoda paralaks
rocznych, wystarczajaco jednak dokladna, by
wyciagnac calkiem konkretne wnioski. Asocjacje
najwyrazniej ukladaja sie wzdluz ramion spiralnych
Galaktyki (rys. 2). Obecnie znamy juz chyba ogólny
obraz Galaktyki i innych galaktyk spiralnych.
Ramiona tych galaktyk to "fale" o podwyzszonej
gestosci materii, zbudowane z coraz to innych
obiektów. Gwiazdy i obloki materii doganiaja.
ramiona, biegnace na rysunku 2 od lewej. W wyniku
zderzen z juz obecna tam materia nastepuje
zgeszc'zanie sie obloków, co prowadzi do powstawania
asocjacji nowych gwiazd. Na rysunku wyraznie widac
dwa ramiona spiralne (jedno u dolu, drugie biegnace
przez srodek rysunku i w tym ramieniu jest Slonce)
i ewentualnie slabiej zaznaczone trzecie u góry.

Asocjacje rozpraszaja sie w ciagu kilku milion6w lat (a jest to w skali zycia
Galaktyki niewiele - pamietajmy, ze jeden obieg Slonca wok6l jej centrum trwa
okolo 250 mln lat) i w ten sposób ich gwiazdy staja sie samodzielnymi czlonkami
Galaktyki.

O'

• Sgr5

SAGITTARIUS

Rys. 2. Rozklad OB-a.ocjacji w plaszczyznie Galaktyki.
W §rodku rysunku jest SlOll.ce, a okr<;gi wyznaczaja odleglo§ci
od niego co 1 llpc. Centrum Galaktyki znajduje si<;w dlugo§ci
galaktycznej 0° o okolo 10 kpc od Slonca. Rotacja Galaktyki
na tym rysunku odbywalaby si<;w kierunku ruchu wskazówek
zegara.
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Najjasniejsza gromada gwiazd jest prawdopodobnie gromada
polozona w poblizu centrum galaktyki NGC 1705 lezacej na
granicy Malarza i Zlotej Ryby w odleglosci 10 Mpc. Oznaczona
jest ona symbolem NGC 1705-A i swieci z moca ponad 100 mln
Slonc. Dawniej uwazana byla za tzw. supermasywna gwiazde
(por. "Patrz w niebo" Delta 4/1989), jednak dokladniejsze
obserwacje wykazaly, ze jej widmo jest zlozeniem widm wielu
gwiazd. Jest ona zatem przykladem niemal "wybuchowego"
powstawania wielu mlodych gwiazd w malej objetosci
przestrzeni (por. artykul o asocjacjach w tym numerze Delty).
Z faktu, ze w gromadzie NGC 1705-A nie widac obloków
zjonizowanego wodoru, wnioskuje sie, iz gromada zdazyla juz
"rozdmuchac" resztki swojej macierzystej mglawicy, a powstala
przed mniej wiecej 10 mln lat.

Uzytkownicy komputerów, którzy potrzebuja dokladnego
czasu, moga obecnie korzystac z uslug National Bureau of
Standards. Wykorzystujac zwykla·siec telefoniczna (nr telefonu
303-494-4114; USA) i modem moga sprawdzac i ustawiac czas
zegarów komputerowych z dokladnoscia od 1/10 do 1/1000
sekundy, w zaleznosci od rodzaju polaczenia. Podawany czas
uwzglednia opóznienie zwiazane z przesylaniem sygnalów siecia
telefoniczna·

Typowa energia jednej blyskawicy wynosi okolo 103 kWh, to
znaczy równa jest energii towarzyszacej wybuchowi okolo 1 tony
trotylu. W czasie sredniej burzy z kilkoma wyladowaniami
na ,minute wydzielona energia jest równa energii wytwarzanej
przez mala elektfownie jadrowa. Aby zgromadzic taka energie,
chmury burzowe musza naladowac sie do potencjalów rzedu
kilkuset milionów woltów. Do dzisiaj mechanizm ladowania sie
chmur do tak wysokich potencjalów pozostaje tajemnica.

Drobne krysztalki diamentu znalezione w meteorytach
zawieraja atomy ksenonu i kryptonu o nie spotykanym na
Ziemi skladzie izotopowym. Niektórzy naukowcy twierdza, ze
krysztaly te powstaly blisko czerwonych olbrzymów w okresie
poprzedzajacym ich wybuch jako supernowych.

Miasto Waxahachie, 25 mil na poludnie od Dallas w Teksasie,
zostalo wybrane na siedzibe nowego centrum fizyki wysokich
energii. Stany Zjednoczone planuja zbudowanie tam nowego
akcelaratora protonów, tzw. nad przewodzacego super-kolajdera
(SSC), o obwodzie 86 km i majacego przyspieszac wiazki
protonów, do energii 20 TeV (1 TeV = 1012 eV). Dla
porównania - najwiekszy obecnie pracujacy w Batavii kolo
Chicago akcelerator przyspiesza protony do energii 0,9 TeV.
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Naukowcom z IBM udala sie jedna z najbardziej delikatnych
operacji. Podczas skanowania mikroskopem tunelowym
(patrz Delta 4/1987) powierzchni grafitu, pokrytej substancja
organiczna (di(2-ethylhexyl) phthalate), przylozyli krótkotrwaly
impuls stosunkowo wysokiego napiecia do skanujacej igly.
W ówczas stwierdzono na powierzchni grafitu pewna strukture
o rozmiarach rzedu wielkosci molekuly tej substancji. Sadzi sie,
ze impuls spowodowal wiazanie chemiczne molekuly z grafitem.
W nastepnym eksperymencie stwierdzono, ze podobny impuls
moze "odciac" molekule od powierzchni grafitowej.

. Glównym skladnikiem szczatkowej atmosfery Merkurego jest
sód. Wynik taki otrzymali na poczatku 1985 roku astronomowie

.amerykanscy. Mianowicie w widmie Merkurego stwierdzono
obecnosc bardzo waskich linii emisyjnych sodu w poblizu
sodowych linii Dl (5897 A) i D2 (5891 A) nalezacych do
widma Slonca. Przesuniecie odpowiadalo predkosci Merkurego
wzgledem Ziemi. Gestosc l!otomów sodu przy powierzchni
planety oceniono na nie wiecej niz 150000 sztuk w centymetrze
sze~ciennym. Oprócz sodu w sklad atmosfery planety wchodzi
hel i wodór.

Firma ZYP Coating oferuje farby nadprzewodzace. Farba
zawiera ceramiczny nadprzewodnik YBa2Cqa07_z. Po
wyschnieciu daje wodoodporna powloke nadprzewodzaca. Farbe
mozna nakladac pedzlem, rozpylaczem lub przez zanurzenie
w niej przedmiotów. Uzywana jest obecnie do produkcji
obwodów drukowanych.

Europejska Agencja Przestrzeni Kosmicznej postanowila wziac
~dzial wspólnie z NASA w wyprawie na ksiezyc Saturna ­
Tytan. Wyprawa bedzie nosic nazwe Cassini - od nazwiska
XVII-wiecznego astronoma francusko-wloskiego Giovanniego
Domenica Cassiniego. Odkryl on cztery ksiezyce oraz strukture
pierscieni tej planety. Statek, który bedzie zbudowany przez
naukowców europejskich i który osiadzie na powierzchni
Tytana, zostal ochrzczony nazwiskiem Christiana Huygensa,
holenderskiego fizyka, odkrywcy Tytana. Wyprawa ma
rozpoczac sie w kwietniu 1996, a ladowanie przewidywane jest
na pazdziernik 2002.

Na wysokosci ponad 10000 km w górnych warstwach atmosfery
stwierdzono obecnosc czastek mineralnych o rozmiarach
przekracllajacych 100 J.&m. Ich obecnosci nie mozna wytlumaczyc
w ramach obecnej teorii ruchu atmosfery.

Przeksztalcenia czasu i zmiennych przestrzennych przy zmianie
ukladu odniesienia w szczególnej teorii wzglednosci, nazywane
transformacja Lorentza, powinny nosic nazwe transformac;ji
Voigta. W 1987 r. minela setna rocznica odkrycia transformacji
Lorentza przez Waldemara Voigta. W swojej pracy ,,'Ober das
Doppler'sche Prinzip" (opublikowanej w Gottinger Nachr.,41
(1881)) Voigt pokazal, ze równania falowe sa niezmiennicze
wzgledem tej transformac;ji.



o podziale prostokata na kwadraty
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Oto lamiglówka, której autorem jest R.L. Brooks: wytnij Czytelniku 13 róznych
kwadratów o bokach 3, 5,9, 11, 14, 19, 20, 24, 31, 33, 36, 39, 42 i ulóz z nich prostokat
(istnieja dwa rózne ulozenia -. rozwiazania na ostatniej stronie okladki).

Oto, pokrótce, historia problemu.

Oczywiscie, kazdy kwadrat mozna rozlozyc na mniejsze kwadraty (rys. 1), prostokat
zas o bokach wspólmiernych, np. 3 i 4, daje sie zbudowac z pewnej liczby jednakowych
kwadratów (rys. 2) - sa to rozklady trywialne. Przez wiele lat nie znano zadnego
przykladu rozkladu prostokata (z kwadratami bylo jeszcze trudniej) na skonczona
liczbe róznych miedzy soba kwadratów. Takie rozklady prostokata bedziemy nazywac
rozkladami doskonalymi.

W 1903 roku M. Dehn rozwazajac pewne równania liniowe udowodnil

Twierdzenie 1. Prostokaty o bokach niewspólmiernych nie daja, sie rozlozyc
na skonczona, liczbe parami róznych kwadratów (nie maja, rozkladu doskonalego).
(Dowód na przyklad w [21str. 51-61.) .

Pierwsze dwa przyklady doskonalych rozkladów wskazal Z. Moron w 1925 roku ­
rysunki 3 i 4 na ostatniej stronie okladki. W latach 1936-1938 czterech amerykanskich
studentów Trinity College Uniwersytetu w Cambridge, R.L. Brooks, C.A. Smith,
A.H. Stone, W.T. Tutte, zafascynowanych problemem podzialu prostokata
na kwadraty, postanowilo go rozstrzygnac. Dzieki nim powstala' naj obszerniejsza
i najbogatsza w nowe r~zultaty praca [11. Oto pierwszy wynik z "teorii rozkladów"

Twierdzenie 2. Nie istnieje prostokat, który w sposób doskonaly mozna rozlozyc
na' mniej niz 9 kwadratów.

Dow6d. Oczywiscie, nie mozemy zbudowac prostokata z 2 ani z 3 róznych kwadratów.
W minimalnym podziale musza istniec 4 rózne kwadraty narozne (jeden kwadrat nie
moze zawierac dwóch narozy prostokata, gdyz po jego odrzuceniu otrzymalibysmy
prostokat, który mozna by roz~ozyc na )llniejsza niz minimalna liczbe kwadratów).
Gdyby 4 kwadraty wystarczaly, to oznaczajac boki kwadratów przez kI, k2, ka, k.
otrzymujemy: kI + k2 = ka + k., ki + ka = k2 + k., skad wynika, ze kI = k., k2 = ka
- przeczy to doskonalosci rozkladu. Gdy trzy sposród czterech naroznych kwadratów
dotykaj a,sie, musimy luke na brzegu wypelnic piatym kwadratem o boku ks (rys. 5).
We wnetrzu prostokata powstaje wtedy luka w ksztalcie litery L, której nie mozna
wypelnic dwoma róznymi kwadratami. Rzeczywiscie, bok ks luki musi przylegac do
co najmniej dwóch kwadratów (rys. 6), z których lewy l musialby byc mniejszy od
prawego p (dlaczego?). Jest to niemozliwe, gdyz l = k. - ki, zas p = ka - k2• Zatem
dwa kwadraty nie wypelniaja luki. Podobnie mozna stwierdzic, ze trzema róznymi
kwadratami równiez nie wypelnimy tej luki. '
Pozostaje przypadek, gdy istniej a,dwa rózne kwadraty "brzegowe" (oprócz czterech
naroznych). Moga one lezec tak, jak obrazuja, to rysunki 7, 8, 9. W kazdym z tych
przypadk6w do boku mniejszego kwadratu kG musza, przylegac co najmniej dwa rózne,
mniejsze kwadraty wewnetrzne. W zadnym z tych przypadków nie wystarcza one
do pokrycia powstalej luki. Ostatnia sytuacja - istnieja trzy nienarozne kwadraty
"brzegowe", czyli lacznie siedem kwadratów zewnetrznych. Najmniejszy z nich
musi stykac sie z co najmniej dwoma kwadratami wewnetrznymi. Oznacza to, ze
8 kwadratów w zadnym przypadku nie wystarcza na wypelnienie prostokata., a to
konczy dowód.

Rys. I

Rys. 2

Dwa odcinki a i b nazywamy
wsp6lmiernymi, jegli istnieje odcinek c,
kt6ry miegci sie calkowita liczbe razy
w obu odcinkach, lub inaczej, gdy
stosunek a : b jest liczbl\ wymierna.

Rys.5

k4

kJ

,

, k2,

ks
~

Ry •. G

k2
kJ

Rys. 7
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Rys. 11

o tym, ze istnieje prostokat, który mozna rozlozyc doskonale na 9 kwadratów,
wiadomo z rysunku 3. Oznacza to jednoczesnie, ze kazdy prostokat, którego boki
pozostaja w stosunku 32 : 33, mozna rozlozyc doskonale n'a 9 kwadratów. Czy jest to
jedyny warunek tak ekonomicznego podzialu? Dokladniejsza analiza problemu pokazuje,
ze nie! (omawiamy to w dalszej czesci artykulu). Przyklad innego prostokata, który
doskonale mozemy podzielic na 9 kwadratów daje rysunek 10 na ostatniej stronie
okladki. Oczywiscie, rozklady z rysunków 3 i 10 (jako minimalne) sa proste, tzn. zaden
fragment rozkladu nie wypelnia prostokata mniejszego od wyjsciowego (pomijajac
kwadraty wchodzace w sklad rozkladu): Dowodzi sie, ze minimalne doskonale rozbicia
maja tylko prostokaty, których stosunek boków wynosi 32 : 33 lub 61 : 69.

Rzecza ciekawa jest fakt, ze istnieje tylko jeden prqstokat, który w sposób prosty
i niedoskonaly mozna rozlozyc na 9 kwadratów (rys. 11). '

W 1960 roku C.J. Bouwkamp wykorzystujac komputery opublikowal katalog
doskonalych i .prostych rozkladów prostokatów, co obrazuje ponizsza tabela.

liczba kwadrat6w
wystepujacych w podziale

9101112131415

liczba mozliwych
podzial6w niedosko_nalych

lOO934104283

licr.ba mozliwych
podzial6w doskonalych

2622672137442609

Interesujacy jest fakt, ze nie ist-nieja prostokaty, które mozna w sposób prosty
i niedoskonaly rozlozyc na 10 lub 11 kwadratów. Oto zesta~ienie wszystkich prostych
rozkladów prostokatów na 10 kwadratów.

dlugo~ci bok6w
boki kwadrat6w ror.kladuprostokata

57,

552,3,8,11,13,15,17,25, 27,30
65,

473,5,6,11,17,19,22, 23, 24, 25
105,

1047,12,16,19, 26, 28,33,44,45, '60
115,

944,11,15,' 16,19, 23,34, 39, 55, 60
130,

793,11,12, 23, 34, 35,38, 41, 44,45
111,

983,4,7,11,15, 26,41,44, 54, 57

Rys. 13

B

Rys. 14

12

11

E

11
Szczególnym przypadkiem rozwazanego problemu sa kwadraty, które przez dlugi
okres nie poddawaly sie rozkladowi. Fakt ten upamietnil S. Ruziewicz w Ksiedze
Szkockiej jako problem 59. Pierwszy rozwiazal ten problem R. Sprague (1939 r.)
podaj ac rozklad na 55 kwadratów. Rozklad kwadratu o boku 175 na 24 kwadraty
(rysunek na pierwszej stronie okladki) znalazl T. Willcocks (1948 r.). Niestety,
nie jest to rozklad prosty (dlaczego?). "Lepszy" - prosty i doskonaly rozklad
kwadratu o boku 112 na 21 kwadratów podal A.J.W. Duivjestijn w Scientific
American, tom 238 (6/1978, str. 86-88) - rysunek 12 z ostatniej strony okladki, oraz
wykazal, ze podzial prosty i doskonaly kwadratu na mniejsza liczbe kwadratów jest
niemozliwy. Nadmienmy jeszcze, ze w katalogu Bouwkampa posród prostych rozkladów
prostokatów na mniej niz 14 kwadratów istnieje dokladnie jedno rozbicie kwadratu
na 13 mniejszych kwadratów (rys. 13).

Wspomniani wyzej czterej amerykanscy matematycy dokonali duzego postepu
w dziedzinie rozkladu prostokatów na kwadraty dzieki odkryciu zwiazku miedzy ta
teoria a teoria przeplywu pradu elektrycznego w zamknietych obwodach i teoria grafów
(latwiej jest zbadac wszystkie mozliwe sieci z n przewodników, niz mozolnie droga pr6b
zestawiac kwadraty,. az ulozy sie z nich prostokat). Wykazali nastepujace

Twierdzenie 3. Ze zbioru n kwadratów, niekoniecznie róznych, mozna zbudowac
prostokat bez luk wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiada mu rozklad pradów wedlug
praw Kirchhoffa w obwodzie zlozonym z n przewodników o oporze jednostkowym,
bez zródel elektrycznosci wewnatrz (kazdemu natezeniu pradu w poszczeg6lnym
przewodniku odpowiada pewien bok kwadratu).

Przesledzmy na przykladzie, jak budujemy siec odpowiadajaca, danemu rozkladowi
prostokata, np. z rysunku 3. Górnemu bokowi prostokata odpowiada biegun A
(rys. 14), z którego wychodza dwoma przewodnikami prady o natezeniu 181, 151
(I'" umowna jednostka natezenia). Konce tych przewodów wyznaczaja wezly B i C.
Do kwadratu o boku 18 przylegaja od dolu kwadraty 14 i 4, wiec z wezla B musza,
wychodzic przewodniki z pradami 141 (do bieguna E, który odpowiada dolnemu
bokowi prostokata) oraz 41 do nowego wezla D. Analogicznie z wezla C wychodza,
przewodniki z pradami 71, 81. Poniewaz kwadraty 4 i 7 "koncz a, sie" na tym samym
poziomie, wiec przewodniki z pradami 41, 71 tworza, wspólny wezel D (patrz
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rysunek), z którego wychodza przewodniki z pradami 101 (do bieguna E) oraz 1/
. do wezla F. Wreszcie z wezla F wychodzi przewodnik do bieguna E z pradem 91,

co konczy budowe sieci. W dolnym biegunie schodza sie przewodniki z pradami
przyporzadkowanymi dolnemu bokowi prostokata; lewa strona obwodu ABE
odpowiada lewemu bokowi prostokata, prawa strona ACFE - prawemu bokowi.
Spróbujmy teraz przeprowadzic procedure odwrotna: dla danej sieci zlozonej
z przewodników o oporze jednostkowym zbudujemy rozklad prostokata. Rozpatrzmy

C siec zlozona z 9 przewodników przedstawiona na rysunku 15 z biegunami A, F.
Wypiszmy równania Kirchhoffa dla wezlów

B : 12 - 14 - 16 = O,

C : la + 16 - 18 = O,

D: ls-17-16=O,
E : II + 14 + 17 - lo = O

oraz obwodów zamknietych

ABEA : 12 + 14 ..,. II = O,

ACDBA: la - 16 - ls - 12 = O,

BDEB : ls + 17 - 14 = O,

DCF ED : 16 + 18 - lo - Ir = O.

Rozwiazujac ten uklad 8 równan (nie mozna bowiem dla 9 wielkosci .ulozyc wiecej

niz 8 niezaleznych równan jednorodnych) np. wzgledem II otrzymujemy: 12 = ~:11,
la = ~:11' 14 = 206ft, 16 = 27611, 16 = 266ft, Ir = 22S11' 18 = ;:11, lo = ;:11. PrzyjmujacII = 25 mamy rozklad prostokata na 9 parami róznych kwadratów, co obrazuje
rysunek 10.

Badajac sieci zlozone z 9 przewodników mozna przekonac sie, ze tylko w dwóch sieciach

(rys. 14, 15) plyna w kazdym przewodniku rózne prady. Istnieja zatem tylko dwa
rózne doskonale rozklady prostokatów na 9 kwadratów. Rozwazajac wszystkie sieci
zlozone z 4, 5, 6, 7 lub 8 przewodników mozna wykazac, ze niektóre prady plynace
w tych sieciach musza byc jednakowe, co ozn.acza, ze nie mozna zbudowac prostokata
z mniejszej liczby kwadratów niz 9. Jest to inny dowód twierdzenia 2.

Czy problematyke doskonalych rozkladów mozna uogólnic? Dla m> 4 z kilku (wiecej
niz jednego!) m-katów foremnych nie mozna zlozyc dowolnego wielokata wypuklego.
Wynika to stad, ze suma dwóch katów m-kata foremnego wynosi

21800(m - 2) = 3600 _ 180° ~ > 180°,m m
a to oznacza, ze w jednym wierzcholku wielokata wypuklego nie moga sie schodzic
dwa m-katy foremne. Podobnie elementem rozkladu nie moze byc trójkat foremny,
gdyz nawet trójkat równoboczny nie daje sie rozlozyc na skonczona liczbe róznych

trójkatów równobocznych (patrz [2]). Problematyka ta nie daje sie równiez rozszerzyc
na przestrzen - zaden prostopadloscian nie da sie rozlozyc na skonczona liczbe
nierównych szescianów. Dlaczego tak sie dzieje? Niech a < b < c oznaczaja trzy
krawedzie prostopadloscianu. Postawmy prostopadloscian na scianie o bokach a, b.

Wszelki doskonaly rozklad prostopadloscianu na szesciany wyznacza doskon~rozklad tej sciany na kwadraty. Najmniejszy z nich ma bok mniejszy niz V ~ ~ f.
Rozpatrzmy teraz górna sciane tego najmniejszego szescianu brzegowego. Rozklad
prostopadloscianu na szesciany wyznacza znowu rozklad tej sciany na rózne kwadraty,

z których najmniejszy ma bok nie 'wiekszy od l f = ~c. Postepujac w ten sposób
otrzymujemy nieskonczony ciag kwadratów o bokach kolejno nie wiekszych od trC,
a~ c, ... Istnienie nieskonczonego ciagu szescianów doprowadza do sprzecznosci
z postulatem skonczonosci rozkladu, a ponadto

(1 1 1 ) c3 + 32 + 3a + ... c = 2' < c.

[11 R.L. Brooks, C.A. Smith, A.H. Stone, W.T. Tutte, The dissection ol rectangles into

squares, Duke J. Math~ 7(1940), 312-340.

[2] LM. Jaglom, Kak razriezat' kwadrat?, Izd. Nauka, Moskwa 1959.

[3] Z. Moron, O roz/cladzie prostokatów na nierówne kwadraty, Wiadom. Mat. 1,1(1955),
75-94.

[41 The Scottish Book, Mathematics trom the Scottish CaJe, Ed. R. Daniel Mauldin,
Birkhauser, Boston-Basel-Stuttgart 1981.

Cickawostka: Rysullck pokazujc,
jaki je8t zwiazek miedzy ciagiem
Fibonacciego l, l, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34... , a budowa pro8tokat6:w
z kwadrat6w.
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Patrz w niebo Na komecie Halleya chyb~ ~szyscy zawiedlismy sie, trudno wiec reklamowac zblizanie
sie innej, która nie ma takiej slawy. Niemniej jednak od lipca do wrzesnia mozna
bedzie próbowac zaobserwowac komete okresowa Brorsena-MetcaUa, która - jak
oceniaja niektórzy - powinna byc widoczna na",et golym okiem.

Komete odkryl niemiecki astronom Theodor Brorsen w 1847 r. Na podstawie
obserwacji wykonanych podówczas jej orbita zostala wyznaczona niezbyt pewnie,
poniewaz kometa byla widoczna zaledwie przez dwa miesiace. W rezultacie nie bylo
nawet pewnosci, czy jest kometa okresowa czy nie. Ale w 1919 r. odkryl ja ponownie
pastor Joel Metcalf z USA, oczywiscie z poczatku nie wiedzac, ze jest to ta sama
kometa.

Obecnie zbliza sie jej trzecie udokumentowane przejscie przez perihelium, co ma
nastapic 27 IX 1989. Elementy orbity komety sa nastepujace:

pólos a = 17,080 j.a.
mimosród e = 0,972
nachylenie i = 19~333
dlugosc wezla (2 = 310,°872
polozenie perihelium w = l29~633

Klub 44
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zada11 79 (WT=1,27) i 80 (WT=2,36)

z numeru 12/1988
Pa.wel Perkowski - Szczecin .2,61 pkt
Roma.n Musia.! - Ka.towice 41,03 pkt
Wiesl;j,w Ka.cprza.k - Kraków 4.0.56 pkt
Piotr Koczy:riski - Wa.nza.wa. 35,73 pkt
Aleksa.nder Surma. - Myn.k6w 34,08 pkt
Dzierzysla.w Lipniacki - Lublin 33,62 pkt
Jerzy Lipkowski - Elblacg 31,08 pkt
Toma.sz Wietecha. - Ta.rnów 28.41 pkt
Ma.riusz Bogacz - Pittcz6w 25,60 pkt
Ma.rek Ka.ras' - Tarn6w 2.,13 pkt

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 181 (WT=1,61) i 182 (WT=2,01)

z .numeru 12/1988
Zbigniew Surduk •. - Czechowice4.7,33 pkt
Ka.zimierz Serbin - Sanok 4.2,72 pkt
Jerz.y Ma.lopolskl - Kra.ków 4.0.86 pkt
Andrzej Krzysztofowic'l.:- Gda.nsk 39,01 pkt
Oa.riun Ilyba.cki - Ku.'nik 38,49 pkt
Andueoj Szymcza.k - Gda.n.k 37,73 pkt

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Szczególowy regulamin Klubu 44 zamiescilismy w Delcie 1/1989, a jego skrót -
we wszystkich numerach, w których sa zadania ligowe (tj. z wyjatkiem numerów 6 i 7).

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/1989
Przypominamy tresc zadan:
187. Dana jest krzywa x = <p(t), y = ",(t): t E (O; l), <plO) = "'(O) = O, <pil) ="'(1) = l;
<p, '" ciagle, niemalejace. Czy istnieje 10 prostokatów o bokach równoleglych do osi ukladu,
kazdy o polu ~ 1/100, lacznie pokrywajacych dana krzywa?
188. Rozwazamy ciag (x,,): X"+l = Ix" - 2-"1; Xo E R. Przedyskutowac' zbieznosc, wyznaczyc
granice·

187. Istnieja takie prostokaty. Interpretujemy zmienna t jako czas. Okreslamy ciag
polozen ruchomego punktu Pt = (cp(t), Tt>(t)) przebiegajacego dana krzywa tak, by
kazde dwa kolejne polozenia byly przeciwleglymi wierzcholkami prostokata o bokach
równoleglych do osi i o polu 1/100 (istnienie takich polozen wynika z ciaglosci cp i Tt»i

przedluzamy przy tym nasza krzywa przyjmujac na przyklad, ze po chwili t = 1
ruch odbywa sie prostoliniowo: cp(t) = Tt>(t) = t dla t ~ 1. Momenty to, h, t2, ••• ,

wyznaczajace te polozenia, mozemy okreslic indukcyjnie wzorami:

to = O, tk = sup {t: (cp(t) -1I:>(tk-l))( Tt>(t) - Tt>(tk-l)) ~ 1~0} .
Niech Rk bedzie prostokatem, którego dwoma wierzcholkami sa punkty Ptk-1 i Ptk'

Dlugosci boków Rk (poziomego i pionowego) oznaczamy odpowiednio przez ak i bk.

Zatem akbk = 1/100. Wykazemy, ze

Rl U ... U RIO :> {Pt : O ~ t ~ l}.

Gdyby tak nie bylo, znaczyloby to, ze I::ak ~ 1 oraz I::bk ~ 1 (sumowanie, tu i dalej,
po k od 1 do 10), przy czym co najmniej jedna z tych nierównosci jest ostra. Na mocy
nierównosci Cauchy'ego-Schwarza mielibysmy wtedy I::Vakbk ~ vI:: ak vI:: h < 1
- sprzecznosc, bowiem I:: vakh = 10VI/lOO = 1. To konczy dowód.

188. Gdy Xo ~ O, wówczas Xl = 1 - Xo~ 1. Gdy Zo ~ 2, wówczas Xl = Xo - 1 ~ 1.
W obu tych przypadkach dostajemy nastepnie przez latwa. indukcje zaleznosci:

xn~.2·2-n, Xn+l=xn-2-n dla n=1,2,3, ...

Numer 59 w Klubie 44(M):
Pan Z. Surduka. Stad

n-l n-l

Xn = Xl + l)Xk+1 - Xk) = Xl - 2:2-k.
k=l k=l

Istnieje wiec granica

dla Xo ~ O,

dla Zo ~ 2.{ -Xo·Xo - 2

00

lim Xn = Xl - 2: 2-k = Xl - 1 =
k=l

Gdy natomiast O ~ Xo ~ 2, indukcja pokazuje, ze

O ~ Xn ~ 2 ·2-n dla n = 0,1,2 ...

Zatem lim Xn = O dla O ~ Xo ~ 2 .

Otrzymane wyniki mozna zapisac jednolitym wzorem

limxn = ~(Ixol+ 1xo- 21) -1.

!=44
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Dr Tomasz KWAST
Jak widac, kometa wraca do Slonca co aya = 70,6 lat i ma orbite rze~zywiscie bardzo
wydluzona.

Pod koniec lipca kometa znajdzie sie w Pegazie i bedzie byc moze widoczna wieczorami
nad wschodnim horyzontem, ale jako obiekt dosc slaby (okolo 8 mag). Nastepnie
przeleci przez Andromede do Perseusza i w polowie sierpnia moze byc widoczna tez
wieczorami nad pólnocnowschodnim horyzontem (jasnosc 6 mag). Na przelomie
sierpnia i wrzesnia bedzie miedzy Woznica a Rysiem, a wiec wieczorami dosc nisko
nad pólnocnym horyzontem (jasnosc 5,5 mag), po czym przestanie byc widoczna
wpierw z powodu bliskosci Slonca, a pózniej z powodu coraz nizszej deklinacji.
Oczywiscie, w okresie jej widocznosci lepiej bedzie ja widac, tzn. wyzej na niebie, gdJ
nie poprzestanie sie na obserwacjach wieczornych, a poczeka sie do drugiej polowy
nocy. Wspomniane tu gwiazdozbiory znajda sie wtedy wysoko.
Najblizej Ziemi kometa Brorsena-Metcalfa znajdzie sie okolo 20 VIII, maksymalna zas
jasnosc (oceniana na 4,7. mag) osiagnie prawdopodobnie w polowie wrzesnia, ale - jak
mówilismy - jej warunki widocznosci beda juz dla nas niekorzystne.
A w ogóle jasnosc komety bard·zo trudno jest przewidziec i przewidywania takie rzadko
sie zgadzaja ze stanem faktycznym. Równie dobrze kometa moze okazac sie slabsza,
jak i jasniejsza niz sie przewiduje - a wiec próbujmy.

Przypominamy tresc zadan:
86. W plaskim kondensatorze jedna z dwu poziomych okladek o powierzchni S jest zawieszona
na czterech jednakowych sprezynkach o wspólczynniku sprezy.to~ci k nad druga" nit'ruchoma,
okladka. znajduja.ca, sie w odleglo~ci do. Kondensator ladujemy impulsowo do napiecia U.
Przy jakiej warto~ci U nastapi zetkniecie sie okladek?
86. Gejzer majacy duzy, podzit'mny zbiornik wody nagrzewany cieplem Ziemi oraz waski kanal
la.czacy ten zbiornik z powierzchnia Ziemi (rys. l) wykazuje okresowa a~tywno~c. Podczas
okresu spokojnego zbiornik oraz kan al sa. w calosci wypelnione woda. Z chwila, gdy woda
w podziemnym zbiorniku osiagnie temperature wrzenia, zaczyna sie aktywny okres gejzera.
Przyjmujac, ze podczas trwania tego okresu caly kanal wypelnia uchodzaca na zewnatrz para
wodna, oszacowac, jaka czesc wody zawartej poczatkowo w zbiorniku gejzera ulega wyrzuceniu
w postaci pary, jesli kanal ma glebokosc h = 100 m. Przyblizone wartosci ciepla parowania
oraz ciepla wla~ciwego wody wynosza odpowiednio T = 2.106 J/kg oraz c = 4.103 J/(kg·K).
Na rysunku 2 przedstawiono zaleznosc ci"nienia nasyconej pary wodnej od temperatury.

85. Pojemnosc kondensatora w chwili ladowania jest równa C = eoS / do
(eo - przenikalnosc elektryczna prózni). Po naladowaniu do napiecia U kazda z okladek
kondensatora zawiera ladunek o wartosci bezwzglednej q = eoSU/do i gestosci
powierzchniowej (J' = q/S = eoU/do. Górna okladka znajduje sie w wytworzonym
przez ladunek dolnej okladki polu elektrycznym o natezeniu E = a-/(2eo) = U/(2do)

(zaniedbujemy efekty brzegowe, przyjmujac S » d5), jest zatem przyciagana sila
F = qE. Sila ta nie zmienia sie ze zmiana odleglosci okladek. Powoduje ona przesuniecie
równowagowego polozenia okladki o h wzgledem polozenia pierwotnego (rys. 3).
Po naladowaniu górna okladka zostanie wiec wprawiona w drgania harmoniczne o
amplitudzie h wokól nowego polozenia równowagi. Dopóki spelniona bedzie nierównosc

(*) ----i- h < do/2 ,

nie nastapi zetkniecie sie okladek podczas ~rgan. Poczatkowe wydluzenie sprezyn
wynosi ~l = P/(4k), gdzie P jest ciezarem górnej plyty. Podobnie mamy ~l + h =
= (P + F)/( 4k). Stad wynika h = F /( 4k). Nierównosc (*) przyjmuje teraz postac
F/(4k) < do/2, czyli k> F/(2do) = eoSUz/(4dg). Zetkniecie sie okladek nastapi, gdy

nierównosc ta nie bedzie spelniona, a wiec dla U 2: 2y'kdg/(eoS).

86. Aktywny okres gejzera zaczyna sie, gdy woda w zbiorniku osiaga temperature
wrzenia odpowiadajaca cisnieniu panujacemu przy dolnym ujsciu kanalu, a wiec
Po + pgh R:1 l MPa (Po - cisnienie atmosferyczne, p - gestosc wody, g - przyspieszenie
ziemskie). Z wykresu (rys. 2) odczytujemy wartosc tej temperatury: Tl = 453 K.
Powstajaca para wodna wyrzuca wode z kanalu, na skutek czego cisnienie w zbiorniku
gwaltownie spada do wartosci po, której odpowiada tempE;l"atura wrzenia Tz = 373 K.
Wrzenie wody zachodzi tak dlugo, dopóki temperatura wody nie spadnie do wartosci
Tz. Proces wrzenia odbywa sie kosztem energii wewnetrznej wody; poniewaz -
jak podano - trwa on krótko, mozemy zaniedbac doplyw energii w postaci ciepla
z zewnatrz. Oznaczajac przez M pierwotna mase wody w zbiorniku, a przez m mase
wody, która odparuje i ujdzie przez kanal, mozemy napisac przyblizone równanie
bilansu cieplnego: mr = (M - m/2)c(Tl - Tz). Stad otrzymujemy

m = 2c(Tl - Tz) ~ O, 15 .
M 2r+c(TI-Tz)
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