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Promieniowanie gamma z kosmosu

Dr hab. Tadeusz JARZEBOWSKI

Ziemska atmosfera doéé¢ powaznie odcina nas od
promieniowania dochodzacego z kosmosu, przepuszczajac
je praktycznie tylko w dwéch zakresach: dziedzinie
widzialnej i krétszych fal radiowych. Promieniowanie
gamma, o ktérym chcemy dzi§ méwié, absorbowane jest
na wysokosci kilkunastu kilometréw. Kwanty gamma
przekazuja tam czedé swojej energii wolnym elektronom -
jest to tzw. odwrotny efekt Comptona. Promieniowanie
elektromagnetyczne zaliczamy do zakresu gamma, jegeli
jego fala jest krétsza od 107° cm, tj. czestodé przekracza
10'° Hz, a energia kwantu 10° eV. Te naleiace

do najbardziej energetycznych kwanty promieniowania
powstaja w trakcie proceséw, w ktérych zaangazowane
83 juz czastki o duzych energiach. Bardzo skutecznym
mechanizmem sa tu np. zderzenia wysokoenergetycznych
protonéw z jadrami atomowymi gazu miedzygwiazdowego.
Powstaja wéwczas mezony, ktére rozpadaja, sie

na elektrony, neutrina i — wladnie - kwanty gamma.

Tam, gdzie wystepuja silne pola magnetyczne, moze
wchodzié¢ w gre mechanizm synchrotronowy lub
cyklotronowy. Wirujacy wokdt linii pola elektron emituje
promieniowanie. Gdy jest to elektron relatywistyczny
(o energii duzo wiekszej od mc?), wystepuje emisja
ciagla w szerszym zakresie dlugoéci fal, a w przypadku
nierelatywistycznym czestodé emitowanego promieniowania,
nazywana cyklotronows, zalezy tylko od nateZenia pola H
i wyraza sie wzorem 3

S
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Podstawiajac tu wartodci liczbowe stwierdzamy,
e np. promieniowanie o czestodcl 10'® Hz jest emitowane
w polu magnetycznym H rzedu 10'® Gs. Pola tego rzedu
powinny wystepowad na gwiazdach neutronowych.

W dziedzinie gamma - podobnie jak i w innych zakresach
widma elektromagnetycznego — nalezy tei oczekiwad

linii widmowych, tj. promieniowania o écisle okreslonych
dhigosciach fal. Taka najbardziej oczywista jest tu linia
powstajaca w procesie anihilacji pary pozyton-elektron.
W wyniku kolizji tych czastek powstaja na ogél dwa
kwanty o energii E = mc? = 0,511 MeV kaidy.

Calego szeregu linii nalezy oczekiwaé w licanych procesach
jadrowych, mamy tam bowiem bardzo czesto do czynienia
z jadrami w stanach wzbudzonych. Przechodzac

nastepnie na niisze poziomy energetyczne jadro takie
wypromieniowuje rdznice energii w postaci kwantéw
gamma. Wzbudzenie jadra moze tez byé skutkiem kolizji
z inna czastka. Emitowane przy tym linie zawieraja sie

w przedziale od 1 do 10 MeV.

Aparatura

Urzadzenie do obserwacji nadchodzacego z kosmosu
promieniowania gamma w niczym nie przypomina znanych
nam teleskopéw. Kierunek, z ktérego promieniowanie
gamma dociera, okresla sie za pomoca, tzw. komory
iskrowej, tj. detektora sladowego czastek naladowanych.
Mianowicie kwant gamma moze wytworzyé parg
pozyton-elektron i wladnie ich $lad zdradza kierunek
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pierwotnego promieniowania. Dokladnodé, z jaka za pomoca
takiego ,teleskopu” mozna okreéli¢ polozenie Zrédia na
niebie, jest niewielka: sa tc stopnie, w najlepszym wypadku
okolo jednego stopnia. Pozycje okreéla sie wiec tu z bledem
rzedu dwéch Srednic tarczy Ksiezyca! Na rysunku 1
przedstawione a3 izofoty #rédia promieniowania gamma,
ktére identyfikowane jest z kwazarem 3C 273 (krzyiyk
podaje jego pozycje optyczna i radiowa).
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Rys. 1. Izofoty promienicwania gam.ma kwazara 3C 273.
Krzyiyk ukazuje jego posycje radiowa i widzialna,.
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Dobrze jest uswiadomié sobie, ze obserwacje polegaja

tu na rejestrowaniu pojedynczych zdarzefi. Méwimy

tu wiec o zliczaniu kwantéw. Oto przyklad. Strumien
promieniowania gamma wspomnianego kwazara 3C 273
wynosi 107° fotonéw/cm? - s. Powierzchnia czynna komory
iskrowej liczy okolo 100 cm?. A zatem rejestrowany jest tu
jeden kwant na kazde 10* sekund, czyli co pare godazin.

Opisana tu pokrétce aparatura od okolo dwudziestu lat
instalowana jest na pokladach balonéw, a od 1972 roku -
sztucznych satelitéw. Wtedy zostal wystrzelony satelita
SAS-2. Najwiece] informacji dostarczyl nastepny satelita
gamma, COS-B, ktéry dzialal w latach 1975-1982.

Przejdémy teraz do oméwienia wynikéw obserwacji.
Najpierw najblizsza nas gwiazda.

Slofice

W centralnych czedciach naszej gwiazdy, tam gdzie
zachodza reakcje jadrowe, produkowane jest, oczywiscie,.
permanentnie promieniowanie gamma; ale ono na
zewnatrz nie wychodzi. Tak wysokoenergetycznych
kwantéw nie emituje tez wzglednie chlodna fotosfera
Storica. Mozna jednak przypuszczaé, e w goracej koronie,
w okresach silnej aktywnosci, taka emisja wystapi.
Aparatura satelitéw typu OSO (Orbiting Solar Observatory)
potwierdzila to. W koronie slonecanej ujawnila sie

w szczegdlnodci pochodzaca z anihilacji pozytondw

i elektronéw linia 0,511 MeV. Doéé intensywnie prezentuje
sie tam teZ linia 2,23 MeV, powstajaca podczas reakeji
przechwycenia neutronu przez jadro wodoru

(proton + neutron — deuter + ). Obserwuje sig tez kilka
innych linii, w szczegélnosci linie 4,4 MeV emitowana przy
przechodzeniu do poziomu podstawowego jadra wegla *2C.



We wszystkich prawie zakresach widma
elektromagnetycznego daje sie zaobserwowad
promieniowanie ciagle tta nieba. Najbardziej interesujacy
jest tu niewatpliwie rejon fal milimetrowych i
centymetrowych, gdzie wystepuje tak waine z punktu
widzenia kosmologii promieniowanie reliktowe. Na
przeciwleglym kraficu widma, w dziedzinie rentgenowskiej
i gamma, tez si¢ obserwuje dwiecenie tla nieba.

Natezenie tego, przypuszczalnie réwniez izotropowego,
promieniowania zmniejsza sie wraz z malejaca dlugoscia
fali; niemniej udalo sie juz zarejestrowaé kwanty gamma az
do rejonu dhugosci fal 107'% cm (10° eV).

PN BIEGUN _GALAKTYKI

(]

PD BIEGUN GALAKTYKI
Rys. 2. Niebo w promicuiach gamma. Punkty przedstawiaja

zaobserwowane dotychezas drédla punktowe.
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Rys. 3. Swiccenie centrum Galaktykl w rejounic linii 0.511 MeV.

Zacieniowane prostokaty podaja obserwowane natezenia
w danym zakresie energii.
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Rys. 4. Obserwowane pulsacje w dziedzinie gamma pulsara

radiowego PSR 0833 — 45.

Nasza Galaktyka

Na rysunku 2 przedstawiona jest mapka sfery niebieskiej
w tzw. wspdlrzednych galaktycznych, to jest takich,
ktérych podstawe stanowi plaszczyzna Galaktyki.
Zacieniowany rejon to jeszcze terra incognita — obszar nie
badany w dziedzinie gamma. Na czedci zbadanej widzimy
25 ,gwiazd gamma”. Sa to wszystkie z poznanych, jak
dotad, Zrédel punktowych. Jak widzimy, rozmieszczone s3
one giéwnie w poblizu plaszczyzny tego naszego skupiska
gwiezdnego. Obiekt oddalony najbardziej od plaszczyzny
Galaktyki, usytuowany juz blisko jej pdélnocnego bieguna,
to znany dobrze kwazar 3C 273 — jego obraz w promieniach
gamma przedstawial rysunek 1.

Gdybysémy zatem mieli wzrok czuly na promieniowanie
gamma (i znajdowali si¢ ponad absorbujaca warstws
atmosfery ziemskiej), patrzac na niebo dostrzeglibysmy
owe ,gwiazdy”. Ale zauwazyliby§my tez, e niezaleznie
od tych Zrédet punktowych promieniowanie gamma
dochodzi réwniei z okalajacego cale niebo pasa réwnika
galaktycznego; a zatem i w dziedzinie gamma wystepuje
coé w rodzaju Drogi Mlecznej. Jak mozna bylo
przypuszczad, najintensywniej dwieci rejon centrum tej
naszej wyspy gwiezdnej (ktéry przypada w gwiazdozbiorze
Strzelca). Z tego tei rejonu obserwuje sie lini¢ emisyjna,
0,511 MeV (rys. 3). W centralnych czesciach Galaktyki
zachodza zatem nieustannie procesy anihilacji pozytondéw

_ 1elektronéw. Z obliczeni wynika, Ze dla powstania linii

o takim natezeniu, jakie sie obserwuje, w ciagu kazdej
sekundy musi ulec anihilacji 10** pozytonéw. Skad taka
ilogé pozytondédw? — Odpowiedzi na razie nie ma.
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Pulsary gamma

Spoéréd zaznaczonych na mapce nieba Zrédet punktowych
szeéé zidentyfikowano ze znanymi obiektami. Caztery z nich
to pulsary. Wymienimy je tutaj wraz z okresami pulsacji P
(liczba porzadkowa odpowiada liczbie zaznaczonej

na rysunku 2):

1) PSR 0833 — 45 (Vela), P =0,089s
2) PSR 0531 + 21 (Krab), P =0,033s
3) PSR 1953 + 29, P = 0,006 s
4) PSR 1802 — 23, P=0,112s

Pierwszy z wymienionych, widoczny w gwiazdozbiorze
Zagla (Vela), to gwiazda pierwszej wielkosci

na firmamencie nieba gamma, to najjadniejsze z tych

25 srédel punktowych. Jego pulsacje w dziedzinie gamma,
rejestrowane przez satelite COS-B, przedstawione sa

na rysunku 4. Pulsar ten emituje tez fale radiowe i
widzialne; okresy pulsacji w tych zakresach sa identyczne
z okresem w dziedzinie gamma. Fakt ten stanowi
najoczywistszy dowdd, Ze promieniowanie ze wszystkich
tych trzech zakreséw pochodzi od tego samego ciala
niebieskiego.

O mglawicy Krab i o znajdujacym sie tam pulsarze
styszeliSmy juz niewatpliwie. To pozostaloéé po wybuchu
owe]j znakomitej supernowej naszej Galaktyki z roku
1054. W zimowy wieczér mozna te mglawice dostrzec
przez lornetke powyie] gwiazdozbioru Oriona. Z podana,
okresowodcia 33 ms pulsar ten emituje réwniez impulsy
w dziedzinie radiowe]j, widzialnej i rentgenowskiej.

Pulsary to gwiazdy neutronowe. Srednice tych gwiazd sa
rzedu 20 kilometréw, a skoro masa zblizona jest do masy
Slofica, to gestosé wynosi — bagatela — okolo 10!® g/em?.



Wystepujace na nich pola magnetyczne powinny by¢

rzedu 10 + 10'® Gs. Obserwowany okres pulsacji to

po prostu okres obrotu gwiazdy wokét osi. Zwréémy
uwage, ze wymieniona tutaj czwérka ma bardzo krétkie
okresy — rzedu milisekund. Gwiazdy neutronowe emitujace

promieniowanie gamma nalezs do najszybciej wirujacych!

I jeszcze jeden kwiatek z poletka pulsaréw gamma. Otéz
malo kto zapewne domyslitby sie, Ze pulsacje gamma
daja sie zarejestrowad réwniez ... z powierzchni Ziemi.
Rzecz w tym, ze wpadajacy do atmosfery ziemskiej

kwant gamma moze wywolaé lawine czastek. Z fizyki
wiadomo, Ze jezeli predkosé czastki naladowanej przekracza
predkoéé fazowa dla danego oérodka, czastka ta emituje
tzw. promieniowanie Czerenkowa. Jest to promieniowanie
z zakresu widzialnego, moze wiec dotrzeé do powierzchni
Ziemi. A zatem np. promieniowanie gamma pulsara

z mglawicy Krab jest Zrédlem blyskéw promieniowania
Czerenkowa, zachodzacych w okresie 33 milisekund.
Zostalo to zaobserwowane przez naziemne teleskopy.

Supernowa Anno Domini 1987

*
-Na zakoriczenie jeszcze coé z wiedci najnowszych.

W sasiedniej galaktyce, w Wielkim Obloku Magellana,
wybuchla niedawno supernowa. Przy eksplozji na taka,
skale, przy wyzwalaniu tak kolosalnych iloéci energii,
mozna spodziewad sie niejednej rewelacji. Najwieksza,
z nich byly neutrina; zarejestrowano je i byl to wielki
sukces astrofizyki. Promieniowania gamma, oczywiscie,
tez nalezato oczekiwaé. Uniosly sie wiec w gére balony
z aparatura. Biegnacym od supernowej kwantom gamma
skry¢ sie nie udalo. Co wiegcej, z teorii wynika, ze przy
tego typu wybuchach naleiy oczekiwaé linii kobaltu

~ 0,847 MeV oraz 1,238 MeV. Aparatura i te linie
zarejestrowala.

Z braku miejsca na tym dzi§ zakoficzymy. Z tematyki
kosmicznych Zrédel promieniowania gamma pozostalo
jeszcze jedno bardzo ciekawe zjawisko: rozblyski gamma.
O nich wigc w oddzielnym artykule.

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
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: ESPONDENCYJNY KLUB FIZYKOW
Rozwiazanie zadsnie F 269, 1. Sprébuj w ciemnodci odrywaé tagme klejaca od twardego izolujacego podioza
Wewnatrs przewodr pole (kawalek pleksiglasu). Moze uda Ci sie zobaczyé na linii odrywania delikatne

magnetyczne jest réw "

niebieskie lub bialoniebieskie éwiecenie. W procesie odrywania sie tasmy tworza sie
na jej powierzchni obszary naladowane elektrycznie, miedzy ktérymi przeskakuja
drobne iskierki. Zjawisko zalezy od rodzaju kleju, materiahu, z ktérego zrobiona jest
stycznego. W ocelu okredlenia pola tadma i rodzaju twardego podloza. Jeéli udalo Ci sie zaobserwowaé éwiecenie, to
TLHEDOLYEENSS WYLWAIZODREO PLres mozesz przystapié do dalszych badafi. W tym celu trzeba zaopatrzyé sie w rézne
oins bardzo drobne proszki. Moze to by¢é sucha maka, bardzo drobno zmielony tymianek,
pietruszka, rozmaryn lub proszek z kopiarek. Drobny proszek mozna otrzymaé
korzystajac z moZdzierza. Przystepujemy teraz do doswiadczenia:

ez, Naklejamy tasme na podlose, odrywamy i podloze posypujemy delikatnie proszkiem
Y ktoryim prad plyaie » pracciwany stracajac jego nadmiar., Proszek skupi si¢ wokél ladunkéw odtwarzajac ich rozklad.

Z warunkéw brzegowych wynika, e
na jego powierzchni znika skladowa
rostopadla wektora indukeji pola

zyzng poshuzy€ sie moina metoda

obrazdw. “’Vf»hl‘--\}flu_‘»
rozpatrywana pl
w takiej samej ml n

obie, Ze pod

yvzna wniedcimy
iej odles
prostoliniowy prrewodnik (¢

kierunku. Sila dzialajaca na jed . . . . 3
S e ‘m_:wo‘_l’ \]‘;-; A Zjawisko to wykorzystywane jest w kopiarkach elektrostatycznych, a znane jest
strony obrazu przewodnika wynosi od przeszio dwustu lat. Szerzej o tym zjawisku mozna przeczytaé w amerykaniskim

[-B-1(l=1), gdzie B jest czasopiémie Scientific American wydawanym réwniei w rosyjskiej wersji jezykowej
indukecja wytwarrana prrez obraz

B Mupe Haykn Nr 6, str. 80, rocznik 1988.

prrewodnika. Sila t

a jest skierowana

de géry. Warunek, przy ktérym 2. Opisane ponizej dodwiadczenie zaproponowal Jerzy Ginter. Jego opis ukaze

sig w podreczniku fizyki dla klasy IIT LO, ktéry wyjdzie w polowie 1989 r. Celem

przewaodnik bedzie swobodnie wisial

nad plaszczyzna na wysokodei b, ma

Bostad doéwiadczenia jest zbadanie, jak zmienia sie ruch wahadha, gdy pojawia sie dodatkowa
o sila thimiaca wahania, ktérej wartoéé jest proporcjonalna do predkoéci ruchu.
F=pg, cayli ﬁ'—f:m- = pg Rozwiazanie teoretyczne wymaga znajomosci prostych réwnan réiniczkowych.
Wb SEAd P pmchade B wamiel Rysunek przedstawia rozwiazania w zaleinoéci od wielkodei thumienia. Jest to wykres
qar 4 zaleznoéci wychylenia wahadla (amplitudy) od czasu w jednostkach umownych dla
S réznych wartosci parametru chzu'akteryzuja,cego thumienie: 0,5 — slabe tlumienie,
/8 - tlumienie krytyczne, 5 i 8 — drgania przetlumione. (Wartosm liczbowe parametru
thumienia nie maja zadnego szczegdlnego znaczenia, odpowiadaja jedynie sytuacji na
wykresie.)
DRG ANIA TEUMIONE Zbadaj, czy zauwaiysz przewidziane teoretycznie prawidlowodci. W tym celu praygotuj
07 . wahadlo z nitki zakoriczonej kulka z plasteliny, do ktérej przyczep kilka nitek z wiéczki.

II -SU\BE Tl.UMIENIE IU;S]

t Zaczep gdzie§ drugi koniec nitki tak, aby wahadk moglo wahaé sie swobodnie
127 2 ~TLUMIENIE KRYTYCZNE (28264 )

10 | o (5 i podstaw pod nie miednice z woda. Im bardziej nitki beda ,zamiataly” po wodaie,

A ORGANIA PRZETLUMIONEL o) | tym wigksze bedzie thumienie. Prazyélij dokladny opis, Jjak wykonywales doswiadczenie
= i | 1 czy zauwazyled prawidlowosci przewidziane teoretycznie. Jedli zauwasysz odstepstwa,
5 5 | to postaraj sie je wytlumacayé. Czy na podstawie przeprowadzonych obserwacji mozesz
=0 | odpowiedzieé na pytanie: w jakich warunkach powinien pracowaé idealny amortyzator
E‘ - samochodu?

ol Bl Listy prosimy przysyiaé pod adresem:
0O 10 2 3 © 0 6 7 8 % 3 Korespondencyjny Klub Fizykéw, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego,
Czas 'w jednostkach umownych 10" 0-681 Warszawa, ul. Hoza 69.
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O metodzie okreznej

Dr Grzegorz EUKASZEWICZ, Mgr Marek SZAFRANSKI

1. Ogdlne cechy metody

Metoda okreina jest zasada heurystyczna pomocna przy
rozwiazywaniu réznorodnych zadaf. Istota metody
sprowadza sie do zastapienia postawionego przed nami
problemu innym, réwnowaznym mu problemem, ktéry
nastepnie rozwiazujemy w trzech kolejnych etapach.
Najogdlniej rzecz ujmujac — pierwszy krok metody polega
na przejéciu od problemu otwartego do pokrewnego mu
zadania, ktére potrafimy rozwiazaé. Drugim krokiem jest
rozwiazanie tak przeformulowanego zadania. W kroku
trzecim powracamy do zadania wyjsciowego wykorzystujac
rezultaty drugiego kroku (w pewnym sensie trzeci krok
jest wiec odwrotnoscia pierwszego). W ten sposéb
zastepujemy operacje bezpoéredniego rozwiazywania
problemu, nazwijmy ja W, zlozeniem trzech opisanych
wyiej operacji, ktére oznaczymy odpowiednio przez S, T
oraz §~'. Powyiszy rozklad wyjéciowego zadania mozemy
teraz wyrazi¢ w postaci nastepujacego zlozenia

(*) W=5"7Ts8,

co stanowi symboliczny zapis schematu metody okrezinej.
Bardziej obrazowe przedstawienie graficzne schematu
metody (rys. 1) uzasadnia jej nazwe. Jezeli dowolne
przeksztalcenia (operacje) W oraz T sa w relacji (x) wraz
z pewnym odwracalnym przeksztalceniem S, to méwimy,
ze W i T sa sprzeione za pomoca S. Czasami wygodniej
nam bedzie zapisywac sprzezenie (*) w formie: W ~g T.

Rys. 1 R ‘-W_ g7

Okazuje sie, ze taka dekompozycja zadania ma niezwykle
szeroki zakres zastosowail, wykraczajacy znacznie poza
zagadnienia czysto matematyczne. Zilustrujemy to
prostym przykladem. Przypuéémy, e postawiono przed
nami niewykonalne na pozér zadanie przeniesienia wody
w sicie. Majac na uwadze naszkicowang idee postepujemy
tak: najpierw zamrazamy wode, nastepnie przenosimy

w sicie 16d, ktéry w koficu rozmrazamy. Przyklad ten,
jakkolwiek nieco zartobliwy, dobrze ilustruje cechy
charakterystyczne metody: tréjetapowosdé procesu oraz
wzajemna odwrotnosé jego dwéch skrajnych etapéw.

Rzymska legenda podaje, iz westalka Tuccia oskariona
o cudzoléstwo przeniosla w cudowny sposéb wode w sicie
dowodzac tym swojej niewinnosci.

Relacja sprzezenia przeksztalcen jest dobrze znana

i szeroko stosowana w wielu dzialach matematyki i jako
taka nie wymaga rekomendacji. Czytelnikowi nalezy sie
zatem uzasadnienie podjecia tego tematu w niniejszym
artykule.

Otéz, po pierwsze, mimo szerokiego rozpowszechnienia
samej idei jej jednoéé i uniwersalnoéé pozostaja skryte
bogactwem form i réznorodnoécia nazw, jakie przybiera
ona w réznych dziedzinach, na gruncie ktérych sie pojawia.
Méwimy zatem o podobiefistwie (algebra liniowa),

o sprzezeniu (teoria grup przeksztalcen), o transformacjach
calkowych (réwnania rézniczkowe) etc., lecz idea tkwiaca

u podstaw kaidego z tych pomysiéw jest jedna.
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Wydaje sig, Ze ujecie omawianej idei w ramy pewnej
metody heurystycznej jest dostatecznie ogélnym punktem
widzenia, dajacym mozliwodé jej efektywnego zastosowania
na réinych polach i pozwalajacym na systematyzacje wielu
pozornie odmiennych zagadnien.

Po drugie, sprzezenie jako relacja réwnowainosci posiada
szereg matematycznie oczywistych wlasnosci, takich jak
()W ~r W,

(i)W ~sT =T ~g_1 W,

(iii) (W ~sT&T ~s, T[) =W ~5,5Th

oraz specyficzna, dla niej wlasnoéé:

{i\’) [W1 ~g Tl & Wg ~g Tz) = W;Wl r~g ToT,.

T
[
S s’
T T T2
1
|
s 5! S S"::S ot
1
------- - —————-—n—’l————-——v—-
W Wi W2
Rys. 2 Rys. 3

Wiasnoéci (i)—(iv) opisuja pewne cechy strukturalne
metody decydujace o jej uiytecznodci. Dzieki nim
uzyskujemy dodatkowe narzedzia ulatwiajace analize
rozpatrywanego zadania. Zwracamy uwage, ze

w zastosowaniach trudnosé bezposredniego rozwiazania
zadania W jest zwykle skupiona w jednym z elementéw
S, T lub S™!. Czesto, jesli S zawiera w sobie ,genialnie
prosty pomys”, S~! wymaga ,fundamentalnego
twierdzenia z dlugim dowodem”. W dalszym ciagu
prezentujemy pewns liczbe praykladéw (gléwnie
matematycznych, z zasady latwych badZ znanych), ktérych
cechg wspélna jest uzycie metody okreznej jako wytrychu
pozwalajacego otworzy¢ zamknigte drzwi. Prostota
niektérych z nich jest zamierzona i nie powinna sklaniaé
do uznania samej idei za calkiem trywialna.

2. Przyklady zastosowari

P1. Geodezyjne na stozku. Zadanie polega

na polaczeniu punktéw A i B na powierzchni stozka

(na dowolnej powierzchni prostowalnej) najkrétsza linia
lezaca w calosci na tej powierzchni, tj. linia geodezyjna.
W ponizszym przepisie na rozwiazanie tego zadania latwo
dostrzec schemat metody okreinej:

1) rozwinaé powierzchnig,

2) polaczyé odcinkiem prostej punkty A i B na rozwinigtej
powierzchni,

3) zwinaé powierzchiie z powrotem.

P2. Przekaz komunikatéw na odleglosé. Bezposredni
przekaz W komunikatu slownego od nadawcy A do
znacznie oddalonego odbiorcy B zostaje w praktyce
telekomunikacyjnej zastapiony zloZeniem trzech
nastepujacych etapéw: ;

S — przetworzenie mowy na sygnat elektryczny (mikrofon),
T — przeslanie sygnah elektrycznego (kabel, linia
telefoniczna),

S~! - odtworzenie sygnali akustycznego (glosnik).



W sytuacji, gdy polaczenie punktéw A i B linia przesylows
jest niemozliwe badZ nieoplacalne, etap T podlega
dalszemu rozkladowi, w ktérym wystepuje

S; — emisja fali elektromagnetycznej {na.da]mk},

T;. — propagacja fali (oérodek),

87! - detekcja (odbiornik).

Ostatecznie mamy wiec

W =8"'T8 =88] 'T1%)8 =(58:8)'Th(5:5).

Przyklad ten ilustruje metode nakladania petli okrazeft
wyrazona, przez wlasnosé (iii).

P3. Potegowanie macierzy symetrycznej.
Z wilasnodci (iv) wynika natychmiast implikacja
(V)W ~ngT=W™ ~g T™ wWm=WWwW...W)

e et

m razy

majaca waine zastosowania przy iteracjach przeksztalcen,
np. przy potegowaniu macierzy. Dla dowolnej macierzy
symetrycznej W wymiaru n istnieje taka nieosobliwa
macierz S, Ze zachodzi zwiazek W = S™!T'S, gdzie T
jest pewna macierza diagonalna: T = diag(Ai1,...,An)-
Cheac obliczyé macierz W™ = WW ... W, znajdujemy
najpierw macierz diagonalna T, ktére] potege wyznaczamy
z latwodcia: T™ = diag(AT,...,An). W ostatnim kroku
obliczamy potege macierzy W wedlig wzoru
W™ = 87'T™8§ w mysl wlasnodci (iv?).

P4. Dyskretne uklady dynamiczne. Innym
przykladem dotyczacym iteracji przeksztalcen jest
badanie dyskretnych ukladéw dynamicznych na odcinku
‘jednostkowym. Problem polega tym razem na tym,
aby majac dane przeksztalcenie ciagle f: [0,1] — [0,1],
np. f(z) = 4z(1 — z), 0 < z < 1, opisaé trajektorie
dowolnego punktu z z tego odcmka, tj. ciag (f" (z)) st
Okazuje sie, Ze znalezienie ogdélnego wzoru na n-krotne
zlozenie funkcji f przekracza nasze mozliwodci nawet w tak
prostym przypadku jak przytoczony powyzej. Musimy
zatem uciekaé sie do innych sposobéw. Odpowiednio
dobrana zmiana zmiennej, tj. bijekcja ¢ : [0,1] — [0, 1]
ustala sprzezenie funkeji f z dostatecznie prosia funkeja g
f=p""ogop,

np. g moze by¢ kawatkami liniowa (piloksztaltna) postaci:
9(y) =2y,gdy y < 1 ig(y) =2 — 2y, gdy y > 1. Obie
funkcje przedstawiono na rysunku 4. W odréznieniu

od f funkcja g poteguje sie w sposéb regularny: g" ma
takie postaé piloksztaling o 2" 7! ,zebach”. (Czytelnika
zainteresowanego szczegélami odsylamy do artykulu

A. Zdunik ,,Chaos na odcinku”, Delta 7/1984).

Rys. 4 0O z 15 0 1

P5. Obliczanie calek oznaczonych. Obliczanie calek
sprowadza sie czesto do zastosowania schematu metody
okreinej. W przypadku calki Gaussa

+oo

= fe_’zdx

—00
operacja W polega na obliczenin wyragenia I, S oznacza
podnoszenie do kwadratu, § ™! pierwiastkowanie,
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a T polega na obliczeniu I%, co pozwala na przejscie od
zadania jednc- do dwuwymiarowego
+oo oo

I:f _“d:cfe"dy-—ff _“‘h’)dzdy.

Dszieki zw1ekszen1u wymiaru uzyskujemy wzbogacenie
zasobu narzedzi, jakimi dysponujemy, w postaci
wspélrzednych biegunowych (r,8) okreslonych w R?
wzorami

zg=rcosf, y=rsind (r>0,0<48<2n).

Teraz rachunek przebiega juz latwo

2r oo
oo

s :f[re_"drd9=2ﬁ [——;-e“'s] =i

(1]

(1]
skad I = /7.

Zauwaimy na zakoficzenie tej seril przykladéw, ze nawet
metoda dowodu ,,przez zaprzeczenie” (a contrario) ujawnia
strukture okrezna. W tym przypadku role operacji S
spelnia negacja N, ktéra jest inwolucja (N? = Id). Dlatego
tez w dowodzie tego typu negacja pojawia sie¢ dwukrotnie,
raz jako § i raz jako §7?

3. Metoda okrezna jako heureza

Powyisze przyklady moga, skionié Czytelnika do
postawienia nastepujacego pytania: jak — stojac w obliczu
nie rozwiazanego problemu — dobraé przeksztalcenie S
pozwalajace zainicjowad zastosowanie metody. Naszym
zdaniem mozna wyréinié w sposéb naturalny dwie

zasady wskazujace przynajmniej na wladciwy kierunek
poszukiwan przeksztalcenia §. Dyrektywy te nazywamy

w dalszym ciagu zasada abstrakeji i zasada strukturalizacji;
wybér jednej z nich sugeruje sam problem stojacy przed
rozwiazujacym.

3.1. Zasada abstrakecji polega na sprowadzeniu zadania
niejako do ,postaci kanonicznej”. Chodzi tu mianowicie

o uwypuklenie istoty trudnoéci przez abstrahowanie od
zaciemniajacych szczegdléw, co moze wigzaé sie z chwilowa
rezygnacja z pelnej ogdlnosci rozwazan. Dla ilustracji tej
dyrektywy przytoczymy dwa przyklady.

P6. Réwnanie kwadratowe. Rozwiazanie réwnania
kwadratowego mozna sprowadzi¢ (za pomoca liniowej
zmiany zmiennej) do pierwiastkowania, co ilustruje
ponizszy diagram.

postaé ogblna W dwa pierwiastki
ez’ +bz+c=0 |- _ —bty/02 dac
b — 4ac >0 ol 2a
S l oz =1u I st
postaé dwa pierwiastki
zredukowana b b2
u? +bu+ac=0 BT e
Sg J %+ % =v W S;’l
pelny kwadrat T dwa pierwiastki
v“:%—ac vi2 =% %""IC




P7. Liniowe réwnanie rézniczkowe. Naszkicujemy -
sposdb rozwiazywania liniowego réwnania régniczkowego
(jednorodnego) o stalych wspélczynnikach postaci:

s -
;b.am(z)_o, z €R".

Przyjmujac oznaczenia:

a a
Df(z) = (BE‘E-(::), S Ez%(z)) oraz b= {(b1y...,bs)T
mozemy zapisaé to réwnanie wektorowo:

Df(z)b=0, z€R".

Zakladamy przy tym, ze b # 0. Rozwiazanie takiego
réwnania polega na opisaniu zbioru wszystkich funkcji
gladkich f : R™ — R!, ktére spelniaja punktowo to
réwnanie. Za pomoca liniowego podstawienia
zeR",
zadanego nieosobliwg macierza A wymiaru n X n, moZemy
przeformulowaé to réwnanie nastepujaco:

Df(z}b=0, ZER",
gdzie: b = Ab, f=foA " Jedli A jest macierza
takiego obrotu w R"™, ktéry nadaje wektorowi b kierunek
pierwszego wektora bazowego e; = (1,0,...,0)7, tj.

b=Ab=b|-e1,

to réwnanie to zredukuje sie do postaci kanonicznej

T = Az,

: %(’f):o, zeR".

Takie réwnanie spelnione jest przez funkcje , ktére nie
zaleia od pierwszej zmiennej %, (i tylko przez takie
funkcje). Zatem rozwiazanie ogdlne wyjsciowego réwnania
stanowia funkcje postaci:

f=FoA4,

gdzie ?_jest dowolng funkeja gladka niezaleing od pierwszej

zmiennej.

3.2. Zasada strukturalizacji polega na takim
przeformulowaniu problemu, ktére wabogaca ubogie — lub
ujawnia ukryte — wlasnoéci strukturalne zadania. Dobrze
ilustruje to przyklad 5, w ktérym przejécie do wyzszych
wymiaréw umozliwilo nam skorzystanie z narzedzi nie
majacych jednowymiarowych odpowiednikéw. Aby lepiej
wyjadnié powyzsze lakoniczne streszczenie tej dyrekiywy,
prezentujemy kolejne dwa przyklady.

P8. Szereg liczbowy. Mamy wyznaczyé sume szeregu
oo

E #. Poniewa? szeregi funkcyjne majg bogatsza, teorie
n=1 E
niz liczbowe, wprowadzimy dodatkowy parametr z kladac
zl‘l
S(I) = ;2'—”' .
n=1
Szereg powyiszy jest (jako szereg potegowy) bezwzglednie
zbiezny i réiniczkowalny na przedziale (—2,2). Wyjsciowe
zadanie polega w tym kontekdcie na znalezieniu
wartodci S(1). Nalezy zauwagyé, Ze szereg pochodnych
jest szeregiem geometrycznym, a wiec jego suma moze byé
jawnie obliczona:

oD n—1 oo n
1 z 1
S'I — 2 — _——
(=) Z_; 25 22_(:]2'1 2-z’

skad S(n:):fs'(u}du,:f 'c‘!.:.su :—1n(2—z)+_ln2.

(1] o

Mamy wigc ostatecznie S(1) =In 2.

Czytelnik z latwodcia dopatrzy sie tu schematu
dwustopniowego W = S 18717 S25,, w ktérym przyjeto
nastepujace oznaczenia:

W - sumowanie szeregu wyjsciowego,

S, — wprowadzenie parametru,

S2 — rézniczkowanie,

T - sumowanie szeregu geometrycznego,

S5 ! — calkowanie,

S ! - usuniecie parametru (obliczenie wartosci funkeji
w punkcie}.

P9. Tréjkaty pitagorejskie. Ten klasyczny problem
polega na opisaniu zbioru wszystkich tréjek (, b, ¢) liczb
calkowitych, ktére spelniaja wzdr Pitagorasa

a® + b2 = 2.
Pomijajac jedno oczywiste rozwiazanie — tréjke trywialna,
(0,0,0) — wszystkie pozostale spelniaja réwnanie

. 2 2
) -
c c
Dla wzglednie pierwszych a, b, ¢ problem sprowadza

sie zatem do opisania zbioru X punktow okregu
jednostkowego o obu wspéirzednych wymiernych
X=8"ng*.
Nasuwa to nam myél znalezienia takiej parametryzacji
okregn S, przy ktérej wszystkie (i tylko takie) punkty
beda, wyréinione. Do takiej parametryzacji prowadza
znane tozsamosdci trygonometryczne
1-— tg?w 2tga
1+tg2a’ 1+tg2a’
Mianowicie w interesujacej nas sytnacji tangensy te
33 liczbami wymiernymi. Szukamy wiec takich liczb
wymiernych w, by

cos2a = sin 2o =

1-w’ sin2a = i
1+ w?’ T 14 w?

a zatem szukamy rozwiazali réwnania

1—w? 2+( 2w )2_1
1+ w? Ttwsf 5!

cos2a = y

czyli
(1 -w?)? +(2w)® = (1 + w*)°.
An}
Rys. 5

Jesli wiec w = 2, to mamy

(n? — m?)? + (2nm)? = (n® + m?)?.
Zatem wszystkie wzglednie pierwsze tréjki (a, b, ¢),
speliajace wzér Pitagorasa, sa postaci

(n? — m?,2nm,n* + m?),
a wobec tego wszystkie takie tréjki to
(k(n® — m?), 2knm, k(n* + m?)), dlak,n,meN

(aby sie przekonaé o koniecznosci wprowadzenia
wspélezynnika k, wystarczy rozpatrzyé tréjke (9,12,15)).



4. Uwagi koricowe

Na zakoriczenie wymienimy w telegraficznym skrécie kilka
hastowych przykladéw. Interpretacje ich, w kontekscie
metody okreinej, pozostawiamy bardziej zaawansowanym
Czytelnikom w charakterze pozytecznego éwiczenia. A oto

Na tym zakoficzymy prezentacje zebranych przykladéw
w nadziei, iZ stanowia one dostateczna, ilustracje metody
okreznej.

zapowiedziane przykiady:

P10. Znajdowanie rozwiazan réwnah rézniczkowych
(transformata Fouriera, réwnanie algebraiczne, odwrotna
transformata Fouriera (wzbogacona o teorie calek

osobliwych)).

P11. Dowody istnienia rozwiazaf réwnan rézniczkowych
(przestrzenie Sobolewa (Biesowa, inne), dowody dla
rozwiazai uogélnionych, twierdzenia ,,0 wlozeniu”

(Sobolewa, inne)).

P12. Obnizanie rzedu ukladu réwnan (uklad réwnar
Lagrange’a, inwolutywne przeksztalcenie Legendre’a,
wspaniale symetryczny ukiad réwnaii Hamiltona).

Autorzy pragna wyrazié serdeczne podziekowania

prof. Z.A. Melzakowi z University of British Columbia

w Vancouver, Kanada, za jego uwagi na temat heurystyki
matematyczne] w ogéle, a w szczegdlnodci metody
okreinej, ktére byly inspiracja do napisania niniejszego
tekstu. Nazwa ,metoda okrezna” jest préba znalezienia
polskiego odpowiednika dla angielskiego terminu bypass
uzytego w omawianym kontekscie przez prof. Melzaka

w jego interesujacej ksiazce pt. Bypasses. A simple
approach to complezity, J, Wiley and Sons, 1983, do ktérej
odsylamy Czytelnikéw zainteresowanych rozwinieciem
poruszonych tematéw.

wrgledem k

J : % J Teainit p
dwusiecznych otrzymujemy punkty A

ste] nawierajacej

Konstrukcja ta

dwusieczne dz srcrnyane na katy

ostre.

=

Rozwigazanie zadania F 268.

Ocene moina latwo przeprowadzic dla

czastek opuszczajacych shup ze frednis
predkodcia
/3kT
=4 = -
V m
skierowansg prostopadle do powierzchni

siup Pole magnetyczne w poblizu

powierzchui slupa (walca) wynosi

Patrz w niebo

Fizyka czastek elementarnych coraz czesciej znakomicie wspomaga astronomie — nawet
wiecej: wspdlczesna astronomia bez fizyki czastek elementarnych nie moglaby istnieé.
Przeciez cholby tak podstawowa sprawa, jak ,dlaczego gwiazdy éwieca”, zawdziecza
swoje wyjasnienie wlasnie rozwojowi fizyki mikroéwiata. Korzysci w druga, strone

83 zreszia tez oczywiste, mianowicie to Wszechswiat tu i 6wdzie stwarza czastkom
elementarnym takie warunki, jakich fizycy dhugo jeszcze (albo i nigdy) nie wytworza
w zadnym laboratorium. : '

Astronomowie i fizycy sa jednakowo zainteresowani neutrinami. Te znane od dawna
czastki sa nadal tak tajemnicze, Ze nawet nie ma pewnoéci, czy ich masa jest zerowa
czy nie. A to ma ogromne znaczenie dla przyszlych loséw Wszechswiata. Gdyby masa
neutrin byla dostatecznie duza, to znaczyloby, ze gestoéé Wszechéwiata jest wieksza niz
nam sie teraz wydaje, moZe nawet wieksza od krytycznej, tzn. obecne rozszerzanie sie
Wszechdwiata moze kiedy$ ustanie i zacznie sie jego kurczenie. Tak wiec masa neutrin
moze mie¢ znaczenie wrecz ,ostateczne”.

Ale ciekawych zagadniefi nie trazeba szukaé az tak daleko. Nasze spokojne i pocaciwe
skadinad Storice kryje jeszcze niejedna zagadke. Jak wiadomo, Slofice emituje mniej
neutrin, niz nalezaloby oczekiwaé na podstawie naszej aktualnej o nim wiedzy.
Ogromna wigkszo$¢ neutrin slonecznych powstaje w jednej z bocznych galezi reakcji
proton-proton, w ktérej produkowana jest gléwnie energia. Uwaza sie, Ze aby
teoretyczny strumiefi neutrin byt réwny obserwowanemu, temperatura centralna Slofica
powinna by¢ nieco nizsza niz to wynika ze wspdlczesnych modeli gwiazdy. Tempo
produkecji neutrin w owej bocznej galezi cyklu p-p jest, na szczeécie, bardzo czule na
temperature, mozna wiec uzgodnié je z obserwowanym strumieniem neutrin niewiele
zmieniajac tempo produkcji samej energii. I wszystko byloby w porzadku, gdyby
znalazl sie rozsadny powéd, by temperature centralng obnizyé.

Otés powdéd taki zostal zaproponowany. Amerykaiscy fizycy, William Press i David
Spergel, wysuneli hipoteze, Ze pewne czastki przewidywane przez nie sprawdzone
dotychczas teorie w rodzaju ,wielkiej unifikacji® czy ,supersymetrii” moga rozwiazaé
ten problem. Czastki te, zwane kosmionami lub wimpami (od Weakly Interacting
Massive Particles — stabo oddzialujace masywne czastki), obecne w Sloticu w ilosci
jedna na bilion innych, ulatwialyby transport energii z wnetrza Slofica. W rezultacie
Slorice mogloby mieé obserwowang moc przy nieco nizszej temperaturze wnetrza

i problem neutrin zostalby rozwiazany.

Oczywiscie, fo co tu powiedzieliémy, jest nieslychanie goloslowne i Czytelnik nadal nie
wie, ,jak jest naprawde”. Ale nie wiedza tego réwniez rozliczni specjalidci i zreszta
nie w tym rzecz. Nierozstrzygnietych zagadek jest bez liku, a chcialem na przykladzie
stonecznych neutrin pokazaé, jak wagny i ,interdyscyplinarny” moze byé marginesowy,
zdawaloby sie, problem pochodzacy z naszego najblizszego otoczenia.

dr Tomasz KWAST



Oko

Ruch oczu jest warunkiemn koniecznym, aby widzieé. Gdy
obserwujemy przedmiot, poruszamy oczami. Ruch oczu

odbywa sie skokowo. Jezeli oczy zatrzymalyby sie na jakimg
przedmiocie, to po kilku sekundach zaniklyby impulsy
przekazywane do mézgu. Okazuje sig, Ze powstawanie impulsdw
jest motliwe jedynie przy zmianach natezenia $wiatla padajacego
na receptory. Dlatego porazenie migéni galki ocznej powoduje
_élepote, nawet przy sprawnym oku.

Miejsce, w ktorym do galki ocznej wnika nerw wzrokowy,
nazywa sie plamksg dlepa — padajace tam fotony nie sg
rejestrowane. Miejsce najbardziej wrazliwe na dwiatio zwane
jest plamka zélta. Czlowiek ma jedna takg plamke (w kaidym
oku). Tylez maja ptaki $piewajace, golebie, kury czy dziecioly.
Ale juz dwie majg ptaki drapiegne, jerzyki, zimorodki i papugi.
Rekordzistami sa jaskdlki 1 rybitwy — maja po trzy zélte plamki.

W plamce #éltej (punkecie, przez kiéry przechodzi of optyczna
oka) znajdujg sie same czopki. Jest to najbardziej czuly obszar
widgenia barwnego. Gdy chcemy zobaczyé coé dokladnie,
staramy sie, aby obraz ogladanego przedmiotu padal na plamke
£6ita. Ale w ciemnosei, gdy patrzymy ,na wprost”, nasze
widgenie nie jest tak ostre, jak przy patrzeniu na bok. Slabo
oswietlone obiekty moina lepiej zobaczy¢ patrzac na nie z boku,
gdyz w plamce Zdltej nie ma czulszych precikéw.

Najwieksze zageszczenie czopkéw w siatkdwcee czlowieka wynosi
20 sgtuk na 100 pm?®. W siatkéwce myszolowa na tej samej
powiergchni zdarza sie ich do 100 sztuk.
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Oko jest wspanialym przyrzadem optycznym.
Potrafi przystosowad sie do duzego, jak i malego
natezenia éwiatla. MozZemy obserwowaé przedmioty
oéwietlone jaskrawym éwiatlem slonecznym, ale tes
mozemy postrzegaé przedmioty w ciemnosciach, pray
miliony razy stabszym natezeniu $wiatla. Zaden
aparat fotograficzny nie moze konkurowad z takim
przyrzadem. Teczéwka zmieniajaca érednice Zrenicy
pozwala tylko w niewielkim stopnin regulowad
strumien $wiatla wpadajacego do oka. Tak duza
zdolnosé oka do przystosowania sie do zmian
oéwietlenia jest mozliwa dzieki zlozonej budowie
siatkéwki, na ktérej powstaja obrazy ogladanych
przedmiotéw. Sklada sie ona z dwéch rodzajéw
receptoréw - precikéw i czopkéw. Ich liczba jest
ogromna.

CZOPEK

SWIATLO

Liczba czopkéw oceniana jest na kilka milionéw,

a precikéw - na kilkadziesiat milionéw. Czopki
wykonuja swe funkcje przy dobrym oéwietleniu i
umozliwiaja widzenie barwne. Przy slabym oéwietleniu
oko przelacza sie na odbiér czulszymi precikami,
ktére pozwalaja dostrzegaé jedynie odcienie szarosci.
Dlatego tez o zmierzchu wszystko wydaje si¢ nam
szare. Oczywidcie, to przelaczenie nie jest gwaltowne.
Wraz ze spadkiem o$wietlenia zmienia sie tez
stopniowo czuloéé oka na barwy. W ciagu dnia oko
jest najbardziej czule na éwiatlo zielone o dlugodci fali
560 nm. O zmroku maksimum czulodci przesuwa sie
w strone fal krétszych i przypada na fale o dlugosci
510 nm.



Wiedzac o tym mozemy zrozumieé szereg zjawisk.
By¢ motze niektérzy z Was zwrécili uwage, ze
przedmioty zélte i czerwone, bardzo dobrze widoczne
w fwietle dziennym na tle zielonych czy niebieskich,
o zmroku wydaja sie znacznie ciemniejsze, prawie
czarne. Obserwacje te mozecie przeprowadzié
szczegdlnie teraz wychodzac do ogrodu i obserwujac
zmiany postrzeganych natezef barw kwiatéw i lidci

o zachodzie Slofica. W ciagu dnia z6lte i czerwone
kwiaty wydaja sie jagniejsze od lisci. Po zachodzie
Slorica liscie wydaja sie jaéniejsze od kwiatdw.
Odwrotny efekt obserwuje si¢ dla kwiatéw niebieskich
i fioletowych. Przez teleskopy prawie zawsze widzimy
ybialo-czarne” obrazy slabych mglawic. Ale na
kolorowych zdjeciach widaé barwy, jakich nikt okiem
nie obserwowal. Nie sa to barwy sztuczne, po prostu
natezenie swiatla jest zbyt male, aby zareagowaly na
nie czopki w naszym oku. Omawiane zjawisko nosi
nazwe efektu Purkiniego.

Czy zastanawiales sie, dlaczego oko nie jest czule
na promieniowanie elektromagnetyczne spoza
zakresu éwiatla widzialnego, tj. od 400 do 760 nm?
Promieniowanie o dlugogdci fali mniejszej niz 400 nm
jest niebezpieczne dla oka. Rogéwka i soczewka
pochlaniaja to promieniowanie chroniac przed

nim siatkéwke. Z kolei kwanty promieniowania
podczerwonego o dlugodci fali wiekszej niz 760 nm
maja zbyt mala energie, aby pobudzié receptory.

Prawde méwiac lepiej, zeby oko nie bylo czule na
podczerwiefi. Powdd jest bardzo prosty. Kazdy
przedmiot nie tylko pochlania, ale i emituje $wiatlo.
Cialo nasze, w tym i oko, emituje $wiatlo, ktérego
maksimum przypada na fale o dlugoéci 9000 nm.
Aby uproécié analize, potraktujmy nasze oko jako
cialo doskonale czarne ogrzane do temperatury

310 K (37° C). Wedhig prawa Stefana-Boltzmanna
natezenie promieniowania E jest proporcjonalne

do T* i wynosi 510 W/m?. Stad strumien $wiatla
emitowany przez wewnetrzna warstwe oka, ktérej
powierzchnia wynosi okolo 17 cm?, jest réwny

® = ES = 0,867 W. Dla poréwnania, caltkowita
moc $wiecy w zakresie widzialnym jest rzedu 1 W.
W odleglosci 1 m od $wiecy strumieni §wiatla
wpadajacy do oka przez Zrenice o promieniu 1 mm
wynosi ® =1 W - (107° m/1 m)? = 10~ W. Jest
wiec milion razy slabszy od strumienia emitowanego
przez oko. Oko samo by sie oélepilo!

Na podstawie: Wikientij Bulat Zjawiska optyczne w prayrodzie.

Malq Delte opracowal Jan KALINOWSKI
g

Owady maja oczy pojedyncze lub zlogone, przy czym niektdre
(np. czeéé motyli, pluskwiaki, karaluchy, pewne muchy) maja
ocgy i takie, i takie. Oko zloZone sklada sie z réznej liczby
pojedynczych oczek (od 13 u much krwiogerczych do 12 746

u wazek). Natomiast kaide z pojedynczych oczek ma dokladnie
7 komérek siatkdwki (receptordw éwiatla).

Zlozone oczy owaddéw sg dwoch rodzajéw: apozycyjne

i superpozycyjne. Te pierwsze skiadajg sie & wielkiej liceby
specjalnych komérek, ewanych fasetkami (ommatidia), ulozonych
stogkowo na powierzchni kulistej. Komdrki wezrokowe znajduja
sie w glebi fasetek i dlatego odbierajg swiatlo wtedy, gdy

pada wzdluz osi optycznej lub pod niewielkim do niej katem.
Odleglodé od érédla dwiatla owady okreslaja na podstawie liczby
fasetek, ktére odbierajg Swiatlo. Uklad fasetek pozwala owadom
dosy¢ dokladnie ocenié predkoéé poruszania sie przedmiotdw.
Oko zlozone owaddw postuzylo za wzér do budowy prostego
przyrzadu do szybkiego oceniania predkodeci samolotdw.

W oczach superpozycyjnych blony oddzielajace poszczegdlne
oczka sg przezroczyste, co daje lepsze wykorzystanie swiatla,

ale psuje ostroéé widzenia. :

Bodziec energetyczny, powstajacy w preciku, gdy padnie na
niego §wiatlo, to energia wyzwalajaca sie w reakcji (podobnej
do fotosyntezy), w ktdrej rodopsyna (purpura werokowa)
przeksztalca sie na retinen i biatko zwane opsyng. Nerw
wzrokowy przekazuje ten bodziec do mézgu. W czopkach proces
ten przebiega podobnie, tylko substancja przeksztalcana jest
inna — jodopsyna.

e
| | |

A ESTREP B
| ‘c " T N
HZC\C,'C—CH;;H Bl ol
H2 CH3

Struktura retinenu.

Poszczegdlna komdrka siatkéwki produkuje bodziec
energetyczny juz po padnigciu na nig jednego fotonu. Jednak
nerw wzrokowy przekazuje bodziec dalej dopiero wtedy, gdy
otrzyma jednoczesnie sygnal od czterech (a czasem dopiero od
dziesieciu) sasiadujacych komdrek.

Widzenie barw opiera sie na obecnodei w czopkach barwnikdw
pochlaniajacych éwiatlo o pewnych dlugosciach fali. Czopek
reaguje zatem tylko na swiatlo barwy réznej od obecnych w
nim pigmentdw. Ciekawe, Ze nognikami pigmentdw sg obecne
w czopkach kropelki tluszczu.

Najbardziej rozpowszechnionym pogladem na widzenie barwne
jest teoria, w mysl ktérej istniejg tylko trzy rodzaje czopkdw,
odpowiadajsce trzem podstawowym kolorom — jak w kolorowe;j
telewizji.

Nie wszystkie oczy majg zdolnosé akomodacji, regulowania
ostrodci widzenia. U ssakéw ostrodé reguluje cialko rzeskowe
zmieniajace ksztalt soczewki. U glowonogdw regulacja
ostrodci przebiega jak w aparacie fotograficenym - przez
zgmiane odleglosci soczewki i siatkéwki (oko staje si¢ glebsze
lub plytsze). Ptaki na ogdl dysponujg obiema metodami
akomodacji.



FIZ¥YCZNE NOWINRKI

Redagujs dr hab. Andrzsj HENNEL

NOWY RODZA ] PAMIECI W
NOWYM KOMPUTERZE

Steve Jobs — wspdlzalozyciel znanej firmy
komputerowej Apple i wspdltwérca
popularnego mikrokomputera Macintosh jest
obecnie wlascicielem kolejnej firmy
komputerowej NeXT. W pazdzierniku 1988r.
Jobs zaprezentowal w USA pierwszy
mikrokomputer opracowany przez NeXT.
Jest on oparty na nowym, 32 bitowym
mikroprocesorze Motoroli 68030 (25 MHz) z
koprocesorem 68882 i zawiera w wersji
standardowej pamig¢ 8 Mb (megabajtow).
Do tego wszystkiego dolaczony jest
-programowalny cyfrowy przetwornik
sygnalu — Motorola DSP56001 (20 MHz).
Natomniast dla fizyka najciekawsza rzecza w
komputerze NeXT jest nowy rodzaj
rmagnetooptycznego zapisu danych po raz
plerwszy pojawiajacy si¢ w sprzedazy.
Dotychczas dostgpne byly dwa rodzaje
optycenych dyskéw. Dyski, z ktérych mozna
tylko odczytywac¢ dane (CD ROM), oraz
dyski, na ktérych mozna dane raz zapisac i
wielokrotnie odczytywa¢ (WORM). Na
termomagnetooptycznym dysku
zainstalowanym w komputerze: NeXT
mozliwy jest zaréwno zapis, jak i usuwanie
wprowadzonych danych. Dyski pokryte s3
cienka warstwa aluminium oraz warstwg -
optycznie aktywrego materialu
magnetycznego. Moze to by¢ bizmutek
rmanganu MnBi, zwiazki europu EuS i EuSe
lub bardziej skomplikowane granaty
magnetyczne zbudowane z samaru, itru,
galu, zelaza i tlenu. Bardzo krotki, silny
impuls $wiatla lasera padajacy na niewielki
obszar magnetyka (¢rednica wigzki moze
wynosi¢ kilka mikrometréw) podgrzewa go
powyzej tzw. temperatury Curie niszczac
istniejacy zapis magnetyczny. W trakcie
stygniecia wlaczone jest pole magnetyczne,
skierowane prostopadle do powierzchni
dysku. W podgrzanych punktach powstaje
trwale, lokalne namagnesowanie
odpowiadajace zapisaniu informacji 0.
Nastepnie kierunek pola magnetycznego
zostaje odwrécony na przeciwny i laser
poriownie podgrzewa wyrdéznione punkty
zapisujac w tych punktach informacje 1.
Takich elementarnych komérek pamieci na
5% calowym dysku mozna obecnie umniescic
okolo kilku miliardéw. Calkowita pojemnosc
dysku firmy NeXT wynosi wiec 256 Mb plus
dodatkowe 30% przeznaczone na zapisy
kontrolne. Odczytywanie dysku wykonywane
Jest przez slaba spolaryzowana wiazke tego
samego lasera. Wskutek tzw. zjawiska
Faradaya plaszczyzna polaryzacji wiazki
przechodzacej przez magnetyk i odbitej od
alumninium ulega skreceniu zaleznie od
lokalnego namagnesowania. Zapis 0 fub 1
odpowiada przeciwnym kierunkom skrecenia
plaszczyzny polaryzacji. Odbite swiatlo
analizuje uklad zbudowany z polaryzatora i
detektora. Nalezy sadzic, 2ze ten nowy
rodzaj zapisu termomagnetooptycznego
zastapi wkrétce szeroko obecnie stosowany,
ale bardziej wrazliwy, zapis magnetyczny.

Jeszcze jedna wiasnosé trajkatow

rownob UCZP““CE’E

Mgr Stawomir CYNK

Uczniom szkél drednich, przygotowujacym sie do egzaminu dojrzalodci, znane jest
zadanie:

Wyznaczyé wszystkie tréjkaty, w ktérych katy tworzg ciag arytmetyczny, a boki ciag
geometryczny.

Rozwiazanie nie jest trudne. Co sir—; jednak stanie, gdy ktod ,przypadkowo” przestawi
w tredci zadania dwa slowa i sformuluje inny problem:

Wyznaczyé wszystkie tréjkaty, w ktérych katy tworza ciag geometryczny, a boki ciag
arytmetyczny.

Otrzymane w ten sposéb zadanie jest trudniejsze od oryginalnego i na mature raczej
sie nie nadaje. Aby je rozwiazaé, zajmijmy sie zupelie innym problemem.

Kaidy, kto choé raz widzial sinusoide, wie, ze funkcja ,sinus® jest w przedziale (0, )
wklesta (lub, jak niektérzy méwia, ,wypukla do géry”). Oznacza to, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych z,y € (0, 7) zachodzi nieréwnosé
o TRy sinz +siny
sin ( 3 ) = 3 ;
Okazuje sie, ze prawdziwa jest podobna zaleznoéé dla éredniej geometrycznej.
Sformutujemy ja w postaci analogicznej nieréwnoéci, prawdziwej dla dowolnych

liczb z,y € (0, 7)
sin /zy > \/sinzsiny.

Zanim jednak udowodnimy te nieréwnoéé, wykazemy, ze dla dowolnej liczby
rzeczywistej a € (0;1) funkcja

sint
t -
) sin o
jest w przedziale (0, ) funkcja malejaca. Réiniczkujac funkcje g uzyskujemy
g = sinoat - cost — asint-cosaf
(sin at)?

Il

1—a)sint-cosat — (sint- cosat — sin at -cost]).g

_sin(1 “a)t) ,

1
(sin a)? ((

) sin ¢
SW( ]‘( r

1— a)t > 0, a funkcja smt jest malejaca w przedziale (0, 7), wiec

1-a)t
. g 1
Poniewaz m(
pochodna funkeji g jest w przedziale (0, 7) medoda.tma, czyli funkcja g jest w tym

przedziale malejaca.

Mozemy teraz przejéé do dowodu naszej nieréwnosci.

Niech z,y € (0, 7). Bez straty ogélnodci mozemy zaloiyé, ie z < y. Liczba a = \/§ :

nalezy do przedziatu (0,1), wiec funkcja g(t) = :mlc:t
Poniewaz ,/zy < y, wiec g(,/zy) = g(y), czyli
sin /7y > siny
sinz sin | /zy

Z ostatniej zaleinoéci, po prostych przeksztalcenlach, otrzymujemy zZadana nieréwnosé.

jest w przedziale (0, 7) malejaca.

A teraz wréémy do podanego na poczatku zadania.

Niech A, B, C beda katami, a a, b, ¢ bokami tréjkata o zadanych wlasnosciach,
wypisanymi w kolejnodci od najwiekszego do najmniejszego. Wtedy 2b = a + ¢,
a b ¢
ginA ~ sinB ~ sinC’
Korzystajac z wypisanych powyiej faktéw otrzymujemy
sin A +sinC = 2sin B = 2sin(r — B) = 2sin(A + C).

=/ A-C oraz, na podstawie twierdzenia sinuséw,
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Réwnoéé te mozemy, stosujac znane wzory, przeksztalcié w nastepujacy sposéb

2sinA+C cosA_C :2-2sinA+c cosA+C,

2 2 2 2

czyli
cosA_C:2cosA+C.
2 2
Zatem
sin§=sin(!——A+0) =cosA+C =
2 2 2
:cosA_C~cosA+C = 2s8in — sin — .
2 2 2 2

Ale na mocy udowodniénej nieréwnosci wiemy, ze

2
AT e O . A C 2By
slnEsmEg siny/ — - — =(sm»—-) .

2.2 2
wiec
2
sin-g- <2 (sin %) -
skad mamy
singz}i, czyli BZ%.

Z drugiej strony A+ B + C = 7. Jednoczeénie A + C > 24/ AC (przy czym réwnosé
zachodzi jedynie dla A = C), a zatem
#=A+B+C>2VAC+B=3B2>m,
wiec A+ C = 2+/ AC. Otrzymujemy stad, ze
A=C=H= % 7
W ten sposéb wykazalismy, ze jedynym tréjkatem, w ktérym boki tworza ciag
arytmetyczny, a katy ciag geometryczny, jest tréjkat réwnoboczny.

i Zadania

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 541. Wykazaé, e istnieje przeksztalcenie afiniczne plaszczyzny przeprowadzajace
narysowany obok szesciokat na szedciokat foremny.
Rozwiazanie na str. 13

M 542. Udowodnié, ze dla kaidego z rzeczywistego

e <z+ e
Rozwiazanie na str. 14

M 543. Skonstruowaé tréjkat majac dany wierzcholek i dwie proste zawierajace
dwusieczne nie przechodzace przez niego.
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 268. Jednym ze sposobédw otrzymywania wysokich temperatur, niezbednych

do przeprowadzenia kontrolowanej reakcji termojadrowej, jest tzw. magnetyczna
termoizolacja. Ucieczka szybkich czastek ze strefy o wysokiej temperaturze jest
ograniczona polem magnetycznym. Ocenié wielkodé natezenia pradu w shipie
wyladowania gazowego o promieniu 3 cm niezbedna do tego, aby elektrony majace
predkodé réwna éredniej kwadratowej predkoéci ruchu termicznego, odpowiadajacego
temperaturze T = 10° K, nie byly w stanie oddali¢ si¢ od powierzchni stupa na
odlegloéé wieksza niz r = 3-107% cm.

" Rozwiazanie na str. 7

F 269. Prostoliniowy przewodnik znajduje si¢ nad nadprzewodzaca plaszczyzna,.
W przewodniku plynie staly prad. Zakladajac jednorodna gestodé przewodnika
p=2-10"2 kg/m nalezy znalesé wysokodci nad plaszczyzna, na jakiej zawiénie ten
przewodnik, jesli poplynie w nim prad I = 20 A.

Rozwiazanie na str. 3
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Obalamy prawa fizyki Doc. dr Jan GAJ

Czlowiek czesto kieruje sie¢ w Zyciu uczuciami. Fizycy nie sa wyjatkiem. Kochaja oni
swoje dzieci — teorie fizyczne — i czesto, podobnie jak wielu ludzi swym prawdziwym
dzieciom, wyrzadzaja im swa lepa miloscia krzywde.

Uczucie kaze nieraz fizykowi zapomnieé, Ze racja bytu teorii jest zgodnoéé z opisywana,
przez nie rzeczywistoscia, a nie odwrotnie. Dlatego tei warto od czasu do czasu
spojrzeé krytycznym okiem na nasze wyobrazenia o $wiecie fizycznym. Dzié obalamy

Galileo Galilei (1564 — 1642), w Polsce  prawe, ktére sformulowal nie byle kto, a mianowicie Galileo Galilei:

gwany nieraz z tajemniczych powoddw

Galileuszem - jeden z najwiekszych Izochronizm wahadia

ucronych wssystkich czaséw. Zajmowal . y . o £ . .
sie astronomia, matematyka i fizyka. Moze przypadkiem, Czytelniku, masz 17 lat? W tym wiadnie wieku Galileo Galilei
Tu nie moge si¢ oprzed pokusie obserwowal w katedrze w Pizie wahajacy sie Zyrandol i zauwazyl, Ze niezaleznie

srobienia dygresji: W nassym kraju od amplitudy wahat ich okres jest zawsze taki sam. Nawiasem méwiac — do
panuje nieznany wérdd licenych innych

o ; ; . poréwnywania okreséw wahai uiywal jako stopera ... swojego pulsu. Byl to, jak sie
nacji zwyczaj tlumaczenia nazwisk. G i . . ) . g
Cho¢ jestem sklonny zgodzi€ sie wydaje, jedyny sukces pedagogiczny jego ojca, ktéry wyslal mlodego Galileo na studia
z przyjetym na §wiecie zwyczajem medyczne do Pizy w nadziei, Ze uchroni go przed naukami dcistymi. Wkrétce jednak
tlumaczenia imion przynajmniej skapitulowal i wyrazit zgode na studia matematyczne syna, za co powinni§my mu byé
najslawniejszych ludzi, to tlumaczenie wdziecsni

nazwisk wydaje mi sie calkowitym
nieporozumieniem. Konia z rz¢dem Pozostawmy jednak teraz wiekopomne dzielo Zycia naszego bohatera wlasnemu

temu, kto skloni Francuzéw, zeby si¢  Jogowi, a zajmijmy si¢ prawem izochronizmu wahadia. Dla uproszczenia rozumowania
domydlili, de pod misnenvRartesiness oot sie wahndlem matemat li punktowa, masa m zawieszona na
kryje si¢ ich znakomity rodak René .'] J _y _e gy I LIhe efna, ycznym,’ cay LD : & i a_ a'
Descartes: nierozciagliwej nici o dlugoéci I. O prawie tym powiem krétko i zdecydowanie:

To jest nieprawda.

Gdyby$ mial watpliwodci, opieral sie na autorytecie podrecznika czy nauczyciela

- mozesz sam sprawdzié. W tym celu trzeba wykonaé¢ dwa identyczne wahadla
zawieszajac na nitkach o réwnej dlugosci dwa ciezarki. Wychylamy oba wahadla o ten
sam kat (rys. 1) i jednoczednie puszczamy. Jesli starannie odmierzyles dlugoéé nitek,
oba wahadla beda wahaé sie ze zgodnymi fazami. A teraz uwaga — obalimy prawo
izochronizmu. Jedno wahadlo wychylamy o maly kat, a drugie o mozliwie duiy - jak
na rysunku 2.

Rys. 1 Rys. 2

Juz po chwili zauwazysz, ze wahadla, ktére poczatkowo wahaly sie ze zgodnymi fazami,
rozstroja sie — wahadlo o wigkszej amplitudzie zacznie sig opézniac. W pewnym
Stwierdzenie, e prawo izochronizmu momencie zauwagysz nawet, ze fazy obu wahadel stang sie przeciwne! Skoro juz
it IR IERTL B b przekonales sie, Ze prawo izochronizmu jest niesluszne, zainteresujesz sie zapewne,

radykalnie. Gdyby$my cheieli pozbyé

sie o fiznyki wszystkich praw, ktdre Czy to Sii} da ObliCZYé?

w pewnych warunkach nie sa zgodne

z doswiadezeniem, ogromma wickszos¢  Kazdy zapytany o to student fizyki powie Ci natychmiast, Ze écisle rozwiazanie

tej nauki leglaby w gruzach. Nie réwnania ruchu wahadla matematycznego nie wyraza sie przez funkcje elementarne.

moglibyfmy stosowad praw mechaniki Bedazi H T s : % e
zie Cie straszyl calkami eliptycznymi, aby odejéé w chwale wybitnego specjalist
klasycznej ani do makrodwiata (bo przy 5 ¢ ¥ lp ycanymi, b ] 80 8pec) b f

wielkich predkosciach sa niesluszne), pozostawiajac Cie z nie rozwiazanym problemem. Jezeli nie zraz’x‘i Cie kontakt

ani do mikrogwiata (bo tam z kolei z fachowcem, sprébujesz pewnie zabraé sie do rzeczy samodzielnie. Jak? — skoro
obowigzuje mechanika kwantowa). écidle sie nie da, trzeba uciec sie do metody przybliZonej. Alei to na nic — powiesz
Méwiac wicc powainicj, nie nalezy — w przyblizeniu ruch wahadla jest ruchem harmonicznym, a ten 2z kolei jest
potepiaé w czambul praw, ktérym dots h - % d ¥ Iat It ol g Tos d
SN Ak S o naprawdg izochroniczny — okres drgafi oscylatora harmonicznego nie zalezy od

s dofwiadcs nicn ale traeba sdnwae amplitudy. To prawda, ale nie upadajmy na duchu. Trzeba znaleié lepsze przyblizenie.
sobie sprawg z ich ograniczer. Najprostsze, jakie moge Ci zaproponowaé, jest nastepujace: dzielisz ruch wahadla na .
pewnay, liczbe — powiedzmy n — etapéw (rys. 3) od maksymalnego wychylenia zo do

zera (2, = 0). Jest to tylko 1/4 okresu, ale pozostale éwiartki sa takie same, wiec

X nie ma potrzeby sie nimi zajmowaé. Oczywidcie, droga jest dla kaidego etapu taka

sama i wynosi 1/n amplitudy z,. Czas przebycia kaidego etapu znajdziemy dzielac
droge przez predkoéé érednia, ktéra oblicaymy (uwaga — tu robimy przyblizenie!) jako

% érednia arytmetyczna predkosci na poczatku i na koricu etapu. Potrzebne predkosci
= S w punktach zo, 21, ..., . znajdziemy, oczywiscie, z zasady zachowania energii. Teraz
S Eaeear] pozostaje nam tylko dodaé czasy przebycia wszystkich etapéw, calodé pomnozyé
Rys. 3 R przez 4 (bo znaleiliémy éwiartke okresu) i juz mamy okres wahari.
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Rozwiazanie gadania M 541.

\«."’"—.—.

Wystarcay zauwaiyé, ie nasz

szedfciokat jest rzutem prostokatnym
szedciokata foremnego, ktéry z kolei
jest przekrojem szedecianu.

A jak to bedzie wygladaé w praktyce?
zapytasz teraz. Sprébujmy wyliczyé to dla kiéregod, powiedzmy, i—tego etapu:

poczatek etapu koniec etapu

wychylenie

(dhugoéé huku) T} ¢
:Li]geleme oi—1 = Ti—1/l a; = zifl
energia B = Ep: =
potencjalna * = —mglcos a1 = —mglcos a;
energia Epi-y=E - Epi-1 = Ey=E—-E)=

kinetyczna ** = mgl(cos a; — cos ag)

vi = \/2Ex;/m =

= /2gl(cos a; — cos o)

= mgl(cos ai—1 — cos ap)

vie1 = \/2Egi—1/m =

= \/2g!(cos Qi—1 — CO8 arp)

predkodé

predkoéé drednia

i—tego etapu vei = (vi-1 +9)/3

droga Az =zi —z; = Zo[n

czas dla

i—tego etapu Aty = Az /vy

*Zero energii potencjalnej wybralem w punkcie zawieszenia wahadla.
**Energia calkowita réwna sie energii potencjalnej przy maksymalnym wychyleniu.

10 REM **** program '"'galileo" oblicza okres wahan *#***

20 INPUT
30 INPUT
40 INPUT
50 INPUT
60 T=0
70 FOR I=1 TO N

80 X1=X0-XO0/N*(I-1)
90 X2=X1-X0/N

100
110
120
130
140
150
160
170

VS=(V1+V2) /2
T=T+(X1-X2) /VS
NEXT 1

T=T*4

PRINT T

GOTO 50

Okres (s)

!

"dlugosc" ;L
"amplituda";X0
“liczba etapow":N

"przyspieszenie ziemskie" ;G

V1=SQR(2*G*L* (COS(X1/L)-CO5(X0/L)))
V2=50R(2*G*L* (COS(X2/L)-COS(X0/L) 1)

L‘GJ[
| °
38§
38+
37+
36+

e

{
L]
TheR
1525

Okres (s)
20
19
1.8
17

16

10 20 50 100

—

200 5001000
Liczba etapow

15

:REM inicjuje liczenie czasu

:REM wychylenie poczatkowe etapu
:REM wychylenie koncowe etapu
:REM predkosc poczatkowa

:REM predkosc koncowa

:REM predkosc srednia

:REM dodaje czas przebycia etapu

:REM bo sa cztery cwiartki

Jezeli jested cierpliwy, mozesz teraz poslugujac sie
powyisza tabelka wykonaé stosowne obliczenia, na
przyklad dzielac amplitude najpierw na 2, potem 5

i 10 etapéw i sprawdzié, czy otrzymany wynik w miare
powigkszania liczby etapéw ustala sie. Gdyby$ nie grzeszyl
cierpliwodcia, a mial dostep do komputera, proponuje Ci
program w BASICU, ktéry wykona czarna robote.

Kiedy juz upewnisz sie, Ze dzielisz ruch na dostatecznie
wiele etapéw, aby osiagnaé Zadana dokladnosé,

motesz zmieniaé amplitude i zobaczyé, jak wplywa ona na okres wahaii. Wyniki swoich
obliczefi przedstawiam na wykresach.

Widaé, ze przy amplitudzie katowej ap = /2 okres wahaii wydluza si¢ o 18%

w poréwnaniu z okresem dla malych amplitud, a wiec calkiem znaczaco. Jeszcze
wigksze zmiany okresu mozna osiagnaé dla amplitud wiekszych od 7/2, ale wtedy
cigzarek wahadla musialby byé zamocowany na lekkim precie, a nie na nitce. Jak
widzisz, Czytelniku, zbieznoéé proponowanej metody nie jest zbyt szybka i gdybyé
chcial poznaé wartosé okresu dla amplitudy réznej od uzytych w powyzszych
rachunkach, osiagniecie sensownej dokladnosci bez komputera wymagaloby sporej
cierpliwodci. Mojesz jednak poprawié metode obliczefi, jeeli sprytnie przeprowadzisz
uérednianie. Jak skuteczne moze by¢ takie ulepszenie, widaé na rysunkach (linie
kolorowe). Nie zdradze Ci sposobu uéredniania, jakiego uzylem, aby poprawié
zbieznos¢ procedury, ale zwréce Twa uwage na pewna wade sredniej predkodci
réwnej (vi + v2)/2. Ten sposéb usredniania jest écisly dla ruchu jednostajnie
zmiennego. Rysunki przedstawiajg zaleznoéé predkosdci od czasu w ruchu ze stalym (a)
oraz rosnacym (b) przyspieszeniem. :

v v

Al Vi

Vo

b

Widaé z nich, Ze gdy w ruchu jednostajnie zmiennym Zadna z predkosci nie jest
uprzywilejowana, to pray rosnacym przyspieszeniu predkoéé w czasie ruchu jest bliska
predkosci poczatkowej znacznie dluzej niz predkosci koficowej. Nalezaloby wigc pray
uérednianiu przywiazaé wieksza wage do tej predkosdci, przy ktérej przyspieszenie

jest mniejsze. Jak to zrobi¢? Zaproponuj, Czytelniku, metode i opisz ja w lidcie do
Redakcji. Moze uda Ci sie uzyskaé szybsza zbieznoéé niz przedstawiona powyzej.
Najciekawsze propozycje wydrukujemy.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:

31 WIT

L1989

1-44

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazafi
zadatfi 177 (WT=1,47) i 178 (WT=3,18)
%z numeru 10/1988
Grezegorz Hakrzewski - Trzclanka

Rafal Latala
Zbigniew Surduka

47,86 pkt
- Warszawa 43,99 pkt
~ Czechowice 43,71 pkt

Edward Orzechowski - Warszawa 43,68 pkt
Adam Przeddziecki - Warszawa 43,85 pkt
Kazimierz Serbin = Sanok 41,76 pkt
Piotr Kumor - Olsztyn 41,16 pkt

Pan Zakrzewski koticzy drugie
okragenic,

Roswiazanie zadania M 542.
Przeksstalcimy nieréwnofé do postaci
= L

(*) 15 xe ot

Pochodna prawej strony wynosi

\ s 2 _ 4
(1 —=x)e™ + (22 — 1)e* ~%;
jest réwna zeru, gdy
i 3\ =3 2ol
(#=+) B .

2r -1
Wykazemy, Ze jedynym rozwiazaniem
tego réwnania jest z = 0.

Dla z < 0 mamy

2
(ol

dla z > 1/2 mamy

-] . L
ERS S e

Funkcja ™ jest wypukla, a zatem

w przedziale (0,1/2) jej wartodci sa

ze nif wartodei funkeji liniowej
preyimujacej w punktach 0 i 1/2 te
same wartodei co ™. Wystarczy teraz

rauwazyf, ze

/ 1
S Ve
=5

(¥/2)2 __ _1/4

by stwierdzié, se na przedziale (0, 1/2]
marmy
o ARl |
e -
2z 1
Jedynym rozwiasaniem (++) jest

wigc z = 0. Jedynym punktem, w
ktérym prawa strona (#) moze mied
ekstremum, jest # = 0. Poniewas

g - = B
lim (ze™® +e* 7%) = oo,
f—>taoo
musi to byé minimum. Dowdd zostal

zakoricrony.
Uwaga, Ciekawe, jaka jest najmniejsza
stala a, dla ktb6rej

: ;2
e’ < z 4 "F zeR.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki 1 Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moie nadsylaé rozwiazania zadail z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylad rozwiazania
czterech, traech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robié

co miesiac lub z dowolnymi prazerwami. Rozwiazania sadai z matematykii z fizyki naleiy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspélezynnik trudnosdci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rorwiazania tego zadania, a N — liczbe 086b, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) ~ i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1989.

Zadania z matematyki nr 191, 192
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA
191. Wyznaczyé liczbe permutacji (z1,...,%s0) zbioru {1,...,30} spelniajacych
warunki:
Zi—z<z; dla 3<i<30, zs<z dla 4<i<30.
192. Dowieé(, ze dla kaidej tréjki liczb dodatnich a, b, ¢ jest spelniona nieréwnosé
' a® [ o a+b+ec
> >
a’+ab+bz+b3+bc+c3+c3+m+a2_ 3
Zadanie 192 zaproponowal pan Werner Mnich z Opola.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 1/1989

Przypominamy treéé zadan:

188, Crzy istnieje szedciokat wypukly, ktérego pole 5 oraz érednica d spelniaja, zaleinods
39> 2d% ¥

184. Dane z; > 0 (i = 1,...,44); Z:r:‘ = E.‘T,? = 44. Dowiedé, ie ;'_:;r:[“ > 44.

183. Szedciokaty takie istnieja. Oto dwa prayklady:

1) Szesciokat o wierzchotkach A = (20,0), B = (0, 25), C = (—27,17), D = (—30,0),
E = (-27,-17), F = (0, —25). Srednica d = 50; pole S = 1685.

2) Do boku CE pigciokata foremnego ABCEF o przekatnej dlugodci d doklejamy
tréjkat réwnoramienny CDE (|CD| = |DE|) taki, ie |AD| = d. Powstaje szeéciokat
o polu réwnym w przyblizeniu 0, 672 - d2.

Dla obu tych szeéciokatéw spelniona jest nieréwnoéé 35 > 242.

Uwaga. Te przykiady ilustruja nastepujaca ogblniejsza konstrukcje: niech A = (a,0),
B=(0,3d), D= (a—4d,0), F = (0,~1d), gdsie (1 - 1/3) d < a < £1/3d (po to, by
diugodci bokéw czworokata ABDF nie przekraczaly d); umieszczamy punkty C i E
odpowiednio w II i IIT éwiartce ukladu wspélrzednych ,tak daleko, jak sie da®, by
drednica szedciokata ABCDEF nie praekroczyla d (t]. tak, ieby |AC| = |AE| =

= |BE| = |CF| = d). Moina obliczy¢, ie wéwczas C = (z,y), E = (z,—y), gdsie

z = 3(2a — Ad), y = }(2)a — d), A = /(1542 — 4a?)/(d? + 4a2), oraz ie

85 = (d® + 4da — 4a®) + 2d(2a — d). Stosunek S/d* przekracza 2/3 dla a z przedsziatu
(ad; Bd), gdzie @ = 0,335..., 8 = 0,477 ... i osiaga maksimum 0,67498... dla a = ~d,
7 = 0,402 ... (wartodci przyblizone). :

W szczegblnoécel, preyjmujac d = 50, @ = 20 (czyli a/d = 0, 4) otrzymujemy
z=—26,98...,y =17,09..., co po nieznacznym zaokragleniu daje pierwszy

z podanych wyiej przykladéw. Przyklad drugi odpowiada wzieciu wartosci

a/d=1v/5-25=0,363....

Nie wiemy, czy wzmiankowane wyzej maksimum w obrebie klasy szesciokatéw
otrzymanych w wyniku opisanej konstrukcji stanowi globalne maksimum wartodci §/d?
w klasie wszystkich szedciokatéw wypuklych.

184. Korzystamy 2 nieréwnoéci Bernoulliego ((1 + t)¥ > 1+ kt dla t > —1,
k=1,2,3,...):

Zzi“ =) ai(t+@-1)°2 Zz.‘(l.+ 43(z; — 1)) =
=) 2:(43z; — 42) =43) z?-42) zi=44.
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adania z fizyki nr 89, 80
Redaguje dr Andrzejf NADOLNY

89. Prostopadlodcienns szafke o wysokodci b = 0,5 m i glebokosci d = 0,4 m
pragniemy zawiesi¢ na dwéch hakach umieszczonych w écianie. Proste, diugie haki
stalowe sa luZno osadzone w poziomych otworach wywierconych w betonowej cianie.
Szafke wieszamy za pomoca zaczepéw zamocowanych w jej gérnych narozach, a

dla ustalenia punktéw styku ,,plecéw” szafki ze éciana stosujemy cienkie podkladki
(rys. 1), ktére mogsa, mie¢ wspélezynnik tarcia fi od wartoéci zaniedbywalnie malej
do 0,75. Jaka wartoéé wspdlczynnika tarcia nalezy dobraé i w ktérym miejscu
przytwierdzi¢ podkiadki, aby zminimalizowaé niebezpieczefistwo wyciagniecia hakéw
ze §ciany przez szafke? Przyjmujemy, ze srodek ciezkoéci szafki pokrywa sie z jej
srodkiem geometrycznym, a wspdlczynnik tarcia stali o beton wynosi f2 = 0,5.

Czy zastosowanie dodatkowych hakéw podpierajacych dolna, przyscienna kraweds
szafki mogloby poprawié sytuacje?

90. Czy moina tak dobraé wilgotnoéé otoczenia (powietrza) i érednice kropel wody,
aby krople te calkowicie zamienialy sie w pare nie pobierajac ciepla z otoczenia?
Croléwka ligi zadaniowej Napiecie powierzchniowe wody w temperaturze 300 K wynosi ¢ = 7,2-1072 J/m?,
Klub 44 F cieplo parowania wody — r = 2,4 - 10° J/kg.
po uwzglednieniu ocen rozwiazaf

zadad 75 (WT=1,46) i 76 (WT=2,97) Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/1989
z numeru 10/1988 :
Prgypominamy tresé zadan:

Adam Sikorski = Lublin 41,39 pkt 8 Majac n - | nieco rozcieficzony: i drurie z wod tvlowana.
Buiia ahastat st bt 39'73 pkt 1. nacry ]i z kW 18eIm ":ld 1 OWYIn ni (’_C FroZClencronym i1 rugi ./ W Y WAl a,
Pawel Perkowski - Szczecin 37,74 pkt wér kws znanym ste - rzad
Wiestaw Kacprzak - Krakéw 26,17 pkt top 1. Ponadto mamy jeazcze waska,
Piotr Koczyfiskl ~ Warszawa 34,59 pkt & iagzona u dolu, ktéra w o}-u cieczach plywa w pozycji pionowej
Dilerizslaw Lipuiacki= buhila 30,13 pkt W jaki sposéb moiemy wyznaczy¢ steienie sporzadzonego roztworn?
Aleksander Surma - Myszkéw 29,71 pkt 5 K
Jersy Lipkowski - Blblag 24,86 pkt 82. Réwnolegla wiq/k a §wiatla pada na cals, plaska powierschnie szklanego pélwalca pod
Tomasz Wietecha - Tarnéw 232,34 pkt : %, w plaszczyinie prostopadlej ai. % jakiej czedeci boczne) powierzchni
a wychodzi §wiatlc efli wspdlezy i lamania §wiatla dla szkla - wynosi n 7

81. Stezenie kwasu siarkowego w rostworze okreélamy analogicznie Jak dla ciezarka zawieszonego na sprezynie,
na podstawie jego gestodci. Jedli p,, oznacza gestodé otrzymujac wzér
wody, pr — gestodé czystego kwasu, natomiast s — steienie (2) T Sytm /(Sgp)
»wagowe” roztworu (mase kwasu w jednostce objetodci ;i ck
roztworu), to gestodé roztworu — przy zaloieniu, ze objetodé w tym przypadku Jedna:k L QRTACER e plywaka
roztworu jest réwna sumie objetosci wody i kwasu — wynosi P 0w1?ks'zona|, O DEWILA w1e:lk.oéc, Wy Tasa acy bez.wladnoéé
(1) R )/ samej cieczy (ktéra réwniez ulega przyspieszaniu podczas

fr ==l Px = Pe)/Ps - . drgaf plywaka). Nie znajac wssystkich wielkodci we wzorze
Do wyznaczenia gestodci wykorzystamy pionowe drgania (2) wyznaczamy gestosé roztworu na podstawie pomiaru
plywajacej w cieczy probéwki. Zmiana sily wyporu okresu drgafi plywaka w roztworze (T,) oraz w wodzie (Ty)

przy wychyleniu takiego plywaka z polozenia réwnowagi = po(Tw /T:)?

o Az wynosi AF = pgS Az, gdzie p — gestosé ciecsy, -p, el 3 o 5 .

g — przyspieszenie ziemskie, S — pole poprzecznego Ze wsoru (1) usyskujemy bespoérednia za.leznf)éé m]ecflzy_
przekroju probéwki. Okres drgaf plywaka T' obliczamy okresem drgafl plywaka w roztworze kwasu a jego steZeniem.

82. Wiazka promieni zalamanych na plaskiej powierzchni pélwalca biegnie w szkle pod
katem

= arcsin ——

\/_ 2n
wigledem normalnej do tej powierzchni (rys. 2).
Przez powierzchnie cylindryczna wyjda ze szkla promienie, dla ktérych kat padania ~
na te powierzchnie jest mniejszy od kata granicznego

. 8Sino
£ = arcsin

e |
~g = arcsin —.
. n

Z rysunku widaé, Ze skrajne wartosci kata ¢, odpoﬁria.da.ja,ce punktom granicznym
A i B, 83 okreélone przez zwiazki:

b T
P mk B oty < e Pk
Stad zna.jdujemy prsedzia.l katéw ¢, dla ktérych swiatlo wychodzi na zewnatrz
ol m : 1 e |
— arcsin — < ¢ € — + arcsin —— + arcsin —.
f 2n o reg Van n
| Oczywidcie, kat ¢ nie moze przyjmowaé wartodci wiekszych od x. Z drugiej strony

I przedzial katéw ¢ ograniczony jest od dolu wartodcia kata ., poniiej ktérego
T JEAN wystepuje obszar cienia (rys. 3)

+ arcsin

i . p. = 2arcsin

1
Rys. 3 : Vin'
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Kazdy réwnoleglobok wpisany w prostokat i majacy boki
réwnolegle do przekatnych tego prostokata ma taki sam obwdd.
Kazdy inny caworokat wpisany w prostokat ma obwdéd wigkszy.

Nowe pomiary wykonane prr.ez satelite Nimbus 7 wskazujs,

e rozmiary ,dziury ozonowej” nad biegunem potudniowym
beda chyba mniejsze nigz w okresie 1982-1987. We wrzegniu
1988 r. zanotowano jedynie 15% spadek koncentracji ozonu

w poréwnaniu z 50% spadkiem w tym samym miesiacu

w 1987 r. Ozon w gérnych warstwach atmosfery speinia bardzo
wagng role, gdyg chroni Ziemie przed zbyt intensywnym
napromieniowaniem ultrafioletowym.

W czasie kaidej zabawy co najmniej dwéch uczestnikdw ma
wiéréd jej uczestnikéw tyle samo gnajomych.

‘Wszystko wskazuje na to, ze alfa Oriona — Betelgeuse jest
cglonkiem ukladu potréjnego, na dodatek otoczonego dyskiem
pylowym. Stwierdzili to francuscy astronomowie Francois i
Claude Roddier oraz Margarita Karovska kilka lat temu. Blizszy
satelita Betelgeusy obiega ja w odleglodci rzedu § j.a., a dalszy
50 j.a. Natura tych satelitéw jest nieznana — nie moga to byé
gorace gwiazdy, gdyz byloby to wida¢ w widmie ukladu, a jezeli
sg to chlodne gwiazdy (jak sama Betelgeuse), to odréznienie ich
widm moze by¢ skrajnie trudne. Odkrycie potréjnego ukiadu
Betelgeusy dokonane zostalo dzieki teleskopowym obserwacjom
nagiemnym.

Naukowcom radzieckim udalo sie wytworzyé substancje
plastyczna bedacy ferromagnetykiem. Co ciekawsze, nie zawiera
ona atoméw metali. Wytworzona substancja nalegy do grupy
polidiacetylendw i sklada sie z dlugich laricuchéw atomdw wegla
z naprzemiennymi pojedynczymi, podwéjnymi i potréjnymi
wiazaniami.

Licgba a,4; to suma szedcianéw cyfr (dziesietnych) liczby an.
Jedli wystartujemy od liczby ap podzielnej przez 3, to ciag
ustabilizuje sie na liczbie 153. Wystarczy zauwazyd, ge jedli

> 10000, to ap41 < an; jedli 3 dzieli an, to deieli tez a4
i nastepnie sprawdzi¢ powygej podane twierdzenie dla liczb ag
mniejszych od 10000. j

W ciagu ostatnich & miesiecy zanotowano okolo 300 przypadkdw
Swiruséw” komputerowych. ,Zainfekowanych” bylo ponad
48 000 komputerdw.
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Liczbg By (n-tg liczbe Bella) réznych podzialéw na niepuste
roziaczne podzbiory zbioru n-elementowego wyraga wzor

n= (1) (0).

O tym, ze kawalek magnesu mosze lewitowad nad
nadprzewodnikiem (lub nadprzew odnik nad magnesem), wie
kazdy. Mozna to czasem zobaczyd¢ w telewizji, mogna przeczytad
o tym tei np. w ksigice Feynmana Wyklady z fizyki. Mniej

znany jest za to fakt, e pierécieri wykonany # nadprzewodnika
bedzie ,wisial” w horyzontalnym polu magnetycznym. Aby

sie o tym przekonaé, powtdrz szkolny rachunek dla ramki z
drutu spadajacej w poziomo skierowanym polu magnetycznym,
a nastepnie znajdZ wynik graniczny dla oporu ramki R — 0.

11 maja 1983 roku kometa IRAS-Araki-Alcock majdowa!a sie
w odleglodci 7,5 min km od Ziemi. W tym dniu dwie grupy
badaczy odebraly radarowe echo od tej komety. Dokonano
tego za pomocg 64-metrowego radioteleskopu w Goldstone
(California) i 300-metrowego w Arecibo (Puerto Rico).

Dwa lezace na sferze okregi przecinajg sie pod katem prostym
wtedy i tylko wtedy, gdy plaszczyzna zawierajaca jeden z tych
okregéw przechodzi przer wierzcholek stozka stycznego do sfery
wezdluz drugiego okregu.

Lasery i masery emituja zwykle tak olbrzymie ilodci fotonéw, ze
w ich zachowaniu nie obserwuje si¢ dyskretnego (kwantowego)
charakteru emisji fotondw. W 1985 r. Meschede, Walther

i Miiller skonstruowali maser skladajacy sie z jednego atomu

i tak slabego pola elektromagnetycznego, Zze obecne byly
jedynie dwa - trzy fotony. Za pomocg tego mikromasera
moina zmierzyé cykliczng smiang energii na skutek absorpcji

i powtdrnej emisji fotonu we wnece masera.

Kazda liczba naturalna wigksza od 77 jest suma liczb
naturalnych, ktérych suma odwrotnosci réwna sie 1.

Blaise Pascal wynalazl urzadzenie, ktére (jak si¢ wydaje)
powinno by¢ znane ,od zawsze”. Mianowicie taczke. Bylo to
urzadzenie strategiczne, ktére znacznie wzmocnilo sile armii
Ludwika XIV. Pozwalalo ono bowiem znacznie sprawniej sypad
szanice. Jak kaidy wynalazek militarny, przynidst swojemu
twércy wynagrodzenie wielokrotnie przewyiszajace jego
scywilne” gratyfikacje.

Supernowa SN 1987A w dalszym ciagu intryguje astronoméw

i astrofizykéw. Obserwacja strumienia neutrin z wybuchu
supernowej doskonale zgadzala si¢ z hipoteza powstawania
gwiazdy neutronowej. Astronomowie oczekujg, Ze nowo
narodzone gwiazdy neutronowe powinny by¢ pulsarami. Jednak
do sierpnia 1988 r. nie zacbserwowano pulsara w SN 1987A.
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Szacowanie

Jezeli oznaczymy boki tréjkata przez a, b, ¢ i odpowiadajace im érodkowe przez k, I, m,
to rozpatrujac tréjkaty takie, jak na rysunku 1, otrzymamy szedé nieréwnoéci postaci
takiej, jak

1 2 1

—k+=l>-a,

g e ge
co po zsumowaniu daje

E- - (obwéd) < (suma érodkowych).
Rozpatrujac tréjkaty t.akle, jak na rysunku 2, otrzymujemy szesé nieréwnoéci postaci
a+ b =5

ktére po zsumowaniu daja,
(suma drodkowych) < g - (obwéd) .
Eacznie zatem mamy
(%) % - (obwéd) < (suma grodkowych) < g - (obwéd) .
Oszacowaliémy zatem sume drodkowych przez obwéd tréjkata. Czy oszacowanie (%)
moina poprawi¢? Oczywiscie, tak. Sumujac 3 nieréwnoéci (rys. 3) postaci
2

2
—k+ =1
3 +3 <a

poprawiamy wspélczynnik w dolnym oszacowaniu z : na § Wspélczynnik w gérnym
oszacowaniu tez daje si¢ poprawié. Odbijajac tréjkat kolejno wzgledem érodkéw bokow
(jak na rysunku 4) otrzymamy 3 nieréwnoéci postaci

a+b>2m,

co poprawia ten wspélezynnik z % na 1. Zatem nieréwnoéé (*) moina zastapié
mocniejsza:

% - (obwéd) < (suma érodkowych) < (obwéd).

A czy to oszacowanie mozna poprawié? ,Dolny” wspélcaynnik na pewno poprawié sie
nie da. Rozpatrujac ciag coraz to bardziej plaskich tréjkatéw réwnoramiennych o stalej
podstawie a (rys. 5) stwierdzamy, Ze suma §rodkowych moze byé dowolnie bliska trzem
czwartym obwodu. A ,gérny” wspélczynnik?

Podobne oszacowania mozna przeprowadzié¢ dla sumy przekatnych wielokata. I tam tes
mozna postawié pytanie, czy sa one najlepsze. Dla czworokata np. z czterech tréjkatéw
takich, jak na rysunku 6, otrzaymamy oszacowanie dolne, a z takich, jak na rysunku 7,
oszacowanie gérne.

Rys. 6 Rys. 7
Lacznie wiec, jako poczatek szacowania, bedziemy mieli

% - (obwéd) < (suma przekatnych czworokata) < (obwéd).
I to moiemy sprébowaé poprawié lub wykazaé, ze poprawié sie nie da.

Dla pigciokata (sumujac, odpowiednio, po pieé nieréwnosci otrzymanych z tréjkatéw
takich, jak na rysunku 8) otrzymujemy oszacowanie

(obwéd) < (suma przekatnych pieciokata) < 2 - (obwéd).
Czy mozna je poprawié?

A jak uzyskaé oszacowanie dla n-kata?
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