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.Pozytonium

Dr Stanislaw MRÓWCZYNSKI

Najprostazy atom - atom wodoru, bedacy podstawowym skladnikiem Wszech.swiata,
t~rz.a ujemnie naladowany elektron i obdarzony dodatnim ladunkiem proton.
Poznanie budowy atomu wodoru wymagalo dokonania w fizyce wielkiego przewrotu,
jakim bylo w latach dwudziestych sformulowanie mechaniki kwantowej rzadzacej
prawami mikroswiata. Mozna smialo powiedziec, ze atom wodoru jest obecnie najlepiej
poznanym obiektem kwantowym. Obszerny fragment kazdego podrecznika mechaniki
kwantowej poswiecony jest analizie jego wlasnosci, które teoria z fantastyczna wprost
dokladnoscia potrafi opisac.

Istnienie atomu wodoru uwarunkowane jest wystepowaniem elektrostatycznego
przyciagania miedzy elektronem i protonem, które, jak pamietamy, sa czastkami
o przeciwnych ladunkach elektrycznych. W zwiazku z tym mozna zadac naiwne
pytanie, czy inne pary czastek o przeciwnych ladunkach równiez tworza atomy. Pytanie
takie postawiono jeszcze w latach trzydziestych, wkrótce po odkryciu pozytonu ­
antyczastki elektronu, tzn. czastki o masie i innych wlasnosciach elektronu, lecz
o przeciwnym ladunku elektrycznym. Wtedy wlasnie zasugerowano mozliwosc
istnienia pozytonium - ukladu zwiazanego elektronu i pozytonu, który w koncu lat
czterdziestych rzeczywiscie zaobserwowano doswiadczalnie.

Czym pozytonium rózni sie od atomu wodoru? Elektron jest czastka stabilna,· wiec
i pozyton nie ulega rozpadom. Pomimo stabilnosci skladników czas zycia pozytonium
jest bardzo krótki. Dzieje sie tak dlatego, ze elektron, jak kazda czastka, moze
anihilowac ze swa antyczastka, w tym wypadku z pozytonem. Produktem anihilacji sa
fotony, czyli kwanty swiatla, albo ogólniej, kwanty pola elektromagnetycznego. Historie
zycia pozytonium mozna by opisac nastepujaco. Elektron i pozyton znalazly sie
w niewielkiej odleglosci. Dzieki elektrostatycznemu przyciaganiu zwiazuja sie i kraza
wokól srodka masy obu czastek tW9rzac atom - pozytonium. Jak uczy nas mechanika
kwantowa, wzgledne polozenie czastek nie jest scisle okreslone, wiec elektron i pozyton
moga zblizyc sie na zerowa odleglosc. Wówczas nastepuje anihilacja i pozytonium
zamienia sie w fotony. Tak wiec, w przeciwienstwie do atomu wodoru, pozytonium jest
niestabilne.

Ciekawa cecha pozytonium jest szczególna rola, jaka gra spin elektronu i pozytonu.
Spin, bedacy wewnetrznym momentem pedu czastki, dla elektronu, pozytonu,

a równiez protonu wynosi ~, gdzie n jest tzw. stala Plancka, bedaca jed~ostka
momentu pedu w mikroswiecie. Okazuje sie, ze spin ukladu dwóch czastek o spinie ~
moze wynosic O badz In, tzn. spiny czastek albo odejmuja sie i wówczas spin calosci
jest zerowy, albo dodaja sie do wartosci l1i. Nie sa mozliwe stany posrednie, co
jest rezultatem tzw. kwantyzacji momentu pedu. Tak wiec pozytonium, jak jatom
wodoru, moze wystepowac w stanie ze spinem O i wówczas mówimy o parapozytonium,
badz ze spinem In - jako ortopozytonium. Parawodór niczym prawie nie rózni sie
od ortowodoru, podczas gdy róznica miedzy parapozytonium i ortopozytonium jest
zasadnicza. Ortopozytonium rozpada sie na trzy fotony i zyje ponad tysiac razy dluzej
niz parapozytonium, które anihiluje w dwa fotony.

Dlaczego tak sie' dzieje? Problem jest dosc skomplikowany, lecz poniewaz rozumowanie
prowadzace do jego wyjasnienia jest charakterystyczne dla calej fizyki czastek
elementarnych, spróbuje je naszkicowac.

Mówimy, ze oddzialywania elektromagnetyczne sa niezmiennicze wzgledem
transformacji sprzezenia ladunkowego. Sprzezenie ladunkowe to operacja polegajaca na
zamianie czastek na antyczastki. Niezmienniczosc zas polega na tym, ze opis procesu,
np. rozpraszania elektronu na protonie, nie ulegnie zmianie, jesli wszystkie czastki
zamienimy na antyczastki. W naszym przykladzie mielibysmy wówczas rozpraszanie
pozytonu na antyprotonie. Istnieja jednak czastki badz ich uklady, zwane istotnie ­
obojetnymi, które pod wplywem transformacji sprzezenia ladunkowego przechodza
w siebie. Przykladem takiego ukladu jest wlasnie pozytonium. Zamieniajac elektron
na pozyton, a pozyton na elektron znów mamy pozytonium. Foton, który nie niesie
zadnego ladunku, jest równiez czastka istotnie obojetna, badz inaczej, foton i antyfoton
sa ta sama czastka.



Roz~iazanie zadania M 585.

Przypuscmy, ze na papierze manlY
uklad wspólrzednych z poczatkiem
VI mieJscu wbicia cyrkla i jedna
z osi równolegla do osi walca. Niech
R oznacza pronlien walca, za$' r ­

rozwartosc cyrkla. Poniewaz luk okregu
o pronlieniu R oparty na cieciwie c

ma dlugosc 2Rarcsin ~, punkty
2R

na krzywej maja wspólrzedne postaci

( R . ,Jr2 _x2 ) d' I I <x,2 . arCSln - 2R ' g Zle x_r.

Przypu~C!ny teraz, ze narysowana
krzywa jest elipsa o pólosiar h a i b.
Zatem byloby

( . r;---;) 2

2 2 :2: . V r'" - X'" 2 2
b x + a arcslU 2R = a b ,

czyli

( , r;---;) 2

2 . V r'" - x •. :!:l:3 :2:

a arcslU 2R = a b - b x .

To jest jednak niemozliwe; prawa
strona jest wielomianem drugiego
stopnia zmiennej x, a lewa nie ­
wystarczy np. zauwazyc, ze pochodna
lewej strony nie jest postaci ex.

'Rozwi,\zanie zadania M 687. Nie.
Na przyklad f(x) = x + sin 21l'X spelnia
warunek zadania., a. nie jest liniowa.

W przypadku czastek i ukladów istotnie obojetnych mozna mówic o tzw. parzystosci
ladunkowej, a niezmienniczosc wzgledem transformacji sprzezenia ladunkowego
prowadzi do zachowania parzystosci ladunkowej w oddzialywaniach
elektromagnetycznych. Parzystosc ladunkowa jest +1 badz -1, a istnienie obu
wartosci wiaze sie z faktem, ze nawet czastki istotnie obojetne zmieniaja sie w pewnym
sensie pod wplywem operacji sprzezenia ladunkowego. Na czym ta zmiana polega?
Wyobrazmy sobie, ze obserwujemy kule bezposrednio i patrzac na jej obraz w lustrze.
Jesli kula spoczywa, to oba obrazy sa zupelnie jednakowe i powiedzielibysmy, ze
parzystosc kuli przy transformacji odbicia w lustrze jest +1.' Jesli jednak kula wiruje,
to obraz w lustrze przedstawia taka sama kule, lecz wirujaca w przeciwna strone,
wiec wówczas stwierdzimy, ze parzystosc wirujacej kuli jest -1. Analogicznie jest
z pozytonium, które w stanie podstawowym ma ladunkowa parzystosc +1 dla spinu O
(parapozytonium) i -1 dla spinu l/i (ortopozytoniu)ll). Parzystosc ladunkowa fotonu
jest -1, gdyz znak pola elektromagnetycznego ulega zmianie, jesli zamienic znaki
ladunków wytwarzajacych to pole na przeciwne (jak to sie dzieje przy transformacji
sprzezenia ladunkowego). Dla ukladu n fotonów parzystosc wynosi (-lt i dochodzimy
do wniosku, ze zachowanie parzystosci ladunkowej w procesie anihilacji pozytonium
oznacza, ze parapozytonium zamienia sie w parzysta liczbe fotonów, ortopozytonium
zas w nieparzysta. Nalezy zaznaczyc, ze pozytonium nie moze rozpasc sie na jeden
foton, gdyz to gwalciloby zasade zachowania energii i pedu. Najlatwiej to zrozumiec
rozpatrujac pozytonium znajdujace sie w spoczynku. Aby spelnic zasade zachowania
energii, energia fotonu powinna byc równa energii pozytonium. Lecz foton o niezerowej
energii niesie niezerowy ped, podczas gdy ped spoczywajacego pozytonium jest zerowy.

Oddzialywania elektromagnetyczne sa stosunkowo slabe, co w szczególnosci oznacza,
ze intensywnosc procesu emisji n fotonów jest zwykle duzo wieksza. od intensywnosci
emisji m fotonów, jesli m > n. Tak wiec parapozytonium anihiluje w dwa fotony i zyje
duzo krócej niz ortopozytonium, które rozpada sie na trzy fotony.

Kiedy pozytonium powstaje i jak je zarejestrowac?, Warunkiem koniecznym, choc
niedostatecznym, jego uformowania jest zblizenie sie skladników - elektronu i pozytonu
- na odleglosc rzedu promienia pozytonium, który równy jest lO-s cm, przy wzglednej
predkosci rzedu wzglednej predkosci elektronu i pozytonu w pozytonium.

Okazuje sie, ze wytworzenie takiej sytuacji nie jest trudne, nalezy miec jednak
zródlo pozytonów. Pozytony sa obficie produkowane w procesach oddzialywania
wysokoenergetycznych czastek - fotonów, elektronów, pionów, protonów itd. -
z jadrami atomowymi. Innym mozliwym zródlem sa pewne radioaktywne jadra
atomowe, które podlegaja samoistnej przemianie zwanej rozpadem /3+, w rezultacie
którego (dodatni) la.dunek jadra ulega zmniejszeniu o jeden i nastepuje emisja
pozytonu. Wyprodukowany pozyton trafia w materie, która, jak pamietamy, tworza
atomy zbudowane z jader i elektronów, a znalazlszy odpowiedniego partnera tworzy
pozytonium. Jesli poczatkowa energia pozytonu, a wiec i jego predkosc, jest duzo
wieksza od energii elektronów w materii, to pozyton 'przed uchwyceniem elektronu
musi wytracic ów nadmiar energii. Spowalnianie pozytonu odbywa sie przez sam fakt
podrózowania przez materie, gdyz pozyton na swej drodze emituje promieniowanie
elektromagnetyczne i jonizuje atomy. Zywot pozytonium konczy sie rozpadem na dwa
lub trzy fotony, które sa wlasnie rejestrowane.

Pozytonium nie jest jedynym egzotycznym atomem. Doswiadczalnie potwierdzono
istnienie calego ich szeregu. Dobrze poznano wlasnosci stanu zwiazanego mionu
i protonu, pionu i protonu oraz wielu innych. Z duza doza pewnosci mozna powiedziec,
ze kazde dwie czastki elementarne o przeciwnych la.dunkach elektrycznych, zyjace
dosta.tecznie dlugo, moga tworzyc atom, z tym ze wykrycie takiego atomu moze
przedstawiac powazne trudnosci doswiadczalne.

Kazda czastka elementarna nalezaca do grupy mezonów zbudowana jest z kwa.rku
i antykwarku, wiec i tutaj mozna mówic o specyficznych ukladach atomowych.
W tym przypadku za wiazanie kwarków odpowiedzialne sa silne sily jadrowe, nie
zas elektromagnetyczne. Jesli jednak za rozpad mezonu czy tei, ogólniej, atomu
egzotycznego, zbudowanego z czastek elementarnych, odpowiedzialne sa oddzialywania
elektromagnetyczne, to przedstawione w tym artykule rozumowanie wykorzystujace
zasade zachowania parzystosci ladunkowej moze byc równiez zastosowane do badania
wlasnosci tych atomów.
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Rozwiazanie zadania F 264.
WybierznlY rozmiary materaca:
dlugosc l "" 2 m, szerokosc
h "" 0,5 m, grubosc d"" O, l m.
Praca W sily zginajacej na drodze
s = f .t w czasie zginania materaca
jest r6wna w przyblizeniu pLl V,
gdzie p jest cisnieniem w materacu
(przyjmujemy p"" W' Pa). Natomiast
LlV jest zmiana. obj~tosci wynikajaca ze
zmia.ny ksztaltu w obszarze zgiecia
(LlV "" d'h). Wynika stad, ze:

W = F. 1r !.. ~ pd'h2 2
co daje

Losowanie ze wspom.aganiem

Prof. dr Boleslaw KOPOCINSKI

,Podczas jednej z organizowanych w Polsce konferencji z teorii prawdopodobienstwa pojawilo
sie interesujace praktycznie zadanie wylosowania sposród uczestników konferencji ekipy
na wycieczke w ten wszakze sposób, zeby pewien Dostojny Gosc znalazl sie w ekipie na pewno.
Wspomaganie bogini losu Tyche w czasie pracy budzi ZaWsze szczególne emocje. Tak bylo
i w tym przypadku, bowiem czesc osób godzila sie uprzejmie przyznac miejsce Dostojnemu,
reszta zas opowiadala sie przeciwko uszczupleniu swoich szans.

Zadanie polegalo na zaproponowaniu procedury losowania, która zadowolilaby wszystkich.
Dodac nalezy, ze liczba miejsc w ekipie byla wieksza od liczby osób zadajacych pelni swoich
szans. Jak powiedzielismy, Dostojny mial wejsc do ekipy z prawdopodobienstwem jeden.
Pozostaje pytanie, jakie jest prawdopodobienstwo wejscia do ekipy dla pozostalych osób.

Przyjmijmy, ze w zadaniu uczestniczy n = k + 1+ 1 osób: k czarnych, zadajacych pelni swoich
szans, l bialych, sprzyjaj acych Dostojnemu i on sam. Do ekipy wchodzi m osób, z warunków
zadania wynika, ze m > k.

Naturalna wydaje sie nastepujaca procedura. Bierzemy urne, w której jest n losów: m pelnych
i n - m pustych, z której kazdy ciagnie swój los. Jesli Dostojny wyciagnie los pelny, to
postepowanie konczy sie; w przeciwnym razie biali, dysponujacy pelnymi losami, losuja sposród
siebie jednego, który ustapi miejsca Dostojnemu.

W rezultacie kazdy czarny ma prawdopodobienstwo mln wejscia do ekipy, dokladnie tyle,
ile moze zadac. Dostojny otrzyma los pelny, bowiem m > k. Nieznane prawdopodobienstwo
znalezienia sie bialego w ekipie oznaczymy przez p. Aby wyznaczyc p, ponumerujemy
wszystkich liczbami od 1 do n biorac najpierw czarnych, potem bialych i na koncu Dostojnego.

Zdefiniujmy zmienne losowe Xi, i = 1,2, ... , n, przyjmujac Xi = 1, jesli i-ta osoba wchodzi do
ekipy i X i = O w przeciwnym razie. Mamy

{mln jesli i = 1,2, , k,
P(Xi = 1) = ,p jesli i = k + 1, , k + l,

1 jesli i = n,
a takze zachodzi równosc

m = X l + X2 + ... + Xn ,

bowiem liczebnosc ekipy jest z góry aana.

Posluzymy sie pojeciem wartosci oczekiwanej zmiennej losowej i, jak zwykle, ten operator
oznaczymy litera E. Mamy

EXi=P(Xi=l), i=.1,2, ... ,n.
Skorzystamy z tego, ze wartosc oczekiwana sumy zmiennych losowych jest równa sumie
wartosci oczekiwanych, oraz ze Em = m .. Zatem

'm
m = E(X1 + ... + Xn) = EX1 + ... + EXn = k- + lp + 1.n

Stad

p=i(m-l-k;;).
Jakkolwiek moze sie to wydac infantylne, porachujmy nieco na liczbach. Przypuscmy, ze
mamy dwudziestu pieciu czarnych, piecdziesieciu bialych, Dostojnego, oraz ze jest 38 miejsc
w ekipie. Wówczas czarny ma prawdopodobienstwo 0,5 znalezienia sie w ekipie, natomiast
prawdopodobienstwo to dla bialego wynosi 0,49. Mozna wiec powiedziec, ze uprzejmosc, gdy
jest czesta, niewiele kosztuje.

Mozna watpic w to, ze proponowana procedura losowania zadowolilaby wszystkich, bowiem
rozwiazan zadania, spelniajacych podane warunki, jest wiele, a kontrpropozycje moga byc
równie necace. Zaproponujemy teraz nowe rozwiazanie zadania, które mozna by nazwac
"wszyscy czarni albo zaden z nich" .

Niech A bedzie zdarzeniem losowym o prawdopodobienstwie mln. Latwoje zrealizujemy
biorac jeden los z poprzednio utworzonej urny. Niech teraz Dostojny wchodzi do ekipy
pierwszy. Jesli zdarzenie A zachodzi, to do ekipy zalicza sie wszystkich czarnych i m -; k - 1
bialych wylosowanych osobno; w przeciwnym razie do ekipy losujemy m-l bialych.

Zauwazmy, ze, jak poprzednio, prawdopodobienstwo znalezienia sie w ekipie dla kazdego
czarnego jest równe P(A) = mln, natomiast to prawdopodobienstwo dla bialego obliczamy
w nastepujacy sposób:

p = p(A)_m_-_lk_-_l + (1- P(A)) ~; 1= i (m _ 1- _k;;_) .
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o wielomianach przyjmujacych wartosci bedace liczbami
pierwszymi

Prof. dr Jerzy

BROWKIN
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Rozwiazanie zadania F 265.
Masa rozgrzanego do temperatury T
powietrza wynosi m = pV ILIRT, Sila
wyporu dzialajaca na balonik jest
r6wna:

pV ILg
mog = ---,

RTo
gdzie V jest objeto!fcia balonika,
To - temperatura otaczajacego
powietrza, IL jego masa molowa.
Je!fli przez M oznaczymy teraz mase
powloki balonika. to stad otrzymamy
warunek wznoszenia sie balonika:

,mo g > (M + m)g,
Stad

T> To __ n,
1- MRTo/(pVIL)

Dla }J "" 5g, §rednicy "" 0,35 ID,

To "" 300 K i p"" 105 Pa otrzymujemy
.temperature graniczna

T "" 500 K "" 200 o C ,

powyzej v;~(!"...·i gorace powietrze uniesie
balonik,

1. Wezmy wielomian I(x) = X2 + x + 5. Mamy 1(0) = 5, 1(1) = 7, 1(2) = 11, 1(3) = 17.
Sa to liczby pierwsze. Poniewaz /(x) = x' (x + 1) + 5, wiec, oczywiscie, /(4) jest liczba
zlozona, podzielna przez 5.

Mozna sformulowac pytanie ogólne: dla jakich liczb pierwszych p wielomian

/(x) = x2 + x + p

dla x = 0,1, ... , p - 2 przyjmuje wartosci bedace liczbami pierwszymi (jasne jest, ze dla
x = p-l liczba / (x) jest zlozona, podzielna przez p)?

Juz dla p = 7 tak nie jest:, Liczba 1(1) = 12 + 1 + 7 = 9 jest zlozona.

L. Euler wiedzial juz w 1772 roku, ze wielomiany

x2 + x + 3, x2 + x + 5, x2 + x + 11 , x2 + x + 17 i x2 + x + 41

maja powyzsza wlasnosc. Od tego czasu nie znaleziono zadnego innego. Od roku 1966
wiadomo, ze innych takich wielomianów nie ma.

Omówie w dalszym ciagu,/jak to udowodniono. Przeciez badanie wszystkich liczb
pierwszych p po kolei nie moze prowadzic do celu!

2. Niech d bedzie ustalona liczba naturalna, niepodzielna przez kwadrat zadnej liczby
naturalnej wiekszej od 1. Rozpatrzmy zbiór liczb Ad okreslony nastepujaco:

{{a + bR : a, bE C} , jezeli 4 % d + 1 ,
Ad= l+R '

{a + b--- : a, bE C}, jezeli 41 d+ 1,
2

C oznacza tu zbiór zwyklych liczb calkowitych.

Tak wiec na przyklad: Al = {a + bA : a, b'E C} ,

A2={a+bH: a,bEC},

ale A3 = { a + b 1 +~ : a, b E C }
poniewaz 4 I 3 + 1.

Mozna latwo sprawdzic, ze suma, róznica i iloczyn liczb nalezacych do zbioru Ad tez
nalezy do tego zbioru. Zbiór te~ ma wiele wlasnosci podobnych do odpowiednich
wlasnosci zbioru liczb calkowitych C. Na przyklad kazda liczbe z C mozna przedstawic
w postaci iloczynu liczb nierozkladalnych na czynniki. Podobnie jest z liczbami
kazdego ze zbiorów Ad.

3. Z kazdym zbiorem Ad wiaze sie pewna liczbe naturalna zwana liczba klas, która
oznaczamy przez hd lub po prostu przez h. Z grubsza mówiac, jezeli hd = 1, to
wlasnosci zbioru Ad sa bardzo podobne do wlasnosci zbioru liczb calkowitych C, a im
liczba hd jest wieksza, tym zbiór Ad jest bardziej skomplikowany. Na przyklad hd = 1
wtedy i tylko wtedy, gdy w zbiorze Ad kazda liczba daje sie przedstawic jednoznacznie
w postaci iloczynu czynnik~w nierozkladalnych.

W 1935 r. C.L. Siegel udowodnil, ze lim hd = 00. To znaczy, istnieje tylko skonczonad-oo
liczba takich liczb d, ze hd = 1, tylko skonczona liczba takich liczb d, ze htt = 2, itd.

Juz C.F. Gauss w 1801 r. udowodnil, ze hd = 1 dla d = 1,2,3,7,11,19,43,67 i 163.
Przypuszczano, ze innych d o tej wlasnosci nie ma.

H. Heilbronn i E. Linfoot w 1934 r. udowodnili, ze moze byc jeszcze co najwyzej jedna
taka liczba d, ze hd = 1, tzw. hipotetyczna dziesiata wartosc d. Dopiero w 1967 r.
H.M, Stark wykazal, ze tej dziesiatej liczby nie ma, tzn. mamy hd = 1 tylko dla
dziewieciu liczb d znanych juz Gaussowi.

4. Jaki jest zwiazek miedzy tymi wlasnosciami liczb hd a zagadnieniem rozpatrywanym
na poczatku dotyczacym wielomianów przyjmujacych wartosci bedace liczbami
pierwszymi? '

Otóz, F.G. Frobenius w 1912 r. i C. Rabinowitsch w 1913 r. udowodnili nastepujace
twierdzenie: Wielomian /(x) = x2 + x + p przyjmuje dla x = 0,1,2, ... ,p - 2 wartosci
bedace liczbami pierwszymi wtedy i tylko wtedy, gdy dla d = 4p - 1 mamy hd = 1.

Stad ~a mocy twierdzenia Starka o liczbach d, dla których hd = 1, od razu wynika,
ze wielomiany znane Eulerowi wyczerpuja wszystkie wielomiany o interesujacej nas
wlasnosci.
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5. Wydawaloby sie, ze na tym problematyka ta zostala wyczerpana. A jednak nie!
Mozna bowiem oczekiwac, iz z takimi liczbami d, ze hd = 2 lub hd = 3 itd. mozna
równiez zwiazac pewne wielomiany kwadratowe, które dla z = 0,1,2, ... ,7 przyjmuja
tylko wartosci bedace liczbami pierwszymi.

J($)

d p,,"zypadek

6$2 + 5
6$2 + 7
10$2 + 7
6$' + 13
6$' + 17
10$2 + 13
Hl$2 + 19

Istotnie, w 1974 r. M.D. Hendy uógólnil twierdzenie Frobeniusa-Rabinowitscha
na przypadek h = 2. Wiadomo, ze jezeli hd = 2, to liczba d musi byc jednej
z nastepujacych postaci:

I. d = 2p, gdzie p jest liczba pierwsza nieparzysta,
II. d = q jest liczba pierwsza spelniajaca 4 I q-l,
III. d = rs, gdzie r i s sa liczbami pierwszymi spelniajacymi r < s oraz 4 I r + s.

W tych przypadkach Hendy ro~patruje, odpowiednio, nastepujace wielomiany:

I.J(z)=2z2+p, z=0,1,2, ... ,p-1,

II. J(z)=2z2+2z+p, p=~, z=0,1,2, ,p-2,

III. J(z) = rz2 + rx + p, p = r.p, x = 0,1,2, ,p - 2.

Hendy udowodnil, ze hd = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiedni wielomian J(x)

dla wskazanych wartosci x przyjmuje wartosci bedace liczbami pierwszymi.,
W 1975 r. H.M. Stark wyznaczyl wszystkie takie liczby d, ze hd = 2. Jest ich 18.
W tabelce obok podane sa te liczby i odpowiadajace im wielomiany.

Tak wiec z wyników Hendy'ego i Starka otrzymujemy na przyklad, ze tylko dla: liczb
pierwszych p = 3,5,11 i 29 wielomian J(x) = 2z2 + p ma te wlasnosc, ze
dla x = 0,1,2, ... ,p - 1 kazda z liczb J(x) jest pierwsza. Te wlasnosc wielomianu
2x2 + 29 znal juz L. Euler w 1772 r.

6. Ostatnio O. Radic znalazl kilka wielomianów postaci kx2 + kx + p oraz 2kz2 + p,

które dla x = 0, 1, 2, ... , p - 2 i odpowiednio dla x = 0,1,2, ... ,p - 1 przyjmuja wartosci
bedace liczba.mi pierwszymi. Sa wsród nich pewne z wielomianów wymienionych wyzej,
a takze pewne inne, na przyklad 6z2 + 7.

Wydaje sie wiec, ze trzeba szukac jakichs uogólnien twierdzen Frobeniusa,
Rabinowitscha i Hendy'ego dla h 2: 3. Rozpatrzmy przypadek h = 4.

Wiadomo, ze.jezeli hd = 4, to liczba d musi byc jednej z nastepujacych postaci:

I. d = 2pq, gdzie p i q sa róznymi liczbami pierwszymi,
II. d = 2p, gdzie p jest liczba pierwsza nieparzysta,
III. d = pq, gdzie p i q sa róznymi liczbami pierwszymi,
IV. d = p, gdzie p jest liczba pierwsza nieparzysta,
V. d = pqr, gdzie p, q i r sa róznymi liczbami pierwszymi.

Ograniczmy sie do przypadku I. Z istniejacych tablic liczb hd dla d :::; 500 mozna
wypisac wszystkie takie liczby d postaci I, ze hd = 4. Liczb takich jest 7. Zapewne
innych takich liczb d nie ma, ale dotad nikt tego nie udowodnil, tak jak to zrobil Stark
dla h = 1 i h = 2.

Dla kazdego takiego d = 2pq, gdzie q < p, rozpatrzmy wielomian J(z) = 2qz2 + p.

Okazuje sie, ze kazdy z tych wielomianów J(z) dla z = 0,1,2, ... ,p - 1 przyjmuje
wartosci bedace liczbami pierwszymi. Liczby d i odpowiadajace im wielomiany
podajemy w tabelce obok.

Dla d = 42 otrzymujemy wielomian podany przez Radicia. Równie dobrze mozna by tu
rozpatrywac wielomiany 2pZ2 + q. Maja one analogiczna wlasnosc.

7. Co dalej? Oczywiscie, mozna próbowac zbadac analogicznie inne male wartosci h,
choc dotad nie zostaly wyznaczone wszystkie takie liczby d, które odpowiadaja danej
wartosci h 2: 3. Nie jest jednak jasne, jaki wielomian nalezy przyporzadkowac danej
liczbie d. Jak widzielismy wyzej, budowa takiego wielomianu byla rózna w róznych
przypadkach.

Interesujace, czy mozna pobic rekord Eulera, tzn. znalezc. wielomian postaci
kz2 + kz + p lub 2kz2 + p, gdzie p jest liczba pierwsza wieksza od 41, który
dla z = 0,1,2, ... ,p - 2 lub odpowiednio z = 0, 1,2, ... ,p - 1 przyjmowalby tylko
wartosci bedace liczbami pierwszymi. Z pewnej ogólnej hipotezy A. Schinzla
o wielomianach, tzw. hipotezy H, .wynika, ze taki wielomian istnieje.

8. Czytelnik pragnacy uzyskac dokladniejsze informacje na tematy omawiane wyzej
moze siegnac do ksiazek:
W. Narkiewicz, Classical problems in number theory, Warszawa 1986.
W. Sie'rpinski, Elementary theory o{ numbers, Warszawa 1987.

2$2 + 2$ + 3
2$2 + 3
2$2 + 5
2$2 + 2$ + 7
3$2 + 3$ + 2
2$2 + 11
5$2 + 5$ + 3
2$2 + 2$ +.19
3$2 + 3$ + 5
2$2 + 29
7$2 + 7$ + 5
5$2 + 5$ + 7
3$2 + 3$ + 11
11$2 + 11$ + 7
5$2 + 5$ + 13
3$2 + 3$ + 23
13$2 + 13$ + 11'
7$2+7$+17

J($)

d

30=2·3·5
42=2·3·7
70 = 2·5·7
78 = 2·3·13

102 = 2·3·17
130 = 2·5·13
190 = 2·5·19

5 II
6=2·3 I

10=2·5 I
13 II
15 = 3·5 III
22=2·11 I
35 = 5 . 7 III
37 II
51 = 3· 17 III
58=2·29 I
91 = 7· 13 III

115 = 5 . 23 III
123 = 3 . 41 III
187=11·17 III
235 = 5·47 III
267 = 3 . 89 III
403 = 13 . 31 III
427 = 7 . 61 III
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W poszukiwaniu

pozaslonecznych ukladów planetarnych

Prof. dr Mieczyslaw SUBOTO WIOZ

Warunkiem koniecznym powstania zycia jest istnienie
planet krazacych wokól gwiazdy (gwiazd?) centralnej.
Dotad nie znamy pozaslonecznych ukladów planetarnych.
Jak wyglada problem ich poszukiwania i czy wykryto
"uklady planetarne" Wegi, Fomalhauta i innych gwiazd?

Zacznijmy od rozwazenia, jakimi metodami próbuje sie
atakowac ten problem. Metod jest kilka: astrometryczna
(lub radiointerferometryczna dla zakresu radiowego),
spektroskopowa, fotometryczna i metoda bezposredniej
detekcji optycznej.

Pierwsza historycznie i jedyna stosowana do niedawna jest
metoda astrometryczna, w której polozenie gwiazdy jest
wyznaczane przez wiele lat. Zaburzenia jej sredniego ruchu
interpretujemy jako wywolane przez jej niewidocznego
towarzysza lub towarzyszy - jej ruch na tle nieba odbywa
sie wtedy po linii wezykowatej. Np. amerykanski astronom
Peter van de Kamp badajac systematycznie gwiazde
Barnarda doszedl do wniosku, ze za perturbacje w jej
ruchu odpowiedzialny jest jej jeden lub wiecej satelitów
(planet) o masach porównywalnych z masa Jowisza.
Wynik ten zostal otrzymany na granicy dokladnosci
metody i nic dziwnego, ze byl pózniej kwestionowany
- bardzo mala amplituda zaburzen pozwala stosowac
metode astrometryczna jedynie do gwiazd najblizszych.
Dalej mozna siegnac metoda radiointerferometryczna
- wykorzystujac bowiem bardzo duza baze (np. równa
srednicy Ziemi) mozna uzyskac zdolnosc rozdzielcza
0~0001.

Metoda spektroskopowa polega na obserwacji
dopplerowskiego przesuniecia linii widmowych. Obserwacja
ukladu Slonce - Jowisz wymagalaby pomiaru amplitudy
zmian predkO!'ci radialnej rzedu 10 m/s. Turbulencje
i inne zmiany w atmosferze gwiazd daja przesuniecia
czesto wieksze niz wymieniona tu wartosc, zatem
metoda ta moglaby ewentualnie pozwolic na wykrywanie
planet stosunkowo masywnych. Okazuje sie, ze dosc
znaczace wyniki uzyskali ta metoda B. Campbell,
G.A.H. Walker i S. Yang z Kanady. Przez ostatnie
6 lat obserwowali oni 16 podobnych do Slonca gwiazd,
przy czym zmierzone zmiany predkosci radialnej siegaly
65 m/s ze srednim bledem pomiaru 13 m/s, okresy zas
obiegu planetopodobnych towarzyszy gwiazd byly rzedu
10 lat. W rezultacie badacze ci stwierdzili, ze sposród
16 obserwowanych gwiazd 7 ma ciemnych towarzyszy
o masach mieszczacych sie w zakresie od l do 8 mas
Jowisza.

Gdyby kierunek obserwacji lezal w plaszczyznie orbity
domniemanej planety, mozna by w zasadzie dostrzec jej
przejscie przed tarcza gwiazdy. Przejscie np. Jowisza
przed tarcza Slonca powoduje spadek jego jasnosci o okolo
0,01 mag, a to mozna zarejestrowac dzisiejszymi metodami
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fotometrycznymi. Przy uzyciu teleskopu o srednicy 125 m
stosunek sygnalu do szumu wynosilby 0,1 dla planety
ziemiopodobnej obiegajacej O< Centauri oraz 0,01 dla T Ceti
lub e Eridani. Planety krazace wokól gwiazd zmiennych
moglyby tez zostac wykryte przez rejestracje echa
swietlnego, czyli odbicia blysku gwiazdy od powierzchni
planety w innych warunkach niewidocznej .

Stosowanie metody bezposredniej detekcji optycznej, czyli
po prostu zobaczenie planety, jest niezmiernie trudne ze
wzgledu na olbrzymia róznice jasnosci gwiazdy i planety.
Ujrzenie Jowisza z odleglosci 5 pc, gdy jego katowa
odleglosc od Slonca wynosilaby l", a wiec wielokrotnie
wiecej niz teoretyczne rozmiary dyfrakcyjnego obrazu
gwiazdy w duzym teleskopie, wymagaloby teleskopu
o srednicy okolo 30 m. W celu wyeliminowania swiatla
gwiazdy mozna by przed teleskopem umiescic dysk
zacmieniowy (jak w koronografie). Obliczono, ze przeslona
ustawiona w odleglosci 10 000 km od teleskopu o srednicy
2,8 m umozliwilaby wykrycie Jowisza z odleglosci 5 pc, zas
dla wykrycia Ziemi potrzebny bylby przy tych zalozeniach
teleskop o srednicy 30 m. Trudnosci technicznych
zwiazanych z takim przedsiewzieciem nie trzeba chyba
podkreslac i nikt jeszcze obserwacji z uzyciem takich
"kosmicznych" przeslon nie przeprowadzil. Niemniej jednak
w 1984 r. D.W.Mc Carthy Jr i F.J.Low z Uniwersytetu
Arizona oraz R.G.Probst z National Optical Observatories
w USA doniesli o zaobserwowaniu "brazowego karla"
obiegajacego slaba gwiazde Van Biesbroeck 8 polozona
w odleglosci 21 lat swietlnych od Ziemi. Brazowe karly
mozna traktowac jako ciala posrednie miedzy gwiazdami
i planetami. Odkrycie to nie zostalo jednak potwierdzone
przez innych obserwatorów - wypowiadano wrecz opinie,
ze grupa z Arizony widziala, byc moze, nowy rodzaj
mglawicy albo jakis artefakt.

Jednak dzieki technice kosmicznej dokonano wreszcie
niedawno niewatpliwego odkrycia w tej dziedzinie. Otóz
25 I 1983 r. umieszczony zostal na orbicie sztuczny satelita
astronomiczny !RAS przeznaczony do obserwacji nieb~
w podczerwieni (InfraRed Astronomical Satellite). !RAS
obserwowal niebo na falach 12, 25, 60 i 100 JLm i w ciagu
10 miesiecy dostarczyl informacji o ponad 200 tysiacach
punktowych zródel proIflieniowania podczerwonego. Wsród
tych danych znajduje sie bodaj najbardziej spektakularne
odkrycie "ukladu planetarnego" wokól Wegi (o<Lyrae).

Byloby to pierwsze odkrycie o istotnym znaczeniu dla
szukajacych zycia poza Ziemia oraz dla kosmogonii
planetarnej. Bowiem odkrycie !RASa stanowi pierwszy
dowód istnienia zestalonej materii w poblizu innej gwiazdy.

Wega znajduje sie w odleglosci 8 pc od Slonca, jest
piata co do jasnosci gwiazda na niebie, jest 58-krotnie
jasniejsza od Slonca, ma od niego 3-krotnie wieksza mase
i 2,5-krotnie wieksza srednice.



Uzyskany przez IRASa sygnal byl 10 do 20 razy silniejszy
niz sygnal od samej gwiazdy o temperaturze 9 700 K.
Obraz Wegi w podczerwieni ma srednice katowa 20" ,
czemu odpowiada 160 j.a., czyli dwukrotnie wiecej -niz

"rozmiary Ukladu Slonecznego. Obraz jest przy tym
symetryczny, co oznacza, ze mamy do czynienia albo
z pierscieniem widzianym "z góry", albo ze sferycznym
oblokiem pylowym. Pierscien ma temperature 90 K, a jego
czastki rozmiary co najmniej 1 mm.

Nie wiadomo, czy z okruchami i pylami kraza dookola
Wegi planety. Aparatura IRASa nie daloby sie wYkryc
planet nawet o rozmiarach Jowisza z powodu zbyt malej
powierzchni promieniujacej. Prócz tego czas istnienia Wegi
(jej wiek prawdopodobnie nie przekracza miliarda lat) jest
za krótki na uformowanie sie pianet. Przebadano 9 tys.
gwiazd i stwierdzono, ze zaledwie 50 z' nich moze miec
wlasne, zapewne pylowe "uklady planetarne". Oznacza
to, ze uklady typu Wegi sa rzadkie, a trudnosci wykrycia
pierscienia pylowego wokól gwiazdy sa znaczne - aparatura

IRASa nie daloby sie wykryc ukladu planetarnego
typu slonecznego z odleglosci okolo 30 lat swietlnych.
Wspólodkrywca pierscieni Wegi, H.H. Aumann, stwierdzil,
ze wokól 10% jasnych gwiazd ciagu glównego polozonych
w promieniu 75 lat swietlnych od Slonca wykryto nadmiar
promieniowania podczerwonego. Wierzymy, ze jest to
przejaw obecnosci pierscieni pylowych, które kondensujac
sie tworzylyby z czasem uklady planetarne. Dowodziloby
to, ze powstawanie ukladów planetarnych jest zjawiskiem
dosc typowym we Wszechswiecie. Wiekszosc gwiazd
otoczonych ukladami protoplanetarnymi nalezy do
typu widmowego F i G o czasie zycia ponad 10 mld lat,
aczkolwiek sa wsród nich takze mlode masywne gwiazdy
jak Wega czy Fomalhaut (Q Piscis Austrim), których wiek
nie przekracza miliarda lat. Nie wiadomo, czy zwiekszona
emisja w podczerwieni moze zachodzic w ukladzie
wielu gwiazd, które stanowia okolo 50% calej populacji
gwiazdowej. Nie wiadomo tez, czy emisja podczerwieni
zalezy jakos od wieku gwiazd, albo jakiego rzeczywiscie
ksztaltu sa ich pylowe otoczki.

Dysk pylowy wok6l f3 Pietori. - prawdopodobnie wczesne stadium formowania sie ukladu planetarnego. Zdjecie wykonali w 1985 r.

Richard Terrile i Bradford Smith w Obserwatorium Las Campanas (Chile) za pomoca 2,5 m teleskopu i kamery CCD zaopatrzonej
w "koronograf". Dysk widac na odleglosc 25" od gwiazdy, czemu odpowiada 60 mld km,

W polowie 1989 roku ma zostac umieszczony na orbicie za
pomoca promu kosmicznego Wielki Teleskop Kosmiczny
(WTK) Hubble'a. Opóznienie tego przedsiewziecia
spowodowane bylo katastrofa Challengera. Srednica
WTK wynosic bedzie 2,4 m. Ma to byc satelitarne
obserwatorium astronomiczne na najblizsze 15 lat. Wsród
wielorakich zastosowan mozliwe bedzie uzycie WTK
do wykrywania,pozaslonecznych planet. Umieszczajac dysk
zacmieniowy w odleglosci 10 000 km przed teleskopem
mozna bedzie z odleglosci 17 lat swietlnych wykryc
planete typu jowiszowego przy stosunku sygnalu do szumu
równym l (dla planety typu ziemskiego stosunek ten
wynosi 0,024). Role elementu zacmieniowego móglby
w pewnych. przypadkach pelnic nawet Ksiezyc.

Z innych urzadzen planowanych do bezposredniego
wykrywania planet w ciagu najblizszego dziesieciolecia
wymienimy przede wszystkim satelitarne obserwatorium
w podczerwieni (ISO - Infrared Satellite Observatory),
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które ma zostac wystrzelone przez ESA (Europejska
Agencje Kosmiczna) w 1992 r. Ponadto przygotowywane
jest przez NASA do wyslania na orbite w 1993 r.
"kosmiczne urzadzenie teleskopowe na podczerwien"
(SITF - Space Infrared Telescope Facility), które bedzie
pracowac w szerokim zakresie spektralnym od 2 p,m
do 200 p,m przy zdolnosci rozdzielczej 6". Wreszcie do
konca naszego stulecia maja byc wyslane dwa wielkie
radioteleskopy kosmiczne na daleka podczerwien az
do obszaru fal submilimetrowych, jeden przez ESA
(FIRST - F.ar InfraRed Space Telescope), drugi przez
NASA (LDR - Large Deployable Refiector), o srednicy
20 m kazdy. Jezeli LDR bedzie pracowac w ukladzie'
interferometrycznym z innym teleskopem (naziemnym lub
kosmicznym), to bedzie mozna badac szczególy budowy
ukladów planetarnych. Znacznych postepów mozna
oczekiwac po wykorzystaniu detektorów fotoelektrycznych"
kiedy polozenie gwiazdy lub planety bedzie mozna okreslic
z dokladnoscia do 0~004 po 100minutowej obserwacji.



mala delia

'Sformuluj i udowodnij

Zanim matematyk wezmie sie do dowodu, musi
miec sformulowana hipoteze - przypuszczenie,
ze jakies zdanie jest twierdzeniem, czyli ze jest
prawdziwe. Czesto sformulowanie hipotezy jest
zadaniem trudniejszym od samego dowodu.

Zaczyna sie ód tego, ze trzeba cos zauwazyc.
Np. na rysunku obok mamy cztery grube okregi
i jeden cienki. Oznaczmy przez A, B, e, D
punkty przeciecia okregów I i II, II i III, III i
IV oraz IV i I lezace na cienkim okregu. Mozna
podejrzewac, ze pozostale punkty przeciec tych
okregów (P, Q, R, S) tez leza na jakims okregu.

Spróbujmy to udowodnic. Dla jasnosci
przerysujmy te punkty juz bez okregów i
polaczmy je jak na rysunku ponizej. Skorzystamy
z twierdzenia:

Na czworokacie mozna opisac okrag wtedy i tylko
wtedy, gdy suma jego przeciwleglych katów jest
równa 180°.

D

A

8

c
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Skoro' tak, to

LPAD = 1800 - LPSD, bo APS D jest wpisany w I,

LRCD = 1800 - LRSD, bo C RSD jest wpisany w IV,
a WIec

LPSR =t= 3600 - (LPSD + LRSD) = LPAD + LRCD.
Korzystajac z okregu II i III podo~mie otrzymujemy

LPQR = 3600 - (LPQB +'LRQB):= (1800 - LPQB) + (1800 '- LRQB) = LPAB + LRCB.
Lacznie mamy .~. ' .'

LPSR+.LPQR = LPAD + LRCD + LPAB + LRCB =
= (LPAD + Ll?AB) + (LRCD + LRCB) = LDAB + LDCB = 1800,

bo ABCD jest wpisany w cienki okrag. Udalo sie: na PQRS mozna opisac okrag. Stad

Hipoteza: Jezeli okregi I i II, II i III, III i IV oraz IV i I przecinaja sie w dwóch punktach i cztery z tych
osmiu puntów - po jednym z kazdej pary - leza na jakims okregu, to pozostale z tych punktów tez leza na
okregu.

A dlaczego to ma byc hipoteza, a nie juz
twierdzenie? Przeciez przeprowadzilis~y
dowód. Na to odpowiadaja kolejne dwa rysunki.
Widac z nich, ze dowiedlismy tylko jednego
z przypadków. Prosze spróbowac dowiesc
pozostalych (czy jest ich tylko dwa?).

A na zakonczenie propozycja
sformulowania hipotezy
i przeprowadzenia jej dowodu dla
sytuacji przedstawionej na rysunku
obok.

Mala Delte przygotowalMarek KORDOS
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o .funkcjach arytmetycznych i splocie Dirichleta

dla n = 1;
dla n > 1.

Dr Jerzy

RUTKOWSKI
III

Rozwiazanie zadania M 686.

Rozpatrzmy punkty A i A I, które
pokrywaja si<:,po zgieciu kartki oraz
dowolny punkt B na zgi<:ci~. Widac.
ze linia zgiecia sklada sie z punktów
równo odleglych od A i A'; jest zatem
prosta·

Jednym z dzialów teorii liczb jest teoria funkcji arytmetycznych, tj. funkcji o wartosciach
liczbowych okres1onych na zbiorze N liczb naturalnych. A oto kilka przykladów funkcji
arytmetycznych.

Przyklad 1. Suma dzielników - a.
Dla kazdego n E N okreslamy a(n) jako sume dzielników naturalnych liczby n, Mamy
a(l) = 1. Jesli n > 1, to mozemy n przedstawic w postaci iloczynu poteg róznych liczb

pierwszych n = p~l ..... p~r , gdzie r, kI, .. " kr E N (jest to tzw. rozklad kanoniczny liczby n).
Rozpatrzmy nastepujacy iloczyn sum

H (1 + Pl + pi + ... + p~l)(l + P2 + p~ + ... + p~2) (1 + Pr + P: + ... + p~r) .

Po wykonaniu mnozen otrzymamy sume (kI + 1)(k2 + 1) (kr + 1) róznych iloczynów, przy
czym kazdy z tych iloczynów jest dzielnikiem liczby n i na odwrót - kazdy dzielnik liczby n jest
jednym z tych iloczynów. Zatem wyrazenie (*) jest suma wszystkich dzielników naturalnych
liczby n. Korzystajac ze wzoru na sume wyrazów ciagu geometrycznego otrzymujemy, ze

pkl+l -1 pk2+l -1 pkr+l_l
a(n) = l 2 ... _r _

P l - 1 P2 - 1 Pr -' 1

Np. dla n = 600 = 23 ·3 . 52 mamy
24 - 1 32 - 1 53 - 1

a(600) = --. --' -- = 15 ·4·31 = 1860.2-1 3-1 5-1

Przyklad 2'. Liczba dzielników - r.
Liczbe dzielników naturalnych liczby n oznaczamy przez r(n). Oczywiscie. r(l) = L

Jesli n > 1 i n = p~l ..... p~r jest rozkladem kanonicznym liczby n, to z rozwazan
w przykladzie 1 wynika, ze

r(n) = (kI + lJ(k2 + 1) , .... (kr + 1) .

Np. mamy r(600) = r(23 .3.52) = 4 . 2 ·3= 24.

Przyklad 3. Funkcja Eulera - rp.

Dla dowolnego n E N okreslamy rp(n) jako liczbe takich liczb naturalnych k, ze k ~ n
i (k, n) = 1 (tzn. nie maja innych wspólnych dzielników niz 1, czyli sa wzglednie pierwsze).
Np. rp(lO) = 4, poniewaz istniej a dokladnie 4 liczby naturalne nie wieksze od 10 i wzglednie
pierwsze z 10 (sa to 1,3,7 i 9). Mamy tez rp(l) = 1. Jesli P jest liczba pierwsza i k E N, to
rp (pk) = pk _ pk -l, poniewaz wsród liczb 1, 2, ... ,pk co p-ta nie jest wzglednie pierwsza z pk.

Dowodzi sie, ze jesli n = p~l ..... p~r jest rozkladem kanonicznym liczby n, to

rp(n) = (p~l _ p~l -l )(p~2 _ p;2 -l) ..... (p~r _ p~r -l) .

Przyklad 4. Funkcja Mobiusa - 1-'.
Funkcja ta okreslona jest wzorem

{l, jesli n = 1; .
1-'(n) = (-1)' , jesli n = p l ..... p;, gdzie Pl> ... ,Pr sa róznymi l~czbami pierwszymi;

O w pozostalych przypadkach.

W szczególnosci mamy JL(2) = 1-'(3) = -1, 1-'(4)= 0,1-'(5) = -1, 1-'(6) = 1.

Przyklad 5. Funkcja e okreslona wzorem

e(n) = {~

Przyklad 6. Funkcja I. gdzie l(n) = 1 dla kazdego n EN.

Przyklad 7. Funkcja T, gdzie T(n) = n dla kazdego n E N.

Zwrócmy uwage, ze jesli! jest którakolwiek z siedmiu powyzszych funkcji arytmetycznych,
to 1(1) = 1 oraz

f(p~l .p~2 ..... p~r) = I(p~l )!(p~2) ..... !(p~r)

dla dowolnych r, kI, ...• kr E N i dowolnych liczb pierwszych Pl,"" Pr· Funkcje arytmetyczna
o takich wlasnosciach nazywamy multyplikatywna~

Funkcje arytmetyczne mozna w zwykly sposób dodawac i mnozyc. Mamy np. (r + a)(600) =
= 24 + 1860 = 1884, (r . a)( 600) = 24 . 1860 = 44640.

Jednakze w zbiorze funkcji arytmetycznych mozna okreslic jeszcze inne dzialanie, które jest
niezmiernie uzyteczne w teorii tych funkcji. Dzi,alanie to, zwane splotem Dirichleta, oznaczamy
symbolem * i okreslamy je nastepujaco: dla dowolnych funkcji arytmetycznych 1 i g oraz
dowolnego n E N

(J*g)(n)= L!(d)9(S)
din
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Symbol E czytamy: "suma po d dzielacych n", a jego znaczenie niech Y{yjasnia' przyklady.
din

Aby obliczyc np. ('I' * 1')(21), znajdujemy wpierw wszystkie dzielniki liczby 21, czyli 1,3,7 i 21.
Nastepnie obliczamy

('I' * 1')(21) = Ltp(d) T (~) = '1'(1)1'(21) + '1'(3)1'(7) + '1'(7)1'(3) + '1'(21)1'(1) =
dl21

= 1 . 4 + 2 . 2 + 6 . 2 + 12 . 1 = 32 .

Dla dowolnego n E N mamy

FiZYCZnE nOWIDNI

(I * I)(n) = LI= 1'(n)
din

oraz

to dla kazdego n jest tez f(n) = EF(d) /./,(;i). M~y
din

Z twierdzenia tego natychmiast wynika, ze np. funkcja Eulera jest multyplikatywna, bowiem
'I' * I = T i funkcje I oraz T sa w sposób oczywisty multyplikatywne.

Niech Czytelnik, wzorujac sie na nim, spróbuje wykazac twierdzenie odwrotne do dopiero co
udowodnionego.

~ F * /./,= f * (I * /./,) ~

F*/./,=f ~ f=F*/./,.

F*/./,=(J*I)*/./,

F*/./,=f*e ~

Wykorzystanie tych algebraicznych wlasnosci splotu Dirichleta zilustrujemy dowodzac
w sposób czysto algebraiczny, ze jesli dla dowolnego n E N zachodzi równosc F(n) = E f(d),

din

Wyprowadzimy jeszcze równosc splotowa 'I' * T = a wiazaca wazne funkcje '1', T i a. Mamy

'I' * T = 'I' * (I * I) = ('I' * I) * I = T * I = a .

Na zakonczenie cwiczenie dla Czytelnika: udowodnic, ze jes1i f ;jO i g ;j O, to równiez f * g ;jO
(symbol "O" oznacza tu funkcje zerowa).

Dzialanie * ma szereg pozadanych wlasnosci. Jest ono przemienne, laczne i rozdzielne
wzgledem zwyklego dodawania funkcji. Ponadto, jak to juz wykazalismy, funkcja e zacbowuje
sie tak jak liczba 1 przy mnozeniu liczb.

Funkcja e zachowuje sie calkiem ciekawie. Dla dowolnej funkcji arytmetycznej f i dowolnego
n E N otrzymujemy bowiem, ze

(JH)(n) = Lf(d)e(~) =f(n),
din

poniewaz dla d < n mamy e(n/d) = O. Zatem f * e = f. Czytelnik moze sprawdzic, ze równiez
e * f = f dla dowolnej funkcji f.

Udowodnimy jeszcze, ze /./,* I = e. Jesli n = 1, to (/./,* 1)(1) = /./,(1)1(1) = 1 = ell). Niech teraz
n bedzie liczba naturalna wieksza od 10 rozkladzie kanonicznym n = p~l p~'. Kazdy
dzielnik d liczby n jest postaci p'{'"l ..... p~' , gdzie O~ mi ~ ki dla i = 1, , r. Jesli dla
pewnego i jest mi > 1, to wtedy /./,(d) = O. Wobec tego

·(/./,d)(n) = L/./,(d) = L /./,(d) = (1+/./,(pd)(1+/./,(P2)) ..... (l+/./,(p.))
din dlpl ·.. ··Pr

Udowodnilismy wiec nastepujace równosci splotowe:

1*1=1', T*I=a, tp*I=T, /./,*I=e i f*e=f.

Równosci takie sa ciekawe same w sobie, ale na tym ich rola sie nie konczy. Ich znaczenie
ilustruje nastepujace twierdzenie:
Jesli w równosci f * g = h którekolwiek dwie funkcje sa multyplikatywne, to i trzecia jest
multyplikatywna.

=0·0· ... ·0=0.
Zatem istotnie /./,* I = e.

(T * I)(n) = Ld = a(n).
din

Wykazemy, ze 'I' * I = T, czyli ze dla dowolnego n E N zachodzi równosc E '1'(d) = n.
din

Rozpatrzmy n ula~ków: 1., .l, ... ,!!.=..!., !l. Doprowadzajac kazdy z nich do postacin n n n
nieskracalnej otrzymamy nowy uklad n ulamków o mianownikach bedacych dzielnikami n, przy
czym dla kazdego d dzielacego n dokladnie tp(d) ulamków o mianowniku d wystepuje w tym
nowym ukladzie. Stad nasza równosc.

F=f*I ==>

~
. Dowód zostal zakonczony.

MROZONE ATOMY

Czy atomy m02na mrozic? Okazuje sie, 2e
w pewnym sensie tak. Co ciekawe, role
lodówki pelni wiazka $wiatla laserowego. JU2
pod koniec lat siedemdziesiatych stwierdzono,
ze podobnie jak kulka ping-pongowa
wrzucona do pudelka traci Ped i energie
kinetyczna przez zderzenia ze $ciank.ami. tak
odpowiednio dobrane swiatlo lasera m02e
pelnic role "$ciany" i chlodzic atomy.
Skupienie wiazek $wiatla z kilku laserów
ustawionych z rÓ2nych stron jest wiec w
stanie stworzyc takie "pudelko" (nazywane w
tym przypadku pulapka). w którym
uwiezione atomy m02na chlodzic. Zmiana
pedu atomu po absorpcji fotonu jest,
oczywi$cie. niewielka i nie moze przekroczyc
h/II. gdzie h jest stala Plancka a II dlugo$cia
fali $wiatla lasera. Na przyklad atomy sodu
(u2ywane w wiekszo$ci eksperymentów)
ma.Ja w temperaturze pokojowej predko$c
okolo 1000 m/s. Przy absorpcji 2óltego
fotonu predko$c ta maleje o 3 cm/s. Oznacza
to. Ze dopiero po zaabsorbowaniu i
wyemitowaniu ponad trzydziestu tysiecy
fotonów temperatura atomu sodu m02e
obnizyc sie do rejonu zera bezwzglednego.
Je2eli odpowiednio dobierzemy energie
fotonów (hu) tworzacych pulapke (ze
wzgledu na efekt Dopplera energia ta musi
bYc minimalnie mniejsza niz róznica energii
stanów elektronowych w atomie). to atom
poruszajacy sie w strone danego lasera
bedzie przez niego hamowany. W ten sposób
mozna w niewielkiej objeto$ci (rzedu
10-4 cm3) utrzymywac przez mmuty
ochlodzone atomy. Poczatkowo te technike
zastosowano do jonów. pótnieJ udalo sie
schladzac atomy W Jednym z ostatnich
eksperymentów grupa fIzyków z NatlOnal
B'lreau ot Standards (stan Maryland. USA).
przy zastosowalllu szeSem skupIOnych w
Jednym punkCIe wlazek laserowych, zdolala
ochlodzIc gaz zlozony z atomów sodu do
rekordowej temperatury 0,000043 K, czyli
43 liK Tak schlodzone atomy zachowuja Sle
Jak bardzo gesta ciecz. stad pulapkowane
atomy sa czasem nazywane "optyczna
melasa"· Szalellle zabawny jest takt. 12
teoretyczllle przewIdywany limIt dla tej
metody chlodzenia wynosil okolo 240 liK. W
zwiazku z tymi przewidywaniami grupa z
Bell Laboratones (stan New Jersey. USA)•

. która przed kIlku laty uzyskalala dokladnie
warto$c 240 liK. byla przekonana,. ze
oSlagnela JUz graniCe mozliwo$ci. Tymczasem
okazalo Sle. Ze przesuniecIe cZestothwo$cl
laserów o 20 MHz poniZej cZestothwo$cl
rezonansowej (w porównaniu z 5 MHz
stosowanymi przez gruPe z Bell Laboratories)
dalo znakomIte rezultaty. Teoretycy musza
WIeCna nowo WZIaCsle do pracy. zwlaszcza
Ze ostatllle rezultaty grupy z Maryland
zdaja Sle wskazywac na mozhwo$c
OSlagnH?Cla Jeszcze nt2:szych temperatur w
laserowych pulapkach
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"Magiczna" Szkola

Dr Lidia GOETTIG

To juz ustalona tradycja w polskiej i swiatowej fizyce
jadrowej. U schylku lata, gdy odleca juz znad mazurskich
jezior kormorany, do Mikolajek zjezdzaja uczestnicy
Miedzynarodowej Szkoly Fizyki Jadrowej. Ta ostatnia,
w ubieglym roku (1988), byla wyjatkowo uroczysta,
bowiem dwudziesta. Wszak liczby 2,8,20,28,50,82,126
sa wyróznione i uprzywilejowane w przyrodzie. Fizyk
jadrowy nazywa je magicznymi, a jadra majace taka
li~zbe protonów lub neutronów sa szczególnie silnie
zwiazane. Poniewaz liczby magiczne odpowiadaja
zamknietym powlokom nukleonowym, wiec jadra magiczne
wyrózniaja sie symetria sferyczna na tle mniej lub bardziej
zdeformowanych innych jader. Ma zatem swój ukryty sens
powiedzenie, ze nastepna okragla rocznice Szkola obchodzic
bedzie nie za la, lecz juz za 8 lat. Na "magiczna"
dwudziesta Szkole przyjechalo okolo 140 fizyków z 14
krajów i przez la dni, na ladzie j na wodzie, uczyli sie oni,
dyskutowali i bawili. Na wodzie - tez, bowiem Szkole te
nazywaja czesto Szkola Pod Zaglami. Zeglowanie i udzial
w regatach naleza niemalze do obowiazku towarzyskjego
uczestnika Szkoly i nadaja temu spotkaniu niepowtarzalny,
urokliwy charakter.

Tematem Szkoly byla fizyka ciezkich jonów, a wiec
zagadnienia zwiazane z tym, w jaki sposób zachodza
reakcje jadrowe (wywolane przez rozpedzone
w akceleratorze ciezkie jony, czyli zjonizowane atomy),
co powstaje w ich wyniku oraz jak sie zachowuja i jaka
jest struktura wewnetrzna produktów reakcji. A trzeba
podkreslic, ze jadro atomowe to wspaniale laboratorium
do wszechstronnych badan nad kwantowymi ukladami
wielu cial. W jadrze mozemy bowiem obserwowac
i badac zarówno stany jednoczastkowe nukleonów,
jak i wzbudzenia kolektywne (np. ruchy rotacyjne
i wibracyjne wielu nukleonów), a przy wysokich energiach
wzbudzenia - równiez i kwantowy chaos.

Wykladowcy zaproszeni z najlepszych na swiecie
osrodków fizyki jadrowej, m.in. z Berkeley (USA),
Daresbury (Wielka Brytania), Filadelfii (USA),
Grenoble (Francja), Kolonii (RFN), Livermore (USA)
i Warszawy, opowiadali o naj nowszych badaniach, zarówno
doswiadczalnych, jak i teoretycznych, rozciagajacych
sie na nowe, coraz trudniej dostepne w eksperymencie
zakresy momentu pedu, energii wzbudzenia i izospinu
(trzecia skladowa izospinu jadra równa jest polowie róznicy
liczby znajdujacych sie w nim protonów i neutronów).
Wielkie nadzieje wiazane sa z budo,wa nowych urzadzen
detekcyjnych. Jednym z ciekawszych projektów jest
przedstawiony na rysunku uklad pomiarowy do rejestracji
promieniowania gamma, który ma powstac w USA do
roku 1992. Przewidywany koszt bhdowy wynosi okolo
15 milionów dolarów. Urzadzenie bedzie sie skladac ze
HO detektorów germanowych w antykomptonowskich
(tj. obnizajacych tlo pochodzace od rozpraszania
komptonowskiego) oslonach z krysztalów scyntylacyjnych
o nazwie BGO.

12

j
Ze wzgledu na swój ksztalt (choc kazdy sie zgodzi, ze
bardziej przypomina jeza) nazwany zostal gammakula
(ang. gammasphere). Bedzie to uklad detekcyjny
idealnie nadajac~ sie do badan wysokospinowych stanów
wzbudzonych oraz badan jader "egzotycznych", tj. jader
o stosunku liczby protonów i neutronów bardzo dalekim
od obserwowanego w jadrach stabilnych, wystepujacych
w przyrodzie. Najlepsze obecnie istniejace uklady zlozone
sa z 20 do 30 detektorów germanowych, a. ich zastosowanie
doprowadzilo nieda~no do odkrycia zja.wiska tzw.
superdeformacji w jadrze 152Dy, a pózniej i w paru innych,
sasiednich jadrach Gd, Tb i Dy. Oprócz "typowych"
stanów wzbudzonych obserwuje sie w tych jadrach bardzo
regularne pasma stanów odpowiadajace rotacjom przy
niezwykle duzej deformacji. W tych stanach jadro ma
ksztalt wydluzonej elipsoidy (cygara) o dwóch równych
krótszych pólosiach i jednej dluzszej (jadro obraca sie
wokól krótszej pólosi), przy czym stosunek dluzszej do
krótszej pólosi wynosi 2:1. Ocenia sie, ze gammakula
stworzy szanse "zobaczenia" tzw. hiperdeformacji
odpowiadajacych stosunkowi pólosi jadra 3:1.

Tymczasem w Polsce czekamy ciagle na nasz warszawski
cyklotron, a zart przekrecajacy jego nazwe z U-200 na
U-2000 'staje sie coraz mniej zabawny. Budynek przy
ul. Pasteura, majacy pomiescic cyklotron, juz prawie
gotowy, ale jakze rozpaczliwie powoli przedziera sie ta
inwestycja przez szpony.kryzysu gospodarczego. A moze
to po prostu krótkowzrocznosc decydentów, zaniedbujacych
badania podstawowe ...

\

Zakonczenie optymistyczne: puchar w szkolnych
Regatach '88 przypadl znanemu naszym Czytelnikom
z publikowanych w Delcie artykulów polskiemu fizykowi
jadrowemu - Markowi Pfiitznerowi. '

Gratulujemy!



SUIT.1Y wspólczynników' dwumianowych

Jedna z podstawowych wlasnosci wspólczynników rozwiniecia potegi dwumianu

jest równosc (~) + (7) + ... + (:) = 2n, która daje prosty wzór na sume liczb
wystepujacych w n-tym wierszu trójkata Pascala. A jaka bedzie suma co drugiej liczby
w n-tym wierszu? Okazuje sie, ze

czyli sumujac co druga liczbe otrzymamy wynik niezalezny od tego, czy rozpoczynamy

dodawanie od (~), czy od, (7). Dowód powyzszych faktów jest prosty: wystarczy
przedstawic w postaci sumy liczby (1 + l)n i (1 - l)n. A ile wynosi suma co trzeciego

wyrazu: (~) + (~)+ (~)+ ...? Czyzby 23n? Niestety, nie. To musi byc liczba

calkowita! I oto mamy problem do zbadan}a: Obliczyc sume (7) + C~k) + C+~k) +
+C+n3k) + ... , gdzie 1< k. Zagadnienie to wiaze 'sie scisle z nastepujacym pytaniem:
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze po n rzutach moneta liczba orlów bedzie
podzielna przez k z reszta l? Mozna'tez rozwazac sumy kwadratów wyrazów trójkata

Pascala. Wiadomo bowiem, ze

A jesli wziac w tej sumie co drugi (lub co k:-ty) skladnik?

J.w.

Zadania

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 535. Oto przepis na elipse z poradnika dla majsterkowiczów: owijamy walec
papierem i rysujemy cyrk1em "okrag". Po rozprostowaniu papieru otrzymamy elipse.
Czy rzeczywiscie?
Rozwiazanie n<l:str. 2

M 536. Ogólnie znany przepis na prosta: zgiac kartke papieru. Linia zgiecia jest
prosta - dlaczego?
Rozwiazanie na str. 10

M 537. Funkcja ciagla J ma nastepujaca wlasnosc: jesli x - y = 1, to J(x) - J(y) = 1.
Czy J musi byc liniowa?
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F '264. Ocenic sile, jaka nalezy przylozyc do krawedzi nadmuchiwanego materaca tak,
aby zgiac go pod katem 900• Zakladamy, ze materac sklada sie z jednej czesci i nie ma
poprzecznych szwów oraz jest dobrze napompowany.
Rozwiazanie na str. 3

F 265. Dzieciecy balonik napelniony jest goracym powietrzem. Przy jakiej
temperaturze powietrza w baloniku bedzie mógl sie on uniesc?
Temperatura To otoczenia wynosi okolo 300 K.
Rozwiazanie na str. 4
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Klub 44
Termin nadsylania rozwiazan:

31 V 1989

Ski6t regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla{ rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki ml:lezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladno€cia do 0,1. Ocene mnoz>:my
przez wspólczynnik trudno€ci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1989.

Zadania z matematyki nr 18'1,188

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

187. Na plaszczyznie z kartezjanskim ukladem wspólrzednych laczymy punkty (O,O) i
(1,1) krzywa o parametryzacji x = ~(t), Y = ",(t); ~(o) = ",(O) = O, ~(l) = "'(1) = l;
zakladamy, ze ~ i '" sa niemalejacymi ciaglymi funkcjami zmiennej t E {O;l}. Czy
kazda taka krzywa da sie pokryc 10 prostokatami o boka.oh równoleglych do osi ukladu
tak, by pole kazdego z nich bylo nie wieksze niz 1/100 ?

188. Rozwazamy ciag (Xn) okreslony wzorem rekurencyjnym Xn+l = IXn - 2:....nl·
Przedyskutowac (w zaleznosci od wartosci poczatkowego wyrazu Xo E R) zbieznosc
ciagu (Xn); w razie zbieznosci - znalezc granice.

Zadanie 188 zaproponowal pan Henryk Kornacki z Augustowa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/1988
Przypominamy tresc zadan:
179. Rozwiazac w liczbach nieujemnych równanie

(o: + (o:yr/2 + y) 1/3 = (0:2/3; y2/3) 112.

180. Wykazac, ze szachownice 2n X 2n, z kt6rej wycieto jedno
pole, mozna pokryc nie zachodzacymi na siebie plytkami
,.trimino" (tj. majacymi ksztalt litery L zlozonej z trzech
kwadrat6w jednostkowych).

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 173 (WT=3,09) i 174 (WT=I,26)

z numeru 8/1988

Krzysztof Jedziniak - Ka.towice 44,86pkt
Adam Ruszel - Krosno 43,81pkt
Adam Przezdziecki - Warszawa. 42,8Spkt
Edwa.rd Orzechowski - Warsza.wa. 42,03pkt
Ka.zimierz Serbin - Sa.nok 40,12pkt
Andrzej Bonk - Chelm z•• 39,99pkt

Pan Jedziniak po raz wtóry zgromadzil
44 punkty

179. Wszystkie pary (x, y) takie, ze x = y, sa rozwiazaniami równania. Pokazemy, ze
innych rozwiazan nie ma. Przypuscmy, ze równanie jest spelnione przez liczby x, y ~ O

nie równe jednoczesnie zeru. Przyjmijmy oznaczenia: c = X2/3 + y2/3, U = X1/3 C-l/2,
V = y1/3C-1/2. Liczby u i v zwiazane sa zaleznoscia u2 + v2 = l, a równanie przybiera
po prostych przeksztalceniach postac

u3 + (UV)3/2 + v3 = _3_.
2\1'2

Skoro u2 + v2 = l (u, v ~ O), istnieje liczba to E {O;~} taka, ze u = cos to, v = sin to.
Tak wiec funkcja

f(t) = (cos t)3 + (sin tl + (cos tsin t)3/2, •

ro~wazana na przedziale {O;~}, przyjmuje dla t = to wartosc ~. Jej pocho~na

!,(t) = ~(cos t sin t) 1/2(COS t - sin t)( cos t + sin t - 2(cos t sin t) 1/2)2

jest dodatnia w przedziale (O;~), a ujemna w (~; ~). Zatem f przyjmuje w punkcie ~

(i tylko tam) swa wartosc maksymalna f(~) = ~. Wobec tego to = ~, a to znaczy,
ze u = v, czyli x = y. [Inne rozwiazanie: Mozna przyjac, ze :t > o. -Przez podstawienie
y/x = t6 sprowadzamy równanie do postaci 8(1 + t3 + t6)2 = 9(1 + t"')3. Róznica miedzy
prawa a lewa strona daje sie nastepnie (pomijamy szczególy przeksztalcen) wyrazic
jako iloczyn

(t - l)'" (t"'(t + 2)2(e + l) + (2t + 1)2(t2 + l) + 5t2(t2 - 1)2);
jest wiec zerem tylko dla t = l, co odpowiada temu, ze w wyjsciowym równaniu musi
byc x = y.l

!=44

180. Indukcja. Szachownica 21 x 21 bez pola - to pojedyncze trimino. Zalózmy
prawdziwosc tezy dla pewnego n i wezmy szachownice 2n+1 x 2n+1 bez jednego pola.
Dzielimy ja na cztery szachownice A, B, C, D o wymiarach 2n x 2n• Powiedzmy, ze
brakujace pole P znajdowalo sie w kwadracie A. Z kazdego z kwadratów B, C, D
usuwamy pole majace wierzcholek w punkcie srodkowym duzego kwadratu. W mysl
zalozenia indukcyjnego mozemy pokryc plytkami trimino zarówno kwadrat A bez
pola P, jak i kwadraty B, C, D (kazdy bez jednego pola) - a trzy pola usuniete z tych
trzech kwadratów daja sie nakryc jeszcze jedna plytka. Stad slusznosc tezy dla n + l,
wiec i - przez indukcje..:. dla wszystkich n.
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Zadania z fizyki nr 85, 86

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

85. W plaskim kondensatorze jedna z dwu poziomych okladek o powierzchni S jest
zawieszona na czterech jednakowych sprezynkach o wspólczynniku sprezystosci k nad
druga, nieruchoma okladka. W stanie nie naladowanym odleglosc miedzy okladkami
wynosi do. Kondensator ladujemy impulsowo (zaniedbywalny czas ladowania) do
napiecia U. Przy jakiej wartosci U nastapi zetkniecie sie okladek?

86. Rozpatrzmy gejzer majacy duzy, podziemny zbiornik wody nagrzewany cieplem
Ziemi oraz waski kanal laczacy ten zbiornik z powierzchnia;Ziemi (rys. 1). Aktywnosc
gejzera ma charakter okresowy. Podczas okresu spokojnego zbiornik oraz kanal sa
w calosci wypelnione woda. Z chwila, gdy woda w podziemnym zbiorniku osiagnie
temperature wrzenia, zaczyna sie aktywny okres gejzera. Przyjmujac, ze podczas
trwania okresu aktywnego - który jest znacznie krótszy od okresu spokojnego - caly
kanal wypelnia uchodzaca na zewnatrz para wodna, oszacowac, jaka czesc wody
zawartej poczatkowo w zbiorniku gejzera ulega wyrzuceniu w postaci pary, jesli kanal
siega na glebokosc h = 100 m.
Przyblizone 'wartosci ciepla parowania oraz ciepla wlasciwego wody wynosza
odpowiednio r = 2 . 106 J/kg oraz c = 4 . 103 J/kgK. Na rysunku 2 przedstawiono
zaleznosc cisnienia nasyconej pary wodnej od temperatury.

480460400 420 440
temperatura (K)

h

Rys.

Rys. 2

1.6

11.4
_1.2
d:1.o

~0.8
.~O.6

.~0.4
.~Q2
'0 O

380

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/1988·

3~lm-bC
P.I----A, : B

I I

Przypominamy tresc zadan:
77. Jaka co najmniej sila F trz'eba dzialac na tlok strzykawki,
aby wylatujacy z niej przez otworek w górnej sciauce strunlieli
wody wznos iI sie na wysokosc h = 5 m? Srcdnica tloka dl' =
30 mm. srednica otworu w' sciance -. d2 = l mm. Czy
zaopatrzcnie otworu w dyszke jak na rysunku 3 bedzie mialo
wplyw na sile F oraz na predkosc przesuwu tloka?

Rys. 3 Rys. 4

v. 3Vo V
78. Obliczyc stosunek ilosci ciepla pobranego przez
jednoatolnowy gaz doskonaly w dwóch wariantach pr2.emiany
(rys. 4): l) A .....•B .....•C, 2) A .....•D .....•C ..

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 71 (WT=2,Ol) i 72 (WT=1,58)

z numeru 8/1988

Blizsze om6wienie problemu wyplywu
cieczy przez otwór oraz rurki o r6znych
ksztaltach mozna znalezc w ksiazce
A. Nadolny, K. Pniewska: Olimpiady
Fizyczne XXIX-XXXI, WSiP, Warszawa
1986. str. 173-175.

77. Gdyby nie bylo zadnych strat energii (na tarcie tloka o scianki, opór powietrza
itp.), przyrost energii potencjalnej porcji wody o masie ~m, wyrzuconej na
wysokosc h, tlE = tlmgh (g - przyspieszenie ziemskie) bylby równy pracy tloka nad
wycisnieciem tej ilosci wody ze strzykawki ~L = F ~l, gdzie ~l = 4~m/ p7rd12 jest
odpowiednim przesunieciem tloka (p - gestosc wody).
Z przyrównania ~E = ~L wynika F = 7rd12pgh/4 = 34N. Wobec wystepowania
róznych oporów wzór ten okresla dolna granice rzeczywiscie wymaganej sily.
Zastosowanie dyszy nie ma wplywu na powyzsze rozumowanie,.a..-wiec i na jego wynik
dotyczacy sily (wynik ten jest niezalezny od srednicy d2). Wplywa natomiast na
wielkosc strumienia wyplywajacej wody. O ile bowiem struga cieczy wyplywajacej
z otworu w cienkiej sciance, ze wzgledu na zachodzace w strudze przyspieszanie cieczy,
ma ksztalt zwezajacy sie (jej srednica w miejscu maksymalnej predkosci jest mniejsza
od srednicy otworu), o tyle w przypadku dyszy o podanym .ksztalcie przyspieszenie
cieczy nastapi wewnatrz samej dyszy i wylatujaca struga bedzie miala ksztal~ walca
o srednicy otworu wylotowego. Zaopatrzenie otworu w strzykawce w dyszke zwiekszy
wiec wielkosc strumienia wyplywajacej wody, a zatem takze predkosc przesuwu tloka.

78. Z praw przemian gazowych - izoba.rycznej i izochorycznej - wynikaja zwiazki
miedzy temperaturami odpOWiadajacymi punktom A, B, Ci D: TB = 3TA, TD = 3TA,

Ta = 9TA. Ilosci ciepla pobrane przez gaz w poszczególnych przemiana.ch czastkowych
wynosza zatem odpowiednio: QAóB = 2nCpTA, QBO = 6nCvTA, QAD = 2nCvTA,
QDO = 6nCpTA, gdzie n:- liczba moli gazu, Cp - molowe cieplo wlasciwe przy stalym
cisnieniu, Cv - molowe cieplo wlasciwe przy stalej objetosci.
Poszukiwany stosunek jest równy

k- QAB+QBO _ 6+2~ d' _ Cp- ------ - --- g Zje ~ - -.
QAD +QDO 2+6~' Cv

Dla jednoatomowego gazu doskonalego ~ = 5/3, zatem k = 7/9. Wynik nie zalezy,
oczywiscie, od ilosci uzytego gazu.

pkt
pkt

pkt
pkt
pkt

- Katowice 34.,79
- Lublin 32,75
- Szczecin 32,26
- Kraków 31,4.2
- Wa.rsza.wa 31,31

Roman Mus ia.l
Adam Sikorski
Pa.wel Perkowski
WiE'sla.w Kacprzak
Piotr Koczy:tiski
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To zdane zawiera trzy blendy.

(Douglas R. Hofstadter - tlumaczenie anonimowe)

Zjawisko "seeingu" (polskiej nazwy nie ma) polega na tym,
ze wskutek przemieszczania sie niejednorodnosci atmosfery
obraz gwiazdy w teleskopie nieustannie drga i pelza. W wyniku
tego na kliszy fotograficznej zamiast punktu o rozmiarach
okreslonych przez falowe wlasnosci swiatla otrzymuje sie
plame o rozmiarach kilku lub nawet kilkunastu sekund luku.
Przy fotografowaniu obiektów rozciaglych seeing powoduje
ogólne pogorszenie ostrosci zdjecia. Wydawaloby sie, ze
jedynym wyjsciem jest umieszczenie teleskopu poza atmosfera·
Tymczasem juz ponad 30 lat temu Robert B. Leighton
z CaliforniaJnstitute of Technology zbudowal urzadzenie

kompensu}ace chaotyczne ruchy obrazu gwiazdy, zas w polowie
lat 70. inzynierowie z Bell La~oratories oraz Lockheed Research
Laboratory przeprowadzili ud~e doswiadczenia 'z elastycznymi
i segmentowymi lustrami teleskopów. W obu przypadkach
walka z seeingiem polega na ustawicznym modyfikowaniu
ksztaltu lustra, co odbywa sie dzieki komputerowi sterowanemu
przez czujniki sledzace seeing na biezaco. Urzadzenia te sa,
oczywiscie, tylko prototypowe, a szczególy techniczne nie do
konca jawne.

Aby wyprodukowac kostke pamieci RAM o pojemnosci 256

kilobajtów, powietrze w procesie produkcji musi byc nieslychanie
czyste. Nie moze zawierac wiecej niz srednio 300 czasteczek
kurzu o rozmi~rach przekraczajacych 0,5 ",m w kazdym metrze
szesciennym. Z tego powodu palacze papierosów nie moga
pracowac przy produkcji takich kostek.

James Prescott Joule nigdy nie pelnil funkcji akademickiej.
Urodzony w 1818 r. w Salford w rodzinie piwowarów musial
troszczyc sie o sprawy rodzinnej firmy browarskiej. Pomimo
tych obowiazków przez ponad 10 lat prowadzil badania ciepla
wytwarzanego we wszystkich mozliwych procesach. Pierwsze
jego prace nie zyskaly uznania i zostaly od~zucone przez
wydawców czasopism naukowych i Królewskie Towarzystwo
Naukowe. W 1846 r. Joule odkryl magnetostrykcje (zmiana

ksztaltu i wymiarów magnetyku podczas magnesowania),
a badania nad rozszerzalnoscia gazów, prowadzone w latach

piecdziesiatych wspólnie z Williamem Thomsonem, doprowadzily
do odkrycia zjawiska Joule'a-Thomsona (zmiana temperatury
gazu podczas powolnego adiabatycznego przeriikania przez
porowata przegrode) ..

Oswietlenie powierzchni Marsa promieniami slonecznymi jest
w przyblizeniu dwukrotnie slabsze niz oswietlenie powierzchni
Ziemi - Mars znajduje sie 1,52 raza dalej od Slonca. Wystarcza
to jednak, by wywolac dosc gwaltdwne ruchy jego rzadkiej
atmosfery. Wiatry o predkosci rzedu 200 km/h nie sa tam
rzadkoscia. Ale ponadto na zdjeciach wykonanych za pomoca
kamer Vikingów zauwazono traby powietrzne, tj. siegajace
nieraz 6 km wysokosci slupy pylu. Podobnie jak na Ziemi, tak
i na Marsie tornada wystepuj a tylko na niektórych obszarach,
np. obserwowano je na granicy Amazonii i Arkadii oraz
w poblizu Utopii.

W niektórych urzadzeniach do pomiaru mocy wiazki laserowej
uzywane sa "siatki dyfrakcyjne" w postaci stojacej fali
ultradzwiekowej. Rozrzedzenia i zgeszczenia powietrza w takiej
stojacej fali odgrywaja role szczelin i przeslon w tradycyjnej
sjatce dyfrakcyjnej. Pomiar mocy rozproszonej dyfrakcyjnie
wiazki m-tego rzedu pozwala ocenic calkowita moc wiazki
laserowej.

Dwie grupy majace tyle samo elementów moga nie byc
izomorficzne, czyli moze nie istniec przeksztalcenie jednej
z nich na druga, przy którym dzialania beda zachowane.
Najmniejsza liczba elementów, dla której moze sie to zdarzyc,
jest 4. Odpowiednie grupy to obroty wokól ustalonego punktu
o wielokrotnosci kata prostego i grupa zlozona z dwóch symetrii
osiowych o osiach prostopadlych, z symetrii wzgledem punktu
przeciecia tych osi i (oczywiscie) identycznosci.

Jednym z obrazowych porównan pozwalajacych unaocznic
róznice miedzy zbiorami skonczonymi i nieskonczonymi jest
tzw. hotel Hilberta. Lózka w tym hotelu sa ponumerowane
1,2, ... , róznymi, ale tez wszystkimi liczbami naturalnymi.
W odróznieniu od zwyklego hotelu, w hotelu Hilberta, nawet
jesli wszystkie lózka sa zajete, mozna zawsze znalezc lózko dla
nowego goscia. Wystarczy bowiem przeniesc kazdego z gosci do
lózka o numerze o jeden wiekszym, a lózko nr 1 przeznaczyc dla
przybysza.
Podobna metode mozna zastosowac, gdy chcemy, by kazdy
pokój zostal posprzatany do, powiedzmy, poludnia. O godzinie
1100 prosimy gosci, by przeszli do nastepnego pokoju, o 1120
jeszcze raz, o 1130 - znów, potem o l1S5 itd., i w koncu o 1140
wszystkie pokoje sa wolne i moga wejsc do nich sprzataczki.
No dobrze, ale gdzie sa goscie?

Niemal w rok po odkryciu nadprzewodnictwa w temperaturze
okolo 90 K w YBa2CuS07-:z odkryto nowe materialy
przechodzace w stan nadprzewodzacy w 120 K. Sa to
TbCal,sBaCus08.S+:z oraz TI1,86CaBaCu307,8+:z. Oba nowe
materialy nie zawieraja pierwiastków ziem rzadkich (La, Y,
Eu, ... ), co rózni je od poprzednio odkrytych nadprzewodników
wysokotemperaturowych.

Napiszcie slowami dowolna liczbe. Nastepnie napiszcie slowo
okreslajace liczbe liter w poprzednim napisie i kontynuujcie
te procedure. Jes1i wykonacie powyzsze czynnosci w jezyku
angielskim, szybko zaczniecie otrzymywac wylacznie liczbe 4

(np. THE CUBE ROOT OF PI, FIFTEEN, SEVEN, FIVE,
FOUR, FOUR, FOUR, ... ). A jak bedzie po polsku?

r------<~--------- ..~l~~

/1 m
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Patrz w niebo

Wyobrazmy sobie, ze aparatem unieruchomionym przez rok fotografujemy na tej
samej kliszy Slonce codziennie, np. w samo poludnie (wedlug zegara!). Obrazy Slonca
utworza na kliszy charakterystyczna "ósemke", tzw. analemme. Zdjecie (na tylnej
okladce) jest nawet dosc efektowne, moze jednak nie kazdy wie, jaka kryje tresc
przyrodnicza· Spróbujmy ja z tej "ósemki" wydobyc.

Przyjmijmy na poczatek, ze niebo obraca sie ze stala predkoscia. Gdyby Slonce
wedrowalo po tym niebie równiez jednostajnie, a ponadto po równiku niebieskim (jest
to wielkie kolo opasujace niebo w tej samej plaszczyznie, w której lezy równik ziemski),
to, rzecz jasna, codziennie w poludnie (wedlug zegara) jego obraz w nieruchornym
aparacie fotograficznym wypadalby w tym samym miejscu kliszy. Inaczej mówiac,
analemma bylaby punktem.
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Ale tak nie jest, gdyz przyjete tu zalozenia nie sa
spelnione. Naprawde Slonce porusza sie po tzw. ekliptyce,
czyli wielkim kole nachylonym do równika pod katem
23~5 (poniewaz os ziemska tworzy z plaszczyzna orbity
kat 66~5). W ciagu roku zatem deklinacja Slonca (kat
miedzy plaszczyzna równika a kierunkiem na Slonce)
zmienia sie pomiedzy wartosciami 23~5 latem a -23~ 5
zima. Wlasnie dzieki temu nachyleniu mamy w ogóle
pory roku. Tak czy inaczej mozna sobie wyobrazic taki
ruch Slonca, podczas którego jego "rzut" na równik
niebieski poruszalby sie jednostajnie. Wtedy w kazde
poludnie (zegarowe) Slonce znajdowaloby sie zawsze
dokladnie w kierunku poludniowym i tylko wyzej lub nizej
w zaleznosci od pory roku. Analemma bylaby odcinkiem
(lukiem) rozciagajacym sie 23~5 w obie strony prostopadle
do równika niebieskiego .

Ale tak tez nie jest, poniewaz Slonce porusza sie po
ekliptyce wcale nie w tak specjalny sposób. Gdyby
poruszalo sie po niej ze stala predkoscia, to jego "rzut"
na równik musialby sie juz poruszac niejednostajnie
i w kolejne poludnie zegarowe Slonce znajdowaloby sie
albo w lewo, albo w prawo (no i oczywiscie w góre lub
w dól) wzgledem pozycji z dnia poprzedniego. Inaczej tez:
w poludnie zegarowe Slonce prawdziwe znajdowaloby sie
rozmaicie w lewo lub w prawo od kierunku poludniowego,
czyli prawdziwe poludnie sloneczne spóznialoby sie lub
wyprzedzaloby poludnie zegarowe. Róznice miedzy
czasem prawdziwym slonecznym a zegarowym nazywamy
równaniem czasu. W rezultacie analemma bylaby
w pelni symetryczna ósemka. Centralne skrzyzowanie
odpowiadaloby datom obu równonocy (wiosennej okolo
21 ITI i jesiennej 23 IX), a wierzcholki usytuowane
dokladnie nad tym skrzyzowaniem datom przesilen
(letniego 22 VI i zimowego 22 xn).

Jednak nawet po ekliptyce Slonce. porusza sie niejednostajnie - Ziemia ~s'zak obiega
Slonce po elipsie, i zima; gdy jest blizej Slonca, porusza sie szybciej niz latem.
W wyniku tego zimowa petla analemmy jest obszerniejsza od letniej. Wyraznie
widoczna ponadto "lewo-prawa" asymetria analemmy jest skutkiem tego, ze chViila
przesilenia zimowego (22 XII) nie pokrywa sie z chwila przejscia Ziemi przez najblizszy
Sloncu punkt orbity (okolo 4 I).

Wszystko to widzimy na rysunku, który oprócz tego, ze jest schematem autentycznej
analemmy, moze sluzyc za nomogram do przyblizonego okreslania deklinacji Slonca
(os pionowa) i równania czasu (os pozioma).

dr Tomasz KW AST
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