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Supernowa w Wielkim Obloku Magellana

Dr Macies KOZEOWSKI

Supernowa SN 1987a, ktéra mieszkaricy poludniowej
pétkuli mogli ogladaé golym okiem od 23 lutego do jesieni
1987 roku na tle Wielkiego Obloku Magellana, przejdzie

do historii astronomii nie tylko jako najjasniejsza na niebie
od czaséw supernowej Keplera z 1604 roku, ale takze jako
supernowa niezwykla. Niezwykla nie tylko dlatego, Ze

w maksimum blasku (okolo 20 maja 1987 r.) §wiecita jako
gwiazda trzeciej wielkodci, a wigc z moca wystarczajaca dla
uzycia najbardziej wyrafinowanych technik obserwacyjnych
wspdlczesnej astronomii, ktére umozliwily przesledzenie
wielu szczegdléw bedacych dotychczas poza zasiggiem
teleskopéw, ale takie z racji swej odmiennoéci.

Zaczaé trzeba od tego, Ze po raz pierwszy wiemy
dokladnie, kiedy nastapil wybuch supernowej. Tym razem
stalo sie to 23 IT 1987 r. o godzinie 73° czasu Greenwich,
a wiec na 22 godziny przed jej odkryciem optycznym przez
Iana Sheltona w obserwatorium Las Campanas w Chile
(pedant odejmie jednak od tego momentu 170 000 lat,
czyli tyle, ile trwa wedréwka swiatla od Wielkiego Obloku
Magellana do Ziemi). W tamtej chwili trzy detektory,
zbudowane zreszta w zupelnie innym celu — po to, aby
zbadaé hipotetyczny rozpad protonu w skali 10®! lat —
zanotowaly niespodziewany, trwajacy okolo 10 sekund,
blysk neutrin. $cisle — schwytano ich lacznie 21, w tym 11
w japonskim detektorze Kamiokande, 8 w amerykanskim
IMB i 2 w radzieckim detektorze BAKSAN, ale zZe neutrina
skrajnie stabo oddzialuja z materia, oznacza to, Ze przez
kaidy centymetr kwadratowy przekroju Ziemi przeszio
wéwcezas 10!! neutrin. Nawiasem méwiac, wszystkie one
w drodze do detektoréw musialy przeszyé na wskrod kule
ziemska, jako Ze wymienione detektory znajduja sie na
szerokodciach geograficznych, na ktérych Obloki Magellana
83 zawsze pod horyzontem. Ale cé% to dla neutrin ...

Dla écislodci trzeba tu wspomnieé takze o pieciu
klopotliwych neutrinach, zanotowanych przez
radziecko-wloski detektor, umieszczony w tunelu pod
Mont Blanc. Na swoje nieszczescie podpieszyly sie one

az o0 4,5 godziny w stosunku do pozostalych neutrin,

a w dodatku analiza ich energii prowadzi do wniosku, Ze
supernowa wyemitowala energie 10-krotnie wigksza, niz
to, co na gruncie naszej znajomodci fizyki mozna uznaé za
rozsadne. Byé moze, prayszli fizycy wytlumacza nature
tych neutrin, ale na razie doniesienie o ich rejestracji jest
przyjmowane z rezerwa i we wszystkich analizach sa one
raczej pomijane.

Blysk neutrinowy przekonuje nas jednoznacznie, Ze
przyczyna wybuchu byla implozja (,kolaps®) jadra gwiazdy
- teoria méwi, Ze dzieje sie to w ciagu setnych czesci
sekundy i przydarza sie gwiazdom najbardziej masywnym.
Zapadniete jadro tworzy gwiazde neutronowa,
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QLo NAL ZIEMIE,

a praktycznie cala jej energia wiazania grawitacyjnego
zamienia sie w energie cieplna, powodujac ogrzanie
materii do fantastycznych temperatur siegajacych 10'? K
i w efekcie produkcje termicznych neutrin, ktdre
w ciagu okolo 10 sekund prawie cala te energie wynosza
w przestrzen miedzygwiazdowa. Energie wiazania gwiazdy
neutronowej mozemy latwo oszacowaé sami, prayjmujac
jej mase jako M = 1,5 Mg (symbol Mg oznacza tu mase
Slorica, czyli 2 x 10°° kg) i promiefi R = 15 km przy stalej
grawitacyjnej G = 6,67 x 10~** Nm?/kg?
2

U= GM
(Zauwaimy, ze Sloiice w ciagu swego trwajacego
4,5 miliarda lat zycia wyprodukowalo ponad 1000 razy
mniej energii.) Skala czasowa 10 sekund bierze sie stad,
e materia o gestosci przewyzszajacej tu 10'* g/cm?® jest
dla neutrin nieprzezroczysta i tyle czasu zabiera im dyfusja
do powierzchni gwiazdy neutronowej, skad juz swobodnie
ulatuja, nie oddzialujac z reszta gwiazdy ani — praktycznie
<g niczym juz wiecej. Nawiasem méwiac, energia éwietlna
emitowana przez supernowa, (8 x 104! J) i przewyzszajaca
ja znacznie energia kinetyczna wyrzuconej materii
(2 x 10** J) to tacznie zaledwie okolo 1% energii unoszonej

=1,8 x 10*° J.

" przez neutrina ! Wracajac do zarejestrowanych neutrin:

analiza ich energii, z uwzglednieniem faktu, Ze aparatura
rejestrowala tylko antyneutrina elektronowe, podczas gdy
teoria méwi, ze w tych samych ilodciach wyemitowane
zostalo takze 5 innych gatunkéw neutrin, wskazuje na to,
%e jesli wybuch nastapil w Obloku Magellana, to ich laczna
energia byla rzedu 10%° J. A wiec zgadza sie ...

Konkurencyjny mechanizm, ktéry lubimy przypisywad
supernowym typu I, to eksplozywne zapalenie sie

wegla w jadrze gwiazdy, skladajacym sie z materii
zdegenerowanej — takiej, z jakiej zbudowane sa biale karly.
Sa powody, aby przypuszczaé, e w wyniku tej eksplozji
nastepuje rozerwanie cale] gwiazdy — sugeruje to teoria,

a potwierdzaja pozostaloéci po supernowych, ktérych
wiekszodé nie zawiera sladu obiektu centralnego.
Natomiast neutrina — aczkolwiek sa emitowane — to nie

w takiej ilodci, jak po grawitacyjnym zapadnigciu sie jadra
gwiazdy.

W tym miejscu pora na wyjasnienie réznic miedzy

supernowymi typu I i II. Otéz juz wkrétce po odkryciu
supernowych (F. Zwicky, W. Baade — druga polowa

lat trzydziestych) okazalo sig, Ze ich krzywe blasku
(przedstawiajace zmiany jasnodci w czasie) dziela sie
wyraZnie na dwie kategorie, przy czym kategoria I jest
bardzo jednorodna, natomiast krzywe kategorii II wykazuja
gilne indywidualne zréznicowania. Po przyjrzeniu sie
widmom supernowych wyodrebniono dodatkows ceche
rézniaca oba typy: w supernowych typu I nie widaé



éladu wodoru, natomiast w widmach supernowych

typu II linie wodorowe sa bardzo silne. Interpretacja

tego i innych faktéw przywiodla nas ku przeéwiadczeniu,
e supernowa typu I to wybuch gwiazdy, niegdys

o masie 3 — 8 Mg, ktéra w czasie swego Zycia stracila
wigkszos¢ materii, redukujac si¢ do weglowo-tlenowego
zdegenerowanego jadra, z niezbyt masywna otoczka,
helowa, helowo-wodorowa, a jeszcze lepiej — z druga
towarzyszaca gwiazda, powoli tracaca mase. Otoczka

lub towarzysz potrzebne sa po to, aby masa jadra mogla
rosnaé, a gdy zblizy sie ona do krytycznej wartosci 1,4 Mg,
znanej jako granica Chandrasekhara, wéwczas wegiel
zapala sig i nastepuje katastrofa, w wyniku ktérej gwiazda
przestaje istniec. 7 kolei gwiazda, ktéra ma wybuchnaé
jako supernowa typu II, musi mieé wigcksza mase startowa.
Ewoluuje ona na tyle szybko, Ze jadro w przerwach miedzy
spaleniem si¢ poprzedniego i zapaleniem si¢ nastepnego
pierwiastka nie ma czasu, aby ostygnaé na tyle, by materia
w nim stala si¢ zdegenerowana, a tylko zdegenerowana
materia jest niebezpieczna. Do czasu ... Zelazo nie chce
sig juz palié, bo spoéréd wszelkich pierwiastkéw nukleony
83 W nim zwiazane najsilniej. Powstanie zelaznego

jadra o masie przewyzszajacej mase Chandrasekhara
przesadza jego los: kurczac sie stopniowo, wezedniej czy
pééniej zostanie ono zgniecione przez narastajaca sile
samograwitacji, nastapi implozja, a reszta gwiazdy zostanie
wyrzucona w przestrzen z predkodciami siegajacymi

20 000 km/s.

Nieco-uwagi trzeba podwieci¢ jeszcze krzywym blasku
supernowych typéw Ii II. Statystyka jest tu spora —
corocznie odkrywa sie obecnie co najmniej kilkanascie
supernowych w mniej lub bardziej odleglych galaktykach.
O skali czasowej narastania jasnosci wiemy mniej.
Statystyka jest tu ubozsza, bo zwykle zauwaiamy
supernowga dopiero w maksimum blasku. Czesto

jest to jednak po 1 - 2 tygodniach. W epoce po
maksimum blasku jasnoéé supernowych typu I przez 1 -

2 miesiace spada szybciej, a potem nastepuje diugi etap
wolniejszego, liniowego w skali wielkodci gwiazdowych, czyli
eksponencjalnego w skali (liniowej) spadku jasnoéci, zawsze
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Rys.1. Krzywa blasku SN 1987a.

w tym samym tempie: o 50% w ciagu 60 dni. Krzywa
blasku przypomina tu znana ze szkoly éredniej krzywa,
rozpadu promieniotwérczego. I nic dziwnego, bo ...
supernowe typu I sa promieniotwércze ! A wszystko

to dzieki wlasciwodciom materii zdegenerowanej, ktéra
zapalenie sie wegla ogrzewa na tyle mocno, Ze nastepuje
woéwczas caly laficuch syntez jadrowych, w wyniku
ktérych polowa masy jadra zamienia sie na nikiel 56.
Ten jest f-promieniotwérczy i z poléwkowym okresem
rozpadu 6 dni zamienia sie na kobalt 56, ktéry tez jest
B-promieniotwdrczy i z okresem poléwkowym 77 dni
rozpada sie na zelazo 56. I to jest wladnie to ! Rozpad
promieniotwdrczy ogrzewa materie, a ta dwieci pod jego :
dyktando. Nie nalezy zapominaé o ekspansji materii,

w wyniku ktérej jasnodé spada nieco szybciej niz skala
czasowa rozpadu **Co—5%Fe. Jedli idzie o krzywe blasku
supernowych typu II, to sa one bardzo zréinicowane

i zaden ich element nie daje si¢ tak prosto wyjasnié, jak
»ogon” krzywych blasku supernowych typu L

Powréémy do SN 1987a. Natychmiast po jej odkryciu
stalo sie jasne, Ze jest to supernowa typu II, poniewas

w jej widmie dominuja charakterystyczne szerokie linie
absorpcyjne wodoru. Tylko Ze jaka$ ... slaba. Przecietna
supernowa typu II, wybuchajac w odleglodci Wielkiego
Obloku Magellana, powinna osiagnaé blask gwiazdy
pierwszej wielkodci (supernowa typu I powinna by¢ jeszcze
jadniejsza), tymczasem ta, choé pojadniala rekordowo
szybko, juz w dobe po odkryciu zaczela slabnagé, siegajac
zaledwie wielkosdci gwiazdowe]j 4,5. To szybkie tempo
zmian jasnodci jest zupeinym unikatem wéréd supernowych
— niczego podobnego dotychczas nie obserwowano !
Znajduje jednak wyjasnienie na gruncie tego, co wiemy

o gwiefdzie, ktéra wybuchla. Okazuje si¢ bowiem, e

po raz pierwszy w historii obserwacji supernowych

wiemy, co wybuchlo, i co wiecej — wcale nie gwiazda
bezimienna. Pozycja supernowej na niebie wskazuje na
gwiazde Sk-69.202 (Sk od nazwiska Sanduleak, autora
katalogu jasnych gwiazd w Wielkim Obloku Magellana)

— niebieskiego nadolbrzyma (dla znawcéw astronomii: typu
widmowego B3Ia), jedna, z jasniejszych (12,24 mag) gwiazd
w Wielkim Obloku Magellana.

I tu zdziwienie: teoria ewolucji gwiazd przyzwyczaila nas
do pogladu, ze jako supernowe typu II wybuchaja czerwone
nadolbrzymy (dla écisloéci: nie kasdemu z nich jest pisany
ten los), a charakterystyki dotychczas obserwowanych
supernowych raczej to potwierdzaly. Specjalidci od teorii
ewolucji, komentujac niespodzianke — w najblizZszym
otoczeniu Sk-69.202 z pewnoécia nie bylo Zadnego
czerwonego olbrzyma - wyjaénili, Ze nie ma tu jednak
kryzysu teorii ewolucji gwiazd. W istocie nie wyklucza ona
wybuchéw niebieskich olbrzyméw, a méwi jedynie, ie sa
one malo prawdopodobne. Czynnikami sprzyjajacymi sa
tu: niska obfitosé pierwiastkéw ciezszych niz hel w materii,
z ktérej gwiazda powstala, duza masa poczatkowa gwiazdy
oraz silna utrata materii przez gwiazde w trakcie jej

zycia. Pierwsza z tych okolicznodci prawdopodobnie ma
miejsce w przypadku Sk-69.202, poniewai cale Obloki
Magellana sa, wyraZnie ubo%sze w pierwiastki ciezkie niz
nasza Galaktyka. Specjalidci sklaniajg sie ku pogladowi, ze
Sk-69.202 w niedalekiej przeszloéci byla jednak czerwonym
nadolbrzymem, tracac w tym stadium sporo masy, ktéra
nie zdazyla zreszta daleko odplynaé i da jeszcze o sobie
zna¢ w oddzialywaniu z produktami eksplozji.



Jedli idzie o mase poczatkowsa Sk-69.202, to wnosimy,

7e byla ona wigksza niz 10 Mg. Préba modelowego
odtworzenia tego, co zaobserwowano po wybuchu,
najlepiej udaje sie przy zalozeniu, ze byla to gwiazda

o poczatkowej masie 17 — 20 Mg, zredukowanej péfniej
do 12 Mg. Jej struktura przed wybuchem wygladalaby
nastepujaco: w drodku zZelazne jadro o masie okolo

1,5 Mg, nad nim okolo 2 Mg materii ciezszej niz hel,
powyzie] warstwa zawierajaca 2,5 Mg helu i ponad tym
helowo-wodorowa otoczka o masie 6 M. Promien takiej
gwiazdy wynosi okolo 3 x 10'® m, a wiec 50 razy wiecej,
niz promiefi Slorica, zad jej jasnodé przewyisza jasnoéé
Slofica 130 000 razy.

Model ten dobrze odtwarza szybkie zmiany jasnosci
bezpodrednio po wybuchu: gwiazda gesta i niezbyt
rozlegla szybciej reaguje na przebiegajaca przez nia fale
detonacyjna niz czerwony olbrzym, ktérego promieni
potrafi przewyiszaé promieri Slosica kilka tysiecy razy.
Tlumaczy on nawet pewien wzrost jasnodci, ktéry nastapit
poczynajac od ésmego dnia po wybuchu, ale ... nie caly.
Jasnod¢ zad supernowej niespodziewanie rosla az do 85 dnia
po wybuchu, osiagajac w maksimum 3 mag. Tego juz nie
da sie wytlumaczyé prostym wyéwiecaniem energii materii
ogrzanej przez fale uderzeniowa.
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Rys.2. Poczatkowe widma SN 1987a w dziedzinie widzialnej.
Szerokie, przesunicte ku falom krétszym linie fwiadczng
o ekspansji materii.

Potrzebny jest dodatkowy zastrzyk energii przechowanej
jakog od chwili wybuchu. Moze pulsar ? Silnie
namagnetyzowana gwiazda neutronowa intensywnie
wyhamownuje swéj ruch obrotowy (na poczatku

np. 1000 obr./s) mogac w ten spos6b dostarczy¢ olbrzymiej |
ilogci energii do otaczajacej ja materii. Sprawa wyjadnila
sie definitywnie, kiedy po trwajacym do 130. dnia od chwili
wybuchu szybszym spadku blasku jasnoéé poczela spadaé
wolniej, w charakterystycznym tempie 0,01 wielkosci
gwiazdowe]j na dobe, czyli o polowe w ciagu 70 dni. A wiec
radioaktywna supernowa !

Ile promieniotwérczego niklu potrzeba, aby wytlhumaczyé
krzywa blasku SN 1987a 7 Otéz, nie tak duzo, jak

w przypadku supernowych typu I. Wystarczy 0,07 Mg.
Nie implikuje to, Ze przyczyna wypuchu bylo zapalenie
sie wegla; nadal upieramy sie, Ze nastapila tam

implozja Zelaznego jadra. Synteze zas pewnej ilodci
promieniotwdérczego niklu przy wybuchu supernowej
typu II niektérzy teoretycy nawet przewidywali ...

Spoéréd ciekawostek dotyczacych supernowej warto
wspomnieé, 3e érednica powierzchni éwiecacej jest juz
mierzalna. Np. w listopadzie 1987 roku wynosila ona
0,02 sekundy luku, co oznacza ekspansje ze érednig
predkoscia 4000 km/s. Jest to wyraZnie mniej niz
maksymalna predkoéé, wyznaczona z przesunigé
dopplerowskich linii widmowych, przewyiszajaca

20 000 km/s, ale pamietajmy, Ze najszybsze warstwy
najszybciej stygna i przestaja dwiecic.

Inna ciekawostka jest to, 2e SN 1987a to najjasdniejszy

w historii astronomii obiekt pozagalaktyczny (mowa

o jasnodci pozornej, a nie absolutnej). Na tyle jasny, ze
mozliwa byla rejestracja jego widm optycznych w wysokiej
skali rozdzielczoéci. W widmach tych znaleziono okolo 30
systeméw waskich linii absorpcyjnych, pochodzacych od
réznych oblokéw materii miedzygwiazdowej, znajdujacych
sie miedzy Wielkim Oblokiem Magellana a nami.

Z linii tych mozna dowiedzieé sig¢ wiele o odleglodciach,
rozmiarach i skladzie chemicznym oblokéw (jeden z tych
systeméw naleiy prawdopodobnie powiazaé z materia
stracona, przes Sk-69.202 przed wybuchem). Jest to
najlepsze w historii przeéwietlenie naszej Galaktyki,
potwierdzajace skadinad, ze SN 1987a lezy poza jej
granicami.

Z tych wszystkich powodéw SN 1987a dolacza

chwalebnie do slynnej kompanii szesciu historycznych
supernowych naszego tysiaclecia, ktéra stanowia: SN 1006
(najjasniejsza), SN 1054 (Krab), SN 1181 (3C58),

SN 1572 (Tycho Brahe), SN 1604 (Kepler) i najbardaiej
tajemnicza, Cas A, ktérej nikt nie widzial, choé-w zasadzie
powinien, a ktéra wybuchla gdzie§ okolo roku 1680.

Jest jednoczeénie pierwsza, supernows typu II odkryta

w galaktyce nieregularnej, choé z réznych powodéw nie
jest to niespodsianka — dotychczas pytaliSmy raczej,
dlaczego w galaktykach nieregularnych wciaz odkrywa sie
same supernowe typu I. A moze s one po prostu slabsze,
podobnie jak slabsza okazala si¢ SN 1987a 7

Astronomia poéwieca supernowym sporo uwagi nie bez
powodu. Bez supernowych bowiem nie nastapilaby synteza
wielu pozytecznych pierwiastkéw, a gdyby nawet nastapita,
to pozostalyby one uwiezione we wnetrzach gwiazd. Nie
mialaby z czego powstaé Ziemia i silg rzeczy, my sami.



Ciag (sinn)" albo o aproksymacjach diofantycznych

Mgr Stawomir CYNK

Kilka lat temu duza popularnodcia wéréd studentéw
matematyki Uniwersytetu Jagiellofiskiego cieszy! sie
nastepujacy problem z analizy matematycznej:

Cazy zbiginy jest ciag an := (sinn)™ ?
Ufundowano nawet nagrode za jego rozstrzygniecie.
Wyrazy ciagu @, o numerach parzystych sa dodatnie, wiec
ciag ten nie moze by¢ zbiezny do liczby ujemnej. Réwnie

tatwo mozemy wykazaé, Ze badany ciag nie ma granicy
dodatniej. Przypuéémy bowiem, ie lim a, = ¢, gdzie ¢

n—oo
jest liczba dodatnia. Wtedy otrzymalibydmy lim sinn =
n—oo
= lim (an)"/™ = ¢® = 1, co, ocaywiscie, nie jest prawda.

n—oo

W ten sposéb w naszym éledztwie pozostala niesprawdzona
tylko jedna podejrzana — liczba zero. Zanim wykluczymy
ija (a wiec w konsekwencji wykaiemy, e ciag a,

nie jest zbiezny), przypomnijmy-przedstawmy kilka

faktéw. Wszystkie one wiaza sie z przyblizaniem liczb
niewymiernych liczbami wymiernymi, czyli tak zwanymi
aproksymacjami diofantycznymi.

Niech z bedzie liczbg, rzeczywista, niewymierna. Liczbe
wymierna p/q nazywamy najlepszym przyblizeniem
liczby z, jedli dla dowolnej liczby naturalnej r < ¢

oraz dowolnej liczby calkowitej s prawdziwa jest
nieréwnoéé |gz — p| < |rz — 3| (innymi slowy, jest to takie
przyblizZenie liczby z za pomoca liczby wymiernej, Ze biorac
dowolne inne przyblizenie za pomoca, liczby wymiernej

o mianowniku nie przekraczajacym ¢ popelnimy wigkszy
biad wzgledny w stosunku do mianownika).

W dalszym ciagu postuzymy sie nastepujacymi
wiasnosciami najlepszych przyblizesi (ktére uzasadnimy
posniej):
1. Dwa rézne najlepsze przyblizenia tej samej liczby
niewymiernej maja réine mianowniki.
2. Najlepsze przybliZenie jest zawsze ulamkiem
nieskracalnym.
3. Jedli liczba wymierna p/q jest najlepszym przyblizeniem
liczby wymiernej z, to spelniona jest nieréwnosé

lgz—p| < 1/q.
4. Jesli pn/qn jest ciagiem réinych najlepszych przyblizes
liczby z, to lim (pa/qn) = 2.
5. Kazda liczba niewymierna ma nieskoficzenie wiele
najlepszych przyblizen, ktérych mianowniki sa liczbami
nieparzystymi.
Korzystajac z wypisanych faktéw udowodnimy, ze liczba
zero nie jest granica ciagu a,. ZaléZmy dla dowodu
nie wprost, ze lim a, = 0. Niech ciag pn /qn bedzie
nieskoniczonym ciagiem réznych najlepszych przyblizef
liczby m/2 o mianownikach nieparzystych. Mamy wtedy

ICOSP“I o |sin(1r/2 - pn)l —
”“((”/2 —pn) + ((ga — 1)/2) w) [ =
= |sin(gam/2 — pn)|. :

Ale dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ mamy |sint| < [t
wiec w konsekwencji

[cospn| = |sin(gnm/2 — pn)| < |gn7/2 — pu| < 1/¢n,

4

a stad
|sinpn| =4/1— (cospn)2>1—|cospn| >1—1/gn.

Ciag gn sklada sie z réznych liczb naturalnych, wiec
lim g, = co, a poniewas ciag pn /¢. jest zbieiny do 7/2,

n—oo
wiec réwniez lim p, = co. Na mocy zaloZenia lim a, =0,

n—+oco n—co

mamy zatem lim (sinp,)?" = 0. Z drugiej strony
n—co

Pn/gn

lim (sin pa)*" 2 lim ((1-(1/20)™)"" =e7/*>0.

W ten sposdb otrzymaliémy sprzecznosé konczaca dowdd,
Ze ciag a, nie jest zbiezny.

Pozostaly nam jeszcze do udowodnienia wypisane
wlasnosci najlepszych prayblizeri. Pierwsze dwie

z nich s na tyle proste, ze ich dowéd pozostawimy
starannemu Czytelnikowi. Wlasnoé&é trzecia jest wnioskiem
z udowodnionego w 1842 roku przez Dirichleta twierdzenia
nazywanego obecnie jego nazwiskiem.

Twierdzenie Dirichleta. Niech z bedzie liczba,
niewymierna. Dla dowolnej liczby naturalnej @ istnieja
takie liczby calkowite p, q, Zze 1 < ¢ < Q oraz

|lzg —p| <1/Q.

Dowdéd. Rozwaimy nastepujacy uklad @ + 1 liczb

0, {z}, {2z}, ..., {Q=} (gdzie {t} oznacza czesé utamkowa
liczby t) z przedzialu [0, 1]. Dwie spoéréd nich réinia, sig
nie wigeej niz o 1/Q. Oznacza to, Ze istnieja takie liczby
catkowite ry, 12, 81, 82,26 0 < r; <r; < Q oraz

[(r1z — 81) — (r2z — 82)| < 1/Q. Prayjmujac ¢ =11 — 1z,

p = §1 — 82 otrzymamy teze twierdzenia.

Wiasnodé czwarta jest wnioskiem z wlasnodci pierwszej

.1 trzeciej. Dowdd wiasnoéci piatej sklada sig z dwéch

czedci. Najpierw zauwaimy, Ze dowolna liczba niewymierna
ma nieskoficzenie wiele najlepszych przyblizen. Zaléimy,
e jest przeciwnie. Przypusémy, ze p/q jest najlepszym
przyblizeniem liczby z o najwiekszym mianowniku. Wiedy
dla dowolnej liczby wymiernej s/r mamy |rz — s| > |¢z — p|.
Liczba z jest niewymierna, wigc |[gz — p| > 0, a zatem
istnieje taka liczba naturalna Q, Ze |gz — p| > 1/Q.

Ale w ten sposéb dowiedlismy, Ze dla dowolnej liczby
wymiernej s/r zachodzi |rz — s| > 1/Q, cazyli otrzymaliémy
sprzecznodé z twierdzeniem Dirichleta. W ten sposéb
wykazalismy, Ze istnieje nieskoniczenie wiele najlepszych
przyblizeri liczby z. Ustawmy je w kolejnodci rosnacych
mianownikéw. Wykazemy, ze spodréd dowolnych dwéch
wyrazéw uzyskanego ciagu przynajmniej jeden ma
mianownik nieparzysty. Przypuéémy, ie jest przeciwnie

— niech liczby (2p +1)/2q i (22 + 1)/2r beda kolejnymi
najlepszymi przyblizeniami liczby z. Ale wtedy liczba
(p+s+1)/(qg+7) jest ,lepszym przyblizeniem” liczby

z niz (2p + 1)/2q, czyli istnieje najlepsze prayblizenie

z o mianowniku wiekszym niz 2q, a mniejszym niz 2r.
Otrzymana sprzecznoéé koriczy dowéd wiasnodci piatej,

a w konsekwencji réwniez dowdd rozbieinodci ciagu @n.

Na zakoriczenie zauwaimy, Ze rozwiazaliSmy problem
z analizy matematycznej korzystajac z pewnych prostych
faktéw z teorii liczb.



Deterministyczny chaos

Dr hab. Ryszard KUTNER

Wiekszoéé z nas zapewne ma gleboko zakorzenione, a wyniesione prawdopodobnie

jeszcze z dziecifistwa, intuicyjne wyobrazenie o chaosie jako o olbrzymiej zbiorowosci
Interesowa¢ bedzie nas zachowanie nieprzewidywalnych zdarzeri. Nieprzewidywalnych, poniewaz nie umiemy zglebié ich
chaotyczne ukladéw, w ktérych nie przyczyn - mamy zbyt malo informacji o stanach ukladu badZ tez ich mnogos¢ nas
e e e LR L L paralizZuje. Gdybyémy jednak zdobyli owa wymarzona, pelna wiedze o stanie ukladu
nie ma strat na rzecz otoczenia = s £ tali s i adzik A o fe figvki Klasveznej
w wyniku tarcia, promieniowania itp.  » 0 Wiece], umieli sobie z nia poradzié, wéwczas, stojac na gruncie fisyki klasycan, 5
Innymi slowy, mowa bedzie o chaosie nasze zdarzenia przypadkowe zmienilyby sie, jak za dotknieciem czarodziejskiej rézdzki,
w ukladach, dla ktérych umiemy w zdarzenia w peini okredlone. Umielibysmy z caly pewnoécia przewidzied los naszego
podaf energi¢ potencjalna i ktérych ukladu, a tym samym zniknalby chaos. Jednakie sama mnogoéé obiektéw tworzacych
calkowita energia jest stala ruchu (sa to g,nv ykiad nie jest jedynym powodem wprowadzenia praw statystycznych i nie o takim
tzw. uklady hamiltonowskie). i 5 .

chaosie chcemy tutaj méwic.

Pojecie chaosu mozemy wprowadzié¢ réwniez dla zdarzefi typu rzucania kostka do
gry lub moneta. Przyjrzyjmy sie przez chwile tego typu zabawom. Trzymajac kostke
czy monete mozemy powiedzieé, w doslownym znaczeniu tego stowa, Ze warunki
poczatkowe, jakie narzucimy ukladowi, sa w naszych rekach. Mimo to minimalna,
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YEZar v . & z2_ g - * . . . ) » . s = . r3
Sa RER i B eIl (100@@2x .. s TOZNIC drastycznie. Méwimy, ze mieliémy, albo tez nie, szczedcie w grze. Jak widad,
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& . - - . . . . n . . .
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Rys.l. Trzy nieliniowe oscylatory (masy powiazane sprezynkami nie
spelniajacymi prawa Hooke'a) polaczone w plaski uklad. Wychylenia
kolejnych mas z ich poloier réwnowagi oznaczono odpowiednio praez
w3, %3 i uz. Réwnania ruchu mas, zapisane w formie rdéinicowej, maja
nastepujaca postad
Uiltpgy)—ujil{tn)  wiltn)—ui(tn_,)
At

iij(tn) & L1 =
i(tn) =

= Fujt1(tn) = u(tn)) = F (u;(tn) — uj-1(tn))
gdzie kropki oznaczaja, jak zwykle, pochodna wzgledem czasu,
natomiast sila F dana jest wzorem

dlaj=1,28,

Flz)=2-— az?.
W powyiszych wzorach oznacayliémy 2 = uj 4y — u;, j = 1,2, 3, przy

CEYI g = U3 i 8y = uj3.

Réwnania ruchu tych oscylatorédw mozemy znacznie uproécié przeprowadzajac
zamiane zmiennych. Postepujac tak jak Lunsford i Ford, otrzyma.my réwnania ruchu
w nastepujacej postaci:
41 = —q1 = 29192,

G2 = —q2 — q1* + ¢2°.
Sprgbujcie sami swoich sil w rachunkach dzialajac kilkuetapowo. Najpierw przec hodzimy do
nowych zmiennych &;, 7= 1,2, 3 gdzie

e . ol

'-‘;'=ZA:'!:E#, -\/; 0 &;
% ~h &

W zmiennych £; réwnania ruchu przybieraja nastepujaca postaé:

[45e] =

&= —16'(5-1 + iy — 2di3) = ; [F (—%(\/Eh == Ez]) = E (—%(\/Efl - E:])] ‘
n T Bl i) =4 2 &
€2 = -‘;[“1 —dia) = E [F( ﬁ(\/gfx + 5:)) 2F(V/2€2) + F( \/EE‘ZJ] 3
&= %(al +iia +1iis) = 0.

Prosze¢ zauwasyé, ze przekssztalcenie A zostalo tak dobrane, aby predkoéé £; byla stala.

Po drugie, #adne z réwnafi ruchu nie zawiera jué £;. Oznacza to, #e moiemy rozpatrywad nasze
oscylatory w dwuwymiarowym ukladzie wspélrzednych (€1, €2). Na koniec przeskalowujemy
zmienne ¢; = :?—EJ, J =1,2 oraz czas t — ft Prowadzi to takie do przeskalowania

energii E — ﬂ;E.

Réwnania tej postaci otrzymali Hénon i Heiles analizujac tréjwymiarowy ruch
gwiazdy w galaktyce majacej symetrie walcows. (Prosze przy okazji zwréci¢ uwage na
wspaniala intelektualng wolte: z jednej strony anharmoniczne oscylatory, z drugiej -
galaktyki pelne gwiazd.)

, Powyiszy uklad dwéch réwnai nieliniowych mozna rozwiazaé metoda ekstrapolacji

parabolicznej (o tej metodzie mozecie przeczytaé takie w Kqciku Fizyki
Komputerowej nr 5, Fizyka w Szkole nr 3/1988). Zalaczony program komputerowy
znajduje rozwiazanie w gléwnej petli zatytulowanej ,Dynamika”, miedzy liniami 730
i 870. Prosze zauwaiyé, Ze zastosowano nastepujace oznaczenia: zj = ¢;(tn+1),

g7 =qj(tn), uj = g;j(tn-1), 7 = 1,2. Ponadto wprowadzono pomocnicza, zmienna

i = 4i(tn).
Najwazniejsze wyniki

Rezultaty obliczei mozZna obejrzeé na rysunkach 2, 3 i 5. Otrzymano je dla trzech
réznych wartosci calkowitej energii ukladu.

Rysunek 2 przedstawia ciag trzech kolejnych ujeé migawkowych, pokazujacych,

jak powstaje zbiér punktéw utworzonych przez przecigcie jednej trajektorii fazowej
w przestrzeni tréjwymiarowej (¢1,¢2,92) z plaszczyzna (0, ¢2,¢2), przy zalozeniu, iz
w tych punktach predkoéé ¢, > 0. Tego typu konstrukcja (patrz rysunek 4) nosi juz
dzisiaj nazwe mapy Hénona — Heilesa i takiej tez nazwy bedziemy odtad uzywac.
Punkty ukladaja sie na regularnej krzywej, chociaz zaréwno ich zgeszczenia, jak

tez kolejnodé pojawiania sie maja nieco chaotyczny charakter. Inna tego typu mape
przedstawiono przykladowo na rysunku 3.
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Rys.4. Definicja mapy Hénona -

Heilesa jako zbioru punktéw m;

(7 =1,2,3,4,...), dla ktérych g1 = 0

oraz g3 > 0. (Nie jest to calkiem

§cisla definicja, bowiem wymaga

jeszcze zdefiniowania przeksstalcenia
1 transformujacego dowolny punkt m;
I w nastepny m;41. Moina by je
tutaj wprowadzié, wymagaloby to
jednak calego szeregu wyjadnier.
Wprowadzimy je dopiero w jednym
z nastepnych artykuléw z tego cyklu
(przy okazji omawiania problemu
bifurkacji).
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Sprébujcie pobawié sie zalaczonym programem poszukujac coraz to innych map
Hénona - Heilesa, w szczegdinosci odtworzy¢ dziwne rezultaty przedstawione
na rysunku 4, ktére stanowia centralny punkt niniejszych rozwazan. Na czym wiec

| polega znaczenie tych rezultatéw ?
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Rys.5

Otéz, powyiej pewne]j energii progowej pojawiaja sie orbity chaotyczne (zwane tez
stochastycznymi lub ergodycznymi). Jak widaé na rysunku 5, mapa Hénona — Heilesa
takich orbit skiada sie ze zbioru (niemal) chaotycznie rozrzuconych punktéw. Rysunki
5a, 5b 1 5¢c obrazuja powstawanie orbity chaotycznej. Na tych rysunkach widaé réwniez
i biale plamy. Tam moga by¢ nastepne orbity. Jedna z nich pokazuje przykiadowo
rysunek 5d. Nie ma ona charakteru chaotycznego. Sprébujcie sami zbadaé pozostale
»podejrzane” miejsca. A moze przeprowadzicie eksperymenty komputerowe dla
wiekszych wartodci energii 7 Zwréécie uwage, Ze witedy obszary chaotyczne zwickszaja,
sie kosztem zajetych przez orbity regularne.

Przedstawione tutaj rezultaty zadomowily sie juz na dobre w fizyce, dajac impuls

do nowego spojrzenia na zagadnienia zwigzane z chaosem. Pragne w zakoficzeniu
podkreélié, ze w szkole, jak tez na studiach, uczy sie ze zrozumialych wzgledéw przede
wszystkim rozwiazywalnej (calkowalnej) mechaniki klasycznej, prawie zapominajac

o tych zagadnieniach, ktére nie maja prostych rozwiagaf. Innymi slowy, nie dyskutuje
sig olbrzymiej mnogosci probleméw niecalkowalnych. A przeciez masowa juz dzisiaj
obecnoéé komputeréw otwiera przed nami unikalna mozliwodé analizowania, np. na
drodze symulacji komputerowych, wladnie probleméw niecalkowalnych. Artykuly z tego
cyklu maja, miedzy innymi, za zadanie przyblizyé Wam te filozofie. Myéle, nie bedac
chyba odosobniony, Ze rola eksperymentéw komputerowych we wspomaganiu badaf
nad ukladami niecatkowalnymi bedzie systematycznie rosta.
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Jak dziala maszyna elektrostatyczna ?

Kto stuchal wykladéw wprowadzajacych w nauke
o elektrycznosci, z pewnoscia pamieta maszyne
elektrostatyczna. Ta przemyslna konstrukcja,
ktéra swym tajemniczym zachowaniem
wytwarzala wokdl siebie blyski iskier, gromkie
trzaski 1 zapach ozonu, na pewno niejednemu
utkwila mocno w pamieci. Tajemniczosé tej
maszyny potegowal moze i fakt, ze w polskiej
literaturze fizycznej nie mozna znalezé jasnego
opisu jej dzialania.

Sprobujmy wiec nadrobié ten brak. Maszyny
elektrostatyczne powstaly juz na poczatku
badan zjawisk elektrycznosci, bowiem pierwsze
znane konstrukcje pochodza od A. Volty

i J. C. Wilckego (1777). Ta, ktéra spotykamy
w szkolnych laboratoriach, zbudowana

zostala przez W. Holtza i udoskonalona

przez J. Wimshursta. Moze wyprodukowad
krétkotrwale impulsy pradu o natezeniu 10-5 A,
Jest wiec bezpieczna, choc osiagane napiecia sa,
rzedu miliona woltow.

Maszyna Holtza to dwie wirujace w przeciwnych
kierunkach ebonitowe lub szklane tarcze,

na obrzezu ktérych w stalych odstepach
katowych przyklejono cienkie wycinki staniolowe.
Konstrukcje uzupelniaja dwie pary szczotek
slizgajacych si¢ po wycinkach i dwa metalowe
grzebienie laczace maszyne z dwiema butelkami
lejdejskimi stanowigcymi bieguny maszyny. Niech
wycinek na zewnetrznej tarczy naprzeciwko
szczotki A otrzyma przypadkowo niewielki
dodatni tadunek (rys.1) (nietrudno o to

przy potarciu szczotek o wycinki). Wéwezas
wycinek po przeciwnej stronie szczotki B
naladuje si¢ ladunkiem ujemnym. Miedzy ta
parg zewnetrznych i wewnetrznych wycinkéw
dotykanych przez szczotki A i B powstanie slabe
pole elektryczne, ktére jest zaznaczone dwiema
przerywanymi liniami. Przesunimy wewnetrzna
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tarcze w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara o trzy wycinki, a zewnetrzna
tarcza niech pozostanie w spoczynku. Rysunek 2
przedstawia rezultat tego ruchu. Wycinki



te przez chwile znalazly si¢ w stabym polu
elektrycznym, a nastepnie zostaly z niego
usuniete. Szczotki A i B umozliwily wyplyw

z nich ladunkéw, zatem indukcyjnie zostaly one
naladowane slabym ladunkiem. Znajduja sie
teraz naprzeciwko wycinkéw zewnetrznej tarczy
dotykanych przez szczotki C i D. Wycinki te
skupiaja na sobie linie sil pola elektrycznego,

a jest ich teraz w przyblizeniu juz 2 x 3 na
kazdym. Jesli przesuniemy teraz zewnetrzna
tarcze w kierunku ruchu wskazéwek zegara
(wewnetrzna jest nieruchoma), to wycinki,

ktére podczas swego ruchu przeslizng sie pod
szczotkami C i D, indukcyjnie otrzymaja
ladunek trzykrotnie wiekszy niz poczatkowy.
Obecnie (rys.3) te trzy naladowane wycinki
zewnetrznej tarczy znajduja sie naprzeciwko
wycinkéw dotykanych przez szczotki A i B.
Skupia sie teraz na nich w przyblizeniu 3 x 6
linii sil pola elektrycznego, zatem ladunek,

ktéry sie na tych wewnetrznych wycinkach
pojawi, jesli wysuniemy je spod szczotek,

bedzie z grubsza dziewieciokrotnie wigkszy od
poczatkowego. Ciagly ruch obu tarcz w przeciwne
strony sprawi, ze w kacie AOD wycinki na obu
tarczach beda mialy ladunek tylko dodatni,

a w kacie COB tylko ujemny. Eadunek ich

w wyniku indukcyjnego ladowania, ktére zachodzi
w kacie AOC 1 BOD, bedzie coraz wiekszy przy
kazdym obrocie tarcz. Do przenoszenia ladunkow
na bleguny maszyny wystarczy uzy¢ metalowych
grzebieni E i F (rys.4). Z ostrzy wyplywad
bedzie tadunek ujemny, jesli w poblizu jednego

z nich pojawi sie wycinek naladowany dodatnio.
Pozostaly na grzebieniu ladunek dodatni
gromadzi¢ sie bedzie na butelce lejdejskie;j.

W przypadku bieguna ujemnego mechanizm jest
analogiczny.

Nietrudno zauwazy¢, ze decydujaca dla
mechanizméw ladowania sig¢ biegunéw jest
wielkosé katéw AOC 1 BOD. Im katy te beda
wieksze, tym wiecej linii pola elektrycznego
skupiaé si¢ bedzie na wycinku dotykanym przez
szczotki, tym wiekszy indukcyjny ladunek
otrzyma sie przy kolejnych obrotach tarcz, a
zatem proces ladowania bedzie efektywniejszy.
Producent tej maszyny zapewnia nam mozliwosé
ustawiania tych wlasnie katow w zaleznosci od
wymagan.

Jesli chcielibySmy naocznie zobaczy¢ opisana,
tuta] zasade pracy maszyny elektrostatycznej,
wystarczy ustawié¢ ja w ciemnym pokoju i, o ile to
mozliwe, odsunaé od tarcz metalowe grzebienie.
Przy obrocie tarcz w katach COB i AOD

9

Rys.3

Rys.4

zobaczymy male iskierki §wiadczace o obecnosci
ladunkéw. Beda one czerwone tam, gdzie
gromadzié si¢ beda ladunki dodatnie i fioletowe
przy ladunkach ujemnych.

Poznawszy juz zasade pracy maszyny
elektrostatycznej z pewnoscia nie odméwimy jej
twércom ogromnej pomystowosci i wyobraZni.

Malq Delte przygotowal Jerzy DRYZEK

Od redakcji: Réznokolorowego §wiecenia wycinkéw,
niestety, nie udalo nam sie zaobserwowac, ale widzieliémy
takie éwiecenie elektrod w rurze do wyladowan przy
czedciowym odpompowaniu powietrza.



@

Rozwigzanie zadania M 532.

Co najmnuiej jeden z katdw wielokata
jest wypukiy. Gdyby bowiem wezystkie
katy byly wkleste, dopelnienie
wielokata byloby tei wielokatem, a to
jest niemoiliwe: wielokat jest zbiorem
ograniczonym.

A

C

Niech teraz kat BAC bedzie wypukly.
‘Jedli prrekatna BC nie lezy weé wnetrzu
wielokata, to pewien wierzcholek

(na rysunku oznaczony D) leiy w
tréjkacie domknietym ABC.
% kolei przekatna BD; nie ledy

we wnetrzu wielokata, to istnieje
wierzcholek Dy # Dy naleiacy

do tréjkata domknietego ABD;.
Poniewas jest tylko skoriczenie wiele

Jedli

wierscholkdw, postepujac w ten sposdb
dojdziemy w koricu do przekatnej BD,,
leiace] we wnetrzu wielokata.

Roswiazanie zadania F 2632,

Na soczewke i jednoczednie na kulke
pada promieniowanie, ktérego moc
WYnosi

T 2
= 1--—.
4

gdzie D jest frednica soczewki.
Promiesi kulki jest réwny promieniowi
obrazu tarczy slonecznej, ktdry wynosi
aF [2; F oznacra ogniskows
soczewki. Kulka nie tylko pochlania

padajace promieniowanie,

[

ale tei sama
je wypromieniowuje. Zgodnie 2 prawem
Stefana—-Boltzmanna wypromieniowana
moc wynosi
a?F?

4
gdzie o = 5,67 - 107% W /(m?K*)
jest ztala Stefana -

P'=oT* 4n.

Boltzmanna.
Poszukiwana temperature znajdziemy
z bilansu energii [)ild:\“i.‘\(cci

i wypromieniowanej

ArD? g aF?

Skad

T = f A ”J u1,7v103K,
4rra

Rozwigzanie zadania M 538,
Wynika to z zadania 532. Podamy
jednak inny dowdd.

Proste, zawierajace boki wielokata,
dziela plaszczyzne na obszsary wypukle
(kaidy z nich jest czedcia wspbina
péiplaszezyzn). Kaidy z nich lezy albo
calkowicie wewnatrz, albo na zewnatrs
wielokata. Obszary leiace wewnatrz
daja w sumie caly wielokat, a same sa
wielokatami wypuklymi, ktére mozna
bez trudu podzieli€ na tréjkaty.

Co to jest liczba rzeczywista’

Dr hab. Marek KORDOS

Pierwszy artykul pierwszego numeru Delty to Czy liczby rzeczyw;fste sq naprawde
rzeczyuiste ¢ Romana Sikorskiego. Mozna sie z niego dowiedzieé bardzo wiele

o liczbach rzeczywistych, ale gdyby szukaé tam odpowiedzi na pytanie, co to

takiego te liczby, to okaze sie, ze liczbami rzeczywistymi sa obiekty spelniajace
aksjomatyke Richarda Dedekinda. To, oczywiscie, prawda, ale trudno sobie
wyobrazié, ze przez ponad dwa tysiace lat uprawiania matematyki do czaséw
Dedekinda liczba rzeczywista byla pojeciem metnym i wszystko, co o niej
wiedziano, bylo tylko intuicyjne.

Dirk J. Struik w Krédtkim zarysie historyt matematykr pisze, ze Dedekind
dokorniczyl tylko prace Eudoksosa. Sprébujmy wiec zapoznaé sie z tym, co zrobil
Eudoksos. Dokonanie, o ktérym pisze Struik, jest znane jako Eudoksosa teoria
proporcji. Mozna sie zdziwié: céz ciekawego moze byé w teorii proporcji —
przeciez wszystko da sie¢ wyprowadzi€ ze znanego juz czwartoklasistom prawa,

ze ,iloczyn wyrazéw skrajnych jest réwny iloczynowi wyrazéw srodkowych”. Ale
taki poglad jest shuszny tylko przy zalozeniu, ze mamy do czynienia z proporcja
liczb rzeczywistych. Tymczasem Eudoksos takimi liczbami nie dysponowal. Co
wiecej, wladnie jego teoria proporcji wprowadzila to pojecie do matematyki, a za
jej podrednictwem do przyrodoznawstwa. Zacznijmy wiec od poczatku.

Jest powszechnie wiadome, ze pitagorejczycy twierdzili, iz wszystko jest liczba.
Wiadomo tez, ze ich osiagniecia dotyczyly gléwnie geometrii, a nie liczb.

Te dwie informacje nie sa sprzeczne — liczby wydawaly sie pitagorejczykom
dlatego wazniejsze, Ze byly mniej zrozumiale. I, jak kazdy taki obiekt,

dawaly pozywke nie tylko intelektowi, lecz takze mistycyzmowi. Stad np.
najwazniejszymi liczbami byly 1, 2, 3 i 4. Powdd stanowilo stwierdzenie, ze
jeden punkt wyznacza miejsce, dwa punkty — prosta, trzy — plaszczyzne, a cztery
— przestrzefi. Nie byloby to jeszcze specjalnie mistyczne, gdyby nie uzyskiwane.
stad wnioski (co chyba lepiej byloby napisaé w cudzyslowie). Pierwszy nie jest
jeszcze tak bardzo naciagany: dlatego liczyé nalezy w systemie dziesiatkowym
(bo 10 to suma najwasniejszych liczb). Drugi wniosek jest juz bardzo watpliwe]
natury: istnieje pod Ziemia zupelnie do niej podobny obiekt Antichton —
powdd stanowi zliczenie ,wszystkich” obiektéw kosmicznych. Wiec zliczmy:
Ziemia, Slofice, Ksieiyc, sfera niebieska gwiazd stalych, Merkury, Wenus, Mars,
Jowisz 1 Saturn — wyraZnie widaé, Ze jednego brakuje. I, prosze pamietaé,
wszystko to pochodzi od naprawde wybitnych mysdlicieli. Gdyby kto$ chciat
takich ciekawostek wiecej, niech poszuka informacji o liczbach tréjkatnych,
pieciokatnych, piramidalnych itp. Zestawienie tego z naprawde godna podziwu
wiedza geometryczna, pitagorejczykéw zaskakuje.

Oczywiécie, istnial zwiazek miedzy ich medytacjami arytmetycznymi i
geometrycznymi (jak zreszta i1 dwiema jeszcze godnymi medytacji dyscyplinami
— astronomia i muzyka). Liczbe w geometrii reprezentowal odcinek (pomyst
naturalny — my dzisiaj robimy podobnie postugujac sie osia liczbowa).
Wyniknely zresszta z tego niepokonalne dla pitagorejezykéw klopoty — odcinki
moga by¢ niewspélmierne, a to nie powinno mieé, ich zdaniem, miejsca. Gdyby
jednak klopot polegal tylko na tym, pewnie w koricu jakoé by sobie z tym
poradzono. Drugi klopot byl powazniejszy. Chodzilo o to, jak zwiazaé z liczbami
inne pojecia geometryczne (np. pole, objetosé, rozwartosé kata) czy fizyczne
(np. ciezar), dla ktérych nie istnieje sensownie okreslony, odpowiadajacy im
odcinek. Te wlasdnie trudnoéé pokonal uczenn Platona — Eudoksos.
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Rozwiazanie zadania F 268.
Srednica plamki w ognisku jest rzedu
i- = r\
D
FPrzyspieszenie elektronu spowodowane
jest skladowa elektryczna (polem
elektrycznym E) promieniowania
lasera. Koricowa predkodé, jaka
powinien osiagnad elektron, aby jego
energia kinetyczna wynosila s mgc?,
otrzymamy z:

mac?

2
——— = 2,
' 42
V1= g
skadr
2
23 1 3
= (1) -
C 3
gdzie ¢ jest predizos ia §wiatla. Tak
wige drednia predkodé elekironna
powinna by¢ bliska v = ¢/2. Poniewaz

przyspieszenie zachodzi w czasie

okolo T'/4 (T jest okresem drgaii

pola elektrycznego), wiec przebyta
przen elektron droga jest réwna okolo

52 : T = % co jezt mniejsze od rozmiaru
ogniska. Oszacujemy teraz wielkodd
przyspieszajacego pola E:

4c? ¢E

4c

P AR

Rozwigzenie zadania M 584,
Dla n = 1 nie ma obszardw
ograniczonych.
i Zalbéimy teraz, se dla k prostych jest
nie wiecej niz 1(k — 1)(k — 2) obszaréw
()gl’ﬂlli{‘.?.ou}"{‘h.‘ Nastepna., (k+ 1)-sza
progta daje ce najwysej B - 1 nowych
obszardw ograniczonych: jest nie wiecej
niz k punktédw przeciecia z pozostalymi
prostymi, czyli nie wigcej niz k — 1
odcinkéw, ktére moga by¢ brzegami
obszardw ograniczonych.

W sumie dostajemy nie wigcej niz
dk-1)(k=2)+ (k—1) =
=(k-1) (}k-2) +1)=

= ik’k — 1) obszardw ogranicronych

dla k + 1 prostych. To koficzy dowdd.
Uweaga. Moina wykazad, #e dla
kaidego n > 1 istnieje n prostych,
ktére daja 1(n — 1)(n -
.-=granic?.ouy:€h.

2) obszardw

Proporcje, o ktérych méwi jego teoria, nie s relacjami miedzy liczbami — w
poczatku czwartego stulecia p.n.e., z podanych wyzej powodéw wolano o nich
nie méwié (radykalisci glosili nawet, ze liczby nalezy zostawi¢ kupczykom, ie sa
one niegodne zainteresowania filozoféw). Eudoksos okresla proporcje dowolnych
wielkodci. Podaje mianowicie $cisla definicje sytuacji, gdy dwie wielkosci
jakiegos rodzaju tworza, reprezentuja t¢ sama proporcje co dwie wielkosci innego
rodzaju. Definicja ta jest nastepujaca:

A o
B-p .
gdy dla dowolnych liczb naturalnych m i n prawda jest, ze
je$li mA < nB, to ma < nf,

jesli mA =nB, to ma=nf,

jeéli mA > nB, to ma > nf.

Jak widaé, do stwierdzenia, czy wielkodci A i B tworza te sama proporcje co
wielkodei o 1 §, wystarcza poréwnywanie wielokrotnosci wielkodci tego samego
rodzaju. Mozna np. wziaé jako A i B jakief bryly, jako zad o i 8 jakieé katy i do
stwierdzenia, czy tworza one jednakowe proporcje, nie bedzie trzeba poréwnywad
bryl z katami.

Réwne proporcje tworza, wedlug Eudoksosa, liczbe. Jezeli jako wielkodé
znajdujaca sie (méwiac dzisiejszym jezykiem) w mianowniku wefmiemy uznana
przez nas za jednostkowa wielko$é danego rodzaju (w powyiszych przykladach
np. szeécian o krawedzi 1 i kat prosty), to tym sémym przyporzadkujemy
wielkodci znajdujacej si¢ w liczniku liczbe — wlagnie proporcje. Tym sposobem

" obok formalnej, podanej wyzej definicji liczby (bede juz pisal rzeczywistej,

bo tak liczby Eudoksosa pééniej nazwano), mamy jej nieformalne, ale bardzo
przejrzyste okreslenie — liczba rzeczywista to kazdy mozliwy wynik mierzenia.
Okazalo si¢, ze wszystkie wielkodci, ktére mozna mierzy¢, mierzy sie tymi
samymi liczbami. Fakt dla nas tak oczywisty, ze az niedostrzegalny. Ale prosze
sobie wyobrazié przyrodoznawstwo bez tego udogodnienia.

Jeszcze jedna interesujaca wlasnosé definicji Eudoksosa. Jak latwo zauwagyé,
dwie proporcje, dwie liczby rzeczywiste sa réwne, gdy maja dokladnie takie
same przyblizenia wymierne (faktycznie latwo zauwasyé, ktére 2 prayblizaja
proporcje z dohu, a ktére z géry i ze obie proporcje sa przyblizane tak samo).
Utozsamienie liczby rzeczywistej ze zbiorami jej dolnych i gérnych przyblizef
jest rozwiazaniem, ktére nie tylko rozwiazuje klopoty pitagorejczykéw z
niewspélmiernoscia (czyli niewymiernoscia), lecz takze odpowiada praktyce
mierzenia (kazdy bowiem wynik pomiaru jest z koniecznosci liczba wymierna).

Wyniki Eudoksosa umozliwily znaczny postep w badaniach matematycznych.
Tego zdania sa np. Euklides i Archimedes, ktéray w swoich pracach chwala
te rezultaty i nieustannie z nich korzystaja (dla chronologii — Euklides

byl miodszym kolega Eudoksosa z Akademii Platonskiej, Archimedes byl
kilkadziesiat lat mlodszy i, oczywidcie, ich nie znal). Wydaje sie, ze takim
autorytetom mozna uwierzyé.

Czy rzeczywidcie Eudoksos zrobit wszystko, a Dedekind reszte 7 Jest to juz
sprawa, w ktérej kazdy moze mieé wlasna opinie. Warto moze jeszcze dodad,
ie wykazanie, iz proporcje spelniaja (méwiac dzisiejszym jezykiem) aksjomaty
ciala, mozna znaleZé w Elementach Euklidesa, ksiega piata. '

Jedli przyjmuje sie liczby rzeczywiste za mozliwe wyniki mierzenia, to powstaje
pytanie — jak mierzyé. Eudoksos i tu zaproponowal sposéb — nazwano go
metoda wyczerpywania. Te z kolei prace Eudoksosa ,,dokoriczyl” Lebesgue, ale o
tym innym razem.
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FIZYCZNE NOWINRI

Redaguje mgr Anna LIPNIACKA

TAJEMNICZE NEUTRINO-

19 paédziernika 1988 r. nagrode
Nobla z fizyki przyznano Leonowi
Ledermanowi, Melvinowi Schwartzowi
i Jackowi Steinbergerowi za odkrycie
neutrina mionowego i rogwdj techniki
wiazek neutrinowych. Technika ta,
rozwijajaca si¢ od 1962 r., umozliwila
m.in. pomiar rozkladu przestrzennego
kwarkéw w protonie. Antyneutrino
(ve) emitowane wraz z elektronem
{e~) w rozpadzie beta bylo znane
od 1931 r. Reaguje ono bardzo
shiechetnie” g materia, mimo to
w 1956 r. udalo sie zaobserwowad
absorbcje antyneutrina przez atom

~ Cl z jednoczesna emisja, pozytonu
(et). W 1936 r. odkryto mion (u),
powstajacy w towarzystwie neutrina,
w rozpadzie kosmicznych pionéw ().
Waszystkie wlasnodci tej tajemniczej
ceastki s identyczne z wlasnodciami
elektronu, z tym Ze mion jest okolo
200 razy cigzszy. Gdyby mion byt
webudzonym elektronem, emitowalby
nadmiar swojej energii w postaci
fotondw, zamieniajac sie w zwyczajny
elektron. Reakcji takiej nigdy nie
zaobserwowano. Eksperyment
wykonany w 1962 r. w Brokhaven
National Laboratory wykazal, ze
neutrino powstajace wraz z mionem
w rozpadzie 7 jest rézne od neutrina
z rozpadu beta. Wytworzono 1014
neutrin, 50 zareagowalo w 10-tonowym
detektorze, we wszystkich przypadkach
produkujac miony. Do dzi€ nie
wiadomo, dlaczego neutrina mionowe
réznig si¢ od elektronowych, a miony
od elektrondw. Tymczasem odkryto
taon, okolo 3600 razy ciggszy od
elektronu, o identycznych wlasnodciach.
Taon ma takge swoje neutrino.

Roézniczkowanie ciagdéw

Jednym z podstawowych pojeé analizy matematycznej jest pojecie pochodnej funkcji
zmiennej rzeczywistej. Mozna tez rézniczkowad funkcje zmiennej naturalnej, czyli
po prostu ciagi liczbowe. Przyjmujemy wtedy nastepujaca definicje:

Niech (@n)nen bedzie ciagiem liczbowym. Pochodna ciagu (@n)nen nazwiemy ciag
[ﬂ‘:l)ﬂEN, gdzie a:‘ = Gl — B

Od razu rzuca si¢ w oczy prostota tego pojecia. Po pierwsze: prosty wzor algebraiczny
zlozony tylko z jednego odejmowania. Nie ma zadnego dzielenia, nie mdéwiac juz

o przechodzeniu do granicy. Po drugie: mozliwoéé latwego operowania przykladami.
Nie mozna ,zobaczyé” kawalka funkcji nie majac danego wzoru, nie sposéb bowiem
wypisaé tabeli wszystkich wartodci funkeji, np. w przedziale (0,1). Tym samym
znalezienie pochodnej funkeji chociazby w jednym punkcie wymaga uzycia wzoru
okreélajacego te funkcje. Kawalek ciagu to kilka liczb, ktére mozna wypisaé, a
obliczenie pochodnej ciagu w punkcie wymaga tylko znajomoéci dwéch kolejnych
wyrazéw. Jedli wiec mamy wypisany poczatek jakiego$ ciagu, to od razu mozemy
wypisaé poczatek jego pochodnej. Przy tym troska o réiniczkowalnodé jest zupelnie
zbyteczna. Jakkolwiek z formalnego punktu widzenia poczatek ciggu nie méwi nic

o jego dalszej czesci, to jednak wszyscy wiemy, ze jesli wzér na wyraz ogdlny ciagu nie
jest zbytnio skomplikowany, to znajac kilka poczatkowych wyrazéw mozemy zgadnag,
o jaki ciag chodzi. A to wystarczy do empirycznego wysuwania hipotez, ktére, rzecz
jasna, trzeba potem udowodnié.

Proste wzory i latwosé operowania przykladami daja nam mozliwoéé budowania teorii
podobnej do rachunku rézniczkowego i catkowego. Calkowanie tes jest bardzo proste:
dodajemy kilka kolejnych wyrazéw ciagu. A oto przykladowe zagadnienia, od ktérych
mozna zaczal te teorie:

1) wzory rachunkowe na obliczanie pochodnej i calki prostych ciagéw,
2) rozwiazywanie prostych réwnai ,réiniczkowych”,
3) réiniczkowanie czastkowe ciagéw indeksowanych kilkoma liczbami.

Warto zbadaé, jakie wzory i twierdzenia przenosza, sie z tradycyjnego rachunku
rézniczkowego bez zmian, a jakie wymagaja modyfikacji.

I na zakoniczenie przykiad:

i
Obliczyé —.
czyé sume 2_; Y
A oto rozwigzanie: Niech dana suma bedzie réwna g’;’:‘- Trzeba znaleié wzér ogdlny na

n—ty wyraz ciagu (an) okreslonego wzorami: a; =1, any1 = 2@ + (n +1). Nie chodzi
nam o dowdd poprawnoéci wzoru, ale przede wszystkim o jego zgadnigcie (dowéd nie
powinien by¢ trudny). Wypisujemy ciag (an):

1, 4, 11, 26, 57, 120, 247, ...
Nie widzimy szukanego wzoru, wiec prébujemy réiniczkowad:

3, 7, 15, 31, 63, 127, ...

Niejeden dostrzeze tu pewna regularnosé, pozostali rézniczkuja, jeszcze raz
4,8,16,32,64,...

Kto w tym momencie nie dostrzega postepu geometrycznego, niech sie nawet do tego
nie przyznaje.

Gdybyémy dysponowali wzorami na calkowanie ciagéw, wiedzielibysmy, ze f ogh =
=2 2" + C, wiec C = —1, a zatem drugi ciag dany jest wzorem 2 - 2™ — 1, co mozna
bylo dostrzec przy odrobinie spostrzegawczosci. I wreszcie wzér na wyjsciowy ciag
f2-2“—1=2-2”—n+C,skadC=—2. Zatem ap, = 2-2" — n — 2, co, jak na
razie, nie zostalo udowodnione, ale tylko zgadniete. Lecz zgadniecie wzoru stanowi
najtrudniejsza, czedé tego zadania.

Mamy wiec przyklad, jak mozna wykorzystaé rézniczkowanie ciagéw. Oczywidcie,
majac wigce] wprawy w réiniczkowaniu i calkowaniu mozZna atakowaé odpowiednio
bardziej skomplikowane przyklady.

J W.
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Patrz w niebo

Nowy rok trwa juz wprawdzie okolo dwéch miesiecy, ale moze
nie jest za pééno przypomnied sobie, co to w ogdle jest rok.
Chyba kagdy w pierwszym odruchu stwierdzi, e sprawa jest
niepowagna, bowiem kagdy wie, ze jest to okres powtarzania
si¢ pér roku, albo okres obiegu Ziemi wokél Slofica, albo
wrecz okres uplywajacy miedzy dwiema kolejnymi pélnocami
sylwestrowymi.

Waeystko to jest w zasadzie prawda, ale nie cala prawda.
Przede wszystkim zauwagamy od razu, ze odstep czasu miedzy
kolejnymi péinocami sylwestrowymi wynosi czasem 365 dni, a
czasem 366 dni, tak wiec rok kalendarzowy nie ma ustalonej
dlugodci i przez to nie jest dobrg jednostka czasu. Oczywiscie,
moina wprowadzi¢ pojecie sredniego roku kalendarzowego.

W caterechsetletnim cyklu kalendarza gregoriariskiego sg
303 lata zwykle i 97 przestepnych, wskutek czego sredni rok
kalendarzowy liczy 365,2425 dni. Mozna by go ostatecznie
uznad za dobrg jednostke, aczkolwiek doéé setuczng, gdyz sam
kalendarz jest konstrukeja umowna.

A wladciwie po co stosuje si¢ tak skomplikowang rachube
czasu? Otéz po to, by dlugosé¢ dredniego roku kalendarzowego
mozliwie najbardziej gblizona byla do dlugodci okresu majacego
najwigksze znacgenie dla Zycia na Ziemi, mianowicie do okresu
powtarzania sie pér roku. Inaczej méwiac, chodzi o to, aby
pory roku zawsze (a w kagdym razie przez mosliwie dlugi czas)
zaczynaly si¢ w tym samym momencie roku kalendarzowego.
A caly cykl pér roku powtarza sie w okresie zwanym rokiem
gwrotnikowym, ktérego formalna definicja méwi, ze jest to
odstep czasu miedzy kolejnymi przejsciami Slorica przez punkt
réwnonocy wiosennej. Wynosi on 365,2422 dni.

| 2ZAPAMIETAL |

Jest to jednostka podstawowa we wszelkiej rachubie czasu

i jezeli méwimy po prostu ,rok” bez zadnego przymiotnika, to
mamy na mysli z reguly ten wiasnie rok zwrotnikowy. A czy to
nie jest to samo co okres obiegu Ziemi wokdl Slorica? Formalnie
mozna by go okredli¢ jako odstep czasu migdey kolejnymi
przejéciami Slorica przez ten sam punkt na niebie (punkt
usytuowany niezmiennie na calym tle gwiazd). Oté% nie jest to
to samo, poniewaé punkt réwnonocy wiosennej wskutek precesji
osi ziemskiej porusza sie na tle gwiazd na spotkanie Slorica

w tempie 50256 na rok. Wypada stad, e okres obiegu Ziemi,
czyli tzw. rok gwiazdowy jest dluzszy od roku zwrotnikowego

i wynosi 365,2564 dni. Jest on z kolei jednostksg wzo?cowa

w zagadnieniach mechaniki Ukiadu Slonecznego, np. on wiasnie
wchodzi do praw Keplera.

Ale wiemy tez, ze orbita Ziemi jest eliptyczna i mozna by za
jednostke przyjacé okres czasu migdzy kolejnymi przejéciami
Ziemi przez punkt orbity najbligszy Slorica — perihelium. Czy
nie bedzie to to samo co rok gwiazdowy? Znowu nie, poniewas
perihelium réwnieg si¢ porusza, mianowicie objega Slorice w tym
samym kierunku co Ziemia w tempie 117633 na rok. Zatem czas
od perihelium do perihelium, czyli tzw. rok anomalistyczny jest
dluzszy od gwiazdowego i wynosi 365,2596 dni.

Mamy wiec ,roki” kilku rodzajéw. Wprowadzenie tych definicji,
choé moze wydawad sie akademicky zabawg, jest jednak
pogyteczne, gdyz uzywajac tych terminéw mozna jasno i zwigéle
opisywad rézne zjawiska, a ich popularnosé jest tym wigksza, im
latwiej dane zjawisko zaobserwowac.

dr Tomasz KWAST

i_ Zaaania

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 532. Udowodnié, ze kaidy wielokat (o ile nie jest tréjkatem) ma przekatna lezaca
calkowicie we wnetrzu.
Rozwiazanie na str. 10

M 533. Udowodnié, Ze kaidy wielokat da sie podzieli¢ na tréjkaty.
Rozwiazanie na str. 10

M 534. Udowodnié, e wsréd obszaréw, na jakie dzieli plaszczyzne n prostych, jest
co najwyzej 1(n — 1)(n — 2) ograniczonych.
Rozwiazanie na str. 11

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 262. Soczewka o otworze wzglednym (tj. stosunku jej érednicy D do ogniskowej F)
1:3,5 skupia swiatlo sloneczne na powierzchni czarnej kulki umieszczonej w prézni.

Do jakiej temperatury moze nagrzaé sie kulka, jesli jej §rednica réwna jest

gérednicy obrazu Slofica. Rozmiar katowy tarczy Slofica, widoczny z Ziemi, jest

réwny a = 0,01 radiana, a stala sloneczna wynosi § = 0,14 W/cmz.

Rozwiazanie na str. 10

F 263. Promiesi lasera ogniskowany jest za pomoca idealnego ukladu optycznego, dla
ktérego stosunek dlugosci ogniskowej do érednicy F/D wynosi 1. Ocenié moc P lasera,
przy ktérej w polu elektrycznym jego promieniowania elektrony osiagna w ognisku
ukladu relatywistyczna energie kinetyczna E réwna ich energii spoczynkowej moc?.
Rozwiazanie na str. 11 =
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazai:
30 IV 1989
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki 1 Mechaniki,

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 2. Szkice rozwiagarn zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania
czterech, trezech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddszielnej kartce), moina to robié

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki naleiy
przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng mnoiymy
przez wspélezynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe 0séb, ktére nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktSiw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek = dwdch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyizka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

SzczegSlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1989.

Zadania z fizyki nr 83, 84
Redaguje dr Andrzej NADOLNY

88. Cylindryczna, pionowo ustawiona beczka napelnia sie z kranu w ciagu 10 minut,
a opréinia przez otwér w dnie w ciagu 15 minut. Co sie stanie, jesli bedziemy
napeliaé z kranu beczke z otwartym otworem ?

84. Pilkarz potrafi kopnaé pitke na maksymalna odlegloéé Z. Jaki obszar polozony
za cienka, pionows éciana o wysokodci H i odlegla o D od pilkarza jest objety jej
nCieniem”, tzn. jest nieosiagalny przez pitke ? Zaniedbaé opér powietrza, rozmiary
pitki oraz zalozyé, ze Z > D > 2H. Przedyskutowaé rozwiazanie w zaleznoéci od
poczatkowe]j szybkodci pilki.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1988

Przypominamy tresé zadan:

756. Na szczycie réwni pochylej o dlugodei | = 1,5 m, nachylonej pod katem a = 30° wzgledem
poziomu, umieszczono nieruchomo i puszczono maly klocek. Wspélezyunik tarcia miedzy
klockiem a réwnia rodnie liniowo wadlugé réwni od wartodei 0 na jej szczycie do wartodei 1 na
jei dolnym krarficu. Obliczyé predkodé klocka na dolnym kraficu réwni

76. W generatorze van de Graafa ladunki przenoszone przez tagme z dielektryka

o szerckodci d = 1 m, poruszajaca sie z predkodcia v = 20 m/s, laduja metalowa, sferyczna
elektrode o promieniu r = 1,5 m. Oszacowaé maksymalne wartodei uzyskiwanego w tym
generatorze napiecia oras nateienia pradu stalego, ktéry moina z niego czerpad. Graniczna
wartodé nateienia pola elektrycznego, powyiej ktérej powstaje przebicie w powietrzu,
wynosi Ep = 3-10°% V/m.

75. Sila tarcia, dzialajaca na klocek w odleglosdci z od gérnego krarica réwni ma wartogé
z
(1) 1 T= ngcos o,

gdzie m — masa klocka, g — przyspieszenie ziemskie. Energia kinetyczna klocka na dolnym
kraficu réwni (przy zalozeniu, fe klocek tam dotrze) wyniesie

(2) mv? /2 = mgh — Wy,

gdzie v oznacza predkodé klocka na dolnym kraricu réwni, h — jej wysokosé, W; — prace
wykonang przez klocek na pokonanie sit tarcia. Prace t¢ obliczamy (stosujac calkowanie lub
metode graficzna) na podstawie wzoru (1)):

Wy = (mglcos a)/2.

Phdstawiajac to wyragenie oraz h = Isin @ do weoru (2) otrzymujemy wyragenie na

poszukiwang predkodé
v =+/gl(2sina — cos a).

Dla podanych w zadaniu wartodci I oraz a otrzymujemy v = 1,4 m/s.

76. Napiecie, jakie mozna uzyskiwaé w generatorze, jest ograniczone przez zjawisko przebicia
powietrza w poblizu naladowanej kuli. Natezenie pola elektrycznego przy powierzchni kuli
naladowanej do potencjalu (napiecia wzgledem Ziemi) V wynosi Ex = V/r. Stad maksymalna
wartodé napigcia jest réwna Vimas = Epr = 4,5 MV. Maksymalne natggenie czerpanego

z generatora pradu stalego odpowiada natezeniu strumienia tadunku przenoszonego przez
tasme dielektryczna I = odv, gdzie o jest powierzchniowg gestodcia ladunku. Natezenie pola
elektrycznego przy powierzchni tasmy (z dala od jej krawedzi) wynosi E; = o/(2¢0) (patrz
rogwiggzanie zadania 31 w numerze 12/1986). I znowu z warunku ograniczenia przez przebicie
wynika maksymalna wartodé tego natezenia Imar = 269Epdv & 1 mA. Nateienie realnie
osigganego pradu bedzie niZsze ze wzgledu na mniejsza gestodé powierzchniowa ladunku przy
krawedziach tasmy.
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Zadania z matematyki nr 185, 186
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

185. Wyznaczyé najwicksza, liczbe A o tej wlasnoéci, ze kaidy przedszial domkniety
I C (0;1) mozna przeksztalcié przez jednokladnosé o drodku O i skali bedacej liczba
naturalna na przedzial J o dlugodci > A, nie zawierajacy Zadnej liczby calkowitej.

188. Podaé¢ warunki konieczne i dostateczne, jakie powinny speliaé liczby dodatnie
81, S2, 83, S4, aby istnial caworodcian majacy éciany o polach S;, Sz, Ss, Sa.

Zadanie 186 zaproponowal pan Arkadiusz Goetz z Wroclawia.
Rozwiazania zadari z matematyki z numeru 10/1988
Przypominamy tresé zadan:

177. Wyznaczy€ wszystkie fcifle rosnace funkeje f : R — R spelniajace réwnanie
i) +v) = flat+y) +1.

178. Znalefé kres gérny sumy dlugodci wszystkich cieciw wyznaczonych przez n punktépw
okregu o promienin 1 (dla ustalonego n > 2).

177. Zalézmy, ge réznowartosciowa funkcja f spelnia podane réwnanie. Przyjmujac y = —z
ofreymujemy zwiazek f(f(z)—z) = f(0)+1. Z réinowartodciowodei f wynika, e wyragenie
w nawiasie po lewej stronie musi byé wielkodcig stala, a wiec f(z) = z + ¢. Przez podstawienie
sprawdgzamy, ze funkcja tej postaci spelnia dane réwnanie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 1.
Zatem funkcja f(z) = z + 1 jest jedynym rozwigzaniem réwnania.

178. Ustalmy okrag C o promieniu 1, punkt Py leZacy na nim oraz kierunek obiegu okregu.
Mozemy przyjaé, fe rozpatrywane w zadaniu punkty leza na okregu C i ze Py jest jednym
z nich. Dla dowolnego zbioru X = {Pg, Py, ..., P,—1} C C (numeracja punktéw zgodna
2 przyjetym kierunkiem obiegu) i dla dowolnej liczby naturalnej k < n przyjmijmy

n—1

s (X) = Z |P;P;1+k| (i+ k branemodulo n)

=0
(Liczba 83 (X) = s,—1(X) jest dlugoscig obwodu wielokata PyP;...P,,—} Py; liczba
32(X) = 8p—2(X) jest suma dlugosci cigciw ,przeskakujacych” co drugi wierzcholek itd.).
Rozwagana w zadaniu wielkosé jest réwna sumie

n—1

()= 3 a(X).
E=1
Przyjmujac naturalng parametryzacje okregu mosemy utozsamiaé kasdy taki zbiér X
z ukladem licgb 0 =ty < ¢; < ... < i, < 27 (dopuszczamy wiec uklady zdegenerowane,
w ktérych niektére punkty pokrywaja si¢). Kazda z wielkodci sz (X) jest funkcja ciagla ukladu
zmiennych (£, weytn—1) — osiaga wigc dla pewnego ukladu X swa wartosé maksymalna.

Gdy NWD(n, k) = 1, wéwcezas odcinki, ktérych dlugosci skladaja sie na sume si (X), tworza
lamang zamknigta PoPi Py ...Po (zwykla dla k = 1 oraz k = n — 1, gwiaddzista dla innych k).
W tym przypadku s (X) osiaga maksimum tylko wtedy, gdy wszystkie odcinki sz réwne;
gdyby bowiem dla pewnych trzech kolejnych wierzcholkéw K, L, M lamanej PoPj Psy...Pg
zachodzila nierownoéé |[KL| # |LM]|, to przesuwajac punkt L w strong érodka luku KM (i nie
zmieniajac poloZenia pozostalych punktéw) zwigkszylibydmy wartosé sumy s;(X).

Gdy NWD(n,k) = d > 1, wéwczas odcinki wystepujace w okredleniu 24 (z) dzielg sie

na d klas tak, e odcinki kazdej z tych klas tworzg lamang zamknieta o n/d bokach
(PoPyPsi...Py; PyPy Py o...Py; itd.; w szczegdlnodei, gdy n jest parzyste, a k = n/2, kaida
2 nich redukuje si¢ do przebieganego ,tam i z powrotem” odcinka). Na mocy poprzedniego '
przypadku, aby wielkoéé s;(X) osiagnela maksimum, kagda z tych d lamanych musi mieé
réwne boki.

Wynika stad, Ze wszystkie skladniki sumy 2s = &; + 83 + ... + 8, jednoczesnie przyjmuja

‘8wa, wartos¢ maksymalna, gdy X jest zbiorem wierzcholkéw n-kata foremnego; przy tym

skladniki s 2 NWD(n,k) = 1 w kazdym innym przypadku przyjmujg wartodé mniejszg.
Zatem wartosé s(X) jest najwieksza wtedy i tylko wtedy, gdy punkty zbioru X rozpinaja
wielokat foremny. A wéwczas 8;(X) = 2nsin(kx/n); tak wiec

n—1 n—1 -
k cos(2k — 1) & — cos(2k + 1) X
S(X)znzsin__t:nz ( }Zn‘ ( )2n =ﬂctgi‘
n 2sm2L 2n
k=1 k=1 1

Jest to szukane maksimum.
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Najblizej Jowisza przeszla kometa 1889V Brooks 2 . Obliczono,
ze 20 lipca 1886 r. kometa zblizyla si¢ do Jowisza na odleglosé
0,00098 j.a., czyli 147 tys. km, byla wiec blizej Jowisza ni%

jego ksigzyc Amaltea (182 tys. km). Orbita komety zmienila
si¢ znacznie, np. okres obiegu (31 lat) zmniejszyt sie do 7 lat,
natomiast w ruchu ksiggycéw Jowisza nie nastapila zadna
zmiana. Byl to pierwszy dowdd na to, Ze masa jadra komety
jest bardzo mala.

A\ANGZRTZ

Obloki neutralnego wodoru obserwowane w kierunku
antycentrum Galaktyki z reguly poruszajg si¢ ku Sloricu,
obserwowane zas w kierunku centrum zachowuja sie rozmaicie:
wigksze katowo (a wigc érednio blizsze) oddalajg sig, male
natomiast (czyli odlegle) zblizajg sie¢ ku nam. Te statystyczna
prawidlowadé najlgpiej tlumaczy przyjecie hipotezy, ze obloki
wodoru érednio poruszajg sie ku centrum Galaktyki. Ocenia
si¢, e wskutek tego jadro Galaktyki zyskuje na masie 0,2 masy
Slofica na rok.

Czesto po wrzuceniu kostki lodu do napoju stychaé trzask

i nastepnie lekki szum podobny do déwieku powstajacego przy
smazeniu . Latwo jest wytlumaczy¢ preyczyne trzasku — to 16d
peka na skutek naprezen powstalych przy ogrzewaniu kostki
lodu. Trudniej jest zrozumiec przyczyne szumu. Spowodowany
jest on uwalnianiem sig, na skutek topienia lodu, drobnych
babelkéw powietrza zamrozonych w lodzie.

Leonard Euler twierdzil, ze o liczcbowa ma charakter okregu
- liczba oo zamyka ja, tak samo jak zero, oddzielajac liczby
dodatnie i ujemne. Uzasadnil to w obrebie stworzonej przez
siebie teorii szeregéw. Stwierdzil, ze

i )
—_—=1-12 3 _ 424 ..
i+a? z + 3z 4z° +
orag
=1+=+zz+33+.“,
1-z

z czego wysnul wniosek, ze
co=1+24+34+4+..

(podstawiajac £ = —1 w pierwszym sgzeregu) oraz, Ze
-1=14+2+4+8+ ..

(podstawiajac z = 2 w drugim).

Poniewaz 1+2+3+4+..<1+2+4+8+.. (wyrazy drugiego

szeregu sa wigksze), wigc 0o < —1, cayli relacja < biegnie
W kétko" .
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ARNGZ

Czy fala akustyczna odbita od chropowatej powierzchni moze
by¢ silniejsza od fali odbitej od gladkiej powierzchni 7 Okazuje
sie, Ze jest to mozliwe w pewnych szczegdlnych przypadkach.
Stwierdzono to dla fili akustycznej padajacej pod katem
bliskim 90° na powierzchnie utworzong z ciasno upakowanych
pdlkul oraz dla innych powierzchni o strukturze ckresowej.
Zjawisko to jest spowodowane przez wielokrotne spéjne
rozpraszanie do przodu. Tak powstala fala odbita, zwana falg
brzegowsa, rozchodzi sie w dwéch kierunkach wzdlugz powierzchni
odbijajacej. Przy odpowiednio dugej odleglodci od érédia
déwieku fala brzegowa bedzie wigc miala wigksze natezenie

niz fala padajaca lub fala odbita od gladkiej powierzchni,

ktdre rozchodzg sie w trzech kierunkach. Nawet zupelnie
nieregularne powierzchnie, jak piasek lub Zwir, moga powodowad
powstawanie fal brzegowych.

\ANGZZBZ

W kazdg krzywg (choéby najbardziej nieregularng) laczaca dwa
punkty mozna wpisaé lamang zaczynajaca si¢ w jednym 2z nich,
a koriczacy w drugim i zlozong z danej liceby odcinkéw réwnej

~ dlugosci. To zaskakujace twierdzenie zostalo udowodnione

w latach pieédziesigtych przez Kazimierza Urbanika.

A

Carl Friedrich Gauss w liscie do Williama Olbersa

(2 21 marca 18186 roku) stwierdzil, ze tzw. Wielkie Twierdzenie
Fermata jest izolowana, z niczym nie zwiazana hipoteza

i dlatego nie ma w nim niczego interesujacego. Mimo
wszystko ci, ktérzy sie tym twierdzeniem zajmowali, wnieéli

do matematyki wiele (np. Kummer dal poczatek algebrze
abstrakcyjnej).

ARNGZRZ

Szacuje sig, ze energia wyemitowanych neutrin na skutek
wybuchu supernowej SN1987a wynosila ckolo 10%2 ergéw.
Sprébujmy oszacowad liczbg neutrin, ktére przeszly przez
cialo kazdego z nas, gdy neutrina dotarly na Ziemie. Zalézmy,
#e odleglosé supernowej od Ziemi wynosi R = 2 x 10° lat
swietlnych, srednia energia neutrin E;, = 6 MeV i ze

rozklad katowy neutrin byl jednorodny. Calkowita liczba
wyemitowanych neutrin wynosi wigc 1052 ergéw/6 MeV ~ 1058,
Stosunek sredniej powierschni przekroju ciata czlowieka
wynoszacej okolo 5 x 10% em? do powierzchni sfery

o promieniu R wynosi 10~%%, Stad przenikajaca nas liczba
neutrin wynosi 1014 !

Astrologia zajmowano si¢ na Uniwersytecie Krakowskim juz
od 1423 r., a pierwsza katedra astrologii powstala w 1459 r. z
fundacji Marcina z Przemydla. Do korica XV w. Uniwersytet
Krakowski byt jedyng uczelnig érodkowoeuropejskg majacy
odrebne katedry astronomii i astrologii. Najwybitniejszymi
przedstawicielami tej nauki byli Jan z Glogowa (uwazano,

ze przewidzial wystapienie Lutra) i nauczyciel Kopernika —
Wojciech z Brudzewa (poréwnaj: Roman Bugaj, Nauki tajemne
w dawnej Polace).



Dwa wieki mechaniki analitycznej

Mgr Henryk DROZDO WSKI

Lagrange powiedzial kiedys, ze Newton byl najszczedliwszym
czlowiekiem. Istnieje bowiem tylko jeden Wszechswiat i wladnie
Newton odkryl prawa nim rzadzace. Lagrange'owi jednak
przypadlo w udziale uzupelnienie teorii Newtoi;a. To wilasnie
on posungl naprzdd jego dzielo.

Dwiedcie lat temu ukazala si¢ w Paryzu epokowa praca
Lagrange'a Mechanique analytique ( Mechanika analityczna), ktdra
byla rozwinieciem i ukoronowaniem mechaniki Newtona.
Sformulowane w niej zasady mechaniki kiasycznej przetrwaly w
postaci nie zmienionej do czaséw dzisiejszych. W przedmowie
Lagrange stwierdzil, ze w jego ksiaice nie ma rysunkdw,
poniewaz metoda, ktdra stosowal, nie wymaga rozwazan
natury geometrycznej badZ mechanicznej, a tylko operacji
algebraicznych, ktére musza nastepowaé w odpowiednim
porzadku. W rekach Lagrange’a mechanika stala sie czescia
analizy, ktéra nazwal ,geometrig czterech wymiaréw” .

Mechanika ta zostala zbudowana w sposéb czysto
matematyczny, przy uzyciu metod geometrii analitycznej i
rachunku rézniczkowego. Lagrange wylozyl i rozwinal w niej
swa metode wariacji stalych. Pelne wykorzystanie rachunku
wariacyjnego umozliwilo mu ujednolicenie réznych zasad
statyki i dynamiki. W statyce uzyskal te jednolitodé przez
zastosowanie metody przemieszczen wirtualnych, a w dynamice
przez zastosowanie metody d’Alemberta.

Mechanika sformulowana przez Lagrange'a jest preykladem
réznego od Newtona spojrzenia na dynamike. W mechanice
Newtona zasadniczg role odgrywa pojecie sily, ktéra jest
czynnikiem zewnetrznym dzialajacym na cialo. W mechanice
Lagrange'a pojecie sily nie wystepuje, uzywa sie tylko

pojecia energii (kinetycznej i potencjalnej) jako wiasnosci

ciala. Jednakse w przypadku wystepowania wiezéw ruchu
zastosowanie réwnan Newtona wymagalo znajomosci sil przez
nie uwarunkowanych, gdyz w réwnaniach tych wystepuje
calkowita sila zewnetrzna dzialajaca na punkt materialny.

W wielu sytuacjach podanie w postaci analitycznej sil
uwarunkowanych wigzami nie bylo mozliwe. Powstala wiec
potrzeba sformulowania ogélnej metody, ktéra stugylaby do
rozwigzywania skomplikowanych problemdéw ruchu. Lagrange
nie tylko wskazal, jak znalezé sile dzialajaca na cialo, jesli

zna sie energie potencjalna, lecz réwniez odkryl najbardziej
skuteczng metode rozwigzywania wielu probleméw w mechanice
postugujac si¢ pojeciem potencjalu. W swojej Mechanice pisal:
Podczas gdy sprecyzowante charakteru sil, kiére dzialajg na cialo, moze
byé bardzo skomplikowane lub nawet niemodiwe, to podanie wyrazen na
energie kinetycang i potencjaing moze byé o wiele latwiejsze.

Rozwazmy teraz ruch jednego lub wigcej cial pod wplywem
dzialania régnych sil. Dla kaidego punktu przestrzeni wypiszmy
energie kinetyczng %mu2 wszystkich znajdujacych si¢ w nim
cial i odejmijmy od niej ich energie potencjalng. Otrzymujemy
wéwczas wyrazenie zwane lagrangianem (funkcja Lagrange’a);
definiuje sie je jako réznice miedzy energia kinetyczng Ej i
potencjalng U: L = E; — U. Wprowadémy - za Lagrangem —
,wspdlrzedne uogdlnione” , charakteryzujace caltkowicie polozenie
ukladu. Wspélrzedne te sa lepiej dopasowane do rozwaganego
konkretnie ukladu i dlatego sa dogodniejsze. Wreszcie mozemy
napisa¢ stynne réwnanie Lagrange'a:

d ( aL ) aL
et Nl e R
dt \oqx/ ~ o ;

gdzie: gqp — wspdlrzedna uogdlniona, §; — predkosé uogdlniona,
L - lagrangian.
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Réwnanie to odnosi sie do nieswobodnego ukladu o s stopniach
swobody. Z matematycznego punktu widzenia réwnanie to
przedstawia uklad réwnan réiniczkowych drugiego rzedu dla

s niewiadomych funkeji g (t); ogdlne rozwiazanie takiego

ukladu zawiera 23 stalych dowolnych, koniecznych do pelnego
okreslenia ruchu tego ukiadu (z danych warunkdéw poczatkowych
i brzegowych).

Jesli dane sa wszystkie wspéirzedne uogdlnione gy, g2,--., qe
i wszystkie predkosci uogdlnione: ¢ = Elaqfl, to tym samym

stan mechaniczny ukiadu jest calkowicie okredlony.

Calkujac réwnania Lagrange’a otrzymujemy wspéirzedne
uogdlnione q1, gz2,--- , gs jako funkcje czasu £, a wigc tym
samym znajdujemy rozwigzanie odpowiedniego zagadnienia
dynamiki.

Za pomoca réwnari Lagrange’a mogemy rozwiazywac dwa
typy zagadnieri: 1) znajac sily dzialajace na uklad, mozemy
wyznaczy¢ réwnania rézniczkowe ruchu; 2) znajac réwnania
ruchu mozemy wyznaczy¢ sily czynne dzialajace na uklad.

Zaleta sformulowania Lagrange’a w poréwnaniu z opisem
Newtona szczegdlnie jasno uwidacznia si¢ wéwezas, gdy ruch
czastki podlega wiezom. W tym przypadku liczba ugytych
wspdlrzednych uogélnionych nie jest wigksza niz liczba stopni
swobody ukladu. Znaczy to, ze wszystkie wspdirzedne s3 od
siebie jawnie niezaleine. Wlasnie na pominigciu nieznanych

i czesto trudnych do wyrazenia sil wigzéw polega doniostosé
réwnan Lagrange'a.

Czy réwnania te i ,zwykle” réwnania Newtona sa réwnowatne 7
Oczywisdcie, tak, konkretne rozwiazania sa identycene z tymi,
ktére sie otrzyma korzystajac bezposrednio z praw Newtona,
ale w wielu zagadnieniach teoria Lagrange'a upraszcza

sposéb rozwigzania. Réwnania Lagrange’a dotycza wszelkich
przebiegéw dynamicznych i ulatwiajg ich analize. Pozwolily
wyczerpujaco zbadad szereg waznych zagadnieri mechaniki, na
przyklad zagadnienia w teorii malych drgari i w dynamice ciala
sztywnego. Lagrange ponadto wyprowadzil w swojej Mechanice
zasade zachowania energii mechanicznej (zostala ona poZniej
nazwana ogdlnie ,twierdzeniem o zZywej sile”) w postaci calki
réwnan ruchu.

Z réwnari Lagrange’a mozna wyprowadzi¢ zasady: Maupertuisa
— najmniejszego dzialania, Fermata — najkrétszego czasu i
Gaussa — najmniejszego przymusu.

Dwiedcie lat temu Lagrange stworezyl mechanike teoretyczna,
ktérej zasady maja szerokie zastosowanie w teorii wzglednosci,
we wspdlczesnej mechanice kwantowej i kwantowej teorii pola.
Charakterystyczna cecha mechaniki analitycenej jest to, ze

u jej podstaw kladzie si¢ ogdlne zasady (régniczkowe i calkowe)
i z nich wyprowadza sie nastepnie na drodsze analitycznej
podstawowe réwnania rézniczkowe ruchu.

Réwnania Lagrange’a maja znaczenie uniwersalne — za ich
pomoca mozna sformutowad nie tylko réwnania mechaniki, lecz
takze, na przyklad, réwnania pola elektromagnetycznego.

Na zakoriczenie warto wspomnied, ze Mechanika analityczng
Lagrange'a powstala w sto lat po ukazaniu sie Principidw -
Newtona i na réwni z tym dzielem wytyczyla kierunki
wspolczesnej fizyki.

0Od redakcji: Po rozszerzenie i wyjadnienia do materialu w
powyiszym artykule odsylamy do ksiazki Mechanika teoretyczna
W. Rubinowicza i W. Krélikowskiego.



