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O klasyfikacji grup skonczonych

Dr Zbigniew MARCINIAK

Na jakiej podstawie jestedmy sklonni uznaé pewne poedigi
przedmioty za bardziej symetryczne od innych ? 7

Mozemy postapié np. tak: dla kaidej z ogladanych figur F' rozwaimy zbiér Sym(F)
wszystkich ruchéw sztywnych (izometrii euklidesowych), ktére nakladaja F na F. Ten
z przedmiotéw uznamy za bardziej symetryczny, ktérego zbiér symetrii Sym(F) jest
nbogatszy”, tj. ma wigcej elementéw. Nawet jedli figura F jest pozbawiona wazelkie]
symetrii, to i tak zbiér Sym(F) jest niepusty: przeksztalcenie identycznodciowe
naklada F na F. Jest oczywiste, 7e skladajac przeksztalcenia naleiace do zbiorn
Sym(F), a takie odwracajac przeksztalcenie z Sym(F), nadal pozostaniemy w tym
zbiorze.

Jedli X nie jest figura geometryczna, lecz po prostu zbiorem pewnych przedmiotéw,
to rozwazanie izometrii nie ma sensu, ale zbiér Per(X) wszystkich wiajemnie
jednoznacznych przeksztalcen X na X (zwanych permutacjami) ma te same wlasnodci,
ktére zauwazylismy wyzej dla zbioréw symetrii.

Oto przyklady permutacji:

Zonglerka

Gra w 3 karty: Ktéra permutacja zmyli widza 7 Ta permutacja jest latwa... ...a ta trudna do wykonania.

Wspélne wlasnodci zbioréw symetrii i zbioréw permutacji mozna wyslowi¢ jak
nastgpuje. Dany jest zbiér G z dzialaniem - (u nas skiadanie przeksztalcei), ktére ma
nastepujace wlasnosci:
1. G zawiera element e neutralny ze wzgledu na dzialanie - :
e-a=a-e¢e=a dladowolnego a€G.
2. Kaidy element a € G ma w zbiorze G element odwrotny a’:
a-a'=a -a=e.
3. Dzialanie - jest laczne:
a:-(b-¢)=(a-b)-¢ dladowolnych a,b,cEG.
Zbidér G, wyposazony w dzialanie - spelniajace powyizsze aksjomaty, nazywamy grupa.
Na ogét dzialanie grupowe nazywa si¢ mnozeniem, a element neutralny — jedynka
(na wzdr grupy multiplikatywnej dodatnich liczb rzeczywistych). Panuje tez zwyczaj
nazywania dzialania dodawaniem, a elementu neutralnego zerem, gdy chcemy krétko
zasygnalizowad, i grupa jest przemienna (tj. a-b = b - a dla dowolnych a, b € G).

Waszystkie rozwazane dalej grupy beda skoiiczone, tzn. zbiér G bedzie mial zawsze
skoficzenie wiele elementéw (liczbe elementéw grupy nazywamy rzedem grupy i
oznaczamy |G|). Np. jesli zbiér X sklada sie z n kolejnych liczb: 1,2,...,n, to grupa
Per(X) ma, jak nietrudno obliczyé, n! elementéw. Grupe te oznaczamy Sn.

Ciekawych przykladéw grup skoficzonych dostarczajs nam wielodciany w przestrzeni
tréjwymiarowej. Oznaczmy przez O(W) grupe tych obrotéw przestrzeni, ktére
przeprowadzaja wieloscian W na siebie. Gdy W jest ostrostupem prawidiowym
nieforemnym, ktérego podstawa jest n-kat foremny, to grupa O(W,) ma n elementdw
i sklada sie z obrotéw ostroshupa wokél jego osi. Nosi ona nazwe grupy cyklicznej C,.

Gdy W2 jest graniastostlupem (ale nie szedcianem), ktérego podstawa, jest ten
sam n-kat foremny, to jego grupa obrotéw O(W,) ma 2n elementéw: n ,starych”
obrotéw podstawy oraz n nowych obrotéw, bedacych zlozeniem starych obrotéw
z pélobrotem h, stawiajacym graniastostup ,do géry nogami”. Grupa O(W3) nosi
nazwe grupy diedralnej D, (grupy dwuscianu).
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Grupy cykliczne C, i diedralne D, tworza dwie nieskoniczone serie typowych grup

obrotéw przestrzeni 3-wymiarowej. Oprécz nich mamy jeszcze trzy grupy wyjatkowe,

zwiazane z brylami platoﬁékimi. Dla czworoécianu dostajemy 12-elementowa

grupe T'. Dla szedcianu i dla oémioécianu foremnego mamy grupe 24-elementowa,

oznaczana, tradycyjnie przez 0. Wreszcie dla dwunastoécianu i dla dwudziestodcianu

foremnego mamy grupe I o 60 elementach. (Zachecam Cazytelnikéw do odszukania tych
7

wszystkich obrotéw dla kaidej z bryl.)
’

IT|= 12 lol -2:. |11

Zauwazmy, ze grupa O ma 4! elementéw, podobnie jak grupa Ss. Moze to ta sama
grupa, tyle ze w ,,geometrycznym przebraniu® ?
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Dwie grupy G1, Gz uznamy za takie same (izomorficzne), jesli istnieje wzajemnie
jednoznaczne przeksztalcenie f: G; — Ga, ktére zachowuje mnozenie:

f(z-y) = f(z)- f(y) dla dowolnych z,y€G.

i ; Nietrudno dowiesé, ze grupa O jest istotnie izomorficzna z grupa Ss. W tym celu

E nalezy zauwazy¢, e kazdy obrét szedcianu permutuje zbiér czterech przekatnych,
Rozwiazanie zadania F 258. przechodzacych przez jego érodek. Co wiecej, kaidy obrét szedcianu jest wyznaczony
A) 5rf.)f]'e:k rombu jest .-il:r-rlk'l(‘m przez te permuta.cje jeanZHacznie‘ :

symetrii tego obwodu. Sposébh

podlaczenia tego obwodu do frédla Nie nalezy jednak sadzié, e kazde dwie grupy, ktére maja tyle samo elementdéw, s

pradu sprawia, e kaidemu elementowi jzomorficzne. Np. grupy Ss i Ce maja po 6 elementéw, ale sa réine: w C¢ mnoienie

jednego boku moZiemy przyporzadkowad . = .
e ]
odpowiedni element boku réwnoleglego, _]est. PISCIMICRNE, (2 W Ss - nie (sprawdi .).

{ b i¢ arnad i " % . 4 . . . c
ktéry bedzig wytwarzad pole o tej Giéwnym zadaniem teorii grup skonczonych jest ich pelna klasyfikacja.
s5amdcy) wart.n:it'l. }Ll!‘ prieciwnie

skierowane. Oznacza to, 3e indukcja Grupa G = {g1,...,9n} jest w pelni opisana przez swoja tabelke mnozZenia, ktéra
w érodku rombu jest réwna zeru. podaje wynik pomnozenia kazdych dwéch jej elementéw. Tabelka ta jest wiec

- kwadratem o boku n. Takich tabelek jest skoriczenie wiele. Dla malych liczb n
mozemy je wszystkie bez trudu wypisaé, ale dla duzych n zadanie robi sie klopotliwe:
wigkszoé¢ tabelek nie chce spelniaé aksjomatéw grupy ! Trzeba wiec szukaé innych
spozobdw.

Inna mozliwoéé stwarza nastepujace twierdzenie Cayleya: kazda grupa skornczona rzedu
n jest podgrupa, w grupie permutacji S,. (MnoZenie z lewej strony przez g € G miesza
elementy grupy G, okredlajac w ten sposéb ich permutacje.)

B) W przypadku drugiego sposobu Dla klasyfikacji grup rzedu n nalezaloby opisaé wszystkie podgrupy w grupie Sn.
podlaczenia (rys.) pola magnetyczne Niestety, jest to réwniez zadanie beznadziejne dla duzych n. Twierdzenie Cayleya daje
wytworzone prees poszcnegslne nam jednak mozliwodé wygodnego reprezentowania grup skoriczonych za pomoca, liczb,

boki zsumuja si¢ dajac w rodku Hn v ieci ko: ¢
rombu pole rééne od zera. Indukcje P P ¢ R eCT e

Sl AR i B : Wiadciwa droga do klasyfikacji grup rozpoczyna sie od nastepujacego odkrycia:
pojedynczy bok, oznacamy przez B'.

Calkowits Indukels w tvib prnkete niektére grupy s}:oﬁczone 83 zbudowane z dwéch grup o mniejszej liczbie elementéw.
wyniesie B = 4B’. Na podstawie Aby znale#é taki rozklad dla grupy G, wystarczy wskazaé w niej podgrupe
prawa Biota - Savarta mojemy normalna H, tj. taki podzbiér HC G, ktéry:

obliczy¢ natgzenie pola magnetycznege 1, jest podg’rupa., tzn. H wraz z mnozeniem pochodsa.cym z (7 gpe{nia a,kajomat.y
w punkcie O, pochodzace od jednego

& Bk grupy, oraz
i s ) 2. dla dowolnych elementéw z € G i b € H element zhz' pozostaje w H (warunek
H = re (sin £LAOD + sin LDOB), normalnoém)
poniewai LAOD = a2, LDOB = Jedli H # {e}i H # G, to G jest zbudowana z pary grup. Jedna 2 nich jest sama H,
= a, r = a\/3/4, wigc a druga, - tzw. grupa ilorazowa G/H, ktéra ma dokladnie |G|/|H| elementéw.
B e S i et

2nv/3a Uznamy, ze badanie takiej grupy G zostalo zredukowane do zbadania mniejszych
Znajac op6r drutu R = pds /S grup H i G/H. Pozostaje jednak problem opisu tych grup G, ktére nie maja podgrup
oblicaymy nateienie pradu w obwodzie: normalnych H réznych od {e} i G. Takie grupy nazywamy grupami prostymi.
£ €S

f =i T Ktére z grup opisanych wyzej byly proste 7 Grupa cykliczna C, jest [fros.ta. tylko
Stad wtedy, gdy n jest liczba pierwsza. Grupy diedralne nie sa proste: zawieraja podgrupy
B = 4B’ = BoeS > ) normalne C,. Grupy permutacji S, takie nie sa proste: zawieraja one podgrupy
= po Sxpa VS normalne A,, skladajace si¢ ze wszystkich permutacji parzystych.

2
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' & 5 Permutacja miesza naturalna kolejnoéé liczb; np. o € §s mose przekssztalcaé 12345

= 3 w 21435. Liczby te mozemy ponownie uporzadkowaé, zamieniajac miejscami niektére
R ianitie sk daie Wi ST, pary liczb sasiednich. Jeéli liczba tych zamian jest parzysta, to permutacja tez nazywa
Ustalmy poczatek ukiadu si¢ parzysta. Taka jest np. permutacja o z powyiszego przykiadu:
wspdlrzednych w punkcie przeciecia
prostych m, n, of z — jako dwusieczna @ @ @ @ @
kata miedzy prostymi, of = , “_

w plassczyinie wyznaczonej preez 3 2 o A = . .
proste m, n (ktére praecinaja sie pod  Ladanie: wykaz, ze grupa T obrotéw czworoécianu foremnego jest izomorficzna

katem 2a). Z grupa Ag.

Ly Moina udowodnié, ze dla n > 5 grupa A, jest prosta. Mamy wiec jui dwie

- nieskoficzone serie grup prostych: Cp, gdzie p — liczba pierwsza, oraz A, dla n > 5.
Odkryto jeszcze 16 innych serii skoficzonych grup prostych. Podobnie jak seria A,
zostala wykryta w grupach permutacji S,, tak te nowe serie zostaly wykryte za_
pomoca grup macierzy.

Macierz dla algebraika to po prostu kwadratowa tablica skladajaca sie z liczb.
Najwainiejsza cecha macierzy jest to, Ze je mozna mnozyé. Dla geometry — macierz to
bardzo ekonomiczny sposéb zakodowania przeksztalcenia afinicznego (zachowujacego
proste) przestrzeni n-wymiarowej, ktére zachowuje punkt (0,0,...,0). W tej
-interpretacji mnozenie macierzy dokladnie odpowiada skladaniu przeksztalcer, a zbiér
macierzy odpowiadajacych przeksztalceniom odwracalnym tworzy grupe — GL(n,R).
Jest to grupa Liego — o nich tez mozesz poczytaé w tym numerze Delty.

Srodek kuli ma wspélrzedne C =

= (z,y,0), A jest punktem stycznodci
sfery z prosta m, B - rzutem

prostopadlym C na plaszcayz . : o f : :
e R I SRSV RIS Oczywiécie, grupa GL(n,R) jest nieskoriczona. Wefmy wiec zamiast nieskoriczonego

W takim razie AC? = CB? + BA®; zbioru liczb rzeczywistych skoficzony zbiér reszt Fy = {0,1,2,...,¢ — 1} dla
ommacajac pracs | promief kull, mamy ylybjonej licsby pierwszej ¢. Liczby ze sbioru F, moina, podobnie jak liczby
AC =R, CB =y, BA = zsina, stad > e . = 5 : v 4
rzeczywiste, dodawac i mnozy¢ biorac zawsze wynik modulo g. RozwaZajac macierze
o wapéiczynnikach ze zbioru Fy otrzymujemy grupe skorczona GL(n,q). Wspomniane
wyzej grupy 16 nowych serii powstaja z grup GL(n, g) przez proste operacje
algebraiczne. Sa one dcidle zwiazane z tzw. prostymi grupami Liego i dlatego nosza,
wspdlna nazwe grup skoriczonych typu Lie.

2 'S
R* = _u"‘ + 2% 5in° « -

a to jest réwnanie elipsy.

Wszystkie grupy proste, wspomniane dotad, uchodza za typowe. Oprécz nich istnieja
jeszcze tzw. grupy sporadyczne, odkrywane ad hoc i nie mieszczace sie w zadnym
schemacie. Byly one znajdowane pojedynczo, w ciagu kilku dziesiecioleci.

Znamy obecnie 26 grup sporadycznych. Kazda z nich ma swoja nazwe, zwykle
pochodzaca od nazwiska jej odkrywcy-konstruktora. Mamy wiec 5 grup Mathieu:
My, Mi2, M2, Mas, My, — zostaly odkryte w 1860 r., z kt6érych najmniejsza M,

ma 7920 elementéw, a najwieksza — May: 244 823 040 elementéw. Grupe M;; moina
reprezentowaé w komputerze jako podgrupe permut.a.c_]l 11 liczh, generowanga przez dwa
elementy:

AN N N N

A QOFEEETEEE® B OB EBBO® GBHS®
S ey ST e

Dalej mamy 4 grupy Janko: J1 - 1966 r., J2, J3 — 1969 r., J4 — 1980 r.; grupy
Higmana-Simsa: HS - 1968 r., McLaughlina: Me ~ 1969 r., Suzuki: Suz — 1969 r., .
Rudvalisa: Ru — 1973 r., Helda: He — 1969 r., Lyonsa: Ly — 1972 r., O’Nana: ON -
1976 r., trzy grupy Conwaya: .1, .2, .3 — 1969 r., trzy grupy Fishera: M(22), M(23) i
M(24)' - 1971 r. oraz w koficu cztery grupy Gnessa. Fs, F3, Fa, F; — 1976 1.

e Najwieksza poséréd grup sporadycznych jest grupa Fy, ktéra ma
a@; 2%¢.3%0.5°.7%.11%.13%.17-19-23.20-31-41-47-59- 71 =
Rozwiazanie zadania M 5327. = 808017424794 512 875'886 459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000 elementdéw.

W koricu dostajemy los, ktéry albo

wygrywa, albo preegrywa. Ze wagledu I ocZatkowo nosila ona nazwe potwora (monster), ale gdy jej odkrywca, R. Griess,

na symetrie prawdopodobiefistwo znalazl jej ladna interpretacje geometryczna, przemianowal ja na przyjaznego
otrzymania kaidego  takich loséw olbrzyma (friendly gianf). Grupa ta zostala odkryta jako podgrupa w grupie macierzy
jest takie samo. Zatem szukane stopnia 196 883

prawdopodobiedstwo wynosi

kfin — m), czyli jest takie jak W lutym 1981 roku specjaliéci uznali, ze dowéd twierdzenia o klasyfikacji grup

:q:‘;‘:;::1!L:Ykl::’lr'jw‘:;li:’;::’d:’ prostych zostal zakoficzony — innych grup prostych nie ma ! Twierdzenie to jest
nastepnego ciagnienia. Znajduja sie efektem pracy setek matematykéw. Jego dowdd sklada sie z wielu fragmentéw,

one w réiznych loteriach wylacznie rozrzuconych w okolo 500 pracach zajmujacych lacznie okolo 10000 stron druku.
w celach propagandowych. Oczywiscie, prace nad uproszczeniem dowodu trwaja,.

3 »



Symetrie i prawa

W artykule omawiamy tzw. symetrie
kinematyczne, natomiast wspomniany
w przykladzie fakt, #e podczas ruchu
w polu potencjalnym typu

U[l‘) = ——

zachowany jest wektor v X L — ki.
=

zwiazany z innym typem symetrii,
tzw. symetriami dynamicznymi.

Rozwigzanie zadania F 259,

Leniem

Wdu wplywajacego do obwodu

PUjacCy

dzenia

Eemy to stwierdzid w naste

A zatem je

tzu. taka transfor:

7 yna
ady,

-j dokonaniu wla

punkty C i G.

Rozpatrujac naszs

wydzielonego ciepla wynos
QpBp : Qec :Qcp : Qap : QBE
=0:9:9:1:4.
Jedli opér odcinka BD jest réwny
zeru, a opdr odcinka CD - 2R, to
odpowiednie stosunki pradéw wyniosa;
Ipc :lep =2R: R, Ipc+ Icp =1
Inc = 2Is/3. Icp = I
Iap : Ipg = fap +Ipp =1
Iap =Iof6, Ipp -

Otrzymujemy na

Uep : {Bc: Wo

zachowania

Dr Andrze) MAJHOFER

Znajomoé¢ praw zachowania ogromnie upraszcza znajdowanie odpowiedzi na wiele
pytan dotyczacych ruchu ukladu. Pozwala ona uniknaé rozwiazywania réwnan ruchu
i np. do znalezienia predkodci konicowej ciala spadajacego swobodnie z wysokodci h nie
musimy nawet wiedzieé, ze porusza sie ono ruchem jednostajnie przyspieszonym, jezeli
tylko wiemy, jak zalezy energia potencjalna ciala od wysokodci (i oczywidcie, Ze suma
energii kinetycznej i potencjalnej jest stala). Co wiecej, poniewai do sformulowania

* praw zachowania potrzebne sa jedynie dodé ogélne cechy ukladu, wiec czesto pozwalaja

one odpowiedzie¢ na wiele pytan réwniez w przypadkach, gdy szczegélowa postaé
réwnan ruchu nie jest nam w ogéble znana. Potrafimy na przyklad znalefé predkosci
korficowe cial po zderzeniu centralnym doskonale spresystym jedynie na podstawie
prawa zachowania pedu i energii kinetycznej, a w przypadku ruchu w polu

- k A : = i s
sily F = _r_’-‘r znajomosé dwéch wektoréw stalych w czasie ruchu (co latwo sprawdzié):

L=rxmviC=vxL- kl—; (v — predkodé ciala, m — jego masa), pozwala juz

|L)? 3 g
—m(k FC[<s©) (kat © mierzony jest od wektora C).

Jak widaé¢, warto zastanowic sie, jakie wlasnoéci ukladu pozwalaja stwierdzié, ktére
wielkodci beda zachowywane w czasie jego ruchu (czy ogélniej ~ ewolucji czasowej).
Przedledimy proste przyklady znajdowania takich wielkodci. Odpowiednie prawo
powinno mieé postaé: pochodna wzgledem czasu pewnej wielkodci réwna sie zeru,

a do jego wyprowadzenia powinnismy poshizyé sie réwnaniami ruchu. Zaléimy wiec,
ze badamy ruch czastki o masie m, w ktérym dzialajaca sile moina otrzymaé jako

wyznaczy¢ tor ruchu r =

: gradient pewnej funkcji (energii potencjalnej) U(zy, 2, 23, t), to zna.czy

au
S 32.‘
Réwnania ruchu maja wiec postaé:
dv. By
e TR T
Pomnéimy te réwnania przez v;, wtedy mamy:
mv;% = —ﬂiﬂ.
dit dz;

1 A 5
Lews strone mozemy zastapié wyrazeniem — ( —muv; ) Zsumujmy teraz réwnania:

dt
d:r.z AU  dzs BU]

2 dzl au s e
dt [ m(tn +ﬂ2 + vs )] = [dt azl T dt 333 dt dzs

Jesdli % =0, czyli U nie zalezy jawnie od czasu, to prawa strona ostatniej réwnosci
jest po prostu szybkoscia zmian U w czasie ruchu czastki — lub inaczej
:_t [1 mv? + U]
podczas ruchu. Otrzymali§my zasade zachowania energii. I drugi przyklad: badamy
ruch czastek o masach m;; zalézmy, Ze energia potencjalna zwiazana z oddzialywaniem
czastki 1 na czastke j zalezy tylko od réznic ich wspélrzednych
U(ri,r;) =U(ri —r;),
wéwcezas sila Fyj, z jaka czastka 5 dziala na czastke 1, dana jest przez
au au

Fl T — i i — Fi'z="_s

Fale=-32,  Fah=-30,  (Fa)e=-3o
a wiec F;; = —F;, jak by¢ powinno. Odpowiednie réwnania ruchu maja postaé
(zakladamy, e nie dzialaja 7adne inne sily)

m.gd::—'. = Z Fs‘j-
J

au

Po ich zsumowaniu stronami otrzymujemy cf_t Z miv;

= E Fii=0.
i

Otrzymaliémy zasade zachowania calkowitego pedu.

Niezaleinoéé energii potencjalnej od czasu oznacza, ze niezaleznie od chwili rozpoczgcia
ruchu jego przebieg bedzie taki sam, o ile rozpocznie sie z tego samego miejsca i z ta
sama predkodcia poczatkowa. Natomiast zaloZenie, Ze sily zaleia jedynie od réznic
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LODOWY TRANZYSTOR

Krysztaly lodu sa bardzo interesujacymi
obiektami badan dla fizyki ciala stalego. Sa
to slabo zwigzane krysztaly molekularne, w
ktérych czasteczki HyO tworzace kryszal
maja duza swobode i na przyklad stale kreca
sie z czestoscia w= 10% 571 Przerwa
energetyczna miedzy pasmami walencyjnym
i przewodnictwa wynosi w lodzie okolo

10,9 eV (dziesie¢ razy wiecej niz w
krzemie), co oznacza praktycznie calkowity
brak przewodnictwa elektronowego.
Natomiast energia aktywacji defektow w
krysztatach lodu jest stosunkowe niewielka i
wynosi ponizej 1 eV. Dzigki temu uwaza sie,
2e to defekty struktury krystalicznej sa
odpowiedzialne za przewodnictwo elektryczne
lodu. W ostatnich latach badania wlasnosci
fizycznyeh lodu prowadzone w Instytucie
Fizyki Ciala Stalego Akademii Nauk ZSRR w
Czernogolowce (dystrykt moskiewski) w
sposéb istotny rozszerzyly nasza wiedze o
tym materiale. Stwierdzono, ze prad
elektryczny plynacy przez léd umieszczony
pomiedzy metalowymi elektrodami pozostaje
nie zmieniony nawet przez wiele dni,
natorniast bardzo latwo go mozna zmieniac
za pomoca o$wietlenia. Zaproponowany
model przewiduje, ze nognikami pradu w
lodzie s3 jony HsO* oraz OH™ powstajace
poprzez przeniesienie jednego z protondw w
okolice sasiedniego atomu tlenu. Ciekawy jest
fakt, iz ladunki tych jonéw nie sa
bynajmniej calkowitymi wielokrotnosciami
ladunku elermentarnege, lecz ulamkami
(£0,62). Po zetknigciu sie z elektrodami i
wymianie z nimi elektronu powstaja z kolei
Jony Hy0~ oraz OH*, ktére zaczynaja ruch w
kierunku przeciwnymi. lch ladunki sa
réwniez ulamkami ladunku elementarnego
(+0,38). Ruchliwod¢ tych noénikéw pradu
jest bardzo mala p=10"2 —10* cm?/Vs i jej
pomiar metoda tradycyina (tzw. efektu
Halla) nie jest mozliwy. W zwigzku z tym
fizycy radzieccy wspélnie ze
wspélpracownikami z uniwersytetéw w
Birmingham (Anglia) i Hokkaido (Japonia)
zaproponowali nowa metode pomiarows.
Mianowicie, skonstruowane tranzystor
polowy, ktdrege integralng czedcia byla
phytka lodu. Na utlenionej powierzchni plytki
krzemowej napylone zostaly ziote elektrody,
na tym urmieszczona zostala plytka lodu,
ktéra z drugiej strony przykrywala elektroda
ze stopu miedzi i srebra. Wszystkie pomiary
przeprowadzano w temperaturze —33°C.
Badania przeprowadzone z tym lodowym
tranzystorem pozwolily na potwierdzenie
przedstawionego wyzej modelu oraz pomniar
koncentracji i ruchliwosei nosnikéw pradu w
krysztalach ledu. )

wspblrzednych, prowadzi do wniosku, ze przebieg ruchu nie zmieni sig, jesli w chwili
poczatkowej uklad jako caloéé zostanie przesuniety w inny obszar przestrzeni (o ile
zachowamy wzgledne poloienia i predkodci). W naszych przykladach zalozenie
niezmienniczodci ukladu wzgledem przesuniecia w czasie doprowadszilo do prawa
zachowania energii, a niezmienniczoéci wzgledem przesunigé przestrzennych — do
prawa zachowania pedu. Czy istnieje zwiazek miedzy prawami zachowania i istnieniem
przeksztalcer nie zmieniajacych ukladu (jego symetrii) ? Tak, taki zwiazek istnieje,
nalezy jednak dokladnie okresli¢, jakie cechy ukladu maja pozostawaé nie zmienione.
Gdybyémy bowiem w drugim z naszych przykladéw zalozyli, Ze niezaleznie od polozen
mas na kaida z nich dziala taka sama sila zewnetrzna, to, oczywiscie, nasz uklad nadal
,wygladalby” tak samo po przesunieciu w przestrzeni, jednak skladowa pedu wzdiuz
kierunku dzialania zewnetrznej sily nie bylaby jui stala ruchu (uklad jako calodé
poruszalby sie w tym kierunku ze stalym przyspieszeniem !).

Ogélne twierdzenie wiazace symetrie ukladu i prawa zachowania podala w 1918 r.
Emmy Noether (1882 - 1935) — korzystala przy tym z faktu, Ze réwnania ruchu
mozna otrzymaé z zasady najmniejszego dzialania (o zasadzie najmniejszego dzialania
pisaliémy w Deleie 6/1985). Zgodnie z ta zasada rzeczywisty ruch, od chwili ¢,
do t3, ukladu opisywanego wspélrzednymi ¢y, ...,¢n (moga to byé poloienia, katy jak
w przypadku obrotu bryly sztywnej itp.) przebiega tak, Ze wielkodé

tz

5= [ 2.

ty
nazywana dzialaniem, przyjmuje wartééé minimalna. Funkcja £ (lagranijan) zawiera 4
pelna informacje o ukladzie i w przypadku ruchu w polu sit potencjalnych ma postaé
L=T-U,
gdzie T jest energia kinetyczna, a U energia potencjalna ukiadu. MoZemy teraz
sformulowaé twierdzenie Noether:
Kaidej jednoparametrowej rodzinie przeksztalceri postaci

3 = qi(qr, v tn tia),  E=1tg1,0qn,t @),
(gdzie: §:(q1,--»qn,8;0) = ¢:, £ = t(q1,...,qn,;0) = t) nie zmieniajacych wartosci calki
dzialania odpowiada jedna stala ruchu.

dq: dgn

ey Gny W, reey -Et—, t)dt,

Dowéd twierdzenia zawiera przepis obliczania wielkodci zachowywanej. W przypadku
niezmienniczodci wzgledem przesunieé w czasie (£ =t + 7) wielkodcia ta jest energia
zdefiniowana jako:

et oL s s U idg
E"Zq'a_é.‘ i gdzie §; = it
(warto sprawdzié, e wielko§é ta odpowiada wielkodei zdefiniowanej w pierwszym

z naszych przykladéw), niezmienniczoéci wzgledem przesuniecia odpowiada zachowanie
skladowej pedu réwnoleglej do kierunku przesuniecia, a niezmienniczodci wzgledem
obrotéw - skladowej momentu pedu wzdiuz osi obrotu.

Dotychczas zajmowali§my sie przykladami dotyczacymi mechaniki. Twierdzenie
Noether obowiazuje w kaidym przypadku, gdy réwnania ruchu mozna otrzymad

5 zasady wariacyjnej, a wiec ,dziala” we wszystkich niemal teoriach fizycznych.

Co wiecej, gdy rozszerzamy teorie, twierdzenie méwi, jaka wielkod¢ nazwac catkowita
energia, pedem, momentem pedu itd. Jezeli na przyklad uwzglednimy fakt, Ze
oddzialywanie czastek naladowanych odbywa si¢ poprzez oddzialywanie z polem
elektromagnetycznym, to twierdzenie Noether pozwoli znale#é przepis obliczania
energii i pedu pola. Twierdzenie Noether jest wiec jednym z najwainiejszych

i najwygodniejszych narzedzi fizyka teoretyka.

Poza wymienionymi wczeéniej symetriami czasoprzestrzennymi rozpatruje sig réwniez
gymetrie ,,wewnetrzne”. Najprostszym przykladem jest niezmienniczoéé réwnania
Schrodingera (to réwnanie tez moina otrzymaé z zasady wariacyjnej) wzgledem zmiany
fazy funkcji falowej ukladu, czyli transformacji obrotu w plaszczyfnie zespolonej

i odpowiadajace jej zachowanie liczby czastek. Podobny charakter maja prawa
zachowania ladunkéw: elektrycznego, leptonowego, barionowego...

Problemem interesujacym fizyka jest zbadanie wszystkich niezaleznych praw
zachowania obowiazujacych w badanym ukladzie, a wiec réwnies wszystkich symetrii
ukladu. Zbiér symetrii ukladu tworzy grupe z dzialaniem grupowym bedacym
zloieniem przeksztalcer — symetrie ciagle, a takimi sie tutaj interesowalimy, tworza

grupe Liego.

‘f:’.



Przy omawianiu ukladu okresowego w nauce chemii rozwasa sie grupe ,metali przejsciowych”
Barwy krySZtalu od skandu (Z=20) do miedzi (Z:'fQ). Atomy lub jony tych pierwiastkéw maja niecalkowicie
zapeiniona powloke 3d. Wiemy réwniez doskonale, zZe metale przejdciowe tworza
DO c. dr Je rzy GIN TER bardzo wiele barwnych zw}qzkdw. Wystarczy prz.ypo.mnieé niebieski siaim:zan mi?dni,
pomarariczowy dwuchromian potasu czy nadmanganian potasu — prawie czarny jako krysztal,
czerwono-fioletowy w roztworze wodnym. Wiadomo poza tym, ze niewielka domieszka
atoméw metali przejsciowych w bezbarwnym krysztale moze wywotaé intensywne zabarwienie.
Przykladem jest rubin, znany zaréwno jako naturalny kamieri szlachetny, jak i syntetyczny —
wykorzystywany do budowy jednego 2 typéw lasera. Rubin jest to krysztal korundu Al; O3,
w ktérym czerwone zabarwienie wywoluje domieszka chromu (czysty korund jest bezbarwny).

Moéna zadad pytanie, czy istnieje zwigzek miedzy budbwa atoméw metali przejéciowych

a gabarwieniem ich zwiazkéw. Moze za barwne efekty odpowiedzialna jest niezsapeliona
powloka 3d 7 To na pozdr absurdalne pytanie ma odpowiedZ twierdzaca ! Co wiecej, istnieje
bezposredni zwiazek omawianych gjawisk z zagadnieniami symetrii krysztalu — otoczenia
domiesgki.

Rozwaimy dla uproszczenia atom lub jon metalu przejsciowego, ktéry ma jeden elektron na
powloce 3d. Jest pieé réznych orbitali 3d.

dy2 y2

d ZXx
w prézni, wszystkie one bylyby zupelnie réwnowaine,
‘odpowiadalaby im taka sama energia elektronu. Sytuacja jednak zmienia sie, jezeli jon

metalu przejsciowego zostanie wbudowany do krysztalu. Rozwaimy przypadek, kiedy mialby
on szesciu sasiadéw, umieszczonych tak, jak to przedstawia rysunek 2. Widaé, ze sasiedazi
wyznaczajg regularny odmioécian. Lokalna symetria ukiadu jest wysoka — faktycznie najwyzsza
ze wszystkich mozliwych w krysztale.

Oczywiscie, jest ona jednak znacznie nigsza niz pelna obrotowa symetria jonu w prézni.

To obnizenie symetrii powoduje, Ze nie wszystkie z pieciu orbitali d majs identyczne energie.
Preypudémy, ge szesciu najbligszych sasiadéw naszego jonu to jony ujemne. Dzialajg one
odpychajaco na elektrony. A zatem korzystnie energetycznie dla elektronu jest ,trzymac sie”
od tych sasiadujacych jonéw ,z daleka”. Zauwaimy, fe dla orbitali dxy, dys, dzx gestosé
prawdopodobieristwa gnalezienia elektronu w bezposrednim sasiedzt wie ujemnego sasiada

Jest réwna geru (rys.3a). Natomiast dla orbitali d,2_ya oraz d, jest ona réina od zera (dla
orbitala d_; przedstawia to rys.3b). A zatem pie¢ réwnowagnych w prézni orbitali 3d rozpada
si¢ na dwie grupy: trzy orbitale dzy, dyz, d:z, ktérym odpowiada energia mniejsza, oraz

dwa orbitale d,2 _ 2 id,2, ktérym odpowiada energia wigksza (rys.4). Réznica energii A

jest zwykle réwna paru elektronowoltom. Odpowiadaé to wiec moge fotonom obszaru
widzialnego (zakres 1,7 — 3,1 eV). W temperaturze pokojowej elektron 3d w atomie przebywa
na jednym z trzech réwnowazinych stanéw dolnych. Foton moze go przeniedé na jeden

2 dwdéch réwnowaznych pozioméw gérnych. Z opisang sytuacja mamy do czynienia w alunie
tytanowe-cezowym CsTi(SO4)2-12 H20. Kazdy z jonéw Ti®t+ ma po jednym elektronie d.

W krysztale kaidy jest otoczony przez szedé czasteczek wody HzO, uloionych w érodkach scian
szedcianu — tak, jak to przedstawia rysunek 2. Obserwuje sig¢ absorpcje éwiatla przez omawiany
ewiazek, zwiagang z przejéciami miedzy ,rozszczepionymi” stanami powloki 3d. Wystepuje

w niej jedna (dodé szeroka) linia z maksimum okolo 2,5 eV, czyli w obszarze niebiesko-zielonym
widma. .

Gdyby lokalna symetria krysztalu w otoczeniu jonu metalu przejsciowego byla nigsza,

liczba réinych energii stanéw 3d moglaby wzrosnaé. Na przyklad — gdyby$my dcisneli
omawiany krysztal alunu wzdluz osi pionowej, czasteczki wody wyznaczalyby dwupiramide

o podstawie kwadratowej, zamiast regularnego oémiodcianu (wysokodé uleglaby zmniejszeniu ).

Spowodowaloby to dodatkowe rozszczepienie standw d 2 —g3 id,s, atakie odszczepienie
< stanu dyy od stanéw dy: i d.. (rys.5). Sytuacja poprzednio réwnowaznych stanéw stalaby
7 si¢ fizycznie rézna. Z tego, co powiedzieli§my, wynika, e po pierwsze — jezeli mamy nigsza
symetrig, mozna obserwowacé wiegcej linii absorpcyjnych. Po drugie za$ — e badanie absorpcji

Rys.4 swiatla w krysztalach poddawanych ,jednoosiowemu” iciskaniu moze dostarczy¢ interesujacych
/—o——-—- informacji na temat stanéw elekironowych zawartych w nich jonéw metali przejsciowych.

\__._ W ogromnej wigkszodci preypadkéw mamy do czynienia z atomami (jonami) metali
przejsciowych, ktére majg wiece] niz jeden elektron na powloce 3d, wiec i opis struktury

energetycznej standw elektronowych i mozliwych przejsé absorpcyjnych staje sie bardziej
< zlozony.

Patrz np. Alojzy Golebiewski Elementy mechaniki i chemii kwantowes, PWN 1982.
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Grupy Liego

Doc. dr Wojciech WOJTYNSKI

Grupy te pojawily sie okolo roku 1870 za sprawa,
pracujacego w Niemczech norweskiego matematyka
Sophusa Lie. Chcial on zastosowaé do réwnai
rézniczkowych metody podobne do tych, jakie stworzylt
dla badania rozwiazalnodci réwnan algebraicznych Evariste
Galois. Jego nadzieje w tej mierze zisdcily sie tylko
czedciowo, jednak klasa grup odkryta pray tych badaniach
okazala sie wazniejsza od problemu, ktérego rozwiazaniu
miata stugyé.

Poczatkowo bardzo geometryczna i lokalna teoria

grup Liego dzieki pracom Engela, Killinga i Cartana
uzyskala gleboki sens algebraiczny stajac si¢ jednym

z podstawowych narzedzi globalnej geometrii réZniczkowej.
W latach trzydziestych zaczela sie, trwajaca do dzisiaj,
inwazja metod teorii grup Liego w fizyce. Obecnie grupy
Liego s3 jednym z podstawowych poje¢ wspdlczesnej
matematyki.

Znaczenie grup Liego wynika z nastepujacych okolicznoéci:
(A) Warunki, jakim ma odpowiadaé grupa Liego, nie sa
bardzo ograniczajace — istnieje duzo grup Liego.

(B) Pomimo owego ,liberalizmu” warunki te wymuszaja
bardzo specjalna strukturg algebraiczna pozwalajaca,

na szczegdlowy 1 konkretny opis.

(C) Wszystkie naturalne i wazne grupy, majace ,charakter
geometryczny”, s3 grupami Liego.

Z tych powodéw grupy Liego umozliwiaja w wielu
sytuacjach (punkt (A)) ujecie ilodciowe (oferujac

rodzaj ,,wspéirzednych” — punkt(B)) z pozoru bardzo
niesprecyzowanych sytuacji. Glebsza analiza (ktérej

tu, niestety, nie mozemy przeprowadzi¢) pokazuje, ze
grupy Liego sg obiektami o bardzo regularnej strukturze,
ktérej czesto ,,w zastanej sytuacji® zupelnie nie widaé.
Co wiecej, do wykrycia tej struktury (za sprawa teorii
grup Liego) wystarcza proste kryteria. A dwiat, jak sie
okazuje (punkt (C)), jest zbudowany bardziej regularnie,
niz to na pierwszy rzut oka widaé. Grupy Liego stanowia,
instrument pozwalajacy te ukryta regularnoéé ujaé w écisle

formuly.

Artykut ten nie bedzie dcislym i metodycznym wykladem
teorii grup Liego — skoncentrujemy sie na ukazaniu
na praykladach wymienionych wyiej aspektéw (A), (B) i

(©).

Zaczniemy od nieformalnej definicji: grupy Liego to
takie grupy, ktére moina lokalnie (czyli po podzieleniu
na odpowiednio male fragmenty) utozsamié (dla kazdego
fragmentu z osobna) z fragmentem przestrzeni R" (przy
ustalonym n) i, w efekcie tego utozsamienia, opisywaé za
pomoca wspdirzednych. We wapéirzednych tych dzialanie
grupowe wyraza sie za pomocy funkeji rézniczkowalnych,
tzn. wspélrzedne elementu bedacego wynikiem dzialania
na elementach z i y s3 funkcjami réZniczkowalnymi
wspdlrzednych tych elementéw.

A oto przyklady, ktére powinny zasugerowad, ze definicja
ta spelnia warunek (A).

Przykiad 1. Niech G bedzie zbiorem wszystkich przeksztalcen g
przeprowadzajacych R! w R!, ktére spelniaja warunek
o 9(z1) — g(z2) _ 21— 22
g(z2) — g9(zs) 22 —1z3
dla parami réinych z; , z2, zz € R

Zauwazmy, te dla dwéch przeksztalceri g1, g2 € G takze
ich zlozenie nalegy do G. Zauwagmy tez, ze gdy z2 # =3, to
réwnies g(z2) # g(z3) — zatem kaide przeksztalcenie g € G jest
réznowartodciowe. Przez proste sprawdzenie stwierdzamy, Ze
do zbioru G naleia wszystkie przesuniecia, tj. przeksztalcenia
postaci z — z — b. Wiec dla dowolnego przeksztalcenia g,
nalezacego do G, réwniei przeksztalcenie go(z) = g(z) — 9(0)
nalezy do G. W ten sposéb dowolne przeksztalcenie g € G
okazalo sie zlogeniem prezeksztalcenia go, ktére ma wiasnodé
¢0(0) = 0 i przesunigcia: g(z) = go(z) — g{[}}. Podstawiajac

z

dla go w formule (1) zz = 0 otrgymamy —ao(zs) = -_—:; a wiec

go(z1) = m—’;’l . z;. Ustalmy z3 # O i oznaczmy ﬂ’% o
Zatem go[z} = az, przy czym a # 0 (dlaczego 7). Ostatecznie,
przyjmujac b = g(0), widzimy, ze dowolne przeksztalcenie g € G
ma postad
(2) g(z)=az+b, gdsie a#0 i a, bER!.
Przeksztalcenia naleZace do G okazaly sig¢ wzajemnie
Jednoznaczne (prsekssta.-lceme odwrotne do g wyraga si¢ wzorem

g7 z) = Lz - ——) Zatem G jest grupa. Przyporzadkowujac
przeksztalcemu danemu wzorem (2) pare liczb (a,b)
otrzymujemy wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie grupy G
w zbiér A = {(a,b) € R? : a # 0}. Oznaczajac przeksztalcenie
(2) przez g(, ;) mamy

9(a.b) 9(e,a) (z) = alez + d) + b = {ac)z + (ﬂd +4),
co w zbiorze A odpowiada dzialaniu
(a,b)(c,d) = (ac,ad + b).

Przyklad 2. Niech G bedsie zbiorem wszystkich izometrii R?
(tj. przeksztalceri nie zmieniajacych odleglosei). Jak wiadomo
(chocby ze szkoly), izometrie tworza grupe.

Podobnie jak poprzednio wyréznimy wéréd nich przesuniecia
x — x — b (teraz x, b € R2) i kaidej izometrii g
przyporzadkujemy przeksztalcenie go zachowujace 0 dane
wzorem go(x) = g(x) — ¢(0).

Poniewag izometrie przeprowadzajg srodek odeinka na érodek
odcinka, wiec dla dowolnego g €G i a, b € R? mamy

(s s (3@+ D)) = 3 (s(a) + a(1).

W szczegdlnodci, biorac b = 0, mamy go (%a) = %gu{a], skad
przez indukcje otrzymujemy go (g%n) = 5‘-,,—90[3) dlan=:1,%2....
Z kolei zauwasmy (jak ?), ze z (3) wynika

(4) go(a + b) = go(a) + go(b),

co lacznie daje go (—La) = 5’%‘-90[3), diakn=0.1;2,...
Poniewas, dla ustalonego a, przekstalcenie £ — go(ta) jest ciagle,
wiec otrzymujemy stad

(5) go{Aa) = Ago(a), dla kaidego A € R!.

Wiasnodci (4) i (5) dowodza, Ze przeksztalcenie go jest
wyznaczone przez swoje wartosci dla e; = (1,0) i ez = (0,1).
Istotnie, wobec x = (z1,22) = z1€; + z2e3, mamy

90(x) = z1g0(e1) + T290(e2). Zauwaimy tez, Ze znajomosé
go(e1) wyznacza go(ez) z dokladnoscia do znaku (dlaczego 7).
Patrzac na e; i e; jak na zaczepione w 0 wektory stwierdzamy,
e izometria gp jest albo obrotem, albo zlozeniem odbicia
wegledem osi wyznaczonej przez e; i obrotu.

Zbierajac razem te wszystkie spostrzegenia otrsymujemy

() 9(x) = go(x) + 9(0) = re(x) + b,

gdzie b = g(0), ¢ jest odbiciem w pierwszej osi lub
identycznodcia, a r — obrotem wokdl 0 przeprowadzajacym ey
na go(e1).



Jak latwo zauwagy¢é, zbidr wszystkich izometrii R? dzieli sie
w sposdéb naturalny na dwie czedci: gbidr tych izometrii, ktdre
w rozkiadzie (6) maja ¢ bedace identycznodcia (nazywa sie je
izometriami parzystymi) i ebidr tych izometrii, w ktérych e
jest odbiciem. Dalej zajmiemy si¢ dla uproszczenia tylko tym
pierwszym zbiorem, ktéry, jak moina sprawdzié, jest grupa —.
oznaczmy ja przez G'.

Kazde przeksztalcenie z G' jest wiec postaci

(N g(x)=r(x)+b.

Nasuwa si¢ oczywista parametryzacja G' — kaidemu
przeksztalceniu przyporzagdkowujemy kat obrotu i wektor
przesunigcia. Odwzorowujemy w ten sposéb G' w R? (bo
wektor ma dwie wspéirzedne). Aby to odwzorowanie bylo
wezajemnie jednoznaczne, musimy ograniczyé sie do katéw

z przedzialu (0;2x). Wéwezas dowolnemu g € G' jest
przyporzadkowana tréjka (a, by, by), gdzie o to kat obrotu r
ze wzoru (7), a (by,b2) = b — przeksztalcenie to oznaczymy
I(ax,by bg)- 1 2néw, jak w preykladzie 1, moiemy znaleéé obraz
skladania przeksztalcerd grupy G' w zbiorze parametréw
B = {(a,b1,b2) E R?: 0< a < 2x}. Jedli uméwimy sie, e
dodawanie katéw bedziemy przeprowadzali z dokladnodcig
do 2, to

9(euby b3) (Brer,e2) (%) = o (ra(x) + (b1,02)) + (e1,02) =
= rarp(x) + "a((blsba)) + (c1,02) =

=ra4p(x) + (brcosa — bpsina + ¢;, by sine + by cosa + ¢3),
czyhi
(a)bll b?]{ﬂ)cl)czl =

= (a+pB,bycosa — bysina + ¢1, by sina + bz cosa + ¢3) .

Przykiad 3. Niech G bedzie grupa ruchdw bryly sztywnej
wokdt jej nieruchomego drodka cieikoéci (fizycy powiedzieliby:
G jest prezestrzenig konfiguracyjng dla ruchéw bryly wokét
drodka ciggkodci). Mozina wykazaé, e kagdy ruch z grupy G
jest obrotem wokdl pewnej osi (przechodracej preez drodek
cigzkodci). Pozwala to na sparametryzowanie grupy G.

Kaidy nieidentycznodciowy obrét wyznacza swojg of obrotu
Jjako gbidr wszystkich punktéw stalych. Ustaimy swrot tej

osi tak, by kat obrotu byt dodatni (zgodnie z regula sruby
prawoskretnej) i zawarty w przedziale (0; 7). W ten sposéb

(w ustalonym ukladzie wspélreednych o poczatku w drodku
ciezkodci bryly) kaidemu nieidentycznosciowemu obrotowi

g € G przyporzgikowaé mozemy wektor jednostkowy v osi
obrotu i liczbe ¢ € (0; ). Zauwaimy, ze pary (v,x) i (—v, )
odpowiadaja temu samemu obrotowi. Ale zamiast pary (v, ¢)
mogemy wziaé wektor v - v. Dolaczajac do tak otrzymanych
wektorow jeszcze wektor 0, jako odpowiadajacy przeksztakceniu
identycznodciowemu, otrzymujemy odwzorowanie grupy G

w kule K C R3 o érodku w 0 i promieniu x, w ktérej utogsamia
si¢ pary punktéw antypodycznych (korice drednic) ograniczajacej
g sfery. Odwrotnie, kaidemu punktowi a € K odpowiada obrét
o kat réwny odleglodci a od 0 i (jesli a # 0) o osi wyznaczonej
przez wektor Oa.

Postaramy si¢ teraz zasugerowad istnienie struktury,
o ktérej mowa w warunku (B).

Przykiad 4. Niech G bedzie grupa dodatnich liczb rzeczywistych
% mnozeniem jako dzialaniem grupowym. Grupa ta dana jest
bezposrednio jako fragment R!, jest wiec grupa Liego w sensie
nasgej definicji. Mimo to wprowadzimy je} parametryzacje i
preyporzadkowujac (dodatniej) liczbie z, rozumianej jako
element grupy G, liczbe log,, z, rozumiang jako element R 1.
W wyniku tego przeksztalcenia (poniewas log,,(zy) =

= log; z + log,o #) dzialanie grupowe w G pr!.echodn
na dodawanie parametréw.

Oczywiscie w ogélnej sytuacji nie ma mozliwodci
uzyskania utozsamienia fragmentu grupy G zawierajacego
element neutralny z fragmentem R"™ zawierajacym zero
w ten sposéb, by dzialanie grupowe tlumaczylo si¢ po
prostu na dodawanie odpowiednich wektoréw R" -
dodawanie takie jest bowiem przemienne, a grupa G
niekoniecznie. Mozna jednak uzyskaé takie utoisamienie,
ie w obrebie poszczegblnych prostych przechodzacych
przez zero dodawaniu wektoréw odpowiada mnozenie
odpowiadajacych im elementéw grupy. Traktujac takie
utozsamienie jako odwzorowanie F z R" do G otrzymamy
warunek

(8)  F((t: +1t2)x) = F(t1x) - F(t2x) dlax € R".
Definiujac teraz, dla ustalonego x € R", funkcje

fx : R — G wzorem fx(t) = F(tx) moiemy przepisaé (8)
w postaci

{9) fx(tl+t2} =fx(t1) 'fx(tﬂ)'

W przypadku parametryzacji z przykladu 4 funkcja tak
otrzymana ma postaé fx(t) = 10** = (10%)*, jest wiec
funkcja wykladnicza. W zwiazku z ta sytuacja kaida
parametryzacje o wlasnodci (8) nazywamy odwzorowaniem
wykladniczym. Funkcje o wlasnoéci (9) nazywamy grupami
jednoparametrowymi. Obraz takiej funkcji jest bowiem
sam grupa, Liego, lokalnie identyczna (jako grupa) z R!

z dodawaniem jako dzialaniem grupowym.

Przyklad 5. Niech dane begdzie naczynie (zbiér) N wypelnione
ciecza. Niech G bedzie grupg ruchdw tej cieczy. Nie chcemy
tu precyzowaé, jakiego typu ruchy nas interesuja. Podamy
natomiast przyklad rodziny ruchéw tworzacych grupe
jednoparametrowa.

Wyobragmy sobie, Ze na czasteczki cieczy deziala jakied pole

sil w ten sposdb, iz predkodé chwilowa kaidej czasteczki
przeplywajacej przez ustalony punkt jest taka sama w kazdym
momencie (tak np. moze plynaé woda w potoku). Okreslone

w ten sposéb pole predkodci jest przykiadem pola wektorowego,
ktére wyobrazamy sobie jako rodzine strzalek, a méwiac
jezykiem mniej naiwnym, kagidemu punktowi preyporzadkowana
jest tréjka liczb — wspélrzedne zaczepionego w tym punkcie
wektora. Zatem pole wektorowe to trzy funkcje liczbowe
okredlone na gbiorze N. Okredlmy rodgine przeksztalceri o,
gbioru N - parametr ¢ bedziemy interpretowali jako czas.
Wartoséé przeksztaicenia o w punkcie z okreslimy jako
pologenie w chwili £ czasteczki, ktéra w chwili 0 znajdowala sie
w punkcie z. Czytelnik zechce sam uzasadnié formule

(10) > Pty +t2(2) = o1y (5"12 (z)) .

Oznacza ona, ze odwzorowanie ¢ — ¢ jest grupg
jednoparametrows.

To, ze parametryzacja wykladnicza istnieje dla kaidej
grupy Liego, jest pierwszym podstawowym wynikiem feorii
grup Liego (tzw. pierwsze twierdzenie Liego).

Przykiad 6. Parametryzacja grupy G z przykladu 1 nie jest
wykladnicza (tj. nie speinia warunku(8)). Czytelnik zechce
sprawdzi¢, ze w przypadku omawianej grupy wykladnicza jest
parametryzacja

(u,v) — g(an,-“-'-‘?‘-l—m) , gdzie (u,v) ERZ.

Parametryzacja ta dotyczy tylko czedci grupy G skladajacej sie
z odwzorowari z — az + b przy a > 0.

Przyklad 7. Prosze sprawdzid, ge dla grupy omawianej

w prezykladzie 3, dla kaidego wektora v funkcja t — (v,t) jest
jednoparametrows grupa w G. W szczegdlnodci wprowadzona w
preykladzie 3 parametryzacja jest wykladnicza.



Wprowadzenie wykladniczej (kanonicznej) parametryzacji
jest pierwszym krokiem w badaniu grup Liego. Krok drugi
(znacznie trudniejszy) polega na okreéleniu na przestrzeni
R" (ktérej fragment wokél zera stanowi zbiér parametréw
przy parametryzacji kanonicznej) dzialania algebraicznego,
zwiazanego z dzialaniem grupowym w G, ktére
przyporzadkowuje parze wektoréw (a, b) trzeci wektor,
zwany ich iloczynem (lub nawiasem) Liego i oznaczany
[a,b]. W przypadku grupy z przykladu 3 odpowiednia,

przestrzenia jest R®, a nawiasem Liego wektoréw jest ich
iloczyn wektorowy. '
Przestrzei R" z nawiasem Liego nazywa sie¢ wiedy algebra
Liego grupy G. Jej struktura algebraiczna koduje calkowita
informacje o lokalnej strukturze G (tj. o tym, jaka jest
grupa G w otoczeniu jedynki). Analiza mozliwych postaci
algebr Liego pozwala wiec lokalnie opisaé odpowiadajace
im grupy. Taki jest wierzcholek géry lodowe] zwanej teoria,
grup Liego. ?

Petelki

Mamy torus i mamy lepka, rozciagliwa nié¢. Slowo

»lepka” oznacza, ze raz przylozona do torusa

Juz sie od niego oderwac nie moze. Moze sie
natomiast dowolnie na nim przemieszczaé.

I owijamy torus t3 nicia. Np. 3 razy przez otwdr,
potem 2 razy dookola calego torusa, potem 5
razy przez otwdr, ale w przeciwna strone i 3 razy
dookola calego w te samg strone co poprzednio.

Interesuja nas tylko takie owiniecia, W ktérych
koniec nitki jest polaczony z jej poczatkiem.
Na takich owinigciach bedziemy rachowad.
Podstawows sprawg przy rachowaniu jest
odpowiedZ na pytanie, jakie obiekty sa réwre.
Za jednakowe (czyli réwne) owinigcia bedziemy
uwazali takie, ktére mozna nalozyé przez
przemieszczanie nici na torusie.

Dodawaé owinigcia bedziemy w naturalny sposéb:
po wykonaniu jednego owinigcia nie laczymy
Jeszcze jego poczatku z koricem, tylko koniec
traktujemy jako poczatek drugiego owiniecia,
wykonujemy je i dopiero jego koniec laczymy

- z poczatkiem pierwszego.

Pytanie o wlasnosci dodawania owinigé wydaje sie
trudne, a okazuje sie, ze sa one dokladnie takie
jak wlasnosci dodawania ,,po wspélrzednych” par
liczb calkowitych:

(k, )+ (m,n) = (k+m,l+n).

9

na torusie

Gdyby udalo sie nam to udowodnié, to
znaczyloby to miedzy innymi, ze podany

na poczatku przyklad owiniecia jest réwny
takiemu: 2 razy przez otwdr w przeciwng strone,
a potem 5 razy dookola calego torusa. Bo te
liczby to wlasnie sg oddzielnie zliczane obiegi
przez otwor i oddzielnie — dookola calosci.

Widaé wobec tego, jak sie zabra¢ do dowodu

— wystarczy udowodnié, ze owiniecie (1 raz
przez otwdr, 1 dookola i znéw 1 przez otwdr)
jest réwnowazne owinieciu (2 przez otwdr i

1 dookola). Gdy te trzy owiniecia stanowia cala
petelke, sprawa jest oczywista — wystarczy zaczaé
liczyé od ,i zné6w”. Nam jednak potrzebna jest
mozliwosé zamiany kolejnosci owijania réwniez
wtedy, gdy te owiniecia stanowig fragment
bardziej skomplikowane]j petelki. Ale to tez jest
proste do sprawdzenia — rysunek na okladce.

Tak wiec wykazalismy, je grupa owinigé torusa
jest izomorficzna z grupa par liczb calkowitych.

Plynie stad (i w ogdle z podobnych owijkowych
rozwazan na réznych powierzchniach) szereg
wnioskéw topologicznych, ale to juz inna historia.

Malg Delte przygotowal Marek KORDOS
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Sadzi sie czesto, ze rzeczy doskonale znane, takie, z ktérymi stykamy sie na co dzien,
nie moga, kryé w sobie zadnych zaskakujacych faktéw. Tymczasem na ogdl jest wrecz
przeciwnie. Choéby izometrie plaszczyzny euklidesowej — przesunigcia, obroty, symetrie
i to, co sie uzyska z ich zlozen. Jest ich wielkie mnéstwo i trudno sie spodziewaé, by
dowolnie wybrane dwie spoéréd nich, powiedzmy @ i 4, mialy byé zwiazane jakas
jedna, z géry dana, zaleinoécia. Okazuje sie jednak, Ze taka zaleinoéé istnieje — zostala
podana np. w artykule W. Guzickiego i P. Zakrzewskiego w Delcie 5/1987 -

(1) P22 Y 2ttty 2 Rl R Y = dd. ,
Prosta to ta réwnos¢ nie jest, ale w ogéle samo jej istnienie zaskakuje. Postaramy sig
te réwnoéé udowodnié.

Sto pieédziesiat lat temu matematyk francuski Michel Chasles (czyt. szal) stwierdzil, Ze
— kazda izometria plaszczyzny euklidesowej moze byé uzyskana ze zlozenia nie wigcej
niz trzech symetrii osiowych, . -

— izometriami plaszczyzny euklidesowej sa tylko przesuniecia, obroty i symetrie
z poslizgiem.
Drugie z tych zdaf jest znane jako twierdzenie Chaslesa. Orzeka ono, ze jakkolwiek
nie skladalibyémy izometrii, to ostateczny efekt bedzie przeksztalceniem jednego z tych
trzech rodzajéw.

Wypada tu moze objasnié, co to takiego symetria z podlizgiem (w szkole éredniej
uczono o tym tylko 18 rocznikéw licealistéw). Symetria z poélizgiem to zloZenie
symetrii osiowej z przesunieciem réwnoleglym do osi. Zlozenie takie jest dlatego
obdarzone osobna, nazwa, e jest wszystko jedno, co wykonamy najpierw, a co potem
— symetrie czy przesuniecie. Szczegélnym przypadkiem symetrii z poélizgiem jest
symetria osiowa — odpowiada to zerowemu przesunieciu.

Zestawiajac oba przytoczone ustalenia Chaslesa mozemy uszyskaé nastepne informacje
o izometriach:

~ glozenie kazdej parzystej liczby symetrii osiowych daje sig zredukowac do z}ozema.
dwdéch takich symetrii,

— zlozenie dwéch symetrii osiowych o osiach réwnoleglych jest przesumeczem

o podwojony wektor laczacy te osie i prostopadly do nich,

— zlozenie dwéch symetrii osiowych o osiach przecinajacych sie jest obrotem

o podwojony kat miedzy tymi osiami, /

— zlozenie kazdej nieparzystej liczby symetrii osiowych daje sie zredukowaé do zlozenia
trzech takich symetrii i jest symetria z poélizgiem. ;

Pierwsze i ostatnie z tych zdaf daja lacznie spostrzezenie, ze kwadrat kazdej izometrii
plaszczyzny jest przesunieciem lub obrotem.

Przy obrocie o kat « nie tylko proste przechodzace przez srodek obrotu, lecz wszystkie
proste zmieniajg swéj kierunek o a. Aby si¢ o tym przekonaé, wystarczy skorzystad
z twierdzenia o katach majacych odpowiednie ramiona prostopadle.

Spostrzezenie to pozwala na wyciagniecie bardzo ogélnego wniosku:

zlozenie obrotéw (o dowolnych érodkach) o katy a1, @z, ..., & jest przesunieciem, gdy
@:=a; +az + ..+ a, = 2k7 i obrotem o @ — w przeciwnym przypadku.

Istotnie — tylko dla przesuniecia kierunek Zadnej prostej nie ulega zmianie.

Waszystko to pozwala jui na dowéd réwnodci (1). Jesli sie¢ ma podejrzenie, ie jakad
réwnoéé podobna do niej zachodzi (lub jesli sie przyjmie hipoteze, ze tak jest), mozna
ja znaleié.

Weimy wiec jakie§ dowolne dwie izometrie i ¢. Druga potega kaidej z nich jest, jak
wiemy, albo przesunieciem, albo obrotem. Z_a.tem kazda z kombinacji postaci

(2) S R

utworzona przez podstawienie w miejsce 5 przeksztalcen o? lub
$? lub =2 jest przesunieciem (wystarczy zsumowaé katy).

~2, a w miejsce ¢ -

Z kolei, gdy w (2) zaréwno 7, jak i £ sa przesunieciami, to otrzymujemy 1dent.ycznoéé
Istotnie: poniewas przesuniecia sa przemienne, wiec

il len=¢"¢n"n=1did =1d.

i0



# Zatem, aby otrzymaé (1), wystarczy w (2) w miejsce 5 podstawié p?, a w miejsce £ —

¥~ 2 otrzymujac

réownosé

P 2y P2,

a nastepnie odpowiednio e 2192 coda

¢2 'pﬂ ¢—2 ‘p—z

i do tych przeksztalcert ponownie zastosowaé (2). Da to, w mysl powyiszych uwag,

id= ("’ 90 2) T (WP W T ) T (WP YT e ) (W e YT 00 =
= (0* 92 p 297 2) (o2 ¢2 p? 9 2) (2 p° o207 (Y2 p 2 P2 p?) =
= ‘p2 'J,Q {p—ﬁ ¢—2 p—s ¢2 (‘PQ (‘b—Q ¢‘2) pﬁ] ‘b-‘ﬂ p—2¢2 ‘p'—z ¢—2 ‘92 e
=Pl 2 2 R ot 2 2 P 2 2 2,
czyli réwnosé (1). Aby przeprowadzié te rachunki, trzeba tylko zauwaiyé, Ze dla

AP R hakis S R s dowolnych przeksztalcen £ i n jest

(gn}—l = rj—l E._l'

Tym sposobem réwnoéé (1) zostala udowodniona. Dowéd okazal sie krétki i, co wigcej,

opieral sie tylko na informacji, ze ,jakas taka” réwnoéé ma miejsce. Czy naprawde

tylko 7 Skad mogliémy wiedzieé, ze akurat tak nalezy postepowaé ? Ja te metode
zaczerpnalem z ogdlnego pojecia rozwiazalnoédci grup — ale to juz inna historia.

Na zakoficzenie pytanie dla Czytelnikéw — czy réwnodé (1), w ktérej wystepuje
28 przeksztalceni, jest najkrétsza réwnoécia wiazaca dowolne dwie izometrie

plaszczyzny ?

Patrz w niebo

Gwiazdy nie lubig 2y¢ w samotnodci. Mimo ze dla wielu

086b stwierdzenie to nie jest oczywiste (choéby przez proste
skojarzenie z pozbawionym towarzysza Sloricem), faktem jest, ze
wirdd gwiazd przewazajg uklady podwdjne, potrdjne i w ogdle
wielokrotne. Zreszta gwiazdy nie tylko nie lubig samotnie zyd,
nie lubig réwniez samotnie powstawaé. Panujacemu dawniej
przekonaniu, ze gwiazdy powstaja pojedynczo, przecza dane
obserwacyjne. Z powodﬁ niezwykle malego prawdopodobierisiwa
chwycenia (oczywiscie za posrednictwem pola grawitacyjnego)
jednej gwiazdy przez druga, obserwowano by miliony razy

mniej ukladéw wielokrotnych niz to jest w istocie. Istnieja
réwniez bardziej bezpodrednie dowody obserwacyjne na to,

ze gwiazdy powstaja w grupach. Mianowicie, stosunkowo
rzadko wystepujace wirdd ogdlu gwiazd olbrzymy typéw O

i B oraz obiekty typu T Tauri (teoria ewolucji przewiduje, ze
jedne i drugie sa gwiazdami mlodymi) tworza miejscami luZne
zbiorowiska, ktérych nie mozna uznaé za przypadkowe fluktuacje
w rozmieszczeniu gwiazd na niebie. Zbiorowiska te, zwane
asocjacjami, sa wlagnie miejscem narodzin gwiazd. Hipoteze
taka wysunal w koricu lat 40. naszego wieku radsziecki astrofizyk
W.A. Ambarcumian. Za jej slusznodcia przemawia fakt, ze
asocjacje sa utworzone z obiektéw miodych, a takze ich zwigzek
z mglawicami gazowo-pylowymi, 2 ktérych powstajg nowe
gwiazdy. Asocjacje sg rozproszone po ramionach spiralnych
Galaktyki, co miedzy innymi przyczynito sie do poznania
budowy tych ramion. Szczegdlnie bogate w gwiazdy asocjacje
wystepuja w gwiazdozbiorach Oriona i Perseusza.

Wiele cech laczy asocjacje z bardziej zlozonymi ukladami gwiazd
— gromadami otwartymi — i wladciwie trudno okresli¢ scislg
granice miedzy tymi obydwiema grupami. W wielu przypadkach
trudno stwierdzié, czy mamy do czynienia z gromadg otwarta,
czy tez liceng i zwarta asocjacja. Czesto bywa, Ze gromady
otwarte gwiazd stanowig jadra asocjacji. Gromady otwarte
réwnieg ,zamieszkujy” przede wsgystkim ramiona spiralne
Galaktyki. Z punktu widzenia obserwacji amatorskich gromady
53 jednak gznacznie wdzieczniejszymi obiektami. Ktéz nie zna
Plejad ! Nie sposdb nie zauwagyé na niebie tej gwartej gromadki
szedciu gwiazd (od trzeciej do piatej wielkosci gwiazdowej).
Warto jednak przyjrzed sie¢ im dokiadniej — w sprzyjajacych

ot
fmack

warunkach atmosferycznych i korzystnym usytuowaniu Plejad
(odpowiednio wysoko nad horyzontem, np. teraz — zima)
bystry obserwator moze doliczy¢ si¢ w sumie kilkunastu gwiazd
w tej gromadzie. Plejady stanowig réwniez wspanialy obiekt
dla niewielkich lunet amatorskich. Nieco mniej efektowna

jest najblizsza gromada otwarta — Hiady. Zaréwno Hiady,

jak i Plejady lezg w gwiazdozbiorze Byka, przy czym Hiady
znajduja sie w okolicy najjadniejsze] jego gwiazdy — Aldebarana
(sam Aldebaran do Hiad nie nalezy).

Zasadniczo odmienne od wymienionych wyzej zbiorowisk
gwiazd sa gromady kuliste. Inna jest ich budowa — znacznie
wieksza liczebnogé gwiazd, wigksza gestodc przestrzenna,
charakterystyczny kulisty ksztalt z silng koncentracja ku
drodkowi. W przeciwieristwie do asocjacji i wigkszodci gromad
otwartych gromady kuliste skladajg sie¢ przede wszystkim

z najstarszych gwiazd naszej Galaktyki. Inne jest réwniez

ich rozmieszczenie. Gromady kuliste wystepuja w tzw. halo
(skladowej sferycznej) wokdl dysku Drogi Mlecznej. Odmienne
rozmieszczenie w Galaktyce powoduje ciekawe konsekwencje

w obserwowanych ruchach gromad. Gromady otwarte

i asocjacje wraz ze Sloricem i wigkszodcig gwiaed z jego
otoczenia uczestniczg w ruchu obiegowym wokdl masywnego
centrum Galaktyki. Ruchy obiektéw tego typu s3 dla nas
powolne, poniewag sami wraz z calym Ukladem Slonecznym
poruszamy sie w podobny sposdb. Te zad gwiazdy (i ich
uklady), ktére w rotacji dysku galaktycznego nie uczestniczs,
wydaja sie nam szybkie. Gromady kuliste zaliczajg sie wlagnie
do tej grupy. Oczywiscie, badanie ruchdw gromad nie lezy

w zakresie mozliwodci obserwacji amatorskich. Mozna jednak
poswiecié troche uwagi obserwacjom samych gromad kulistych.
Najbardziej efektowng wéréd nich jest w Centauri. Jednak

jej obserwacje moga planowaé tylko osoby, ktére wybierajg sig
w dalszg podrés na poludnie (przynajmniej w okolice zwrotnika
Raka), gdyz w naszych szerokodciach geograficznych nie jest
widoczna. Warto swréci¢ uwage na gromady kuliste M13 i M92
— obydwie w gwiazdozbiorze Herkulesa, ktdry jeszcze o tej porze
roku jest widoczny we wczesnych godzinach wieczornych po
zachodniej stronie nieba. Jasnoéci obydwu tych gromad sa na
granicy dostrzegalnodci golym ckiem, wiec uzycie lornetki moze
znacznie uatrakcyjnié obserwacje.

mgr Joanna UDALSKA



Grupy gwiazd Dr Tomasz KWAST

Pojecie grupy gwiazd jest pelne sprzecznodci. Grupy gwiazd istnieja, o czym latwo
przekonaé sie spojrzawszy przez lunete w niebo, tymczasem nie spelniaja one
niezbednych aksjomatéw, np. w grupie gwiazd nie ma Zadnego elementu odwrotnego.
Dlaczego wiec grupy gwiazd istnieja 7

Pozartowali$my, ale ostatnie pytanie jest pytaniem niebanalnym, bowiem kaida
grupa gwiazd (obojetne, czy jest nig asocjacja, gromada otwarta, kulista, czy wrecz
galaktyka) powinna sie kiedy$ rozproszyé. Mianowicie wskutek bliskich spotkan
gwiazdy na siebie dzialaja losowo, w wyniku czego gromada ulega ,,mieszanin”

i dagy do stanu réwnowagi. Jednym z tego przejawéw jest ,maxwellizacja” rozkladu
predkoéci gwiazd, zjawisko w pelni analogiczne do zachodzacego w gazie zamknigtym
w naczyniu. Ale uklad gwiazdowy nigdy nie ma écianek, dlatego gwiazdy, ktére
przypadkiem osiagnely predkoéé przekraczajaca predkodé ucieczki z gromady, moga
ja opuécié. Tak wiec kazdy uklad gwiazdowy nieustannie traci gwiazdy i nieustannie

Dlauikladi cxastelk o ednakowyeh usiluje odtworzy¢ ,szybki koniec” rozkladu predkosci, a &cisly stan réwnowagi jest
masach w réwnowadze z zasadniczych przyczyn nieosiagalny.

termodynamicznej funkcja rozkladu ;

Maxwella okresla liczbe czastek Trwaloéé gromady zalezy wladnie od tempa, w jakim zachodzi odtwarzanie rozktadu
(gwiazd) poruszajacych sig Maxwella. Miara tego tempa jest tzw. czas relaksacji, czyli w gruncie rzeczy czas, po

z predkodciami z praedsialu v +v+dv.  ktérym gromada sie wymiesza. Precyzyjnie jest on definiowany rozmaicie — méwi sie
LA ) o zmianach poréwnywalnych z poczatkowymi parametrami ruchu (predkosci, energii,
F(v)dv = 4n (ﬁ) ol e y34y, kierunku itp.). Okazuje sig, ze wszystkie te podejécia prowadza do bardzo zblizonych
r wynikéw. Tu sprébujemy obliczyé (stosujac liczne uproszczenia), po jakim czasie
gdsie & = ;25 a kreska oznacza suma kwadratéw zmian predkodci éredniej gwiazdy (zmian doznawanych przy kaidym
wartod¢ frednia. Orientacyjny ksztalt  gpotkaniu z inna gwiazda) osiagnie wartoéé réwna kwadratowi predkosci. Dodajmy,
Fundecht - D fatals wytes; ie chodzi tu, oczywidcie, o predkosé gwiazdy wagledem innej gwiazdy, a nie wzgledem
calego ukladu gwiazdowego (np. wynikajaca z jego rotacji).
Niv)

Krok 1. Przyjmijmy, ze w jednym spotkaniu o parametrze zderzenia p (rys.1) predkosc
gwiazdy zmienia sie o tyle, ile wynosi druga predkoéé kosmiczna v w odlegloéci p (masy
gwiazd m uznajemy za jednakowe, G oznacza stala grawitacji):

o Uiy 2Gm

v pv

Przyzn aje, Ze jest to na.cla,gnaete, ale wynik ten mozna uzyskac uczciwie, cho¢ mudnie.
v Co wiecej, spotkania gwiazd na ogdt zachodza w duzej odlegloécl (duze p, poniewas
uklady gwiazdowe sa raczej ,rzadkie”). Dlatego predkoéé v niewiele réini sie od
predkodci w nieskoriczonodci i moze byé réwniez rozumiana jako typowa predkosé
wzgledna.

Krok 2. Obliczmy skutek wielu spotkati doznanych przez gwiazde w czasie T'. Liczba
spotkani o parametrze zderzenia p + p + dp jest réwna liczbie gwiazd (o gestosdci
przestrzennej n) w walcowej warstwie o tych promieniach i dlugoéci T (rys.2), cayli
27pdpvTn. Zatem suma kwadratéw zmian predkosci przy wszelkich parametrach
zderzenia wynosi
Pmasx Pmax
St = | (aopaeperaty =sxGniter | 2 ~oxcimebari o
= v)“2rpvTndp = 871G m ”nT P =8rG"m nT In i

Pmin Pmin

Krok 3. Z definicji T nazwiemy czasem relaksacji, gdy 3. (Av)? stanie si¢ réwna v?.

Stad

!Js

= 81G2m2nln {Pma: /Pmin) :

Krok 4. Pozbywamy sie pmaz, Pmin 1 v zastepujac je przez bardziej ,namacalne”
wielkodci. Jako pmas moina prayjaé charakterystyczny rozmiar R calej gromady:
Pmaz = R. Za pmin uznajmy taki parametr zderzenia, gdy przyspieszenie ze strony
wiadnie napotkanej gwiazdy jest réwne przyspieszeniu ze strony calej gromady

Gm=GM oRid p‘:R
B B S
‘ gdzie M = Nm jest masg calej gromady liczacej N gwiazd, przy czym
Rye.2 ' N = $rR%n.
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Twierdzenie o wiriale glosi, ze

w stacjonarnym ukladzie wielu
crastek suma energii potencjalnej i
podwojonej energii kinetycznej jest
réwna zeru. Stad moina wyprowadzié
zraleinodé usyta w kroku 4. Zaloienie
stacjonarnoéci mo#na oslabié, a samo
twierdzenie stosuje sie zaréwno

do ukladéw gwiazdowych, jak

i ukladéw mikroczastek, takich jak gaz
w naczyniu lub pojedyncza gwiazda.

Rys.1

Rys.2

W rezultacie

hl?i"l‘.'_’i= llnN.

Pmin

Wreszcie na mocy twierdzenia o wiriale przyjmujemy, ze v* = GM/2R. Po tych
wezystkich podstawieniach dostajemy wreszcie

_ 1 [uEe 1
6/2V Gm nN
w jednostkach MKS, lub
Ti=Ta: 105\/@/ log N lat,
gdy R wyrazimy w parsekach, a wszystkie gwiazdy maja mase ré6wna masie Slofica.

I tak mamy odpowiedZ na nasze pytanie. Nie jest nawet szczegblnie wazne, ile
dokladnie gwiazd ma predkoéé przekraczajaca predkoéé ucieczki z gromady (byle nie za
duzo — nawiasem méwiac przy rozkladzie Maxwella liczba ta wynosi 0,0074 calkowitej
liczby gwiazd). Istotne jest, ze jezeli te gwiazdy uciekna, to rozklad Maxwella zostanie
odbudowany po czasie T. Biorac N i R dla realnych ukladéw gwiazdowych moina

to juz latwo obliczyé. Dla Plejad N = 300, R = 3,5 pc i wtedy T' = 3 - 107 lat. Jest

to charakterystyczne dla wszystkich gromad otwartych — rozpraszaja, sie¢ one w czasie
poréwnywalnym z jednym obrotem Galaktyki. Natomiast dla typowej gromady kulistej
N =10%, R =100 pc i wtedy T = 4,6 - 10'° lat, co jest poréwnywalne z wiekiem
Wszechéwiata. Gromady kuliste mieszaja, sie wiec bardzo powoli, sa bardzo trwale,

a zdazyly sie do dzié zrelaksowad, poniewaz powstaly dawno, w innych warunkach,

gdy gestodé Wszechéwiata byla wicksza. Wreszcie sama Galaktyka ma N = 2. 10!

i R =15 000 pc, dla niej wiec T = 5,3 - 10*® lat, co jest juz z niczym nieporéwnywalne.
Galaktyka jest bardzo daleka od stanu réwnowagi, od zrelaksowania, o czym éwiadczy
banalny fakt, Ze ma ona bardzo skomplikowana budowe.

: . X . ;‘:-ﬁg?: .\:f'_.\:‘-\;o_\\_§\\ W /
S R SISl
LE N - o h 5 167 B s ey,
« BT Sy
= : R Sy . “-..\' o e 5\ ; ! :
'31%0‘ . " S ) ST \\\\\\\\\\\\\
& : * L P y 'e

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 526. Udowodnié, ze w tréjkacie prostokatnym suma dlugosci przyprostokatnych
jest mniejsza od sumy dlugosci przeciwprostokatnej i opuszczonej na nia wysokosci.
Rozwiazanie na str. 11

M 527. W loterii jest n loséw, z czego k wygrywa, a m daje prawo do wyciagniecia
nastepnego losu. Jaka jest szansa wygranej 7
Rozwiazanie na str. 3

M 528. Kula toczy sie po dwéch przecinajacych sie¢ prostych. Udowodnié, ze srodek
kuli porusza sie po luku elipsy.
Rozwiazanie na str. 3

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 258. Z przewodzacego drutu o oporze wlasciwym p i polu przekroju S wykonano
obwéd w ksztalcie rombu o boku a i kacie ostrym o = 60°, Obwéd podlaczono do
frédia pradu o sile elektromotorycznej € na dwa sposoby — patrz rysunek 1 a i b.
Obliczy¢ natezenie B indukcji magnetycznej w srodku rombu.

Rozwiazanie na str. 2 .

F 259. 7 odcinkéw drutu o jednakowym oporze R wykonano obwéd przedstawiony,
na rysunku 2, ktéry podlaczono do Zrédla pradu w punktach C i G. ZnaleZé stosunek
ilodci ciepla wydzielajacego sie w odcinkach drutu BD, BC, CD, AB i BE w ciagu
tego samego czasu. Czy zmienig sie te stosunki, jezeli opér odcinka BD bedzie réwny
zeru, a odcinka CD réwny 2R 7

Rozwiazanie na str. 4
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty” ®

Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 1989

Zadania z matematyki nr 181, 1§

1-44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

181. Na plaszczyinie dany jest okrag k oraz rozlaczna z nim prosta l. Rozwaiamy
wazystkie okregi o érodkach na prostej I, styczne zewnetrznie do k. Czy istnieje
poza prosta | punkt, z ktérego wszystkie odcinki zawarte w [, bedace drednicami
rozwazanych okregéw, sa widoczne pod jednakowym katem 7

182. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n o nastepujacej wlasnoéci dla dowolnych

nieujemnych liczb ay,.

1 SR e L b

.,@, 0 sumie réwnej 1 mozna rozbié ciag ( —————

47 6’ 8787167 167"

na n podciagéw tak, by suma szeregu utworzonego z wyrazéw i-tego podciagu byla

réwna a; (i =1,...,n).

Zadanie 182 zaproponowal pan Jan Ciach z Ostrowca Swigtokrzyskiego.

Rozwiazania zadaf z matematyki z numeru 8/1988

178. Czy szereg postaci }Jr:_.\n =1 gdzle &, £ {+l‘—l}.
1

lim(er + ...+ en}n™" = 0, mode byé rozbieiny 7
173. W szeregu anharmonicznym
Ll
1 1— 42 —=+4...
(1) 2o ¥
zmienimy niektére minusy na plusy. Czestodé zmian
bedzie na tyle duza, Ze powstanie szereg rozbiezny, a
jednoczesnie na tyle mala, Ze spelniony bedzie warunek
podany w zadaniu.

Dla dowolnej liczby naturalnej r > 1 przyjmijmy
k., = [log, ]:

k1=0, ka=kz=1, kg=ks=ke =Fkr=2; ...
WykaZemy najpierw rozbieino&é szeregu

o0

(2) >4

r=2

Mamy nieréwnoéé
akn _
1 1 1 1) (1 1ol 1) i
b3 = - e == =5 i= ] e
,2’*" = rk, (2+3 b2 4+5+6+7 2+
1 1 ) 1
+"'+(2h1+ ”+2kn...1 o

Suma ulamkéw w kaidym nawiasie przekracza 1/2. Zatem
n-ta suma czedciowa szeregu (2) jest wieksza od

1 i 1
TG e
2(+2+3+ +k,,_1)’

a to daiy do nieskoriczonodci. Tak wiec szereg (2) jest
rozbiezny.

Niech .
M={rk;: r=2,3,4,...}={2,8,8,10,12,14,24,27,...}.
WeZmy pod uwage szereg

oo £
dla n nieparzystych,

1
gdzie Cni= { 1  dla n parzystych, gdy n/2 € M,
—1 dla n parzystych, gdy n/2 & M.
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Przypominamy tredé zadaf

j, 2 wymiernych, 2 Zy#z# =

174. Dowiedé, .',-- dla x :
liczba (y — 2}~ 2 4 {z — y)~? jest kwadratem liczby
wymiernej.
Oznaczmy:
£ £ £

tese b,

' e |

h=1-—ctg— bt

+ 3 4 (=l n

Z rozbieznoéci szeregu (2) oraz zbieinoéci szeregu (l}
wynika rozbieinoéé szeregu (3), bowiem

sp —8h = Z f::—boo (przy n — o0).

m<[n/2]
meM

Pozostaje dowiesé, ze lim(ey + ...+ €x)n~! = 0. Wystarczy
ograniczyé uwage do n parzystych: n = 2q. Zauwaimy, e
&1+ ...+ 29 = 2ry, gdzie r4 jest liczba elementéw zbioru
M n(0;¢). Mamy wiec wykazaé, de
(4} lim kL rg=10.
g—oo g
Elementami zbioru M N (0;¢) sa poczatkowe wyrazy
ciagu (rk,):
Mn(0;q) ={rk,: r=12,3,...,7¢ +1}.
W szczegblnodcei liczba ryk,, nalezy do tego zbioru, a wiec
nie przekracza ¢. Zatem
(5) L>k,
K]
Oczywiscie
lim rg =00, lim k, =o0.
g—co r—roo :
Wobec tego z nieréwnodci (5) wynika relacja graniczna (4),
a to znaczy, e szereg (3) ma wiasnoéci, o ktére chodzilo.
OdpowiedZ na postawione w zadaniu pytanie jest
twierdzaca.

174. Oznaczmy badana liczbe przez ¢ oraz przyjmijmy

u=(y—2)"hv=(z-2)"" w=(z-y)""

Zatem v + 9~ +w™! =0, a stad
t=u+v’+w®=(s+v+w)?—20vw+wu+uv)=

=(u+v+w) —2uvwe " +o  +uw ) = (u+v+w)l.
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& mmeru 4/1988

Boguslaw Mihdn-m - Brodniea i,

Piotr Bala - Toruti um
Roman Musial - Katowice 31,62pkt
Piotr Koceyfski - Warstaws 29 73pkt
Pawel Perkowski - Ssesecin 29,73pkt
Wieslaw Kacprsak - Krakéw 28,39pkt
Adam Sikorski - Lublin 25,63pkt
Aleksander Surma - Mysskéw 23,23pkt

Do grona cslonkéw Klubu 44 F dolacza, jako jedenasty
pan Mikielewics. 4

.

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaf rozwiazania zadad z numeru n w terminie do koiica miesiaca

n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Moéna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), moZna to robié

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadani z matematyki i z fizyki nalezy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 = dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspélczynnik trudnoéci danego zadania: WT = 4 — 35 /N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktédw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktiw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

~

Zadania z fizyki nr 79, 80
Redaguje dr Andrzej NADOLNY

79. Podczas préb podlaczenia tréjlampowego Zyrandola z dwiema Zaréwkami
100-watowymi i jedna 60-watowa do sieci zaopairzonej w dwa wylaczniki stwierdzono,
ze faréwki 100 W éwieca normalnie przy wlaczonym wylaczniku (1) oraz przy obu
wylacznikach wlaczonych, podczas gdy zaréwka 60 W éwieci tylko przy wlaczonym
wylaczniku (2) i to slabiej niz normalnie.

Podaé najbardziej prawdopodobny schemat obwodu elektrycznego.

80. Wytwarza sie obecnie wigzki ,ultra zimnych” neutronéw o energii
kinetycznej 107 eV. Jaka jest predkoséé tych neutronéw i jak zachowuja sie one
w ziemskim polu grawitacyjnym ? Czy wiazka ,ultra zimnych” neutronéw ulega
dyfrakcji na krysztalach 7 W jaki sposéb mozna by przechowywad takie neutrony
przez pewien czas (krétszy od czasu Zycia swobodnego neutronu) w ograniczonej
przestrzeni 7

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 8/1988 Przypominamy treéé zadan
71. Rzeka o jednorodnym wartkim nurcie i szerokodei d 73. W wyniku parowania wody wzrosla wilgotnodé powietrza
opada w pewnym mie i-.( 1 gwaltownym wodospadem (rys.1). nad jeziorem 2z 60% do 90%, nie ulegla natomiast zmianie

W odleglodci | od wodospadu, w gé zeki (w punkcie A) skacze ani temperatura powietrza T = 300 K, ani ciSnienie

do wody plywak, pragnacy,i ?.P]\‘yn:t.rf na drugi brzeg. W jakim atmosferyczne p = 100 kPa. Ciy zmienila sie przy tym gestodé
kierunku powinien on plynaé, aby mieé najwieksze szanse samego powietrza (bez pary wodnej) 7 Jedli tak, to w jakim
osiagniecia drugiego brzegu powyiej wodospadu 7 Przyjmujemy, stosunku 7 Ciénienie nasyconej pary wodnej w temperaturze

se plywak plynie caly czas ze stala (najwicksza osiagalna) 300 K wynosi 3,5 kPa.

predkodcia.
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71. Zalézmy, Ze znany jest stosunek predkoéci plywaka wzgledem wody v, do predkodei
nurtu rzeki v,. Jedli v, /v, > d/I, plywak moze plynaé prostopadle do brzegu, co
zapewnia przebycie rzeki w najkrétszym czasie. Wektor predkosci wypadkowej v
tworzy wéwczas z brzegiem kat © = arctg(vp/v.) (rys.2). W przypadku, gdy v, > vn,
mozna uzyskaé dowolng wartosé kata ®, odpowiednio dobierajac kierunek wektora v,.
Dla v, < v, maksymalny kat © jest osiagany, gdy v L v, (rys.3). Warunkiem sukcesu
jest © > o, gdzie a = arctg(d/l), skad wynika

(+) o e
Jedli stosunek vp /v, jest nieznany, powinno sie postepowad jak w przypadku
granicznym, dla ktérego we wzorze (*) wystepuje znak réwnoéci. Oznacza to
prostopadloéé wektora v, do linii AB (rys.4). Ten sposéb postgpowania gwarantuje
bezpieczne przeplyniecie rzeki, o ile to tylko mozliwe.

El

72. Ciénienie atmosferyczne jest réwne sumie cisnieri parcjalnych poszczegélnych
skladnikéw powietrza. Poniewai ciénienie parcjalne pary wodnej wzroslo o Ap =
= (90% — 60%) - 3,5 kPa sy 1 kPa, a ciénienie atmosferyczne nie uleglo zmianie,
wobec tego cisnienie pozostalych skladnikéw powietrza zmalalo o Ap. Traktujac
suche powietrze jako gaz doskonaly o pewnej éredniej masie molowej, mozemy
napisaé¢ réwnania Clapeyrona dla jednostkowej objetosci V zawierajacej odpowiednio
w poczatkowej i koricowej sytuacji n; i ny moli gazu:

p'V = n,RT, (p' — Ap)V = n2RT,
gdzie p' = p — 60% - 3,5 kPa= 98 kPa jest poczatkowym ciénieniem suchego powietrza,
R - stalg gazowa. Stad znajdujemy poszukiwany stosunek gestosci:

£ _ N2 ' —Ap

== ="—_—<=0,99.
P2 n p
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A & . g 3
Jedli w grupie G zawarta jest grupa G, to G' nazywamy
podgrupa grupy G. Gdy G ma skoriczong liczbe elementdw,

to liczba elementdw G' dzieli liczbe elementéw G. Udowodnit
to Joseph Louis Lagrange. Stad np. podgrupami kagdej grupy
siedmioelementowej sg tylko ona cala i grupa zlofona z samego
elementu neutralnego.’

W teorii oddzialywari elementarnych wielkg role odgrywaja
symetrie: P — odbi¢ przestrzennych (zmiana wektoréw
pologenia r na —r), T — odwrdcenia biegu czasu (£ — —¢) i

C - spreegenia ladunkowego (zamiana czastki na odpowiadajacs
jej antycrastke). W ramach kwantowej teorii pola dowodsi

si¢ twierdzenia CPT, méwiacego, Ze oddzialywania s
niezmiennicze wegledem jednoczesnej transformacji C, P i T.
Stad wynika szereg podstawowych praw fizyki, np. réwnos¢ mas
i czaséw gycia czastki i jej antyczastki. Dotad nie stwierdzono
odstgpstw od niezmienniczodci CPT. Natomiast stwierdzono, ge
oddzialywania slabe, odpowiedzialne np. za rozpad # neutronu,
nie s3 niezmiennicze wezgledem P, a rozpady mezondéw K°
wzgledem transformacji CP.

W europejskim Centrum Badari Jadrowych (CERN) udalo sie
utrzymaé w pulapkach jonowych pojedyncze antyprotony przes
okolo 10 minut. Aby przedluzyé czas utrgymania antyprotonéw
do 1 roku, konieczne jest osiagniecie stanu wysokiej

prééni, rzedu 10~ 12 paskala. Celem tych dodwiadczen jest
sprawdzenie réwnodci mas protonéw i antyprotonéw. Zgodnie
& twierdzeniem C'PT, masy czastek i antyczastek powinny byé
réwne. Wyniki dotychczasowych pomiaréw = dokladnodcia,
10~ sg zgodne z przewidywaniami teoretycznymi, a nowe
doswiadczenia z antyprotonami w pulapkach jonowych pozwola
osiggnaé dokladnodé o 4 rzedy wielkodci lepsza.
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Stalg sloneczng nazgywamy ilosé slonecznej energii padajacej

w jednostce czasu na jednostke powierzchni ustawionej
prostopadle do kierunku na Slorice (poza atmosfera). Pierwszy
jej pomiar (oczywidcie nie poza atmosfera) wykonat Claude -
Pouillet w 1837 roku. Obecnie pomiary te wykonujg sztuczne
satelity. Whrew nazwie wielkod¢ ta nie jest stala (jej $rednia
wartodé wynosi 1368,2 W /m?). Wykazuje ona wahania zaleine
od stanu aktywnodci slonecznej, zwigzane z rotacjg Slorica,
jego pulsacjami, ale tei drobne zmiany systematyczne (maleje
0 0,04% rocznie) — nie wiadomo na ragie jak je zinterpretowac.
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Galaktyka M 82 wyglada jakby byla niemal w calodci ogarnigta
eksplozjg pochodzacy 2 centrum — i tak teg interpretowano
zagwyceaj jej postaé. Tymezasem pod koniec lat 70. podano
zupelnie inny model galaktyki. Jej podczerwone widma okazaly
si¢ bowiem niezwykle podobne do widma mglawicy M 42

w Orionie, bedacej jednym z najlepiej znanych obszaréw
formowania si¢ gwiazd w naszej Galaktyce. Mozliwe jest
zatem, e galaktyka M 82 zawiera 10° ,mglawic Oriona”. Takie
nagromadzenie obszardw powstawania nowych gwiazd moze
prowadzi¢ do wybuchania jednej supernowej co trzy lata, co

2 kolei tlumaczyloby obserwowang aktywnogé galaktyki.

W lidcie do Corneliusa Lanczosa Einstein stwierdza

... przekszlalcilem sie, dzieki pracy nad problemem grawitacs,

w wierzqeego racjonaliste, to znaczy w kogod, kto jedynego autenlycznego
Srddla prawdy doszukuje sie w matematycenej prostocie. To, co logicznie
proste, nie musi byé - rzecz jasna — proawdziwe, ale fo, co jest fizycenie
prawdziwe, jest logicanie proste.

Podobno w 1870 roku w Paryzu przy calvadosie dwaj studenci
Camille’a Jordana — Felix Klein i Sophus Lie — podzielili sie
badaniem grup. Obaj uwagali grupy za niezmiernie wagng, i
malo opracowang galaé matematyki. Problematyka ta wydawala
sie im teg zbyt rozlegla, by mogna bylo badaé jej calodé. Klein
weial wobec tego grupy dyskretne (obrazy dowolnego punktu
uzyskane za pomocy przeksztalcer grupy sa izolowane), a Lie -
grupy ciagle.

Niektdre krysztaly po zmianie temperatury wykazuja e
polaryzacje elektryczng — zjawisko piroelektryczne. Efekt ten nie
moze wystapié, gdy krysztal ma drodek symetrii. W krysztale
takim nie moze réwniez wystapié¢ zjawisko piezoelektryczne
(polaryzacja elektryczna pod wplywem dciskania).

Gerolamo Cardano (1501-1576) — ktdrego imig nosza wzory na
pierwiastki réwnan trzeciego stopnia (ktérych odkrywca byt
prawdopodobnie Tartaglia), oprécz matematyki zajmowat sig
filozofig i ... astrologia. Ulogyl horoskop, w ktérym przewidzial
dokladng date swojej émierci. Gdy nadszed! wyznaczony dzien
... popehil samobdjstwo.

Gwiazda p Cephei jest czerwonym nadolbrzymem o masie 20
i jasnodci 10° jednostek slonecznych. Jej érednica wynosi

9 j.a., czyli jest niemal rozmiardw orbity Jowisza. Gwiazda ta
traci materie i jej wlasne dwiatlo rozproszone w tym wietrze
gwiazdowym daje poswiate jeszcze w odleglogei 10 000 j.a.
Gwiazda ta lezy w odleglodci 330 pc, zatem dwiecaca otoczka
o drednicy 20 tys. j.a. jest widoczna pod katem 1', a wiec

w zasadzie na granicy rozdzielczodei oka.



Krzyzéwka z haslem

Poziomo: 1) brzeg kuli, 8) wektor jednostkowy, 8) odwrotnodé
pochodnej, 9) matematyk angielski (1793 — 1841), stworzyl
podstawy teorii potencjali, 11) odwrotnodé funkcji
hiperbolicznej, 12) figura zlosona z odcinkéw, 14) proste
urzadeenie rachunkowe, 15) liczba przyporzadkowywana
macierzy, 19) zbiér elementéw numerowanych liczbami
naturalnymi, 21) 100, 22) nalegy do gbioru, 23) matematyk
wioski (1501 — 1676), podat ogdlne rozwigzanie réwnania
stopnia trzeciego, 24) wynik odejmowania, 25) wielkodé kata,
27) odwrotnosé funkcji trygonometrycznej, 29) wspdlczynnik
gmiany wielkodci przy jednokladnodei, 31) matematyk angielski
(1643 - 1727), wspéltwérca rachunku rézniczkowego i calkowego,
32) ciag arytmetyczny lub geometryczny, 34) prosta lub
krzywa, 35) ma kierunek, zwrot i dlugodé, 37) dualnosé,

39) skiada si¢ £ wektoréw liniowo niezaleinych, 40) czedé
gbioru, 41) 0,1,2,3,4,5,6,7,8 lub 9, 43) jeden z trzech w tréjkacie,
45) 1/cos, 46) tworza go dwie pdlproste, 48) punkt preecigcia
wysokodci, 49) liczbowa lub symetrii, 50) struktura algebraiczna
¢ jednym dgialaniem, 52) matematyk norweski (1802 — 1829),
dowidd] nierozwiazalnodci w postaci ogélnej réwnaii stopnia
pigtego, 53) wykres sinusa.

Pionowo: 2) regularny (wielokat lub wielodcian), 3) matematyk
niemiecki (1826 — 1866), zajmowal sig¢ teorig calki, 4) matematyk
niemniecki (1843 - 1921), jedna z waénych nieréwnoéci nazwana
jest jego nazwiskiem, 5) fragment powierzchni w przestrzeni,

8) imig Sierpiriskiego, 7) otwarty podsbidr plaszczyzny,

10) + lub —, 12} kawalek okregu, 13) tablica z liczbami,

14) Eratostenesa, 15) bryla powstala przez obrét prostokata,

16) nie stala, 17) dzial matematyki, 18) element neutralny
dodawania, 20) ma jg ciag zbieginy, 21) bryla powstata przez
obrét tréjkata, 23) czesé calkowita logarytmu, 25) czeéé
ulamkowa logarytmu, 26) wirowodé pola wektorowego,

27) Euklidesa, 28) 1/360 kata pelnego, 29) matematyk
holenderski, wyliczy! 36 gnakéw dziesietnych liczby =,

30) poiadana wilasnogé odwzorowania preestrzeni liniowych,

33) liceb, prawdopodobieristwa lub wzglednosdci, 36) caworokat
foremny, 38) ma trey katy, 39) figura przestrzenna, 40) krzywa
o réwnaniu y = z2, 42) pozostaje przy deieleniu, 44) brzeg kola,
45) imie Banacha, 47) bryla w keztalcie detki, 51) ~ 3, 14.

Litery £ pdl ponumerowanych od 1 do 20 dadz3 rozwigzanie.
J W

Szarada Rozwiazania prosimy nadsylaé do dnia 15 II 1989 r.

Wsréd Czytelnikéw, ktérzy nadeéla prawidlowe
Delta przed Tobs RAZ-DZIEWIEC-SZOSTA. . : : : wdie : .
Toat Cl:;;EM-OSIEDMA, Yebiite ist My rozwiazania zaréwno krzyzéwki, jak 1 szarady, zostanie

Do DWU-SIGDMEGO wiec Czytelniku, roslosowane 10 ksipsek.
bo ciekawostek tutaj bez liku.

0Od geometrii zaczniemy wilagnie.

PIEC-TRZY-DWANASCIE kaidy DWANASCIE NA OKEADCE prezentujemy tablice liczb pierwszych
OSIEM prostemu réwny katowi. do 98 000 .

JPi” to SZESC-SIODMA, kaidy to powie. . ) 2 A : "
JEDYNKA-DZIEWIEG-TRZY-CZTERY - bryla Liczby w lewej skrajnej kolumnie oznaczajg tysiace, w gérnym
ta dobrze znana jus dawno byla. wierszu setki, w drugim od géry dziesiatki, litery zad moéwia,
RAZ-DZIEWIEG-TRZY-OSM pieciokatami jakie cyfry jednostek majg liceby pierwsgze w danej dziesigtce
moga sie wesyscy sabawid sami, (wedlug kodu zamieszczonego obok tabeli). I tak np. litera H

skleiwszy DZIESIEC-JEDENAS-CZWARTY w preecigciu wiersza 75 & kolumng o numerze 556 oznacza, ge
otrgymaé model podziwu warty. liczby 75553 i 75 557 sa pierwsze i £adna inna liczba g tej

dziesigtki nie jest pierwsza.
DWA-JEDENASCIE-DZIEWIATKA przez dwa

liceba parzysta resgte zero da. Poniewad w kaidej dsiesigtce (z wyjatkiem pierwszej) sa co

najwyzej cztery liczby pierwsze o koricéwkach 1, 8, 7 lub 9, wiec
Kto hasla szuka, niech si¢ nie boi, jest 16 motgliwych ukladéw koricéwek liczb pierwszych dla kazdej
PIEC-SZESC dori droga DZIESIECIO-DWOL. dziesiatki. W tabeli wystarczylo wiec ugy¢ 17 liter (w tym jedna
Kto DZIESIEC‘, ten niech sylaby wstawi. - tylko dla pierwszej dziesiatki).

PIEC-TRZY do celu - korica zabawy.
Pomyst takiej tabeli zaczerpneliémy 2 artykulu Sola Weintrauba

Kolejnym licsbom odpowiadajg sylaby, ktére po odgadnieciu A Compact Prime Listing (Mathematics of Computation, vol. 28
i uporzadkowaniu dadzg roswiaganie — nazwy kilku figur nr 127, lipiec 1974, str. 855-7). :
geometrycznych. J W ) ;
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