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o klasyfikacji grup skonczonych

Dr Zbigniew MARCINIAK

Na jakiej podstawie jestesmy sklonni uznac pewne
przedmioty za bardziej symetryczne od innych?

Mozemy postapic np. tak: dla kazdej z ogladanych figur F rozwazmy zbiór Sym(F)
wszystkich ruchów sztywnych (izometrii euklidesowych), które nakladaja F na F. Ten
z pr;>;edmiotów uznamy za bardziej symetryczny, którego zbiór symetrii Sym(F) jest
"bogatszy", tj. ma wiecej elEjmentów. Nawet jesli figura F jest pozbawiona wszelkiej
symetrii, to i tak zbiór Sym(F) jest niepusty: przeksztalcenie identycznosciowe
naklada F na F. Jest oczywiste, ze skladajac przeksztalcenia nalezace do zbioru
Sym(F), a takze odwracajac przeksztalcenie z'Sym(F), nadal pozostaniemy w tym
zbiorze.

Jesli X nie jest figura geometryczna, lecz po prostu zbiorem pewnych przedmiotów,
to rozwazanie izometrii nie ma sensu, ale zbiór Per (X) wszystkich wzajemnie
jednoznacznych przeksztalcen X na X (zwanych permutacjami) ma te same wlasnosci,
które zauwazylismy wyzej dla zbiorów symetrii.
Oto przyklady permutacji:

I~)

I ) I\ I\

Zonglerka

Gra w 3 karty: Kt6ra permutacja zmyli widza? Ta permutacja jest latwa ... ... a ta trudna do wykonania.

I Ia·a =a ·a=e.

3. Dzialanie· jest laczne:

~.(b'c)=(a.b).c dladowolnych a,b,cEG.
Zbiór G, wyposazony w dzialanie· spelniajace powyzsze aksjomaty, nazywamy grupa.
Na ogól dzialanie grupowe nazywa sie mnozeniem, a element neutralny -- jedynka
(na wzór grupy multiplikatywnej dodatnich lic,zb rzeczywistych). Panuje tez zwyczaj
nazywania dzialania dodawaniem, a elementu neutralnego zerem, gdy chcemy krótko
zasygnalizowac, iz grupa jest przemienna (tj. a· b = b . a dla dowolnych a, b E G).

Wszystkie rozwazane dalej grupy beda skonczone, tzn. zbiór G 1?edziemial zawsze
skonczenie wiele elementów (liczbe elementów grupy nazywamy rzedem grupy i
oznaczamy IGI). Np. jesli zbiór X sklada sie z n kolejnych liczb: 1,2, ... l n, to grupa
Per(X) ma, jak ni~trudno obliczyc, n! elementów. Grupe te oznaczamy Sn.

Ciekawych przykladów grup skonczonych dostarczaja nam wielosciany w przestrzeni
trójwymiarowej. Oznaczmy przez O(W) grupe tych obrotów przestrzeni, które
przeprowadzaja wieloscian W na siebie. Gdy W1 jest ostroslupem prawidlowym
nieforemnym, którego podstawa jest n-kat foremny, to grupa O(WL) ma n elementów
i sklada sie z obrotów ostroslupa wokól jego osi. Nosi ona nazwe grupy cyklicznej Cno

Gdy W2 jest graniastoslupem (ale nie szescianem), którego podstawa jest ten
sam n-kat foremny, to jego grupa obrotów O(W2) ma 2n elementów: n "starych"
obrotów podstawy oraz n nowych obrotów, bedacych zlozeniem starych obrotów
z pólobrotem h, stawiajacym graniastoslup "do góry nogami". Grupa O(W2) nosi
nazwe grupy diedralnej Dn (grupy dwuscianu).

Wspólne wlasnosci zbiorów symetrii i zbiorów permutacji mozna wyslowic jak
nastepuje. Dany jest zbiór G z dzialaniem· (u nas skladanie przeksztalcen),,które md.
nastepujace wlasnqSci:
1. G zawiera element e neutralny ze wzgledu na dzialanie· :

e . (J, = a . e = a dla dowolnego a E G .

2. Kazdy element a E G ma w zbiorze G element odwrotny a':c~

'"
'"

,/
'"
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Grupy cykliczne Cn i diedralne Dn tworza dwie nieskonczone serie typowych grup
obrotów przestrzeni 3-wymiarowej. Oprócz nich mamy jeszcze trzy grupy wyjatkowe,
zwiazane z brylami platon~kimi. Dla czworoscianu dostajemy 12-elementowa
grupe T. Dla szescianu i dla osmioscianu foremnego mamy grupe 24-elementowa,
oznaczana. tradycyjnie przez O. Wreszcie dla dwunastoscianu i dla dwudziestoscianu
foremnego mamy grupe lo 60 elementach. (Zachecam Czytelników do odszukania tych
wszystkich obrotów dla kazdej z bryl.)

I Il = 6024101ITI= 12

Rozwiazanie zadania F 258.
A) Srodek rombu jest srodkiem
symetrii tego obwodu. Spos6b
podlaczenia tego obwodu do fr6dla
pradu sprawia, ze kazdemu elementowi
jednego boku mozemy przyporzadkowac
odpowiedni element boku r6wnoleglego.
kt6ry bedzi-: wytwarzac pole o tej
sanlcj wartosci, ale prze<,iwnie
skierowane. Oznacza to, ze indukcja
w srodku rom bu jest r6wna zeru.

b.

B) W przypadku drugiego sposobu
podlaczenia (rys.) pola magnetyczne
wytworzone pr1.~Z poszczególne
boki zsumuja sie dajac w srodku
rombu pole r6zne od zera. Indukcje
pola w punkcie 0, jaka daje
pojedynczy bok, oznaczmy przez B'.
Calkowita indukcja w tym punkcie
wyniesie B = 4B'. Na podstawie
prawa Biota - Savarta mozemy
obliczyc natezenie pola magnetycznego
w punkcie 0, pochodzace od jednego
z boków:

H/ = ~(sin LAOD + sin LDOB),47fT

poniewaz LAOD = a/2, LDOB =
= a, T = avls/4, wiec

H'= IM (V:3+1).27fv3a

Znajac op6r drutu R = p4. / S
obliczymy natezenie pradu w obwodzie.:

1= !...=~
R 4pa

Stad

/ 1-'0 ES {;; {;;B = 1-'04B = --, (V3 + ll/V3.27fpa

Zauwazmy, ze grupa O ma 4! elementów, podobnie jak grupa S•. Moze to ta sama
grupa, tyle ze w "geometrycznym przebraniu" ?

Dwie grupy Gl, Gz uznamy za takie same (izomorficzne), jesli istnieje wzajemnie
jednoznaczne przeksztalcenie f: Gl ~ Gz, które zachowuje mnozenie:

f(x . y) = f(x) . f(y) dla dowolnych x, y E G.

Nietrudno dowiesc, ze grupa O jest istotnie izomorficzna z grupa. S4. W tym celu
nalezy zauwazyc, ze kazdy obrót szescianu permutuje zbiór czterech przekatnych,
przechodza.cych przez jego srodek. Co wiecej, kazdy obrót szescianu jest wyznaczony
przez te permutacje jednoznacznie.

Nie nalezy jednak sadzic, ze kazde dwie grupy, które maja tyle samo elementów, sa
izomorficzne. Np. grupy S3 i CG maja po 6 elementów, ale sa rózne: w C6 mnozenie
jest przemienne, a w S3 - nie (sprawdz l).

Glównym zadaniem teorii grup skonczonych jest ich pelna klasyfikacja.
Grupa G = {gl, ... , gn} jest w pelni opisana przez swoja tabelke mnozenia, która
podaje wynik pomnozenia kazdych dwóch jej elementów. Tabelka ta jest wiec
kwadratem o boku n. Takich tabelek jest skonczenie wiele. Dla malych liczb n
mozemy je wszystkie bez trudu wypisac, ale dla duzych n zadanie robi sie klopotliwe:
wiekszosc tabelek nie chce spelniac aksjomatów grupy! Trzeba wiec szukac innych
sposobów.

Inna mozliwosc stwarza nastepujace twierdzenie Cayleya: kazda grupa skonczona rzedu
n jest podgrupa w grupie permutacji Sn. (Mnozenie z lewej strony przez g E G miesza
elementy grupy G, okreslajac w ten sposób ich permutacje.)

Dla klasyfikacji grup rzedu n nalezaloby opisac wszystkie podgrupy w grupie Sn.
Niestety, jest to równiez zadanie beznadziejne dla duzych n. Twierdzenie Cayleya daje
nam jednak mozliwosc wygodnego reprezentowania grup skonczonych za pomoca liczb,
np. w pamieci komputera.

Wlasciwa droga do klasyfikacji grup rozpoczyna sie od nastepujacego odkrycia:
niektóre grupy skonczone sa. zbudowane z dwóch grup o mniejszej liczbie elementów.
Aby znalezc taki rozklad dla grupy G, wystarczy wskazac w niej podgrupe
normalna H, tj. taki podzbiór H C G, który:
1. jest podgrupa, tzn. H wraz z mnozeniem pochodzacym z G spelnia aksjomaty
grupy, oraz
2. dla dowolnych elementów x E G i h E H element xhx' pozostaje w H (warunek
normalnosci) .
Jesli H =f: {e} i H =f: G, to G jest zbudowana z pary grup. Jedna z nich jest sama H,

a druga. - tzw. grupa ilorazowa G/H, która ma dokladnie IGI/IHI elementów.

Uznamy, ze badanie takiej grupy G zostalo zredukowane do zbadania mniejszych
grup H i G/H. Pozostaje jednak problem opisu tych grup G, które nie maja podgrup
normalnych H róznych od {e} i G. Takie grupy nazywamy grupami prostymi.

Które z grup opisanych wyzej byly proste? Grupa cykliczna Cn jest prosta tylko
wtedy, gdy n jest liczba pierwsza. Grupy diedralne nie sa, proste: zawieraja podgrupy
normalne Cn. Grupy permutacji Sn takze nie sa, proste: zawieraja one podgrupy
normalne An, skladajace sie ze wszystkich permutacji parzystych.
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Permutacja miesza naturalna kolejnosc liczb; np. ()'E SI'> moze przeksztalcac 12345
w 21435. Liczby te mozemy ponownie uporzadkowac, zamieniajac miejscami niektóre
pary liczb sasiednich. Jesli liczba tych zamian jest parzysta, to permutacja tez nazywa
sie parzysta. Taka jest np. permutacja ()'z powyzszego przykladu:

Zadanie: wykaz, ze grupa T obrotów czworoscianu foremnego jest izomorficzna
z grupa A4.

Mozna udowodnic, ze dla n 2: 5 grupa An jest prosta. Mamy wiec juz dwie
nieskonczone serie grup prostych: Cp, gdzie p - liczba pierwsza, oraz An dla n 2: 5.
Odkryto jeszcze 16 innych serii skonczonych grup prostych. Podobnie jak seria An
zostala wykryta w grupach permutacji Sn, tak te nowe serie zostaly wykryte za.
pomoca grup macierzy.

x Macierz dla algebraika to po prostu kwadratowa tablica skladaja,ca sie z liczb.
Najwazniejsza cecha macierzy jest to, ze je mozna mnozyc. Dla geometry - macierz to
bardzo ekonomiczny sposób zakodowania przeksztalcenia afinicznego (zachowujacego
proste) przestrzeni n-wymiarowej, które zachowuje punkt (O, O, ... , O). W tej

.interpretacji mnozenie macierzy dokladnie odpowiada skladaniu przeksztalcen, a zbiór
macierzy odpowiadajacych przeksztalceniom odwracalnym tworzy grupe - GL(n,R).
Jest to grupa Liego - o nich tez mozesz poczytac w tym numerze Delty.

Oczywiscie, grupa GL(n,R) jest nieskonczona. Wezmy wiec zamiast nieskonczonego
zbioru liczb rzeczywistych skonczony zbiór reszt Fq = {O, 1,2, ... , q-l} dla
ulubionej liczby pierwszej q. Liczby ze zbioru Fq mozna, podobnie jak liczby
rzeczywiste, dodawac i mnozyc biora,c zawsze wynik modulo q. Rozwazajac macierze
o wspólczynnikach ze zbioru Fq otrzymujemy grupe skonczona, GL(n, q). Wspomniane
wyzej grupy 16 nowych serii powstaj a, z grup GL( n, q) przez proste operacje
algebraiczne. Sa one scisle zwiazane z tzw. prostymi grupami Liego i dlatego nosza
wspólna nazwe grup skonczonych typu Lie.

W takim razie AC' = CB' + BA';
oznaczajac przez R promien kuli, mamy
AC = R, CB = y, BA = xsina, stad

R2 =y2 +.x2sin2a,

Rozwiazanie zadania M 528.
Ustalmy poczatek ukladu
wsp6lrzednych w punkcie przeciecia
prostych m, n, ot! x - jako dwusieczna
kata miedzy pr03tymi, ot! z -
w pla.szczyznie wyznaczonej przez
proste m, n (kt6re przecinaja sie pod
katem 2<».

y

a to jest r6wnanie elipsy.

~rodek kuli ma wsp6lrzedne C =
= (x, g, O), A jest punktem styczn,?sci
sfery z prosta m, B - rzutem
prostopadlym C na plaszc7.Y7.nexz.

Wszystkie grupy proste, wspomniane dotad, uchodza za typowe. Oprócz nich istnieja
jeszcze tzw. grupy sporadyczne, odkrywane ad hoc i nie mieszczace sie w zadnym
schemacie. Byly one znajdowane pojedynczo, w ciagu kilku dziesiecioleci.

Znamy obecnie 26 grup sporadycznych. Kazda z nich ma swoja, nazwe, zwykle
pochodzaca od nazwiska jej odkrywcy-konstruktora. Mamy wiec 5 grup Mathieu:
Mu, MI2, M22, M23, M24 - zostaly odkryte w 1860 r., z których najmniejsza Mu
ma 7920 elementów, a najwieksza - M24: 244823040 elementów. Grupe Mu mozna
reprezentowac w komputerze jako podgrupe permutacji 11liczQ, generowana, przez dwa
elementy:

Rozwiazanie zadania M 527.
W koncu dostajemy los, kt6ry albo
wygrywa, albo przegrywa. Ze wzgledu
na synietrie prawdopodobienstwo
otrzymania kazdego z takich los6w
jest takie samo. Zatem szukane
prawdopodobienstwo wynosi
k/(n - m), czyli jest takie jak
w sytuacji, w kt6rej' usunieto by
wszystkie losy uprawniajace do
nastepnego ciagnienia. Znajduja sie
one w r6znych loteriac h wylacznie
w celach propagandowych.

Dalej mamy 4 grupy Janko: Jl - 1966 r., J2, J3 - 1969 r., J4 - 1980 r.; grupy
Higmana-Simsa: HS - 1968 r., McLaughlina: Me - 1969 r., Suzuki: Suz - 1969 r.,
Rudvalisa: Ru - 1973 r., Helda: He - 1969 r., Lyonsa: Ly - 1972 r., O'Nana: ON­
1976 r., trzy grupy Conwaya: .1, .2, .3 - 1969 r., trzy grupy Fishera: M(22), M(23) i
M(24)' - 1971 r. oraz w koncu cztery grupy Griessa: FI'>,F3, F2, FI - 1976 r.

Najwieksza posród grup sporadycznych jest grupa FI, która ma
246 "320.59.76.112. 133• H· 19·23·29·31·41·47·59·71 =

= 808017424794512875'886459904961710757005754368000000 000 elementów.

Pocza,tkowo nosila ona nazwe potwora (monster), ale gdy jej odkrywca, R. Griess,
znalazl jej ladna interpretacje geometryczna, przemianowal ja na przyjaznego
olbrzyma (lriend/y giant). Grupa ta zostala odkryta jako podgrupa w grupie macierzy
stopnia 196883.

W lutym 1981 roku specjalisci uznali, ze dowód twierdzenia oklasyJikacji grup
prostych zostal zakonczony - innych grup prostych nie ma ! Twierdzenie to jest
efektem pracy setek matematyków. Jego dowód sklada sie z wielu fragmentów,
rozrzuconych wokolo 500 pracach zajmujacych lacznie okolo 10 000 stron druku.
Oczywiscie, prace nad uproszczeniem dowodu trwaja.
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Symetrie i prawa zachowania Dr Andrzej MAJHOFER

W artykule omawiamy tzw. symetrie
kinematyczne, natomiast wsponlniany
w przykladzie fakt, ze podczas ruchu
w polu potencjalnym typu

k
U(r) =--r

zachowany jest wektor v X L - k~,r
zwiar.any z innym typem symetrii,
tzw. sYJuetriami dynanlicznymi.

Rozwiazanie zadania F 259.
Z sYlnt>trii przf'c!stawiollego ukladu
wnil)skuj(>IUY, l,(~IBD = O. lCD = Jar
== 10/2. gdzie lo jest llat~z~niem
pradu wplywajarego d'J obwodu.
Mozemy to stwierdzic w llastepujacy
sposób. Punkty doprowadzenia
Y)radu G i c; Sf\ wyz:óznionc w tym
llklad?j~ A zatem jedyna symetria
ukladu. tzn. tak'a transfol'luacj a, po
kt6r('j dokonaniu wla~no~ki fizy<,znc
,kladu (wszystkie lub ich rZ~§c)

pozostaja bez znliany, bedzie odhicie
wzgl~dem osi pneehodzacej przez
punkty C i G. Rozpatrujac nas?
obwód przed i po dokonanin takiej
tr~usforIna(' ji wiJziulY. ze ohraz

punktu B p"krywa sie z punktem D
Poniewaz wlaslloRci fizyczne przed

I i po dokonaniu trallRfonnacji maj a byc
takie same, to pot, nrjaly punkt6w B
i G to'a jednakowe. Or,nacza to, ze
IDD == O. Takie same tez musza byc
nat~zenia ICD == IDC == 10/2. Dla
prad6w plynaryrh w odcinkach AB
i B E moi,enlY Ilapi~ac~

IAD/lsE = R/2R. lAS + IDE - 10/",

lAS = 10/6, IDE = 10/3.

Poniewaj, ilosc wydzi~lone~o ciepla
wynosi Q == RI2• te stosunki
wydzielonego ciepla wynosza.

QSD : QDC : QCD : QAD : QDE ==

= O: 9 : 9 : 1 . 4.

Jesli op6r odcinka BD jest r6wny
zeru, a op6r odcinka CD 2R, to
odpowiednie stosunki prad6w wyniosa:

IDe: ICD = 2R . R, IDC + ICD = lo

IBC == 210/3 ICD = 10/3;

lAD: ISE" = R : 'L.R lAS + ISE = 10/2

lAS = lo,'> ISE - 10/3.

Otrzymujemy na. 'I podstawie

QDD : QDC: QCD : QAS : QSE ==

= O : 16 : 8 : 1 . 4.

Znajomosc praw zachowania ogromnie upraszcza znajdowanie odpowiedzi na wiele
pytan dotyczacych ruchu ukladu. Pozwala ona uniknac rozwiazywania równan ruchu
i np. do znalezienia predkosci koncowej ciala spadajacego swobodnie z wysokosci h nie
musimy nawet wiedziec, ze porusza sie ono ruchem jednostajnie przyspieszonym, jezeli
tylko wiemy, jak zalezy energia potencjalna ciala od wysokosci (i oczywiscie, ze suma
energii kinetycznej i potencjalnej jest stala). Co wiecej, poniewaz do sformulowania

, praw zachowania potrzebne sa jedynie dosc ogólne cechy ukladu, wiec czesto pozwalaja
one odpowiedziec na wiele pytan równiez w przypadkach, gdy szczególowa postac
równan ruchu nie jest nam w ogóle zmina. PotrafhD-Y na przyklad znalezc predkosci
koncowe cial po zderzeniu centralnym doskonale sprezystym jedynie na podstawie
prawa zachowania pedu i energii kinetycznej, a w przypadku ruchu w polu

sily F = - ~ r znajomosc dwóch wektorów stalych w czasie ruchu (co latwo sprawdzic):r

L = r x my i C = y x L - k!: (y - predkosc ciala, m - jego masa), pozwala juzr .

wyznaczyc tor ruchu r = m(k +I~~cos a) (kat a mierzony jest od wektora C).
Jak widac, warto zastanowic sie, jakie wlasnosci ukladu pozwalaja stwierdzic, które
wielkosci beda zachowywane w czasie jego ruchu (czy ogólniej - ewolucji czasowej).
Przesledzmy proste przyklady znajdowania takich wielkosci. Odpowiednie prawo
powinno miec postac: pochodna wzgledem czasu pewnej wielkosci równa sie zeru,
a do jego wyprowadzenia powinnismy posluzyc sie równaniami ruchu. Zalózmy wiec,
ze badamy ruch czastki o masie m, w którym dzialajaca sile mozna otrzymac jako
gradient pewnej funkcji (energii potencjalnej) U(X1,X2,xs,t), to znaczy

auFi=--.
aXi

Równania ruchu maja wiec postac:
dVi au

m"dt = - aXi'
Pomnózmy ~e równania przez Vi, wtedy mamy:

dVi au
mVi"dt = -Vi aXi .

L t . " .. d (1 2) Z' ,.ewa s rone mozemy zastap1c wyrazemem dt imvi . sumujmy teraz rownama:

~ [!.m(v/ + V22+ VS2)] = _ [dX1 au + dX2 au + dxs au] .dt 2 dt aX1 dt aX2 dt axs

Jesli ~~ = O, czyli U nie zalezy jawnie od czasu, to prawa strona ostatniej równosci
jest po prostu szybkoscia zmian U w czasie ruchu czastki - lub inaczej

d [1 2 ]
- -my +U =0
dt 2

podczas ruchu. Otrzymalismy zasade zachowania energii. I drugi przyklad: badamy
ruch czastek o masach mi; zalózmy, ze energia potencjalna zwiazana z oddzialywaniem
czastki i na czastke j zalezy tylko od róznic ich wspólrzednych

U(ri,rj) = U(ri - rj),

wówczas sila F ii> z jaka czastka j dziala na czastke i, dana jest przez
au au au

(Fij)'" = --a' (Fij)y = --a' (Fij)z = --a 'Xi Yi Zi
a wiec Fij = -Fji, jak byc powinno. Odpowiednie równania ruchu maja postac
(zakladamy, ze nie dzialaja zadne inne sily)

dYi "midT = ~Fij.
j

Po ich zsumowaniu stronami otrzymujemy ~ (L:miYi) = ~ Fij = O.• 'J
Otrzymalismy zasade zachowania calkowitego pedu.

Niezaleznosc energii potencjalnej od czasu oznacza, ze niezaleznie od chwili rozpoczecia
ruchu jego przebieg bedzie taki sam, o ile rozpocznie sie z tego samego miejsca i z ta
sama predkoscia poczatkowa. Natomiast zalozenie, ze sily zaleza jedynie od róznic
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Poza wymienionymi wczesniej symetriami czasoprzestrzennymi rozpatruje sie równiez
symetrie "wewnetrzne". Najprostszym przykladem jest niezmienniczosc równania
Schrodingera (to równanie tez mozna otrzymac z zasady wariacyjnej) wzgledem zmiany
fazy funkcji falowej ukladu, czyli transformacji obrotu w plaszczyznie zespolonej
i odpowiadajace jej zachowanie liczby czastek. Podobny charakter maja prawa
zachowania ladunków: elektrycznego, leptonowego, barionowego ...

Problemem interesujacym fizyka jest zbadanie wszystkich niezaleznych praw
zachowania obowiazujacych w badanym ukladzie, a wiec równiez wszystkich symetrii
ukladu. Zbiór symetrii ukladu tworzy grupe z dzialaniem grupowym bedacym
zlozeniem przeksztalcen - symetrie ciagle, a takimi sie tutaj interesowalismy, tworza
grupe Liego.

(warto sprawdzic, ze wielkosc ta odpowiada wielkosci zdefiniowanej w pierwszym
z naszych przykladów), niezmienniczosci wzgledem przesuniecia odpowiada zachowa.nie
skladowej pedu równoleglej do kierunku przesuniecia, a niezmienniczosci wzgledem
obrotów - skladowej momentu pedu wzdluz osi obrotu.

Dotychczas zajmowalismy sie przykladami dotyczacymi mechaniki. Twierdzenie
Noether obowiazuje w kazdym przypadku, gdy równania ruchu mozna otrzymac
z zasady wariacyjnej" a wiec "dziala" we wszystkich niemal teoriach fizycznych.
Co wiecej, gdy rozszerzamy teorie, twierdzenie mówi, jaka wielkosc naz,wac calkowita
energia, pedem, momentem pedu itd. Jezeli na przyklad uwzglednimy fakt, ze
oddzialywanie czastek naladowanych odbywa sie poprzez oddzialywanie z polem
elektromagnetycznym; to twierdzenie Noether pozwoli znalezc przepis obliczania
energii i pedu pola. Twierdzenie Noether jest wiec jednym z najwazniejszych
i naj wygodniejszych narzedzi fizyka teoretyka.

dai
ai = dtgdzie

wspólrzednych, prowadzi do wniosku, ze przebieg ruchu nie zmieni sie, jesli w chwili
poczatkowej uklad jako calosc zostanie przesuniety w inny obszar przestrzeni (o ile
zachowamy wzgledne polozenia i predkosci). W naszych przykladach zalozenie
niezmiEmniczosci ukladu wzgledem przesuniecia w czasie doprowadzilo do prawa
zachowania energii, a niezmienniczosci wzgledem przesuniec przestrzennych - do
prawa zachowania pedu. Czy istnieje zwiazek miedzy prawami zachowania i istnieniem
przeksztalcen nie zmieniajacych ukladu (jego symetrii) ? Tak, taki zwiazek istnieje,
nalezy jednak dokladnie okreslic, jakie cechy ukladu maja pozostawac nie zmienione.
Gdybysmy bowiem w drugim z naszych przykladów zalozyli, ze niezaleznie od polozen
mas na kazda z nich dziala taka sama sila zewnetrzna, to, oczywiscie, nasz uklad nadal
"wygladalby" tak samo po przesunieciu w przestrzeni, jednak skladowa pedu wzdluz
kierunku dzialania zewnetrznej sily nie bylaby juz stala ruchu (uklad jako calosc
poruszalby sie w tym kierunku ze stalym przyspieszeniem l).

Ogólne twierdzenie wiazace symetrie ukladu i prawa zachowania pod~la w 1918 r.
Emmy Noether (1882 -1935) - korzystala przy tym z faktu, ze równania ruchu
mozna otrzymac z zasady naj mniejszego dzialania (o zasadzie naj mniejszego dzialania
pisalismy w Delcie 6/1985). Zgodnie z ta zasada rzeczywisty ruch, od chwili tl
do t2, ukladu opisywanego wspólrzednymi al, ... , an (moga to byc polozenia, katy jak
w przypadku obrotu bryly sztywnej itp.) przebiega tak, ze wielkosc

t2

f ( dal dan \S = f- al, ... ,an'dt,,,.'dt,t}dt,
tl

nazywana dzialaniem, przyjmuje wartosc minimalna. Funkcja f- (lagranzjan) zawiera
pelna informacje o ukladzie i w przypadku ruchu w polu sil potencjalnych ma postac

f- = T - U,

gdzie T jest energia kinetyczna, a U energia potencjalna ukladu. Mozemy tera.z
sformulowac twierdzenie Noether:
Kazdej jednoparametrowej rodzinie przeksztalcen postaci

ai = ai(al, .:., an, tj a), t = t(al' ... ,an, tj a),

(gdzie: ai(al, ... ,an, tj O) = ai, t = t(al' ... ,an, tj O) = t) nie zmieniajacych wartosci calki
dzialania odpowiada jedna stala ruchu ..

Dowód twierdzenia zawiera przepis obliczania wielkosci zachowywanej. W przypadku
niezmienniczosci wzgledem przesuniec w czasie (t = t + T) wielkoscia ta jest energia
zdefiniowana jako:

FiZYCZnE nowmHI

LODOWY TRANZYSTOR

Krysztaly lodu sa bardzo interesujacymi
obiektami badan dla fizyki ciala stalego. Sa
to slabo zwiazane krysztaly molekularne, w
których czasteczki H20 tworzace kryszal
maja duza swobode i na przyklad stale kreca
sie z czesto$cia w = 106 s-l. Przerwa
energetyczna miedzy pasmami walencyjnym
i przewodnictwa wynosi w lodzie okolo
10,9 eV (dziesiec razy wiecej niZ w
krzemie), co oznacza praktycznie calkowity
brak przewodnictwa elektronowego.
Natomiast energia aktywacji defektów w
krysztalach lodu jest stosunkowo niewielka i
wynosi poniZej 1 eV. Dzieki temu uwaza sie,
ze to defekty struktury krystalicznej sa
odpowiedzialne za przewodnictwo elektryczne
lodu. W ostatnich latach badania wlasno$ci

fizycznych lodu prowadzone w Instytucie
Fizyki Ciala Stalego Akademii Nauk ZSRR w
Czernogolowce (dystrykt moskiewski) w

sposób istotny rozszerzyly, nasza wiedze o
tym materiale. Stwierdzono, ze pr'ld
elektryczny plynacy przez lód umieszczony
pomielizy metalowymi elektrodami pozostaje
nie zmieniony nawet przez wiele dni,
natomiast bardzo latwo go mozna zmieniac
za pomoca o$wietlenia. Zaproponowany

model przewiduje, ze no$nikami pradu w

lodzie sa jony H30+ oraz OH- powstaj'lce
poprzez przeniesienie jednego z protonów w
okolice sasiedniego atomu tlenu. Ciekawy jest
fakt, iz ladunki tych jonów nie sa
bynajmniej calkowitymi wielokrotnosciami
ladunku elementarnego, lecz ulamkami
(± O, 62). Po zetknie~iu sie z elektrodami i
wymianie z nimi lilel<ironu powstaja z kolei

jony H30- oraz OW,' które zaczynaja ruch w
kierunku przeciwnym. Ich ladunki sa
równiez ulamkami ladunku elementarnego
(±O, 38). Ruchliwosc tych no$ników pr'ldu
jest bardzo mala 11 = 10-2-10-4 cm2/Vs i jej
pomiar metod'l tradycyjna (tZW. efektu
Halla) nie jest mozliwy. W zwi'lzku z tym.
fizycy radzieccy wspólnie ze
wspclpracownikami z uniwersytetów w
Birmingham (Anglia) i Hokkaido (Japonia)
zaproponowali now'l metode pomiarowa·
Mianowicie, skonstruowano tranzystor
polowy, którego integraln'l czesci'l byla
plytka lodu. Na utlenionej powierzchni plytki
krzemowej napylone zostaly zlote elektrody,
na tym umieszczona zostala plytka lodu,
która z drugiej strony przykrywala elektroda
ze stopu miedzi i srebra. Wszystkie pomiary
przeprowadzano w temperaturze -33" C.
Badania przeprowadzone z tyrri lodowym
tranzystorem pozwolily na potwierdzenie
przedstawionego wy2ej modelu oraz pomiar
koncentracji i ruchliwo$ci no$ników pradu w
krysztalach lodu.
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Barwy krysztalu
Doc. dr Jerzy GIN TER

Przy omawianiu ukladu okresowego w nauce chemii rozwaza sie grupe "metali przejsciowych"
od skandu (Z=20) do miedzi (Z=29). Atomy lub jony tych pierwiastków maja niecalkowicie
zapelniona powloke 3d. Wiemy równiez doskonale, ze metale przejsciowe tworza
bardzo wiele barwnych zwiazków. Wystarczy przypomniec niebieski siarczan miedzi,.
pomaranczowy dwuchromian potasu czy nadmanganian potasu - prawie czarny jako krysztal,
czerwono-fioletowy w roztworze wodnym. Wiadomo poza tym, ze niewielka domieszka
atomów metali przejsciowych w bezbarwnym krysztale moze wywolac intensywne zabarwienie.
Przykladem jest rubin, znany zarówno jako naturalny kamien szlachetny, jak i syntetyczny ­
wykorzystywany do budowy jednego z typów lasera. Rubin jest to krysztal korundu A1203,
w którym czerwone zabarwienie wywoluje domieszka chromu (czysty korund jest bezbarwny).

Mozna zadac pytanie, czy istnieje zwiazek miedzy budowa atomów metali przejsciowych
a zabarwieniem ich zwiazków. Moze za barwne efekty odpowiedzialna jest niezapelniona
powloka 3d? To na pozór absurdalne pytanie ma odpowiedz twierdzaca! Co wiecej, istnieje
bezposredni zwiazek omawianych zjawisk z zagadnieniami symetrii krysztalu - otoczenia
domieszki.

Rozwazmy dla uproszczenia atom lub jon metalu przejsciowego, który ma jeden elektron na
powloce 3d. Jest piec róznych orbitali 3d.

zzz

Gdyby lokalna symetria krysztalu w otoczeniu jonu metalu przejsciowego byla nizsza,
liczba róznych energii stanów 3d moglaby wzrosnac. Na przyklad - gdybysmy scisneli
omawiany krysztal alunu wzdluz osi pionowej, czasteczki wody wyznaczalyby dwupiramide
o podstawie kwadratowej, zamiast regularnego osmioscianu (wysokosc uleglaby zmniejszeniu).

Spowodowaloby to dodatkowe rozszczepienie stanów dx' _y' 'i dz', a takze odszczepienie
stanu dzy od stanów dyz i dzz (rys.S). Sytuacja poprzednio równowaznych stanów stalaby
sie fizycznie rózna. Z tego, {;o powiedzielismy, wynika, ze po pierwsze - jezeli mamy nizsza
symetrie, mozna obserwowac wiecej linii absorpcyjnych. Po drugie zas - ze badanie absorpcji
swiatla w krysztalach poddawanych ,Jednoosiowemu" sciskaniu moze dostarczyc interesujacych
informacji na temat stanów elektronowych zawartych w nich jonów metali przejsciowych.

Oczywiscie, jest ona jednak znacznie nizsza niz pelna obrotowa symetria jonu w prózni.
To obnizenie symetrii powoduje, ze nie wszystkie z pieciu orbitali d maja identyczne energie.
Przypuscmy, ze szesciu najblizszych sasiadów naszego jonu to jony ujemne. Dzialaja one
odpychajaco na elektrony. A zatem korzystnie energetycznie dla elektronu jest "trzymac sie"
od tych sasiadujacych jonów "z daleka". Zauwazmy, ze dla orbitali dxy, dyz, du gestosc
prawdopodobienstwa znalezienia elektronu w bezposrednim sasiedztwie ujemnego sasiada

jest równa zeru (rys.3a). Natomiast dla orbitali dz' _y' oraz dz' jest ona rózna od zera (dla
orbitala dz' przedstawia to rys.3b). A zatem piec równowaznych w prózni orbitali 3d rozpada
sie na dwie grupy: trzy orbitale dzy, dyz, du, którym odpowiada energia mniejsza, oraz
dwa orbitale dz' _y' i dz" którym odpowiada energia wieksza (rysA). Róznica energii Ó.

jest zwykle równa paru elektronowoltom. Odpowiadac to wiec moze fotonom obszaru
widzialnego (zakres 1,7 - 3,1 eV). W temperaturze pokojowej elektron 3d w atomie przebywa
na jednym z trzech równowaznych stanów dolnych. Foton moze go przeniesc na jeden
z dwóch równowaznych poziomów górnych. Z opisana sytuacja mamy do czynienia w alunie
tytanowo-cezowym CsTi(S04)z·12 H20. Kazdy z jonów Ti3+ ma po jednym elektronie d.
W krysztale kazdy jest otoczony przez szesc czasteczek wody H20, ulózonych w srodkach scian
szescianu - tak, jak to przedstawia rysunek 2. Obserwuje sie absorpcje swiatla przez omawiany
zwiazek, zwiazana z przejsciami miedzy "rozszczepiofiymi~' stanami powloki 3d. Wystepuje
w niej jedna (dosc szeroka) linia z maksimum okolo 2,S'eV, czyli w obszarze niebiesko-zielonym
widma.

d lo--,.- I d I d x2_y2 I d 2yz ZX Z
Jezeli atom (jon) znajdowalby sie w prózni, wszystkie one bylyby zupelnie równowazne,
odpowiadalaby im taka sama energia elektronu. Sytuacja jednak zmienia sie, jezeli jon
metalu przejsciowego zostanie wbudowany do krysztalu. Rozwazmy przypadek, kiedy mialby
on szesciu sasiadów, umieszczonych tak, jak to przedstawia rysunek 2. Widac, ze sasiedzi
wyznaczaja regularny osmioscian. Lokalna symetria ukladu jest wysoka - faktycznie najwyzsza
ze wszystkich mozliwych w krysztale.

z

Rys.2

W ogromnej wiekszosci przypadków mamy do czynienia z atomami (jonami) metali
przejsciowych, które maja wiecej niz jeden elektron na powloce 3d, wiec i opis struktury
energetycznej stanów elektronowych i mozliwych przejsc absorpcyjnych staje sie bardziej
zlozony.'

Patrz np. Alojzy Golebiewski Elementy mechaniki i chemii kwantowej, PWN 1982.

6



gdzie b = g(O), € jest odbiciem w pierwszej osi lub
identycznoscia, a r - obrotem wokól O przeprowadzajacym el
na go(eI).

Poniewaz izometrie przeprowadzaja srodek odcinka na srodek
odcinka, wiec dla dowolnego g E G i a, b E R z mamy

(3) g G(a+ b») = ~(g(a) + g(b») ,

W szczególnosci,biorac b = O, mamy go (~a) = ~go(a), skad

przez indukcje otrzymujemy go (Zl"a) = zl"go(a) dla n = 1,2, ...
Z kolei zauwazmy (jak ?), ze z (3) wynika

(4) go(a + b) = go(a) + go(b) ,

co lacznie daje go (zl" a) = zl"go(a), dla k, n = 0,1,2, ...
Poniewaz, dla ustalonego a, przekstalcenie t ~ go (ta) jest ciagle,
wiec otrzymujemy stad

(5) go(>.a)= >.go(a), dla kazdego>. E Rl.
Wlasnosci (4) i (5) dowodza, ze przeksztalcenie go jest
wyznaczone przez swoje wartosci dla el = (l, O) i ez = (0,1).
Istotnie, wobec x = (Xl'XZ) = Xlel + xzez, mamy
go(x) = xlgo(eI) + xzgo(ez). Zauwazmy tez, ze znajomosc
go(eI) wyznacza go(ez) z dokladnoscia do znaku (dlaczego ?).
Patrzac na el i ez jak na zaczepione w O wektory stwierdzamy,
ze izometria go jest albo obrotem, albo zlozeniem odbicia
wzgledem osi wyznaczonej przez el i obrotu.

Zbierajac razem te wszystkie spostrzezenia otrzymujemy

Przyklad 1. Niech G bedzie zbiorem wszystkich przeksztalcen g

przeprowadzajacych Rl w Rl, które spelniaja warunek

(l) g(xI) - g(xz) =xl - Xz
. g(xz) - g(xa) Xz - Xa

dla parami róznych Xl, xz, xa E Rl.

Zauwazmy, ze dla dwóch przeksztalcen 91 , gz E G takze
ich zlozenie nalezy do G. Zauwazmy tez, ze gdy Xz f; Xa, to
równiez g(xz) f; g(xa) - zatem kazde przeksztalcenie g E G jest
róznowartosciowe. Przez proste sprawdzenie stwierdzamy, ze
do zbioru G naleza wszystkie przesuniecia, tj. przeksztalcenia
postaci X ~ x-b. Wiec dla dowolnego przeksztalcenia g,
nalezacego do G, równiez przeksztalcenie go(x) = g(x) -- g(O)
nalezy do G. W ten sposób dowolne przeksztalcenie g E G
okazalo sie zlozeniem przeksztalcenia go, które ma wlasnosc
go(O) = O i·przesuniecia: g(x) = go(x) - g(O). Podstawiajac
dla go w formule (1) Xz = O otrzymamy ~( l) = .LL, a wiec-gO x3 -.%3

go(xI) = 90("'3) ·Xl. Ustalmy Xa f; O i oznaczmy 90("'3) = a.%3 %3

Zatem go(x) = ax, przy czym a f; O (dlaczego ?). Ostatecznie,
przyjmujac b = g(O), widzimy, ze dowolne przeksztalcenie g E G

ma póstac

(2) g(x) = ax + b, gdzie a f; O i a, b E R l .
Przeksztalcenia nalezace do G okazaly sie wzajemnie
jednoznaczne (przeksztalcenie odwrotne do g wyraza sie wzorem
g-lex) = ~x - ~). Zatem G jest grupa. Przyporzadkowujac
przeksztalceniu danemu wzorem (2) pare liczb (a, b)

otrzymujemy wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie grupy G
w zbiór A = {(a, b) E R z : a f; O}. Oznaczajac przeksztalcenie
(2) przez g(a.,bl mamy

g(a.,bl g(c,dl(x) = a(cx + d) + b = (ac)x + (ad + b),

co w zbiorze A odpowiada dzialaniu

(a,b)(c,d) = (ac,ad+b).

Przyklad 2. Niech G bedzie zbiorem wszystkich izometriiRz
(tj. przeksztalcen nie zmieniajacych odleglosci). Jak wiadomo
(chocby ze szkoly), izometrie tworza grupe·

Podobnie jak poprzednio wyróznimy wsród nich przesuniecia
x ~ x - b (teraz x, b E RZ) i kazdej izorr.etrii g

przyporzadkujemy przeksztalcenie go zachowujace O dane
wzorem go(x) = g(x) - g(O).

Grupy Liego

,-

Doc. dr Wojciech WOJTYNSKI

Grupy te pojawily sie okolo roku 1870 za sprawa
pracujacego w Niemczech norweskiego matematyka
Sophusa Lie. Chcial on zastosowac do równan
rózniczkowych metody podobne do tych, jakie stworzyl
dla badania rozwiazalnosci równan algebraicznych Evariste
Galois. Jego nadzieje w tej mierze ziscily sie tylko
czesciowo, jednak klasa grup odkryta przy tych badaniach
okazala sie wazniejsza od problemu, którego rozwiazaniu
miala sluzyc.

Poczatkowo bardzo geometryczna i lokalna teoria
grup Liego dzieki pracom Engela, Killinga i Cartana
uzyskala gleboki sens algebraiczny stajac sie jednym
z podstawowych narzedzi globalnej geometrii rózniczkowej.
W latach trzydziestych zaczela sie, trwajaca do dzisiaj,
inwazja metod teorii grup Liego w fizyce. Obecnie grupy
Liego sa jednym z podstawowych pojec wspólczesnej
matematyki.

Znaczenie grup Liego wynika z nastepujacych okolicznosci:
(A) Warunki, jakim ma odpowiadac grupa Liego, nie sa
bardzo ograniczajace - istnieje duzo grup Liego.
(B) Pomimo owego "liberalizmu" warunki te wymuszaja
bardzo specjalna strukture algebraiczna pozwalajaca
na szczególowy i konkretny opis ..
(C) Wszystkie naturalne i wazne grupy, majace "charakter
geometryczny", sa grupami Liego.

Z tych powodów grupy Liego umozliwiaja w wielu
sytuacjach (punkt (A») ujecie ilosciowe (oferrhjac
rodzaj "wspólrzednych" - punkt(B» z pozoru bardzo
niesprecyzowanych sytuacji. Glebsza analiza (której
tu, niestety, nie mozemy przeprowadzic) pokazuje, ze
grupy Liego sa obiektami o bardzo regularnej strukturze,
której czesto "w zastanej sytuacji" zupelnie nie widac.
Co wiecej, do wykrycia tej struktury (za sprawa teorii
grup Liego) wystarcza proste kryteria. A swiat, jak sie
okazuje (punkt (C), jest zbudowany bardziej regularnie,
niz to na pierwszy rzut oka widac. Grupy Liego stanowia
instrument pozwalajacy te ukryta regulax:nosc ujac w scisle
formuly.

Artykul ten nie bedzie scislym i metodycznym wykladem
teorii grup Liego - skoncentrujemy sie na ukazaniu
na przykladach wymienionych wyzej aspektów (A), (B) i
(C).

Zaczniemy od nie~ormalnej definicji: grupy Liego to
takie grupy, które mozna lokalnie (czyli po podzieleniu
na odpowiednio male fragmenty) utozsamic (dla kazdego
fragmentu z osobna) z fragmentem przestrzeni Rn (przy
ustalonym n) i, w efekcie tego utozsamienia, oPlsywac za
pomoca wspólrzednych. We wspólrzednych tych dzialanie
grupowe wyraza sie za pomoca funkcji rózniczkowalnych,
tzn. wspólrzedne elementu bedacego wynikiem dzialania
na elementach x i y sa funkcjami rózniczkowalnymi
wspólrzednych tych elementów.

A oto przyklady, które powinny zasugerowac, ze definicja
ta spelnia warunek (A).
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(6) g(x) = go(x) + g(O) = r €(x) + b,



Kazde przeksztalcenie z G' jest wiec postaci

Jak latwo zauwazyc, zbiór wszystkich izometrii R2 dzieli sie
w sposób naturalny na dwie czesci: zbiór tych izometrii, które
w rozkladzie (6) maja E bedace identycznoscia (nazywa sie j~
izometriami parzystymi) i zbiór tych izometrii, w których E

jest odbiciem. Dalej zajmiemy sie dla uproszczenia tylko tym
pierWszym zbiorem, który, jak mozna sprawdzic, jest grupa­
oznaczmy ja przez G'.

Kazdy nieidentycznosciowy obrót wyznacza swoja os obrotu
jako zbiór wszystkich punktów stalych. Ustaimy zwrot tej
osi tak, by kat obrotu byl dodatni (zgodnie z regula sruby
prawoskretnej) i zawarty w przedziale (Oj 1\"). W ten sposób
(w ustalonym ukladzie wspólrzednych o poczatku w srodku
ciezkosci bryly) kazdemu nieidentycznosciowemu obrotowi
9 E G przyporzadkowac mozemy wektor jednostkowy v osi

obrotu i liczbe I() E (0;1\"). Zauwazmy, ze pary (v,11') i (-v, 11')

odpowiadaja temu samemu obrotowi. Ale zamiast pary (v,l())
mozemy wziac wektor I() ·v. Dolaczajac do tak otrzymanych
wektorów jeszcze wektor O, jako odpowiadajacy przeksztakeniu
identycznosciowemu, otrzymujemy odwzorowanie grupy G

w kule K C RS o srodku w O i promieniu 1l', w której utozsamia

sie pary punktów antypodycznych (konce srednic) ograniczajacej
ja sfery. Odwrotnie, kazdemu punktowi a E K odpowiada obrót

o kat równy odleglosci a od O i (jes1i a f. O) o osi wyznaczonej
przez wektor 0'&.

Nasuwa sie oczywista parametryzacja G' - kazdemu
przeksztakeniu przyporzadkowujemy kat obrotu i wektor
przesuniecia. Odwzorowujemy w ten sposób G' w RS (bo
wektor ma dwie wspólrzedne). Aby to odwzorowanie bylo
wzajemnie jednoznaczne, musimy ograniczyc sie do katów
z przedzialu (O; 211'). Wówczas dowolnemu g E G' jest
przyporzadkowana trójka (a, blo b2), gdzie a to kat obrotu r
ze wzoru (1), a (b l, b2) = b - przeksztalcenie to oznaczy~y
9(",b1,b2)' I znów, jak w przykladzie l, mozemy znalezc obraz
skladania przeksztalcen grupy G' w zbiorze parametrów
B = {(a, bl, b2) E RS: O ~ a < 211'}: Jesli umówimy sie, ze
dodawanie katów bedziemy przeprowadzali z dokladnoscia
do 21l', to

g(a.bt,b2) g(P,Cl,C2)(X) = r,,(rp(x) + (b1,b2)) + (CIoC2) =

= r"rp(x) + r,,(blob2)) + (Cl,C2) =
= r,,+p(x) + (bl cosa - b2sina + cl,bl sina + b2cosa + C2),

czyli

(a,bl,b2)(.8,cl,C2) =
= (a + .8,bl cos a - b2 sin a + Cl, bl sin a + b2 cos a + C2) •

Przyklad 3. Niech G bedzie grupa ruchów bryly sztywnej
wokól jej nieruchomego srodka ciezkosci (fizycy powiedzieliby:
G jest przestrzenia konfiguracyjna dla ruchów bryly wokól
srodka ciezkosci). Mozna wykazac, ze kazdy ruch z grupy G
jest obrotem wokól pewnej osi (przechodzacej przez srodek
ciezkosci). Pozwala to na sparametryzowanie grupy G.

Oczywiscie w ogólnej sytuacji nie ma mozliwosci
uzyskania utozsamienia fragmentu grupy G zawierajacego
element neutralny z fragmentem Rn zawierajacym zero
w ten sposób, by dzialan~e grupowe tlumaczylo sie po
prostu na dodawanie odpowiednich wektorów Rn ­
dodawanie ta.kie jest bowiem przemienne, a grupa G
niekoniecznie. Mozna jednak uzyskac takie utozsamienie,
ze w obrebie poszczególnych prostych przechodzacych
przez zero dodawaniu wektorów odpowiada mnozenie
odpowiadajacych im elementów grupy. Traktujac takie
utozsamienie jako odwzorowanie F z Rn do G otrzymamy
warunek

(8) F(tl + h)X) = F(hx) . F(hx) dla x E Rn •

Definiujac teraz, dla ustalonego x E Rn, funkcje
!x : R -+ G wzorem !x(t) = F(tx) mozemy przepisac (8)
w postaci

(9) !x(tl + t2) = !x(h) . !x(t2)'

W przypadku parametryzacji z przykladu 4 funkcja tak
otrzymana ma postac !x(t) = lOt.", = (10"')\ jest wiec
funkcja wykladnicza. W zwiazku z ta sytuacja kazda
parametryzacje o wlasnosci (8) nazywamy odwzorowaniem
wykladniczym. Funkcje o wlasnosci (9) nazywamy grupami
jednoparametrowymi. Obraz takiej funkcji jest bowiem
sam grupa Liego, lokalnie identyczna (jako grupa) z R l
z dodawaniem jako dzialaniem grupowym.

I
Przyklad 5. Niech dane bedzie naczynie (zbiór) N wypelnione
ciecza. Niech G bedzie grupa ruchów tej cieczy. Nie chcemy
tu precyzowac, jakiego typu ruchy nas interesuja. Podamy
natomiast przyklad rodziny ruchów tworzacych grupe
jednoparametrowa.

To, ze parametryzacja wykladnicza istnieje dla kazdej
grupy Liego, jest pierwszym podstawowym wynikiem teorii
grup Liego (tzw. pierwsze twierdzenie Liego).

Wyobrazmy sobie, ze na czasteczki cieczy dziala jakies pole
sil w ten sposób, iz predkosc chwilowa kazdej czasteczki
przeplywajacej przez ustalony punkt jest taka sama w kazdym
,momencie (tak np. moze plynac woda w potoku). Okreslone
w ten sposób pole predkcsci jest przykladem pola wektorowego,
które wyobrazamy sobie jako rodzine strzalek, a mówiac
jezykiem mniej naiwnym, kazdemu punktowi przyporzadkowana
jest trójka liczb - wspólrzedne zaczepionego w tym punkcie
wektora. Zatem pole wektorowe to trzy funkcje liczbowe
okreslone na zbiorze N. Okreslmy rodlline przeksztalcen I()t

zbioru N'- parametr t bedziemy interpretowali jako czas.
Wartosc przeksztalcenia 'Pt w punkcie x okres1imy jako
polozenie w chwili t czasteczki, która w chwili O znajdowala sie
w punkcie z. Czytelnik zechce sam. uzasadnic formule

(~O) I()tl+t2(x) = I()t 1 (l()t2(X)) .

Oznacza ona, ze odwzorowanie t --+ I()t jest grupa

jednoparametrowa·

g(x) = r(x) + b .(1)

Postaramy sie teraz zasugerowac istnienie struktury,
o której mowa w warunku (B).

Przyklad 4. Niech G bedzie grupa dodatnich liczb rzeczywistych
z mnozeniem jako dzialaniem grupowym. Grupa ta dana jest
bezposrednio jako fragment R l, jest wiec grupa Liego w sensie

naszej definicji. Mimo to wprowadzimy jej parametryzacje j
przyporzadkowujac (dodatniej) liczbie :1:, rozumianej jako
element grupy G, licl';be loglO x, rozumiana jako element Rl.

W wyniku tego p'rzeksztakenia (poniewaz loglO(XII) =
= loglO x + loglO II) dzialanie grupowe w G przechodzi
na dodawanie parametrów.

Przyklad 6. Parametryzacja grupy G z przykladu l nie jest
wykladnicza (tj. nie spelnia warunku(8)). Czytelnik zechce
sprawdzic, ze w przypadku omawianej grupy wykladnicza jest
parametryzacj a

(U,V)--+g( ••","",,-1.U), gdzie(u,v)ER2.'
Parametryzacja ta dotyczy tylko czesci grupy G skladaj acej sie
z odwzorowan z --+ az + b przy a > O.

Przyklad 1. Prosze sprawdzic, ze dla grupy omawianej
w przykladzie 3, dla kazdego wektora v funkcja t --+ (v, t) jest
jednoparametrowa grupa w G. W szczególnosci wprowadzona w
przykladzie 3 parametryzacja jest wykladnicza.
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Wprowadzenie wykladniczej (kanonicznej) parametryzacji
jest pierwszym kr()kiem w badaniu grup Liego. Krok drugi
(znacznie trudniejszy) polega na okresleniu na przestrzeni
Rn (której fragment wokól zera stanowi zbiór parametrów
przy parametryzacji kanonicznej) dzialania algebraicznego,
zwiazanego z dzialaniem grupowym w G, które
przyporzadkowuje parze wektorów (a, b) trzeci wektor,
zwany ich iloczynem (lub nawiasem) Liego i oznaczany
[a, bl. W przypadku grupy z przykladu 3 odpowiednia

przestrzenia jest R 3, a nawiasem Liego wektorów jest ich
iloczyn wektorowy. '
Przestrzen Rn z nawiasem Liego nazywa sie wtedy algebra
Liego grupy G. Jej struktura algebraiczna koduje calkowita
informacje o lokalnej strukturze G (tj. o tym, jaka jest
grupa G w otoczeniu jedynki). Analiza mozliwych postaci
algebr Liego pozwala wiec lokalnie opisac odpowiadajace
im grupy. Taki jest wierzcholek góry lodowej zwanej teoria
grup Liego ..

maladel1a

Petelki na torusie

Mamy torus i mamy lepka, rozciagliwa nic. Slowo
"lepka" oznacza, ze raz przylozona do torusa
juz sie od niego oderwac nie moze. Moze sie
natomiast dowolnie na nim przemieszczac.
I owijamy torus ta nicia. Np. 3 razy przez otwór,
potem 2 razy dookola calego torusa, potem 5
razy przez otwór, ale w przeciwna strone i 3 razy
dookola calego w te sama strone co poprzednio.

Interesuja nas tylko takie owiniecia, vi których
koniec nitki jest polaczony z jej poczatkiem.
Na t~kich owinieciach bedziemy rachowac.
Podstawowa sprawa przy rachowaniu jest
odpowiedz na pytanie, jakie obiekty sa równe.
Za jednakowe (czyli równe) owiniecia bedziemy
uwazali takie, które mozna nalozyc przez
przemieszczanie nici na torusie.

Dodawac owiniecia bedziemy w naturalny sposób:
po wykonaniu jednego owiniecia nie laczymy
jeszcze jego poczatku z koncem, tylko koniec
traktujemy jako poczatek drugiego owiniecia,
wykonujemy je i dopiero jego koniec laczymy
z poczatkiem pierwszego.,
Pytanie o wlasnosci dodawania owiniec wydaje sie
trudne, a okazuje sie, ze sa one dokladnie takie
jak wlasnosci dodawania "po wspólrzednych" par
liczb calkowitych:

(k, I) + (m, n) = (k + m, 1+ n).

9

Gdyby udalo sie nam to udowodnic, to
znaczyloby to miedzy innymi, ze podany

J

na poczatku przyklad owiniecia jest równy
takiemu: 2 razy przez otwór w przeciwna strone,
a potem 5 razy dookola calego torusa. Bo te
liczby to wlasnie sa oddzielnie zliczane obiegi
przez otwór i oddzielnie - dookola calosci.

Widac wobec tego, jak sie zabrac do dowodu
- wystarczy udowodnic, ze owiniecie (1 raz
przez otwór, 1 dookola i znów 1 przez otwór)
jest równowazne owinieciu (2 przez otwór i
1 dookola). Gdy te trzy owiniecia stanowia cala
petelke, sprawa jest oczywista - wystarczy zaczac
liczyc od "i znów". Nam jednak potrzebna jest
mozliwosc zamiany kolejnosci owijania równiez
wtedy, gdy te owiniecia stanowia fragment
bardziej skomplikowanej petelki. Ale to tez jest
proste do sprawdzenia - rysunek na okladce.

Tak wiec wykazalismy, ze grupa owiniec torusa
jest izomorficzna z grupa par liczb calkowitych.

Plynie stad (i w ogóle z podobny'ch owijkowych
rozwazan na róznych powierzchniach) szereg
wniosków topologicznych, ale to juz inna historia.

Mala Delte przygotowal Marek KORD OS



Z~ykle izometrie zwyklej plaszczyzny Dr hab. Marek KORD OS

Sadzi sie czesto, ze rzeczy doskonale znane, takie, z którymi stykamy sie na co dzien,
nie moga kryc w sobie zadnych zaskakujacych faktów. Tymczasem na ogól jest wrecz
przeciwnie. Chocby izometrie plaszczyzny euklidesowej - przesuniecia, obroty, symetrie
i to, co sie uzyska z ich zlozen. Jest ich wielkie mnóstwo i trudno sie spodziewac, by
dowolnie wybrane dwie sposród nich, powiedzmy rp i '1/;, mialy byc zwiazane jakas
jedna, z góry dana, zaleznoscia. Okazuje sie jednak, ze taka zaleznosc istnieje - zostala
podana np. w artykule W. Guzickiego i P. Zakrzewskiego w Delcie 5/1987-

(1) 2.1,2 -2.1,-2 -2.1,2 4.1,-2 -2.1,2 -2.1,-2 2 'drp'l'rp 'I' rp 'l'rp'l' rp 'l'rp 'I' rp=~.

Prosta to ta równosc nie jest, ale w ogóle samo jej istnienie zaskakuje. Postaramy sie
te równosc udowodnic.

Sto piecdziesiat lat temu matematyk francuski Michel Chasles (czyt. szal) stwierdzil, ze
- kazda izometria plaszczyzny euklidesowej moze byc uzyskana ze zlozenia nie wiecej
niz trzech symetrii osiowych,
- izometriami plaszczyzny euklidesowe} sa tylko przesuniecia, obroty i symetrie
z poslizgiem.
Drugie z tych zdan jest znane jako twierdzenie Chaslesa. Orzeka ono, ze jakkolwiek
nie skladalibysmy izometrii, to ostateczny efekt bedzie przeksztalceniem jednego z tych
trzech rodzajów.

Wypada tu moze objasnic, co to takiego symetria z poslizgiem (w szkole sredniej
uczono o tym tylko 18 roczników licealistów). Symetria z poslizgiem to zlozenie
symetrii osiowej z przesunieciem równoleglym do osi. Zlozenie takie jest dlatego
obdarzone· osobna nazwa, ze jest wszystko jedno, co wykonamy najpierw, a co potem
- symetrie czy przesuniecie. Szczególnym przypadkiem symetrii z poslizgiem jest
symetria osiowa - odpowiada to zerowemu przesunieciu.

Zestawiajac oba przytoczone ustalenia Chaslesa mozemy uzyskac nastepne informacje
o izometriach:
- zlozenie kazdej parzystej liczby symetrii osiowych daje sie zredukowac do zlozenia
dwóch takich symetrii,
- zlozenie dwóch symetrii osiowych o osiach równoleglych jest przesunieciem
o podwojony wektor laczacy te osie i prostopadly do nich,
- zlozenie dwóch symetrii osiowych o osiach przecinajacych sie jest obrotem
o podwojony kat miedzy tymi osiami,
- zlozenie kazdej nieparzystej liczby symetrii osiowych daje sie zredukowac do zlozenia
trzech takich symetrii i jest symetria z poslizgiem.
Pierwsze i ostatnie z tych zdan daja lacznie spostrzezenie, ze kwadrat kazdej izometrii
plaszczyzny jest przesunieciem lub obrotem.

Przy obrocie o kat a nie tylko proste przechodzace przez srodek obrotu, lecz wszystkie
proste zmieniaja swój kierunek o o. Aby sie o tym przekonac, wystarczy skorzystac
z twierdzenia o katach majacych odpowiednie ramiona prostopadle.

Spostrzezenie to pozwala na wyciagrtiecie bardzo ogólnego wniosku:

zlozenie obrotów (o dowolnych srodkach) o katy al, 02, ••., On jest przesunieciem, gdy
a := al + 02 + ...+ On = 2k7r i obrotem o a - w przeciwnym przypadku.

Istotnie - tylko dla przesuniecia kierunek zadnej prostej nie ulega zmianie.

Wszystko to pozwala juz na dowód równosci (l). Jesli sie ma podejrzenie, ze jakas
równosc podobna do niej zachodzi (lub jesli sie przyjmie hipoteze, ze tak jest), mozna
ja znalezc.

Wezmy wiec jakies dowolne dwie izometrie rp i '1/;. Druga potega kazdej z nich jest, jak
wiemy, albo przesunieciem, albo obrotem. Zatem kazda z kombinacji postaci

(2) CI 7'/-1 e 7'/

utworzona przez podstawienie w miejsce 7'/ przeksztalcen rp2 lub rp-2, a w miejsce e ­
t/J2 lub '1/;-2 jest przesunieciem (wystarczy zsumowac katy).

Z kOlei, gdy w (2) zarpwno 7'/, jak i e sa przesunieciami, to otrzymujemy identycznosc.
Istotnie: poniewaz przesuniecia sa przemienne, wiec l

C l 7'/-l e 7'/= C l e 7'/-l 7'/ = id id = id.

I
I
I

" I
"~

~

Q
"'-... .

O

G

10



Rozwiazanie zadania M 526.

Przy oznaczeniaf h j ak na rysunk u
mamy ab = ch. Nierównosc

a+b<c+h

jest r6wnowazna z

a2 + b' + 2ab < c2 + h2 + 2hc,

czyli

o < h'.
co jest oczywiste,

Zatem, aby' otrzymac (1), wystarczy w (2) w miejsce." podstawic tp2, a w miejsce e ­
"p-2 otrzymujac

"p2 tp;-2 "p-2 tp2,

a nastepnie odpowiednio tp -2 i "p-2, co da

1/.12tp2 "p-2 tp-2

i do tych przeksztalcen ponownie zastosowac (2). Da to, w mysl powyzszych uwag,
równosc

id = ("p2 tp2 "p-2 tp-2)-1 (1/.12tp-2"p-2 tp2)-1 ("p2 tp2 "p-2 tp-2) ("p2 tp-2 "p-2 tp2) =
= (tp2"p2 tp-2 "p-2) (tp-2"p2 tp2 "p-2) ('1/.1,2tp2 "p-2 tp-2) ("p2 tp-2 "p-2 tp2) =
= tp2"p2 tp-2 "p-2 tp-2"p2 (tp2 ("p-2 "p2) tp2) "p-2 tp-2"p2 tp-2 "p-2 tp2 =
= tp2"p2 tp-2 "p-2 tp-2"p2 tp4 1/.1-2 tp-2"p2 tp-2 "p-2 tp2,

czyli równosc (1). Aby przeprowadzic te rachunki, trzeba tylko zauwazyc, ze dla
dowolnych przeksztalcen e i ." jest

(e.,,)-1=.,,-lC1.
Tym sposobem równosc (1) zostala udowodniona. Dowód okazal sie krótki i, co wiecej,
opieral sie tylko na informacji, ze ,Jakas taka" równosc ma miejsce. Czy naprawde
tylko? Skad moglismy wiedziec, ze akurat tak nalezy postepowac? Ja te metode
zaczerpnalem z ogólnego pojecia rozwiazalnosci grup - ale to juz inna historia.

Na zakonczenie pytanie dla Czytelników - czy równosc (1), w której wystepuje
28 przeksztalcen, jest naj krótsza równoscia wiazaca, dowolne dwie izometrie
plaszczyzny ?

Patrz w niebo

Gwiazdy nie lubia zyc w samotnosci. Mimo ze dla wielu
osób stwierdzenie to nie jest oczywiste (chocby przez proste
skojarzenie z pozbawionym towarzysza Sloncem), faktem jest, ze
wsród gwiazd przewazaja uklady podwójne, potrójne i w ogóle
wielokrotne. Zreszta gwiazdy nie tylko nie lubia samotnie zyc,
nie lubia równiez samotnie powstawac. Panujacemu dawniej
przekonaniu, ze gwiazdy powstaja pojedynczo, przecza dane
obserwacyjne, Z powodh niezwykle malego prawdopodobienstwa
chwycenia (oczywiscie za posrednictwem pola grawitacyjnego)
jednej gwiazdy przez druga, obserwowano by miliony razy
mniej ukladów wielokrotnych niz to jest w istocie. Istniej a
równiez bardziej bezposrednie dowody obserwacyjne na to,
ze gwiazdy powstaja w grupach. Mianowicie, stosunkowo
rzadko wystepujace wsród ogólu gwiazd olbrzymy typów O
i B oraz obiekty typu T Tauri (teoria ewolucji przewiduje, ze
jedne i drugie sa gwiazdami mlodymi) tworza miejscami luzne
zbiorowiska, których nie mozna uznac za przypadkowe fluktuacje
w rozmieszczeniu gwiazd na niebie. Zbiorowiska te, zw'ane
asocjacjami, sa wlasnie miejscem narodzin gwiazd. Hipoteze
taka wysunal w koncu lat 40. naszego wieku radziecki astrofizyk
W.A. Ambarcumian. Za jej slusznoscia przemawia fakt, ze
asocjacje sa utworzone z obiektów mlodych, a takze ich zwiazek
z mglawicami gazowo-pylowymi, z których powstaja nowe
gwiazdy. Asocjacje sa rozproszone po ramionach spiralnych
Galaktyki, co miedzy innymi przyczynilo sie do poznania
budowy tych ramion. Szczególnie bogate w gwiazdy asocjacje
wystepuja w gwiazdozbiorach Oriona i Perseusza.

Wiele cech laczy asocjacje z bardziej zlozonymi ukladami gwiazd
- gromadami otwartymi - i wlasciwie trudno okres1ic scisla
granice miedzy tymi obydwiema grupami. W wielu przypadkach
trudno stwierdzic, czy mamy do czynienia z grotnada otwarta,
czy tez liczna i zwarta asocjacja. Czesto bywa, ze gromady
otwarte gwiazd stanowia jadra asocjacji. Gromady otwarte
równiez "zamieszkuja" przede wszystkim ramiona spiralne
Galaktyki. Z punktu widzenia obserwacji amatorskich gromady
sa jednak znacznie wdzieczniejszymi obiektami. Któz nie zna
Plejad! Nie sposób nie zauwazyc na niebie tej zwartej gromadki
szesciu gwiazd (od trzeciej do piatej wielkosci gwiazdowej).
Warto jednak przyjrzec sie im dokladniej - w sprzyjajacych
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warunkach atmosferycznych i korzystnym usytuowaniu Plejad
(odpowiednio wysoko nad horyzontem, np. teraz - zima)
bystry obserwator moze doliczyc sie w sumie kilkunastu gwiazd
w tej gromadzie. Plejady stanowia równiez wspanialy obiekt
dla niewielkich lunet amatorskich. Nieco mniej efektowna
jest naj blizsza gromada otwarta - Hiady. Zarówno Hiady,
jak i Plejady leza w gwiazdozbiorze Byka, przy czym Hiady
znajduj a sie w okolicy najjasniejszej jego gwiazdy - Aldebarana
(sam Aldebaran do Hiad nie nalezy).

Zasadniczo odmienne od wymienionych wyzej zbiorowisk
gwiazd sa gromady kuliste. Inna jest ich budowa - znacznie
wieksza liczebnosc gwiazd, wieksza gestosc przestrzenna,
charakterystyczny kulisty ksztalt z silna koncentracja ku
srodkowi. W przeciwienstwie do asocjacji i wiekszosci gromad
otwartych gromady kuliste skladaja sie przede wszystkim
z naj starszych gwiazd naszej Galaktyki. Inne jest równiez
ich rozmieszczenie. Gromady kuliste wystepuj a w tzw. halo
(skladowej sferycznej) wokól dysku Drogi Mlecznej. Odmienne
rozmieszczenie w Galaktyce powoduje ciekawe konsekwencje
w obserwowanych ruchach gromad. Gromady otwarte
i asocjacje wraz ze Sloncem i wiekszoscia'gwiazd z jego
otoczenia uczestnicza w ruchu obiegowym wokól masywnego
centrum Galaktyki. Ruchy obiektów tego typu sa dla nas
powolne, poniewaz sami wraz z calym U~dadem Slonecznym
poruszamy sie w podobny sposób. Te zas gwiazdy (i ich
uklady), które w rotacji dysku galaktycznego nie uczestnicza,
wydaja sie nam szybkie. Gromady kuliste zaliczaja sie wlasnie
do tej grupy. Oczywiscie, badanie ruchów gromad nie lezy
w zakresie mozliwosci obserwacji amatorskich. Mozna jednak
poswiecic troche uwagi obserwacjom samych gromad kulistych.
Najbardziej efektowna wsród nich jest w Centauri. Jednak
jej obserwacje moga planowac tylko osoby, które wybieraja sie
w dalsza podróz na poludnie (przynajmniej w okolice 'zwrotnika
Raka), gdyz w naszych szerokosciach geograficznych nie jest
widoczna. Warto ,zwrócic uwage na gromady kuliste MI3 i M92
- obydwie w gwiazdozbiorze Herkulesa, który jeszcze o tej porze
roku jest widoczny we wczesnych godzinach wieczornych po
zachodniej stronie nieba. Jasnosci obydwu tych gromad sa na
granicy dostrzegalnosci golym okiem, wiec uzycie lornetki moze
znacznie uatrakcyjnic obserwacje.

mgr Joanna UDALSKA



Dr Tomasz KWAST

PminPmin.

Grupy gwiazd

Pojecie grupy gwiazd jest pelne sprzecznosci. Grupy gwiazd istnieja, o czym latwo
przekonac sie spojrzawszy przez lunete w niebo, tymczasem nie spelniaja one
niezbednych aksjomatów, np. w grupie gwiazd nie ma zadnego elementu odwrotnego.
Dlaczego wiec grupy gwiazd istnieja?

Pozartowalismy, ale ostatnie pytanie jest pytaniem niebanalnym, bowiem .ka.zda
grupa gwiazd (obojetne, czy jest nia asocjacja, gromada otwarta, kulista, czy wrecz
galaktyka) powinna sie kiedys rozproszyc. Mianowicie wskutek bliskich spotkan
gwiazdy na siebie dzialaja losowo, w wyniku czego gromada ulega "mieszaniu"
i dazy do stanu równowagi. Jednym z tego przejawów jest "maxwellizacja" rozkladu
predkosci 'gwiazd, zjawisko w pelni analogiczne do zachodzacego w gazie zamknietym
w naczyniu. Ale uklad gwiazdowy nigdy nie ma scianek, dlatego gwiazdy, które
przypadkiem osiagnely predkosc przekraczajaca predkosc ucieczki z gromady, moga
ja opuscic. Tak wiec kazdy uklad gwiazdowy nieustannie traci gwiazdy i nieustannie
usiluje odtworzyc "szybki koniec" rozkladu predkosci, a scisly stan równowagi jest
z zasadniczych przyczyn nieosiagalny.

Trwalosc gromady zalezy wlasnie od tempa, w jakim zachodzi odtwarzanie rozkladu
Maxwella. Miara tego tempa jest tzw. czas relaksacji, czyli w gruncie rzeczy czas, po
którym gromada sie wymiesza. Precyzyjnie jest on definiowany rozmaicie - mówi sie
o zmianach porównywalnych z poczatkowymi parametrami ruchu (predkosci, energii,
kierunku itp.). Okazuje sie, ze wszystkie te podejscia prowadza do bardzo zblizonych
wyników. Tu spróbujemy obliczyc (stosujac liczne uproszczenia), po jakim czasie
suma kwadratów zmian predkosci sredniej gwiazdy (zmian doznawanych przy kazdym
spotkaniu z inna gwiazda) osiagnie wartosc równa kwadratowi predkosci. Dodajmy,
ze chodzi tu, oczywiscie, o predkosc gwiazdy wzgledem innej gwiazdy, a nie wzgledem
calego ukladu gwiazdowego (np. wynikajaca z jego rotacji).

Krok 1. Przyjmijmy, ze w jednym spotkaniu o parametrze zderzenia p (rys.l) predkosc
gwiazdy zmienia sie o tyle, ile wynosi druga predkosc kosmiczna v w odleglosci p (masy
gwiazd m uznajemy za jednakowe, G oznacza stala grawitacji):

v2 2Gm
.ó.v= - = --o

v pv

Przyznaje, ze jest to naciagniete, ale wynik ten mozna uzyskac ,uczciwie, choc zmudnie.
Co wiecej, spotkania gwiazd na ogól zachodza w duzej odleglosci (duze p, poniewaz
uklady gwiazdowe sa raczej "rzadkie"). Dlatego predkosc v niewiele rózni sie od
predkosci w nieskonczonosci i ~oze byc równiez rozumiana jako typowa predkosc
wzgledna.

Krok 2. Obliczmy skutek wielu spotkan doznanych przez gwiazde w czasie T. Liczba
spotk.an o parametrze zderzenia p -;- p + dp jest równa liczbie gwiazd (o gestosci
przestrzennej n) w walcowej warstwie o tych promieniach i dlugosci vT (rys.~), czyli
21l"pdpvTn. Zatem suma kwadratów zmian predkosci przy wszelkich parametrach
zderzenia wynosi

v3
T = ------:-----;--~.

81l"G2m2nln (Pmax/Pmin)

Krok 4. Pozbywamy sie Pmax, P';'in i v zastepujac je przez bardziej "namacalne"
wielkosci. Jako pmax mozna przyjac charakterystyczny rozmiar R calej gromady:
Pmax = R. Za Pmin uznajmy taki parametr zderzenia, gdy przyspieszenie ze strony
wlasnie napotkanej gwiazdy jest równe przyspieszeniu ze strony calej gromady

Gm GM R
-2- = R2' skad pmin = . ru'Pmin yN

gdzie M = Nm jest masa calej gromady liczacej N gwiazd, przy czym
N.= ~1l"R3n.

Krok 3. Z definicji T nazwiemy czasem relaksacji, gdy 2:).ó.V)2 stanie sie równa v2.
Stad

Rys.2

v

Dla ukladu czastek o jednakowych
masach w równowadze
termodynamicznej funkcja rozkladu
Maxwella okresla liczbe czastek
(gwiazd) poruszajacych sie
z predkosciami z przedzialu v + v+dv.
Ma ona postac

( )3/'J(v)dv=4rr ~ e-:-''''v'dv,

gdzie a = ~, a kreska oznacza
wartosc srednia. Orientacyjny ksztalt
funkcji J przedstawia wykres.

N(y)
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Twierdzenie o wiriale glosi, ze
w stacjonarnym ukladzie wielu
czastek suma energii potencjalnej i
podwojonej energii kinetycznej jest
równa zeru. St&d mozna wyprowadzi~
zaleznos~ uzyta w kroku 4. Zalozenie
stacjonarnoll"ci mozna oslabi~, a samo
twierdzenie stosuje sie zarówno
do ukladów gwiazdowych, jak
i ukladów mikroczastek, takich jak gaz
w naczyniu lub pojedyncza gwiazda.

W rezultacie

ln pmo.: '= !. ln N.
Pmin 2

Wreszcie na mocy twierdzenia o wiriale przyjmujemy, ze v2 = GM/2R. Po tych
wszystkich podstawieniach dostajemy wreszcie

T_l VNR3 1- 60 Gm lnN
w jednostkach MKS, lub

T = 7,3 .lQSYNR3/logN lat,

gdy R wyrazimy w parsekach, a wszystkie gwiazdy maja mase równa masie Slonca.*' I tak mamy odpowiedz na nasze pytanie. Nie jest nawet szczególnie wazne, ile
dokladnie gwiazd ma predkosc przekraczajaca predkosc ucieczki z gromady (byle nie za
duzo - nawiasem mówiac przy rozkladzie Maxwella liczba.ta wynosi 0,0074 calkowitej
liczby gwiazd). Istotne jest, ze jezeli te gwiazdy uciekna, to rozklad'Maxwella zostanie
odbudowany po czasie T. Biorac N i R dla realnych ukladów gwiazdowych mozna
to juz latwo obliczyc. Dla Plejad N = 300, R = 3,5 pc i wtedy T = 3 . 107 lat. Jest
to charakterystyczne dla wszystkicH gromad otwartych - rozpraszaja sie one w czasie
porównywalnym z jednym obrotem Galaktyki. Natomiast dla typowej gromady kulistej
N = 105, R = 100 pc i wtedy T = 4,6· 1010 lat, co jest porównywalne z wiekiem
Wszechswiata. Gromady kuliste mieszaja sie wiec bardzo powoli, sa bardzo trwale,
a zdazyly sie do dzis zrelaksowac, poniewaz powstaly dawno, w innych warunkach,
gdy gestosc Wszechswiata byla wieksza. Wreszcie sama Galaktyka ma N = 2 . 1O11

i R = 15 000 pc, dla niej wiec T = 5,3 . 1016 lat, co jest juz z niczym nieporównywalne.
Galaktyka jest bardzo daleka od stanu równowagi, od zrelaksowania, o czym swiadczy
banalny fakt, ze ma ona bardzo skomplikowana budowe.

$
~

Zadania

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

Redag~je dr Rafal STARONSKI

F 258. Z przewodzacego drutu o oporze wlasciwym p i polu przekroju S wykonano
obwód Vi ksztalcie rombu o boku a i kacie ostrym a = 60°. Obwód podlaczono do
zródla pradu o sile elektromotorycznej E na dwa sposoby - patrz rysunek 1 a i b.
Obliczyc natezenie B indukcji magnetycznej w srodku r9mbu.
Rozwiazanie na str. 2

F 259. Z odcinków drutu o jednakowym oporze R wykonano obwód przedstawiony,
na rysunku 2, który podlaczono do zródla pradu w punktach C i G. Znalezc stosunek
ilosci ciepla wydzielajacego sie w odcinkach drutu BD, BC, CD, AB i BE w ciagu
tego samego czasu. Czy zmienia sie te stosunki, jezeli opór odcirika BD bedzie równy
zeru, a odcinka CD równy 2R ?
Rozwiazanie na str. 4

A

Rys.l

Rys.2

M 526. Udowodnic, ze w trójkacie prostokatnym suma dlugosci przyprostokatnych
jest mniejsza od, sumy dlugosci przeciwprostokatnej i opuszczonej na nia wysokosci.
Rozwiazanie na str. 11

M 52'1. W loterii jest n losów, z czego k wygrywa, a m daje prawo do wyciagniecia
nastepnego losu. Jaka jest szansa wygranej?
Rozwiazanie na str. 3

M 528. Kula toczy sie po dwóch przecinajacych sie prostych. Udowodnic, ze srodek
kuli porusza sie po ,luku elipsy.
Rozwiazanie na str. 3
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Klub 44

!=44
Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 1989

Zadania z matematyki nr 181, 182

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

181. Na. plaszczyznie dany jest okrag k oraz rozlaczna z nim prosta ,. Rozwazamy
wszystkie okregi o srodkach na prostej " styczne zewnetrznie do k. Czy istnieje
poza prosta l punkt, z którego wszystkie odcinki zawarte w l, bedace srednicami
rozwazanych okregów, sa widoqne pod jednakowym katem?

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

182. Wyznaczyc wszystkie liczby naturalne n o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnych
.. h li b . ó . 1 . b'" (l l l l l l )meuJemnyc cz al, ••• , an o sumIe r wneJ mozna roz ICCIag 4' 4' 8' 8' 16' 16""

na n podciagów tak, by suma szeregu utworzonego z wyrazów i-tego podciagu byla
równa ai (i = 1, ... , n).

Zadanie 182 zaproponowal pan Jan Ciach z Ostrowca Swietokrzyskiego.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 8/1988

178. Czy szereg'postaci 2:e"n-l. gdzie e" E {+1,-l},
lim(e, + ... + e,,)n-l = O, moze byc rozbiezny?

Przypominamy tresc zadan

174. Dowiesc, ze dla x, y, z wymiernych, x o/- y o/- z o/- x,
licz.ba (y - z)-2 + (z - x)-2 + (x - y)-2 jest kwadratem lio,by
wymiernej.

Niech

M = {Tkr : T = 2,3,4, ... } = {2, 3,8, 10, 12, 14, 24,27, ... }.
Wezmy pod uwage szereg

+...+ (-kI +"'+-k-l-) -kI .2 ,,-l 2 " - 1 n-"-l

Suma ulamków w kazdym nawiasie przekracza 1/2. Zatem
n-ta suma czesciowa szeregu (2) jest wieksza od

l( 11 1)- l+-+-+'''+-k- ,2 2 3 n-l
a to dazy do nieskonczonosci. Tak wiec szereg (2) jest
rozbiezny.

lim rq = 00, lim kr = 00.
q-co r-co

Oczywiscie

(5)

Wobec tego z nierównosci (5) wynika relacja graniczna (4),
a to znaczy, ze szereg (3) ma wlasnosci, o które chodzilo.
Odpowiedz na postawione w zadaniu pytanie jest
twierdzaca.

Oznaczmy:
el e2 en

Sn = T +2" +...+ n'
, 1 1 1 ()n-l 1Sn = 1- - + - - - +...+ -1 .-.234 n

Z rozbieznosci szeregu (2) oraz zbieznosci szeregu (1)
wynika rozbieznosc szeregu (3), bowiem

Sn - s~ = L ~-400 (przy n -400).
m$[n/2)

mEM

Pozostaje dowiesc, ze lim(el + ... + en)n-l = O. Wystarczy
ograniczyc uwage do n parzystych: n = 2q. Zauwazmy, ze
el + ... + e2q = 2Tq, gdzie Tq jest liczba elementów zbioru
M n (O; q). Mamy wiec wykazac, ze

(4) lim !... T q = O •
c q-oo q

Elementami zbioru M n (Ojq) sa poczatkowe wyrazy
ciagu (Tkr):

Mn(Ojq} = {Tkr : T=2,3, ... ,rq+l}.

W szczególnosci liczba rqkrq nalezy do' tego zbioru, a wiec
nie przekracza q. Zatem

00 1
LTkr'r=2

(2)

Mamy nierównosc

173. W szeregu anharmonicznym
111

(1) 1--+---+ ...234

zmienimy niektóre minusy na plusy. Czestosc zmian
bedzie na tyle duza, ze powstanie szereg rozbiezny, a
jednoczesnie na tyle mala, ze spelniony bedzie warunek
podany w zadaniu.

Dla dowolnej liczby naturalnej T ~ 1 przyjmijmy
kr = [log2T]:

kI = O, k2 = ka = 1, k, = ks = k6 = k7 = 2,

Wykazemy najpierw rozbieznos~ szeregu

00

(3)

gdzie
en = {~-1

dla n nieparzystych,
dla n parzystych, gdy n/2 E M,
dla n parzystych, gdy n/2 fi. M.

174. Oznaczmy badana, liczbe przez t oraz przyjmijmy
u = (y - Z)-l, V = (z - Xl-l, W = (x _ y)-l.
Zatem U-l + V-l + W-l = O, a stad

t = u2 +v2 +w2 = (u +v +W)2 - 2(vw +wu +uv) =
= (u +v +W)2 - 2uvw(u-l +V-l +W-l) = (u + v +W)2.
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C.olówka llgl •• dan1ow~ ,.K.Jub " P'
po u•••glednieniu oc.n "",,ri..-n

•..w. 67 (WT~2,69) i 68'(WT=I,24)
• num.ru (/1988

Bogusl_. Miki.I•• ie. - Brodnie_ «,26pkt
Pio'r Bal_ - Tbrun (1,68pkt
Roman Mulial - Kuowie. 31,62pkt
Pio'r Koc&yl\ali - Waru_ •• 29,73pkt
P_wel Perkowaki - S•••• ein 29,73pkt
Wi.II_. Kaeprsak - Krak6. 28,39pkt
Adam Sikoraki - Lublin 26,63pkt
AJ.band.r Surma - Myw6. 23,23pkt

Do gron_ ell0nk6. Klubu « r d~ •• , jakOjed.nuly
pan Miki.I.wiel,

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kOliea miesiaca
n + 2, Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladno~cia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Zadania z fizyki nr 19, 80

Redaguie dr Andrzei NADOLNY

'19. Podczas prób podlaczenia trójlampowego zyrandola z dwiema zarówkami
100-watowymi i jedna 60-watowa do sieci zaopatrzonej w dwa wylaczniki stwierdzono,
ze zarówj.d 100 W swieca normalnie przy wlaczonym wylaczniku (1) oraz przy obu
wylacznikach wlaczonych, podczas gdy zarówka 60 W swieci tylko przy wlaczonym
wylaczniku (2) i to slabi~j niz normalnie.
Podac najbardziej prawdopodobny schemat obwodu elektrycznego.

80. Wytwarza sie obecnie wiazki "ultra zimnych" neutronów o energii
kinetycznej 10-7 eV. Jaka jest predkosc tych neutronów i jak zachowuja sie one
w ziemskim polu grawitacyjnym? Czy wiazka "ultra zimnych" neutronów ulega
dyfrakcji na krysztalach? W jaki sposób mozna by przechowywac takie neutrony
przez pewien czas (krótszy od czasu zycia swobodnego neutronu) w ograniczonej
przestrzeni ?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 8/1988
7'1. Rzeka o jednorodnym wartkim nurcie i szerokosci d
opada w pewnym miejscu gwaltownym wodospadem (rys.1).
W odleglosci I od wodospadu, w góre rzeki (w punkcie A) skacze
do wody plywak, pragnacy_przeplynac na drugi brzeg. W jakim
kierunku powinien on plynac, aby miec najwieksze szanse
osiagniecia drugiego brzegu powyzej wodospadu? Przyjmujemy,
ze plywak plynie caly czas ze stala (najwieksza osiagalna)
predkosci a,.

Przypominamy tresc zadan

72. W wyniku parowania wody wzrosla wilgotnosc powietrza
nad jeziorem z 60% do 90%, nie ulegla natomiast zmianie
ani temperatura powietrza T = 300 K, ani cisnienie
atmosferyczne p = 1.00 kPa. Czy zmienila sie przy tym gestosc
samego powietrza (bez pary wodnej) ? Jesli tak, t.o w jakim
stosunku? Cisnienie nasyconej pary wodnej w temperaturze
300 K wynosi 3,5 kPa.

Rys. l

Rys.2

RysA

vn~

' ....

(/ Vp'\ . I
\ I
\ /" /

..•.•. --- ..••.

Rys.3

'11. Zalózmy, ze znany jest stosunek predkosci plywaka wzgledem wody Vp do predkosci
nurtu rzeki Vn• Jesli vp/vn > d/l, plywak moze plynac prostopadle do brzegu, co
zapewnia przebycie rzeki w naj krótszym czasie. Wektor predkosci wypadkowej v
tworzy wówczas z brzegiem kat El = arctg(vp/vn) (rys.2). W przypadku, gdy vp > vn,
mozna uzyskac dowolna wartosc kata El, odpowiednio dobierajac kierunek wektora vp.
Dla vp < Vn maksymalny kat e jesf osiagany, gdy v ..l vp (rys.3). Warunkiem sukcesu
jest e > a, gdzie a = arctg(d/l), skad wynika

(*) vp > ~.
YVn2-vp2-l

Jesli stosunek vp/vn jest nieznany, powinno sie postepowac jak w przypadku
granicznym, dla którego we wzorze (*) wystepuje znak równosci. Oznacza to
prostopadlosc wektora vp do linii AR (rysA). Ten sposób postepowania gwarantuje
bezpieczne przeplyniecie rzeki, o ile to tylko mozliwe.

'12. Cisnienie atmosferyczne jest równe sumie cisnien parcjalnych poszczególnych
skladników powietrza. Poniewaz cisnienie parcjalne pary wodnej wzroslo o /)"p =
= (90% - 60%) . 3,5 kPa ~ 1 kPa, a cisnienie atmosferyczne nie uleglo zmianie,
wobec tego cisnienie pozostalych skladników powietrza zmalalo o /)"p. Traktujac
suche powietrze jako gaz doskonaly o pewnej sredniej masie molowej, mozemy
napisac równania Clapeyrona dla jednostkowej objetosci V zawierajacej odpowiednio
w poczatkowej i koncowej sytuacji nI i n2 moli gazu:

p'V = nlRT, (p' - /)"p)V = n2RT,

gdzie p' = p - 60% . 3,5 kPa= 98 kPa jest poczatkowym cisnieniem suchego powietrza,
R - stala gazowa. Stad znajdujemy poszukiwany stosunek gestosci:

~ = ~ = p' - /)"p = 0,99.
P2 nI p'
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Podobno w 1870 roku w Paryzu przy calvadosie dwaj studenci
CamiJJe'a Jordana - Felix Klein i Sophus Lie - podzielili sie
badaniem grup. Obaj uwazali grupy za niezmiernie wazna i
malo opracowana galaz matematyki. Problematyka ta wydawala
sie im tez zbyt rozlegla, by mozna bylo badac jej calosc. Klein
wzial wobec tego grupy dyskretne (obrazy dowolnego punktu
uzyskane za pomoca przeksztalcen grupy sa izolowane), a Lie ­
grupy ciagle.

W liscie do Corneliusa Lanczosa Einstein stwierdza
... przeksztalcilem sie, dzieki pracy nad problemem grawitacji,

w wierzacego racjonalistt;, to znaczy w kogoi, kto jedynego 4utentycznego

zródJa prawdy doszttkti.je sie w rr..atematycznej prostocie. To, co logicznie
proste, nie musi byc - rzecz jasna - prawdziwe, ale to, co jest fizycznie
prawdziwe, jest logicznie proste .

Gwiazda 1-' Cephei jest czerwonym nadolbrzymem o masie 20
i jasnosci 105 jednostek slonecznych. Jej srednica wynosi
9 j.a., czyli jest niemal rozmiarów orbity Jowisza. Gwiazda ta
traci materie i jej wlasne swiatlo rozproszone w tym wietrze
gwiazdowym daje poswiate jeszcze w odleglosci 10000 j.a.
Gwiazda ta lezy w odleglosci 330 pc, zatem swiecaca otoczka
o srednicy 20 tys. j.a. jest widoczna pod katem l', a wiec
w zasadzie na granicy rozdzielczosci oka.

*~~~
(,v ~ It ;.~(
Gerolamo Cardano (1501-1576) - którego imie nosza wzory na
pierwiastki równan trzeciego stopnia (których odkrywca byl
prawdopodobnie Tartaglia), oprócz matematyki zajmowal sie
filozofia i ... astrologia. Ulozyl horoskop, w którym przewidzial
dokladna date swojej smierci. Gdy nadszedl wyznaczony dzien
... popelnil samobójstwo.

Galaktyka M 82 wyglada jakby byla niemal w calosci ogarnieta
eksplozja pochodzaca z centrum - i tak tez interpretowano
zazwyczaj jej postac. Tymczasem pod koniec lat 70. podano
zupelnie inny model galaktyki. Jej podczerwone widma okazaly
sie bowiem niezwykle podobne do widma mglawicy M 42
w Orionie, bedacej jednym z najlepiej znanych obszarów
formowania sie gwiazd w naszej Galaktyce. Mozliwe jest
zatem, ze galaktyka M 82 zawiera 105 "mglawic Oriona". Takie
nagromadzenie obszarów powstawania nowych gwiazd moze
prowadzic do wybuchania jednej supernowej co trzy lata, co
z kolei tlumaczyloby obserwowana aktywnosc galaktyki.

9i~t'73W" \0" \(~* '"$~
(,\,;. " f.r !t. fr~:7 ~'J. 11\

Niektóre krysztaly po zmianie temperatury wykazuja
polaryzacje elektryczna - zjawisko piroelektryczne. Efekt ten nie
moze wystapic, gdy krysztal ma srodek symetrii. W krysztale

- takim nie moze równiez wystapic zjawisko piezoelektryczne
(polaryzacja elektryczna pod wplywem sciskania).

W europejskim Centrum Badan Jadrowych (CERN) udalo sie
utrzymac w pulapkach jonowych pojedyncze antyprotony przez
okolo 10 minut. Aby przedluzyc czas utrzymania antyprotonów
do l roku, konieczne jest osiagniecie stanu wysokiej
prózni, rzedu 10-12 paskala. Celem tych doswiadczen jest
sprawdzenie równosci mas protonów i antyprotonów_ Zgodnie
z twierdzeniem CPT, masy czastek i antyczastek powinny byc
równe. Wyniki dotychczasowych pomhu-ów z dokladnoscia
10-5 sa zgodne z przewidywaniami teoretycznymi, a nowe
doswiadczenia z antyprotonami w pulapkach jonowych pozwola
osiagnac dokladnosc o 4 rzedy wielkosci lepsza.

Jesli w grupie G zawarta jest grupa G', to G' nazywamy
podgrupa grupy G. Gdy G ma skonczona liczbe elementów,
to liczba elementów G' dzieli liczbe elementów G. Udowodnil
to Joseph Louis Lagrange. Stad np. podgrupami kazdej grupy
siedmioelementowej sa tylko ona cala i grupa zlozona z samego
elementu neutralnego.'

Stala sloneczna nazywamy ilosc slonecznej energii padaj acej
w jednostce czasu na jednostke powierzchni ustawionej
prostopadle do kierunku na Slonce (poza atmosfera). Pierwszy
jej pomiar (oczywiscie nie poza atmosfera) wykonal Claude
Pouillet w 1837 roku. Obecnie pomiary te wykonuja sztuczne
satelity. Wbrew nazwie wielkosc ta nie jest stala (jej srednia
wartosc wynosi 1368,2 W 1m2). Wykazuje ona wahania zalezne
od stanu aktywnosci slonecznej, zwiazane z rotacja Slonca,
jego pulsacjami, ale tez drobne zmiany systematyczne (maleje
o 0,04% rocznie) - nie wiadomo na razie jak je zinterpretowac:

.W teorii oddzialywan elementarnych wielka role odgrywaja
symetrie: P - odbic przestrzennych (zmiana wektorów
polozenia r na -r), T - odwrócenia biegu czasu (t -+ -t) i
C - sprzezenia ladunkowego (zamiana czastki na odpowiadajaca
jej antyczastke). W ramach kwantowej teorii pola dowodzi
sie twierdzenia CPT, mówiacego, ze oddzialywania sa
niezmiennicze wzgledem jednoczesnej transformacji C, P i T.
Stad wynika szereg podstawowych praw fizyki, np. równosc mas
i czasów zycia czastki i jej antyczastki. Dotad nie stwierdzono
odstepstw od niezmienniczosci CPT. Natomiast stwierdzono, ze
oddzialywania slabe, odpowiedzialne np. za rozpad {1neutronu,
nie sa niezmiennicze wzgledem P, a rozpady mezonów KO
wzgledem transformacji C P.
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Szarada
Delta przed Toba RAZ-DZIEWIEC-SZÓSTA.
Jest OSIEM-SIÓDMA, lecz nie jest pusta.
Do DWU-SiÓDMEGO wiec Czytelniku,
bo ciekawostek tutaj bez liku.

Od geometrii zaczniemy wlasnie.
PIEC-TRZY-DWANASCIE kazdy DWANASCIE
OSIEM prostemu równy katowi.
"Pi" to SZESC-SIÓDMA, kazdy to powie.
JEDYNKA-DZIEWIEC-TRZY-CZTERY - bryla
ta dobrze znana juz dawno byla.
RAZ-D ZIEWIEC-TRZY -OSM pieciokatami
moga sie wszyscy zabawic sami,
skleiwszy DZIESIEC-JEDENAS-CZW ARTY
otrzymac model podziwu warty.

DWA-JEDENASCIE-DZIEWIATKA przez dwa
liczba parzysta reszte zero da.

Kto hasla szuka, niech sie nie boi,
PIEC-SZESC don droga DZIESIECIO-DWOI.
Kto DZIESIEC, ten niech sylaby wstawi.
PIEC-TRZY do celu - konca zabawy.

Kolejnym liczbom odpowiadaja sylaby, które po odgadnieciu
i uporzadkowaniu dadza rozwiazanie - nazwy kilku figur
geometrycznych. J. W.
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Krzyzówka z haslem
Poziomo: 1) brzeg kuli, 6) wektor jednostkowy, 8) odwrotnosc
pochodnej,9) matematyk angielski (1793 - 1841), 'Stworzyl
podstawy teorii potencjalu, 11) odwrotnosc funkcji
hiperbolicznej, 12) figura zlozona z odcinków, 14) proste
urzadzenie rachunkowe, 15) liczba przyporzadkowywana
macierzy, 19) zbiór elementów numerowanych liczbami
naturalnymi, 21) 100, 22) nalezy do zbioru, 28) matematyk
wloski (1501 - 1576), podal ogólne rozwiazanie równania
stopnia trzeciego, 24) wynik odejmowania, 25) wielkosc kata,
27) odwrotnosc funkcji trygonometrycznej, 29) wspólczynnik
zmiany wielkosci przy jednokladnosci, 31) matematyk angielski
(1643 - 1727), wspóltwórca rachunku rózniczkowego i calkowego,
32) ciag arytmetyczny lub geometryczny, 34) prosta lub
krzywa, 35) ma kierunek, zwrot i dlugosc, 37) dualnosc,
39) sklada sie z wektorów liniowo niezaleznych, 40) czesc
zbioru, 41) 0,1,2,3,4,5,6,7,8 lub 9, 43) jeden z trzech w trójkacie,
45) l/cos, 46) tworza go dwie pólproste, 48) punkt przeciecia
wysokosci, 49) liczbowa lub symetrii, 50) struktura algebraiczna
z jednym dzialaniem, 52) matematyk norweski (1802 - 1829),
dowiódl nierozwiazalnosci w postaci ogólnej równan stopni"
piatego, 53) wykres sinusa.

Pionowo: 2) regularny (wielokat lub wieloscian), 3) matematyk
niemiecki (1826 - 1866), zajmowal sie teoria calki, 4) matematyk
niemiecki (1843 - 1921), jedna z waznych nierównosci nazwana
jest jego nazwiskiem, 5) fragment powierzchni w przestrzeni,
6) imie Sierpinskiego, 7) otwarty podzbiór plaszczyzny,
10) + lub -, 12) kawalek okregu, 13) tablica z liczbami,

14) Eratostenesa, 15) bryla powstala przez obrót ~rostokata,16) nie stala, 17) dzial matematyki, 18) element n\mtralny
dodawania, 20) ma ja ciag zbiezny, 21) bryla powstala przez
obrót trójkata, 23) czesc calkowita logarytmu, 25'f czesc
ulamkowa logarytmu, 26) wirowosc pola wektorowego,
27) Euklidesa, 28) 1/860 kata pelnego, 29) matematyk
holenderski, wyliczyl 35 znaków dziesietnych liczby,.-,
30) pozadana wlasnosc odwzorowania przestrzeni liniowych,
88) liczb, prawdopodobienstwa lub wzglednosci, 36) czworokat
foremny,38) ma trzy katy, 39) figura przestrzenna,'40) krzywa
o równaniu II = z2, 42) pozostaje przy dzieleniu, 44) brzeg kola,
45) imie Banacha, 47) bryla w ksztalcie detki, 51) F>l 3,14.

Litery·z pól ponumerowanych od 1 do 20 dadza rozwiazanie.
J. W.

Rozwiazania prosimy nadsylac do dnia 15 II 1989 r.
Wsród Czytelników, którzy nadesla prawidlowe
rozwiazania zarówno krzyzówki, jak i szarady, zostanie
rozlosowane 10 ksiazek.

NA OKLADCE prezentujemy tablice liczb pierwszych
do 98000.

Liczby w lewej skrajnej kolumnie oznaczaja tysiace, w górnym
wierszu setki, w drugim od góry dziesiatki, litery zas mówia,
jakie cyfry jednostek maja liczby pierwsze w danej dziesiatce
(wedlug kodu zamieszczonego obok tabeli). I tak np. litera H
w przecieciu wiersza 75 z kolumna o numerze 55 oznacza, ze
liczby 75553 i 75557 sa pierwsze i zadna inna liczba z tej
dziesiatki nie jest pierwsza.

Poniewaz w kazdej dziesiatce (z wyjatkiem pierwszej) sa co
najwyzej cztery liczby pierwsze o koncówkach 1, 3, 7 lub 9, wiec
jest 16 mozliwych ukladów koncówek liczb pierwszych dla kazdej
dziesiatki. W tabeli wystarczylo wiec uzyc 17 liter (w tym jedna
- tylko dla pierwszej dziesiatki).

Pomysl takiej tabeli zaczerpnelismy z artykulu Sola Weintrauba
A Compact Prime Li8ting (Mathematic. o! Computation, vol. 28,
nr 127, lipiec 1974, str. 855:"7).


