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Statyka katedr gotyckich - zastosowanie
modelowania fotoelastycznego
Dr hab. Jan KRÓLIKOWSKI

j ,

Zmysly raduja sie rzeczami nalezycie
odmierzonymi, gdyz maja je za sobie
podobne, bowiem zmysl to takze rodzaj
rozumu, jak kazda wladza poznawcza

Tomasz z Akwin u
Summa Theologiae

Wnetrze kosciola w Conques przypomina ciemny i dlugi tunel w porównaniu
z obszernym wnetrzem podobnej do niego wymiarami katedry w Laon. Wnetrze
katedry w Reims to juz pustka rozswietlona kolorowym swiatlem z widkich witrazy,
które zajmuja wiekszosc scian.
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"Problem katedr"
Na przelomie XII i XIII wieku w okolicach Paryza pojawily si~ wielkie katedry
budowane w nowym stylu gotyckim, budowle oparte na koncepcji radykalnie odmiennej
od panujacej poprzednio, rzadzacej stylem romanskim. Na rysunku 1 przedstawiono
przekrój poprzeczny trzech kosciolów: romanskiego St. Foy w Conques (Pld. Francja,
1150), wczesnogotyckiej katedry Notre Dame w Laon (okolo 1160) i jednej z wielkich
katedr Gotyku Wynioslego, katedry Notre Dame w Reims (1211). Porównujac te
budowle zauwazamy, ze
1) katedry gotyckie sa niemal dwukrotnie wyzsze od romanskich,
2) szerokosc nawy glównej zwieksza sie,
3) grub<i>scmurów nawy glównej maleje.

o modelowaniu fotoelastycznym
mozna przeczytac na-str. 17.
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ROBwil\Banie Badania M 521.
Niech ABC. bedzie dany.rt-tr6jkatem.
Istnieje przeksztalcenie afiniczne f,
przeksztalcaj ace ten tr6jkat
na tr6jkat r6wnoboczny A'B'C'.
Wiadomo, ze przeksztalcenia afiniczne
przeprowadzaja elipsy na elipsy oraz
zachowuja stosunek p61. Opiszmy
okrag O' na A'B'C' i niech E bedzie
elipsa, opisana na ABC, przy czym
I(E) = O'. Stosunek pola O' do pola
A'B'C' (a takze pola E do pola
ABC) wynosi r. Zauwazmy teraz,
ze tr6jkatem o najwiekszym polu,
wpisanym w okrag, jest tr6jkat
r6wnoboczny. Ponadto kazda elipse
mozna pr.zeksztalcic afinicznie
na okrag. Dlatego stosunek pola
kazdej elipsy do pola kazdego tr6jkata
wpisanego jest nie wiekszy niz T.

W rezultacie elipsa E = 1-1(0'),
dla której stosunek pól wynosi r, jest
szukanym rozwiazaniem.

ROBwil\Banie zadania M 522.
Mamy

I(s), I(t) == h(ts) ,
gdzie h jest pewna funkcja. Biorac
pochodna obu stron wzgledem
zmiennej s otrzymujemy

I'(s). I(t) = t· h'(ts),

skad po uwzglednieniu
pierwszego r6wnania mamy

I'(s) h'(ts)---t·_-
I(s) - h(ts)'

Po podstawieniu t = ~ otrzymujemy
I'(s)/=~.h'(l) =~.A.
I(s) s hll) s

Zatem

[log I (s )]' = A . ~ ,s

czyli
log I(s) = A . log s + C ,

gdzie C moze byc dowolna stala.
Ostatecznie

I(s) = eC . SA = D· SA,

gdzie D > O.
Wobec tego I jest. (z dokladnoscia
do stalej) funkcja potegowa

Mozliwosc wznoszenia ogromnych, pustych budowli o azurowych scianach zawdzieczali
budowniczowie sredniowieczni wielkiemu wynalazkowi "latajacego" luku przyporowego,
przenoszacego naprezenia górnych czesci scian (pochodzace od ciezaru dachu
i sklepienia nawy) na masywne filary umieszczone na zewnatrz budowli (rysunek na
okladce). Dzieki lukom przyporowym sciana nawy nie przenosila juz duzych naprezen,
co umozliwilo zwiekszenie jej wysokosci, zmniejszenie grubosci i wreszcie przebicie'
w niej ogromnych okien, prawdziwej koronki kamiennych kolumienek, luków i ozdób.
Nie wiemy, kto byl autorem tego wynalazku, ale mozemy dosc dokladnie przesledzic,
jak zostal on dokonany. Stadium posrednim byla tu katedra w Laon, gdzie nad nawami
bocznymi wybudowano jak gdyby drugie nawy, tzw. emporia. Luki sklepien emporiów
przenosily rozpierajace naprezenia nawy glównej na ze~netrzne masywne przypory
sciany nawy bocznej. Pozwolilo to na zwiekszenie wzglednej wysokosci nawy glównej
w stosunku do naw bocznych oraz niemal dwukrotne poszerzenie nawy glównej. Stad
tylko jeden krok do przeniesienia luków emporiów na zewnatrz budynku - czyli do
konstrukcji luku pnyporowego. Pierwszy znany nam luk przyporowy wybudowano
w 1180 r. w katedrze NótreDame w Paryzu, a juz w 1193 r. w Chartres zbudowano
podwójne luki przyporowej dolny przenosil naprezenia statyczne pochodzace przede
wszystkim od sklepienia nawy glównej, górny zas naprezenia dynamiczne zwiazane
z dzialaniem wiatru na wysoki dach katedry.

Mozna powiedziec, ze przelom techniczny dokonal sie wciagu jednego pokolenia
budowniczych. Jak to sie jednak stalo, stanowi zagadke, której rozwiazaniu poswiecili
wiele uwagi historycy sztuki i architektury oraz budowniczowie i konstruktorzy.
Historycy sztuki zwrócili uwage na klimat intelektualny, spoleczny i gospodarczy czasu
katedr, który w Europie Zachodniej byl okresem prosperity gospodarczej oraz wielkiego
rozwoju filozofii scholastycznej. Te niezwykle cenne rozwazania dostarczaja nam
wyjasnien, dlaczego wlasnie wtedy rozpoczeto budowe wiekszych i wyzszych kosciolów,
ale nie tlumacza, jak to moglo byc mozliwe od strony technicznej;

Próby rozwiazania zagadki przez budowniczych i architektów do niedawna nie
doprowadzaly do rozwiazania, a nawet mozna powiedziec,' ze oddalaly nas od niego,
gdyz wiele wyników otrzymanych do 1960 r. okazalo sie po prostu wynikami blednymi.
Istotny przelom zwiazany jest z nazwiskiem prof. Roberta Marka z Uniwersytetu
w Princeton, który w latach szescdziesiatych rozpoczal wraz z grupa wspólpracowników
analize naprezen w budowlach gotyckich poslugujac sie technikami modelowania
w materialach fotoelastycznych. Badania te zostaly w latach siedemdziesiatych
uzupelnione przez obliczenia komputerowe (metodami elementów skonczonych).
Wyniki badan prof. Marka sa zbyt obszerne, zeby mozna je bylo przedstawic w tym
artykule. Ogranicze sie do opisu techniki doswiadczalnej, dzieki której mozna bylo
rozwiazac wiele zagadek, takich jak pytanie czy górne luki przyporowe byly tylko
elementami zdobniczymi lub czy sterczyny na szczytach przypór sa tylko elementami
dekoracyjnymi, czy tez sa niezbedne dla stabilnosci konstrukcji. Nim jednak opisze
wyniki i technike doswiadczalna, musze poswiecic kilka zdan silom dzialajacym na
konstrukcje katedr oraz wlasnosciom materialów budowlanych uzywanych do budowy
katedr.

Sredniowieczne materialy budowlane,
Do budowy francuskich katedr uzywano ciosów kamiennych, najczesciej z wapienia
- kamienia, który mozna latwo obrabiac. Jezeli w poblizu budowy braklo wapienia,
decydówano sie na trudniejszy surowiec - piaskowiec, tuf wulkaniczny lub nawet granit.
Ciosy byly spajane za pomoca zaprawy wapiennej - wodnej zawiesiny krysztalów
wodorotlenku wapnia. Nadmiar wody wyparowywal lub byl wchlaniany przez kamien;
proces wiazania zaprawy trwal od kilku dni do kilku tygodni. Innym waznym
materialem budowlanym bylo drewno. Drewniane belki stosowano w wiezbie dachowej.
Drewno sluzylo równiez do konstrukcji rusztowan podtrzymujacych luki przyporowe od
dolu, do czasu zwiazania zaprawy.

.Wytrzymalosc wapienia - podstawowego budulca katedr - zalezy silnie od rodzaju
naprezenia. Wapien jest stosunkowo odporny na sciskanie w zakresie naprezen
2.107 - 2· 108 N/m2, ale jego odpornosc na rozciaganie jest mniej wiecej dziesiec
razy mniejsza: 2.106 - 2.107 N/m2 . Zaprawa wapienna, oczywiscie po pelnym
zwiazaniu, jest w stanie wytrzymac rozciaganie mniej wiecej dziesiec razy slabsze niz
wapien, tj. 2.105 - 2.106 N/mZ, stanowi wiec naj slabsze ogniwo budynku. Innym
typem naprezen, które wystepuje w obszarach luków przyporowych, jest zginanie.
Jednorodny cios wapienny jest dosc odporny na to odksztalcenie, ale luki przyporowe
byly budowane z wielu bloków kamiennych polaczonych zaprawa i wlasnie zaprawa
miedzy blokami naj slabiej znosi zginanie.

2



polaroid (filtr)przezroczysty model
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Rys.2. Polaryzacyjna analiza naprezen.
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Oswietlajac próbke swiatlem bialym mozemy zaobserwowac piekne interferencyjne
wzory barwne (rysunki na tylnej okladce). Jakosciowo, obszary o duzym zageszczeniu
linii sa obszarami duzych naprezen, naprezenia zginajace charakteryzuja sie niemal
równoleglymi liniami interferencji wzdluz osi elementu, brak linii to male naprezenia.
Metoda polegajaca na wykorzystaniu fotoelastycznosci nadaje sie równiez do
obliczen ilosciowych. Naprezenie Im (na jednostke dlugosci) w punkcie modelu,
charakteryzujacym sie rzedem interferencji N, jest proporcjonalne do N:
(1) Im = K· N,
gdzie czynnik kalibrujacy K mozemy wyznaczyc z niezaleznego pomiaru poddajac
prosty element, np. prostopadloscian, znanym naprezeniom. Za pomoca wzoru (1)
oraz interpolacji mozemy wykonac mape naprezen w modelu. Porównanie naprezenia
statycznego Im W modelu i w konstrukcji w pelnej skali Ip jest mozliwe dzieki
skalowaniu. Jezeli wszystkie elementy konstrukcji sa przeskalowane przez ten sam
czynnik oraz rozklady sil zewnetrznych dzialajacych na model i konstrukcje sa
takie same, wtedy mozna wprowadzic parametr bezwymiarowy wiazacy wymiary
geometryczne, sily zewnetrzne (obciazenia) i naprezenia we~natrz konstrukcji;
parametr ten bedzie mial taka sama wartosc dla konstrukcji i modelu.

W naszym przypadku miedzy naprezeniem I, wysokoscia budynku L i calkowitym
obciazeniem F zachodzi nastepujacy zwiazek:

(2) Im ~: = Ip ~:

(m - model, p - konstrukcja w pelnej skali), czyli

(3) I = I Lm Fp
p m Lp F.,.'

gdzie (L.,./Lp) jest skala modelu, (Fp/ F.,.) jest stosunkiem calkowitych obciazen
konstrukcji i modelu. Za pomoca wyrazen (1) i (3) mozna wiec prosto obliczac
naprezenia konstrukcji o zawilych ksztaltach stosujac badania modelowe.

M<;>delowanie konstrukcji i obciazen katedr
Metoda, która zastosowal prof. Mark, jest znana od szescdziesieciu lat. Polega ona na
wykorzystaniu wlasnosci zywic epoksydowych, tzw. fotoelastycznosci, czyli zamrazania
naprezen. Próbka z materialu fotoelastycznego poddana naprezeniom w temperaturze
okolo 150°C i nastepnie ochlodzona do temperatury pokojowej wykazuje pamiec tych
naprezen. Material fotoelastyczny charakteryzuje sie dwójlomnoscia wymuszona
pod wplywem naprezen, a róznica wspólczynników zalamania promieni zwyczajnych
i nadzwyczajnych jest proporcjonalna do wystepujacego naprezenia. Umieszczajac
próbke w polarymetrze (rys.2) i oswietlajac ja swiatlem 'monochromatycznym
obserwujemy prazki interferencyjne.

Sredniowieczny budowniczy musial wiec zadbac o to, zeby sily rozciagajace i zginajace
byly jak najmniejsze, nie musial zas zbytnio przejmowac sie silami sciskajacymi.
W jaki sposób umiano ocenic, czy sily nie przekroczyly wartosci dopuszczalnych? Nie
wiemy dokladnie, jak to robiono, o~omna role odgrywalo z pewnoscia doswiadczenie,
wieloletnie terminowanie w zawodzie. Byc moze wykorzystywano pewna specyficzna
wlasnosc budowli wiazanych zaprawa wapienna, która ma stosunkowo dlugi czas
wiazania. Po wymurowaniu elementów budynku, zas przed ostatecznym zwiazaniem
elementów zaprawy mozna czesciowo usunac rusztowanie. Jezelinaprezenia sa
zbyt duze, zaprawa zaczyna wtedy pekac. Mozna ustawic rusztowanie z powrotem
i wzmocnic konstrukcje. Warto zwrócic tu uwage, ze katedra gotycka ~a w zasadzie
strukture modularna - sklada sie z wielu identycznych sekcji. Doswiadczenia zebrane
przy konstrukcji pierwszej sekcji moga byc przeniesione bez zmian na nastepne.
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Metoda ta jest powszechnie stosowana np. w przemysle lotniczym lub przy
projektowaniu oslon reaktorów elektrowni atomowych. Zastosowanie jej do badania
katedr wymagalo zbadania obciazen dzialajacych na te wysokie budowle. Obciazenia
moga byc statyczne - przede wszystkim ciezar sklepienia i dachu, oraz dynamiczne -
ciezar sniegu zgromadzonego na dachu lub cisnienie wiatru. Poprawne uwzglednienie
sily wiatru okazalo sie trudne. Predkosc wiatru zalezy od wysokosci nad ziemia oraz
od otoczenia budynku - im wiecej wysokich domów w okolicy, tym jest ona mniejsza.
Prof. Mark ocenil te predkosc poslugujac sie danymi meteorologicznymi zebranymi
w okolicy katedr oraz przyjmujac zabudowe okolicy odpowiadajaca wysokoscia
sredniowiecznemu miastu. Typowa zaleznosc predkosci wiatru od wysokosci dla okolic
katedry w Amiens przedstawiona jest na rysunku 3.

Dokladniejsze badania w tunelu aerodynamicznym pokazaly, ze cisnienie wiatru (lub
podcisnienie :na zawietrznej stronie katedry) jest skomplikowana funkcja predkosci v
i wysokosci nad ziemia h:

(4) p (V, h) = !.C(h)' G· V2•2 >

Zmiennosc wspólczynnika C(h) pokazana jest na rysunku 4. (Czynnik G zostal
wprowadzony, zeby uwzglednic nierównomierne porywy wiatru ..) Wynikiem
zastosowania wzoru (4) jest np. rozklad obciazen (w N/m) pokazany takze na
rysunku 4; na tym rysunku .pokazano równiez miejsca, w których zostal obciazony
model sluzacy do badan fotoelastycznych. Ponizej zamiescilismy fotografie modelu
katedry w Amiens przygotowanego do pomiaru uwzgledniajacego wplyw wiatru.

1.6

1.6

L.--J 6 m

I 'IJ~~5Il'l[rymJ-'SIL'I DZIAkA-
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Czy sterczyny katedry w Amiens maj a znaczenie konstrukcyjne

ROZCIAGANI~

h

Rys.5

o ile bez sterczyny górna czesc przypory podlega silom rozciagajacym, to dodanie
sterczyny zmienia zwrot sily na sciskajaca. Jak wiemy, budowle gotyckie "nie znosza"
rozciagania. Dalsze doswiadczenia p'okazaly, ze umieszczenie sterczyny blizej osi nawy
nie zmienia zwrotu sily, a wiec nie prowadzi do oczekiwanych efektów.

Porównanie konstrukcji katedr w Bourges i Chartres - budownictwo
indywidualne i projekt typowy
Katedry w Chartres i Bourges zaczeto budowac mniej wiecej w tym samym czasie
- okolo 1195 r. Katedra w Chartres (rysunek na tylnej okladce) z masywnymi,
podwójnymi lukami przypor,owymi byla konstrukcja typowa - na niej wzorowali
sie budowniczowie pózniejszych katedr w Amiens, Reims, Rouen. Piecionawowa
katedra w Bourges pozostala bez ,nasladowców. Obie katedry-powstawaly w okresie
eksperymentowania z lukami przyporowymi, ich konstruktorzy zastosowali je
w odmienny sposób. Luk z przypora, w systemie Chartres wazy okolo 1000 t,
, w systemie Bourges jest o 60% lzejszy, wazy okolo 400 t. Dlaczego wlasnie ciezszy
i drozszy system Chartres zostal powielony w innych budowlach?

(b )-SllAW/ATRU
.•.t1E'lAR ~[Z
~TERCZYNY,

(e)- (b)+CI~ZAR
STERCZYNY

(a.)-Sll~WIATRU

Jako pierwsze z zastosowan metody doswiadczalnej opisanej powyzej prof. Mark
wybral modelowanie naprezenia w okolicy sterczyny przypory katedry w Amiens
(rysunek na okladce). Ta wspaniala budowla rozpoczeta przez Roberta de Luzarches
okolo 1220 r., jest od lat uwazana przez historyków sztuki za typowy przyklad Gotyku
Wynioslego, zarówno dzieki swej wysokosci (nawa - 42 m), jak i elegancji, logicznej
spójnosci i lekkosci konstrukcji. Jeden z wybitnych architektów XIX w. Viollet-le-Duc,
szermierz logiki,konstrukcyjnej gotyku; uwazal, ze sterczyna umieszczona na skraju
przypory ma d.p spelnienia wazna role konstrukcyjna, ale nie umial tego stwierdzenia\

'udowodnic. Na pierwszy rzut oka wydaje sie tó stwierdzeniem dziwnym. Po pierwsze
, :-.:calkowity ciezar sterczyny (0,5 t) jest zaI~Iedbywalny w stosunku do ogromnego
'ciezaru prlYpory (1000 t). Po drugie - mozna by sie spodziewac, ze sterczyna
umieszcz,ona blizej osi nawy moglaby miec pewne znaczenie konstrukcyjne równowazac
mome~ty sil rozpychajacych przypory na zewnatrz. Niemal powszechna praktyka bylo
jednak umieszczanie sterczyn na zewnetrznej stronie przypory, gdzie mogly one tylko
zwiekszac momenty sil, a wiec niepozadane odksztalcenia zginajace i rozciagajace luki
przyporowe.

Badania fotoelastyczne pozwolily ustalic jednak, ze lokalne znaczenie sterczyny
w konstrukcji poddanej wplywom wiatru ma kluczowe znaczenie dla stabilnosci
konstrukcji. Na rysunku 5 widzimy sile dzialajaca na zewnetrzna krawedz zawietrznej
przypory: uwzgledniono tu osobno sile wiatru, sume sily wiatru i obciazen
grawitacyjnych bez sterczyny i wreszcie wypadkowa sile uwzgledniajac ciezar sterczyny.
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FiZYCZnE nowmHi

NERWOPOD08NE SIECI
ELEMENTÓW

ELEKTRONICZNYCH

Sposób pracy najlepszego znanego
"komputera osobistego", jakim jest mózg
ludzki, jest, jak dotad, istotme rózny od
zasad dzialania obecnie wytwarzanych
mikroprocesorów i budowanych z nich
bardziej zlaZonych ukladów. Wspólczesne
male i duze komputery sa w stanie
wykonywac niezwykle szybko ogromne ilosci
konkretnych, zadanych polecen. Natorrllast .
w meWIelkim stopniu dysponUja one
umiejetnoscia uczenia sie i aktywnego
dostosowywania do danego problemu.
Róznica ta bedzie jednak w najblizszym
czasie malec, gdyz rozpoczeto juZ
opracowywanie I wytwarzanie ukladów
elementów elektronowych imitujacych
struktur,: sieci neuronowej w organizmach
2ywych. Kilka amerykanskich laboratoriów
konczy opracowywanie calej gamy
nerwopodobnych obwodów scalonych. Na
przyklad grupa fizyków ciala stalego
pracujacych w Pasadenie (Kalifornia, USA)
oglosila, Ze przed kóncem roku 1988 bedzie
dysponowac nerwopodobnym ukladem
scalonym o wysokiej skali integracji (VLSI).
Uklad ten ma byc stworzony z mniejszych
"synaptycznych klocków", z których kazdy
Jest zbudowany z matrycy 32 X 32
JednobItowych komórek. Podobne cyfrowo-
analogowe uklady scalone przygotowywane sa
przez laboratoria Wielkiej amerykanskiej
firmy Bell. 2 kolei fizycy z Uniwersytetu w
Pittsburgu (Pensylwania, USA) opracowali
specjalne elementy elektronowe imitujace
prace pojedynczych neuronów. W Kaliforni
powstala juZ nawet firma Synapsis Inc.
która ma zamiar zaczac produkcje
i sprzedaz nerwopodobnych ukladów
scalonych. Natomiast teoretycy pracujacy
w Los Alarnos (Nowy Meksyk, USA)
sprawdzaja obecnie na superkomputerze
Cray X-MP algorytmy sieci neuronowych i
twierdza, Ze sa one stokpotnie dokladniejsze
od metod obecnie stosowanych. Generalnie
rzecz biorac, nerwopodobne sieci beda mogly
byc stosowane do. szybkiego przetwarzania
obrazów. (Spotykajac znajomego na ulicy
nie porównujemy jego wizerunku ze
wszystkimi znanymi sobie osobami - a tak
by postepowal tradycyjny komputer.)
Dalej - do nauki i rozpoznawania
charakterów pisma, do odtwarzania
brakujacych elementów jakiegos ukladu i
innych podobnych dzialan itp. Niektórzy
twórcy twierdza, Ze wprost trudno jest
przewidziec mozliwe zastosowania tych
nowych ukladów. Czy to wszystko oznacza
mozliwosc konstrukcji myslacych
komputerów? Raczej za wczesnie o tym
mówic. Po prostu dzieki nerwopodobnym
ukladom scalonym i nowemu rodzajowi
oprogramowania imitujacego proces myslenia
kolejne generacje komputerów beda troche
"mniej bezmyslne". W koncu umiejetnosc
czytania róznych charakterów pisma czy
rozpoznawania i klasyfikacji obserwowanych
obiektów posiada juZ, w wysokim stopmu,
dziesiecioletnie dziecko. Mozna wiec
stwierdzic, Ze komputery wychodza powoli 2
wieku niemowlecego i posylamy\je do szkoly
podstawowej ..

Badania modelowe prof. Marka wykazuja, ze system Bourges jest nieporównanie
bardziej bezpieczny, np. maksymalne naprezenie rozciagajace wystepuje po nawietrznej
stronie katedry w okolicy polaczenia górnego luku przyporowego ze sciana nawy
i wynosi okolo 7· 104 N/m2• W systemie Chartres w tym samym miejscu naprezenie
jest prawie cztery razy wieksze (okolo 3· 105 N/m2). Nacisk wiatru na sekcje nawy
w Bourges wynosi okolo 6 . 104 N, w Chartres zas prawie dwa razy tyle - 1,1 . 105 N.

Porównujac przekroje naw pokazane na rysunku na tylnej okladce zauwazamy, ze luki
przyporowe w Bourges opadaja bardziej stromo niz luki w Chartres oraz dolny luk
przyporowy w Bourges styka ~ie ze sciana ~awy blizej i nizej niz w Chartres. Dzieki
temu wiekszosc naprezen dynamicznych zwiazanych z wiatrem jest przenoszona przez
bardziej masywny dolny luk przyporowy. W systemie Chartres dolne luki przyporowe
sa zbyt nisko, zeby mogly spelniac te role, stad duzo wieksze naprezenia rozciag~jace
górnych luków po nawietrznej stronie katedry. Ponadto górny luk przyporowy
dotyka sciany katedry bardzo wysoko, tuz obok wiazan dachowych, tylko po to, zeby
uniemozliwic pojawienie sie krytycznych napiec rozciagajacych, gdyby zawial wiatr.

Badania modelowe pokazuja wiec, ze system Bourges byl duzo bardziej racjonalny
i bezpieczny oraz dwukrotnie tanszy. Najwyrazniej nie zgadzal sie on jednak
z wyobrazeniami sredniowiecznych budowniczych dotyczacymi bezpieczenstwa katedr.
Dowód tego znajdujemy w dwóch ostatnich przeslach nawy w Bourges, zbudowanych
po 1232 r., po zaangazowanh nowego budowniczego, który nie chcial (lub nie mógl)
zmienic systemu lekkich luków Bourges na masywne luki Chartres, ale najwyrazniej
czul sie nieswojo. Zwiekszyl wiec niemal dwukrotnie grubosc dwóch ostatnich górnych
luków przyporowych. Jak przekonujaco wykazal prof. Mark, nie istnialy ku temu
powody konstrukcyjne.

Rys.6.
A - przedluzenie luk6w przyporowych po stronie nawietrznej - zginanie i rozciaganie
(Chartres)
B - przedluzenie luk6w przyporowych po stronie zawietrznej - zginanie i obr6t (Chartres)
C - zawietrzna krawedz przypory - rozciaganie (Amiens)
D - luk przyporowy - zginanie i rozciaganie (Chartres)
E - okolice obej.scia na poziomie dachu nawy bocznej - duze naprezenia sciskajace filar6w
zewnetrznych (Bourges)
F - polaczenie filar6w' nawy gl6wnej z filarami sciany nawy - silne naprezenia zginajace
(Beanvais).
W nawiasach podano nazwy katedr, w kt6rych w odpowiednich obszarach naprezenia
przekraczaj a krytyczne wartosci.
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Wnioski

Analiza strukturalna katedr gotyckich oparta o modelowanie fotoelastyczne pozwolila
na wyjasnienie kilku zagadek zwiazanych z ich budowa. Wyodrebniono kilka obszarów,
w których moga wystepowac krytycznie duze naprezenia rozciagajace (rys.6), zwiazane
przede wszystkim z parciem wiatru na budowle. Okazalo sie, ze budowniczowie
katedr umieli niekiedy redukowac te naprezenia za pomoca zmiany lokalnego
rozkladu sil (np. przez dodanie sterczyny lub filarów). Z drugiej strony przyjecie jako
kanonu systemu Chartres swiadczy o bardzo niedoskonalym zrozumieniu problemów
konstrukcyjnych w tych czasach, tym bardziej ze istnialy konstrukcje doskonalsze
(np. Bourges lub kosciól w St. Ouen z konca XIII w.). Swiadczy to takze o tym, ze
stosunkowo rzadko eksperymentowano z konstrukcjami, np. badajac pekniecia zaprawy
i wprowadzajac poprawki konstrukcyjne, co lezalo w zakresie ówczesnych mozliwosci
technicznych, ale bylo kosztowne i niezgodne ze sredniowiecznym sposobem patrzenia
na swiat.

~~ttil'-r-A ,
lt) Qt'~~t't~,S

._ Zadania
Redaguje dr Rafal SZTENCEL

00

M 520. Szereg L: un, gdzie Un > O,jest zbiezny. Niech rn = Un + Un+l + ...n=1
00

Udowodnic, ze szereg ~ .!!.n. jest rozbiezny.L..J r"n=l
Rozwiazanie na str.13

M 521. Jaka elipsa opisana na trójkacie ma najmniejsze pole?
Rozwiazanie na str.2

M 522. Dodatnia i rózniczkowalna funkcja I, okreslona na przedziale (0,00) ma
nastepujaca wlasnosc: I(s), I(t) zalezy tylko od iloczynu S· t. Jaka funkcja moze
byc l?
Rozwiazanie na str.2

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 254. Wyobrazmy sobie, ze w pewnej chwili wszystkie czasteczki powietrza
znajdujace sie w pilce futbolowej lezacej na podlodze zaczely poruszac sie pionowo
w góre. Ocenic, na jaka wysokosc wznioslaby sie wtedy pilka? Przyjac mase pilki M
równa 400 g, promien r = 10 cm, a cisnienie powietrza wewnatrz pilki p = 1, 5po, gdzie
po = 105 Pa jest normalnym cisnieniem atmosferycznym. Temperatura powietrza
wynosi O°C. Srednia masa molowa powietrza JA, jest równa 29 g/mol.
Rozwiazanie na str.12

. F 255. Ocenic;redkosc pocisku wylatujacego z naboju, który eksploduje wrzucony do
ogniska. Predkosc pocisku wylatujacego przy wystrzale tego samego naboju w strzelbie
wynosi okolo 800 m/s. Stosunek masy pocisku do masy luski wynosi mp/ml = 3.
Rozwiazanie na str.15 '
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maladella
Precesja i piramidy

. Na przedluzeniu ziemskiej osi obrotu lezy - w przyblizeniu - Gwiazda Polarna. Dlatego jest ona
doskonalym drogowskazem; patrzac na nia na wprost stoimy zarazem przodem w kierunku pólnocnym.

Tak przedstawia sie sytuacja "na dzis", bowiem os ziemska nie zachowuje stalego kierunku w przestrzeni.
Jest mianowicie tak, ze niemal stale polozenie wsród gwiazd zajmuje ekliptyka (roczna droga Slonca),
a wiec tez jej bieguny (pólnocny lezy w gwiazdozbiorze Smoka). Natomiast równik niebieski, lezacy,
oczywiscie, w plaszczyznie równika ziemskiego, zachowujac stale nachylenie do ekliptyki (kat c) zmienia
powoli orientacje, tak ze punkty jego przeciecia z ekliptyka (punkt równonocy wiosennej i jesiennej)
przesuwaja sie po niej w kierunku zaznaczonym strzalkami. W rezultacie pólnocny biegun swiata (Pn)
wedruje wokól pólnocnego bieguna ekliptyki pokole o "promieniu" równiez c. Zjawisko to nazywa sie
precesja, a przyczyna jego jest fakt, ze Ziemia nie jest dokladnie kulista i jej ruch wirowy zaburzany jest
przez Ksiezyc i Slonce. Ziemia zachowuje sie w przyblizeniu jak wirujacy bak, którego os usiluje ktos
odchylic.
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Tempo precesji jest zbyt male, by zauwazyc to zjawisko z dnia na dzien. Punkty równonocy przesuwaja
sie"o 50';26/rok, a wiec ich pelny obieg po ekliptyce trwa 26 000 lat - jest to tzw. rok platonski. Tak wiec
na poczatku naszej ery punkty te znajdowaly sie w przyblizeniu o 30° od pozycji zajmowanych obecnie!
Pamietajmy, ze wtedy astronomówie greccy wprowadzili pojecie zodiaku i wtedy wlasnie np. punkt
równonocy wiosennej, czyli punkt Barana, lezal w gwiazdozbiorze Barana. Dzis natomiast punkt Barana
lezy w Rybach! Biegun swiata z kolei dwa i pól tysiaca lat temu lezal w poblizu najjasniejszej gwiazdy
Smoka, a Draconis, czyli Thubanu.

Ten wlasnie fakt zaczyna miec zwiazek z piramidami. Juz John Herschel na poczatku XIX w. sugerowal,
ze glówny korytarz zstepujacy w piramidzi~ Cheopsa zostal tak zaprojektowany, by w jego przedluzeniu
widac bylo ówczesna "gwiazde polarna", czyli Thubana. Jednak Percival Lowell na poczatku XX w.
doszedl do wniosku, ze Thuban znajdowal sie w przedluzeniu tego korytarza wieleset lat przed i wieleset
lat po zbudowaniu piramidy, co - jak wiemy z przekazów historycznych - nastapilo okolo 2800 r.p.n.e.

t
.50 m

Niedawno R.L.Walker z Naval Observatory
jeszcze raz powtórzyl obliczenia i doszedl
do wniosku, ze w czasach budowy piramidy
glówny korytarz nie celowal w zadna jasniejsza
gwiazde, a powód, dla którego jego nachylenie
wynosi 26~5,jest wedlug niego wrecz smiesznie
prosty. Mianowicie jezeli ukladac szescienne
kamienne bloki w ten sposób, by wysokosc
stopnia (1 szescienny blok) byla polowa jego
szerokosci (2 szescienne bloki), to srednia
pochylosc takich stopni wyjdzie wlasnie taka.
Za tym tlumaczeniem przemawia tez fakt, ze
inne korytarze w piramidzie, z których nieba nie
widac, równi.ezmaja takie nachylenie.
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Walker twierdzi tez, ze ani zainteresowanie
astronomia, ani znajomosc trygonometrii nie byla
u starozytnych Egipcjan tak wielka, by wedlug-
jakichs "naukowych" planów prowadzic prace
budowlane.

Mala Delte przygotowal Tomasz KW AST



o toczeniu
wielokata

Gdy okrag o promieniu r > Otoczymy po prostej l, to wybrany p1l'nkt tego okregu
zakresla krzywa - cykloide (rys.l). W prostokatnym ukladzie wspólrzednych opisuja
ja równania parametryczne: x(t) = r(t - sin t), y(t) = r(1 - cos t), t E R.

y

Mgr Jaroslaw
GÓRNICKI

x

Rys.Z. Pozycja "stabilna".

Rys.3. Pozycja "niestabilna" .

Rys.l. Arkada cykloidy.
Juz w XVII wieku wykazano, ze: .
A. Pole figury ograniczonej jedna arkada cykloidy i osia OX jest równe 3· 71'r2

(Gilles Person e de Roberval, 1634);
B. Dlugosc jednej arkady cykloidy jest równa 4 . 2r (Christopher Wren, 1658).

W tym artykule wykazemy analogiczne wlasnosci dla krzywej "wyznaczonej" przez
toczacy sie po prostej wielokat foremny. Dokonamy tego patrzac na plaszczyzne jako
na zbiór liczb zespolonych.

Pozycje wielokata z rysunku 2 bedziemy nazywac stabilna·
Definicja. Wielokatna odpowiadajaca n-katowi foremnemu to lamana, której
wierzcholki wyznacza ustalony wierzcholek n-kata w kolejnych pozycjach stabilnych
podczas toczenia wielokata po prostej.-
RysA. Arkada wielokatnej odpowiadaj acej siedmiokatowi foremnem u.

y

eX. = 2ITn'
Z2

Rys.5

x

Twierdzenie 1. Pole powierzchni ograniczone prosta i arkada wielokatnej
odpowiadajacej n~katowi foremnemu jest równe potrojonej powierzchni n-kata.

Dowód. Z geometrii analitycznej wiemy, ze pole powierzchni trójkata o wierzcholkach
(0,0), (xl,yd, (X2,Y2) dane jest wzorem 41xlY2 - X2Y11. Na plaszczyznie zespolonej
wzór ten ma postac 14 Im ala21, gdzie ak = Xk+ iYk dla k = 1,2. Zatem pole
powierzchni n-kata o wierzcholkach al ,a2., ... , an (przy dodatniej orientacji)
zawierajacego punkt ° jest równe 4 Im (ala2 + a2a3 + ... + anad. Rozwazmy n-kat
foremny o wierzcholkach w punktach l, z, Z2 , ... , zn-l, gdzie z = exp(271'ijn).

(n-l )Jego pole powierzchni wynosi 4 Im E zkzk+l = 4 Im nz. Zauwazmy, ze
k=O

tworzac wielokatna (rys.6) odpowiadajaca temu n-katowi, przesuwamy w kolejnej~
pozycji stabilnej "srodek" n-kata o wektor (z - l) (o dlugosci boku n-kata). Wtedy
wierzcholki tworzace arkade wielokatnej sa postaci:

aHl = j . (z - 1)+ zi, j = 0,1, ... ,n-l.
Wówczas pole powierzchni interesuj acej nas figury W (rys.6) jest równe sumie pól
trójkatów D.ala2a3, D.ala3a4, ... , D.alan-lani z których kazde mozemy wyrazic
wzorem (rys.7)

lD.alakak+d = !. Im akak+l + !. (Im ak+l - Im ak), k = 1,2, ... , n - l.2 2
A teraz niezbedne rachu.nki:

lWI = ~ Im (I:akak+l) + ~ Im (I:(aHl - ak)) =k=l k=l

~ ~ Im (~(;(z - 1)+>") . (U + 1)(z -1) UH')) + ~ !m (n(z - I) - 1) ~
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Rys.6

z· z = l
z = Z",-1

Imz= - Imz
n-l

",",," n+l~(k"+ l)zk = nz ~ (n + l)zn + l
k=O

. 2" .. 2w
exp(2wl/n) = cos - + l' Sln-

n n!

Rys.7. 16alUkak+11 = !6aOakak+11 + 16aoak+lall- 16aoUkU11

= i Im (I: (j(Z - l)ziH + (j + l)zi(z -1) + z)) + i Im nz ~J=O

( n-l )= i Im (z - 1)L (jziH - (j + l)zi) + Im nz =
J=O

1 1
= - Im n(z - 1) + Im nz = 3 . - Im nz2 2

i dowód twierdzenia jest zakonczony.

Oczywiscie, dwa katy ostre przy podstawie wielokatnej sa równe i maja miare
(l - ~)11". Mozna równiez sprawdzic, ze miara kazdego z pozostalych
(n - 2) rozwartych katów wielokatnej jest równa (1 - ~) 11".
Kolej teraz na nastepna wlasnosc.
Twierdzenie 2. Dlugosc L wielokatnej odpowiadajacej n-katowi foremnemu wy,nosi
4(r + R), gdzie r i R oznaczaja odpowiednio promien okregu wpisanego i okregu
opisanego tego wielokata.

Dow6d. Dla n-kata foremnego o wierzcholkach w punktach 1, z, Z2 , ••• , zn-l
(gdzie z = exp(211"i/n)) promien okregu opisanego R jest równy 1, a promien okregu
wpisa.nego r = cos ~ (rys.5), k-ty bok ~ielokatnej ma dlugosc Ihl = lak+l - akl,
dla k = 1,2, ... , n-L Krótkie rachunki pokazuja, ze h = (1 - z)(zk - 1).
W szczególnosci Ibll = 11 - zl'lz -11 = 4 sin2 ~. Niech s = exp(1I"i/n), czyli S2 = Z.

, h l s2k+2 - 1 S2(k+l) _ sk+ISk+1 sin (k+l)'"Wowczas ---±- = ---- = -------- = s . n_
h S2k - 1 S2k - sk sk sin k,,-n

. kK n-l n-l

k-l sm - . L' 11" L . k1l"skad bk=S ·h·-.-n-. Wobec tego L= Ibkl=4·sm-· sm-osm !L n n
n k=l k=l

Poniewaz ~ sin k: = Im (~exp C:i) ) = Im :x~ ~~\ ;) =

_ (1 + cos ~) + i . sin;; _ sin;; _ 1 + cos *- Im --------- - ---- - ----,
(1 - cos !L) - i . sin !L 1 - cos !L sin !Ln n n n

wiec L = 4 (1 + Cos;;), co nalezalo wykazac.

Jezeli teraz zauwazymy, ze n-katy foremne wpisane w okrag w miare wzrostu liczby n
aproksymuja go, a kolejne wielokatne przyblizaja arkade cykloidy odpowiadajaca
okregowi, to otrzymujemy fakty A i B.
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Autor jest studentem fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego. Siec dróg dla czterech miejscowosci

NGUYEN CHUONG CHI

8 c

W ligowym zadaniu 151 w Delcie 5/1987 chodzilo o zaprojektowanie sieci dróg
o najmniejszej sumie dlugosci laczacych cztery miejscowosci w wierzcholkach kwadlatu.
Chce tu zaproponowac czysto geometryczne rozwiazanie zadania ogólniejszego -
kwadrat moze byc zastapiony dowolnym czworokatem o katach nie wiekszych od 1200
(nie jest to najszersza klasa czworokatów, do których "pasuje" moje rozwiazanie, ale
ograniczmy sie tylko do niej).

Rozwiazanie, które proponuje, jest analogiczne do rozwiazania problemu Fermata
(patrz np. Delta 11/1986). Aby analogia byla widoczna, przytocze to rozwiazanie wraz
z krótkim dowodem.

Dla dowolnego trójkata o katach nie wiekszych od 1200 suma odleglosci dowolnego
punktu od wierzcholków tego trójkata jest najmniejsza, gdy boki trójkata sa widoczne
z tego punktu pod równymi katami (a wiec 1200).

Dowód: Wezmy trójkat ABC spelniajacy zalozenia twierdzenia i dowolny punkt P.
Obrócmy punkty P i B o 600 wokól C otrzymujac punkty p' i B'. Trójkaty CBB'
i CPp' sa zatem równoboczne. W szczególnosci pp' = PC i p' B' = P B. Stad
S = PA + p B + PC = AP +P p' + p' B'. Poniewaz punkty A i B' nie zaleza od tego,
jak wybralismy punkt P, wiec S ma najmniejsza wartosc, gdy lamana AP P' B jest
odcjnkiem. Latwo zauwazyc, ze tak jest, gdy katy APC i B'p'C (równy katowi BPC)
maja po 1200•

c

D'

D

D

c

c

D

o'
Powstaje tu nastepne pytanie. Jesli podana metode zastosuje do boków AD i CB
zamiast AB i CD, to równiez otrzymam minimalna dlugosc sieci dróg. Które
z otrzymanych minimów jest mniejsze? Czy mozna to ocenic "z góry", przed
wykresleniem obu odcinków realizujacych te minima?

o --·~c
Rozwazmy pierwszy z nich. Obracajac P i B wokól A oraz Q i D wokól C o kat 600
otrzymujemy odpowiednio p' i B' oraz Q' i D'. Analpgicznie jak w przypadku trójkata
S = PA + P B +PQ + QC + QD = B'p' + p' p + PQ + QQ' +Q'D'. Znów S ma
najmniejsza wartosc, gdy B'P'PQQ'D' jest odcinkiem, a wiec gdy LAPB = LBPQ =
= LQP A = LDQC = LCQP = LPQD = 1200• Takie punkty P i Q latwo znalezc
rysujac na AB i na DC luki, z których widac te odcinki pod katem 1200 (tzw. luki
Talesa). (Pominalem tu przypadek, gdy luki te przecinaja sie.)

8' •.
I
I
I

Przejdzmy teraz do czworokata. Aby nie powtarzac_ czesci rozumowania
zamieszczonego przy rozwiazaniu zadania 151 (Delta 9/1987), przyjme, ze wystarczy
sie ograniczyc do sieci dróg zlozonych z pieciu odcinków - jak na rysunku ponizej.

B 8

Rozwiazanie zadania F 264.
Na podstawie zasady zachowania pedu
mozemy zapisac, ze w przyblizeniu

mv = Mu,
gdzie m jest masa wszystkich
czasteczek powietrza wewnatrz pilki,
v ich srednia. predkoscia.; M i u
oznaczaj a mase i predkosc pilki po
zderzeniu cz~teczek z jej wewnetrzna.
powierzchnia.. Na podstawie zasady
zachowania energii poszukiwana
wysokosc h wynosi

u2 m2v2h- -
- 2g - 2M'g

Masa m wszystkich czasteczek
powietrza jest równa

pVfL
m'" 'RT Rl.6 g,

przy objetosci pilki V '" (4/3)1rr3 Rl
f>j 4· 103 cm 3 oraz sredniej masie
molowej powietrza fL '" 29 g/mol.

,Predkosc;, molekul powietrza
v ~ 4· 10....m/s otrzynlamy ze wzoru
Ek;" '" (3/2)kT, gdzie k jest stala
Boltzmanna. Przyjmujac g f>j 10 m/s'
otrzymamy, ze wysokosc, na jaka
wzniesie sie pilka, wynioslaby okolo
2 m.
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Rozwiazanie zadania M 620.
Mamy rn = tLn + rn+l' Zatem

rn.+l = 1 _ Un-
Tn. Tn

rn+2 = (1 _ tLn) (1 _ tLn+1) >Tn. Tn. rn,+l
tLn. tLn,+l>1-----
rn.. rn.+l

i podobnie
rn.+v > 1 _ Un. _ Un.+l _ ... _ tLn+v
rn. rn. rn..+l rn+v

Jednakze rn+p ~ 0, gdy p ~ 00, a
stad wynika, ze dla kazdego n istnieje
takie p, ze

tLn un+v 1-+ ...+-->-,
rn rn+p 2

co

zatem szereg L: ~ jest rozbiezny.
n=1

Minimum S w rozpatrzonym szczególowo przypadku to dlugosc odcinka B' D'.
Spróbujmy te dlugosc obliczyc. Oznaczmy przez E, F, G i H srodki boków
czworokata (jak na rysunku). Wówczas B'E.l..AB i D'F.l..DC. Wygodnie nam
bedzie jesZcze poslugiwac sie operacja o, która kazdemu wektorowi (swobodnemu) ut
przyporzadkowuje wektor (tej samej dlugosci) obrócony o kat -900• Mamy wiec

B'E = V3 o(AB), Fil' = V3 o(DC).2 2
Stad

-----l' -----+ ----+- --+ .--+ _~ ~B' D' = B'E +EF + FD' = EF + v30(GH),

gdyz B'E+Fil' = 4'(0(AB) +o(1)C)) = V30(AB1DC) oraz cH = ABtDC.
Stad kwadrat miniIll.alnej sumy dróg jest

.B' D'2 = 1B'It12 = (JfF + v3 o(cH)) 2 = EF2 + 3GH2 + 2v3 (JfF . o(cH)) ,

.. ( --»2 -->pOlllewaz o(GH) = IGHI2 = GH2•

Jesli teraz rozwazymy drugi przypadek (wprowadzajac analogicznie do B' i D' punkty
A' i C'), otrzymamy jako kwadrat drugiego minimum sumy dlugosci dróg

. --> --+
A'c'2 = GH2 + 3EF2 + 2V3 (GH· o(EF)) .

• --+ ----+ ----+ ---+
NIetrudno przekonac sie, ze EF· o(GH) = GH· o(EF). Wobec tego

B'D' > A'C' <===* B'D'2 > A'C,2 <===* GH2 > EF2 <===* GH> EF.

Zatem minimalna sume dlugosci sieci. dróg otrzymamy wykonujac nasza konstrukcje
dla tej pary przeciwleglych boków czworokata, której srodki boków sa bardziej
oddalone.

A jak rozwiazac analogiczne zadanie dla piecio- czy szesciokata?

Zespolone uklady pozycyjne

Do ukladu dziesiatkowego przywyklismy od urodzenia. Niektórzy slyszeli co
nieco o innych ukladach pozycyjnych: dwójkowym, trójkowym, piatkowym itd.
W ukladzie o podstawie p wystepuje p cyfr: O, 1, 2, ... , p-l, a liczbe CnCn-l ••• Co(p)
interpretujemy jako cnpn + Cn_lpn-l + ... + co. Jesli p jest licz!:>anaturalna wieksza
od 1, to w ukladzie pozycyjnym o podstawie p mozemy zapisac dowolna liczbe
calkowita, o ile dopuscimy uzycie znaku ,,-" dla oznaczenia liczb ujemnych. Stosuje
sie tez uklady o ujemnej podstawie. Jesli p < -1, to uzywamy takich samych cyfr jak
w ukladzie o podstawie -p, a liczby interpretujemy wedlug tego samego wzoru. Teraz
mozemy wszystkie liczby calkowite zapisac bez uzywania minusa. Na przyklad -1
w ukladzie minusdwójkowym zapisuje sie jako (11)_2 = -2 + 1 = -1..

A teraz przejdzmy do liczb zespolonych. Interesowac nas beda liczby postaci a + bi,
gdzie a, b sa liczbami calkowitymi. Jesli p = a + bi, b i= O, to w ukladzie o podstawie p
bedziemy uzywac a2 + b2 cyfr: O, 1, 2, ... , a2 + b2 - 1, a interpretacja zapisu liczby
bedzie odbywala sie wedlug tego samego wzoru. Jesli np. p = 2i, to uzywamy cyfr
O, 1,2,3 i liczbe (CnCn-l'" CO)ziinterpretujemy jako cn(2i)" + cn_l(2i)"-1 + ... + Co,
np. 2i = (10)zi, -3 - 4i = (1121)zi = (2i)3 + (2i)2 + 2· 2i + 1 = -8i - 4 + 4i + 1.
Zauwazamy jednak, ze liczby i nie mozemy zapisac w tym ukladzie bez uzycia

przecinka. Mamy natomiast (10,2)zi = 2i + 2 (~) = 2i ~ i = i, czyli i wyglada w tym
ukladzie jak ulamek.

A jak bedzie w innych ukladach? Jakie liczby dadza sie w nich zapisac bez przecinka?
Warto byloby tez przedstawic graficznie na plaszczyznie zespolonej zbiory liczb
2,3,4, ... -cyfrowych w róznych ukladach pozycyjnych. Wydaje sie, ze dla podstawy
p = a + bi, gdzie a i= O, b i= O, takie zbiory powinny miec przedstawienia o dosyc
ka.prysnych ksztaltach.

J.W.
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Patrz w niebo

W poprzednim numerze Delty zachecalismy Czytelników
do obserwacji gwiazd zmiennych metoda Argelandeta.
Teraz - zgodnie z zapowiedzia - przedstawiamy sposób
opracowania danych obserwacyjnych.

Wykreslenie krzywej blasku polega na zaznaczeniu
w ukladzie wspólrzednych obserwowanej jasnosci gwiazdy
zmiennej (os pionowa) w okreslonych momentach
(os pozioma).
Na podstawie uzyskanego materialu obserwacyjnego
nalezy wiec przede wszystkim wyznaczyc jasnosc gwiazdy
zmiennej (mu) w jednostkach powszechnie stosowanych
w astronomii - wielkosciach gwiazdowych. W tym celu dla
kazdej dwustronnej obserwacji akvlb stosujemy wzór

mak+ mbl
mu = k + l '

gdzie ma i mb sa jasnosciami gwiazd porównania
wyrazonymi w wielkosciach gwiazdowych.
Poprawne wyznaczenie momentów obserwacji, choc
z pozoru latwiejsze, jest w istocie bardziej skomplikowane.
Odlozenie wprost na osi czasu odczytanych na zegarku
i zanotowanych podczas obserwacji momentów nie jest
dobrym wyjsciem. Watpliwa wartosc mialyby obserwacje
wykonane w róznych miejscach na Ziemi i odniesione
do czasu strefowego odpowi~dajacego tym miejscom,
chocby dlatego, ze nie nadawalyby sie do porównywania
z innymi obserwacjami. Aby wiec ujednolicic sposób
podawania czasu, wszystkie momenty wyraza sie w czasie
uniwersalnym (UT - czas poludnika przechodzacego przez
Greenwich)

UT = T.tref - N,
gdzie T.tref jest czasem strefowym odczytanym na zegarku,
N = l dla czasu zimowego (srodkowoeuropejskiego),
N = 2 dla czasu letniego (wschodnioeuropejskiego).
Osoby, które przy opracowywaniu programu
obserwacyjnego korzystaly z zamieszczonych w Roczniku
Astronomicznym Obserwatorium Krakowskiego efemeryd
gwiazd zmiennych, wiedza, ze sa one podawane
w tzw. dniach julianskich. Dla wygody wlasnie w dobach
julianskich (i ich ulamkach) wyraza sie momenty
rozmaitych zjawisk astronomicznych - w szczególnosci
momenty odpowiadajace obserwacjom gwiazd zmiennych.
Wyznaczenie daty julianskiej nie jest zbyt skomplikowane
- nalezy odczytac z tablic, np. w Poradniku milosnika
astronomii P. Kulikowskiego lub wyznaczyc za pomoca
programu komputerowego opisanego w De/cie 9/1987,
jaki dzien julianski przypada na dana date, a nastepnie
dodac do niego godziny i minuty (po zamienieniu ich na
ulamek doby) odpowiadajace wyznaczanemu momentowi.
Trzeba przy tym pamietac, ze doby julianskie rozpoczynaja
sie w poludnie czasu uniwersalnego - np. poludnie czasu
uniwersalnego pierwszego listopada biezacego roku jest
oznaczone w julianskiej rachubie dni jako 2 447 467,0.

Teraz mozna juz przystapic do wykreslenia krzywej
blasku, a scislej - do odlozenia w ukladzie wspólrzednych
poszczególnych punktów odpowiadajacych obserwacjom.
Okreslenie "krzywa" jest tu w pewnym stopniu mylace -
na wykresie nie powinno sie laczyc punktów odcinkami,
gdyz falszuje to rzeczywisty obraz przebiegu zmian blasku.
Dopiero po naniesieniu wszystkich punktów, gdy jest ich
na tyle duzo, ze "na oko" widac, jak wyglada "srednia"
krzywa najlepiej do nich pasujaca, mozna ja narysowac.

14

Jesli obserwacje byly przeprowadzone w okolicy
minimum blasku gwiazdy zmiennej, mozna wyznaczyc
jego moment. Powinien on wypadac na osi symetrii
fragmentu krzywej w otoczeniu minimum. Skladajac
kartke (albo jeszcze lepiej - kalke) z wykresem tak, by
obie galezie - malejacego i rosnacego blasku - pokryly
sie jak naj dokladniej, na przecieciu zlozenia z osia czasu
odczytujemy zaobserwowany moment minimum blasku.
Dla gwiazd dlugookresowych wyznaczenie minimum z taka
dokladnoscia jest wy·starczajace. Uzyskany wynik nadaje
sie juz do porównywania z efemerydami.

W przypadku gwiazd szybkozmiennych, dla których
momenty poszczególnych faz wyznacza sie z dokladnoscia
do minut, sprawa komplikuje sie przez fakt, ze ...
Ziemia krazy wokól Slonca. W ciagu roku znajdujemy
sie w róznych polozeniach na orbicie - czasem blizej
obserwowanej gwiazdy, a czasem dalej. Docierajace od
niej swiatlo przebywa wiec rózne odleglosci, co, rzecz .
jasna, znajduje swoje odbicie w momentach obserwowanych
zjawisk. Róznice sa niebagatelne - dochodza do ±8 minut
- w takim bowiem czasie swiatlo przebywa srednia
odleglosc Ziemia-Slonce. Ten wlasnie efekt posluzyl
Olafowi Romerowi do wyznaczenia predkosci fali
elektromagnetycznej na podstawie obserwacji zacmien
ksiezyców Jowisza. Jednak do procedury. okreslania
dokladnego momentu minimum gwiazdy zmiennej
wprowadza on, niestety, dosc istotne komplikacje.
Aby wyeliminowac wplyw róznych polozen Ziemi na
obserwowane momenty, dokonuje sie tzw. redukcji
obserwacji na Slonce. Poprawka b..t (zwana
równaniem swiatla), która nalezy dodac do momentów
geocentrycznych (zwiazanych z Ziemia), jest, co prawda,
latwa do obliczenia

b..t = -0~0058cos.Bcos(L0 - A),

jednak dane wystepujace w tym wzorze sa na ogól
trudno dostepne dla milosników astronomii. Mozna je
wszystkie obliczyc samemu, choc - nie ukrywajmy - dosc
duzym nakladem pracy. Zwiazek miedzy wspólrzednymi
ekliptycznymi gwiazdy (A, .B) i jej wspólrzednymi
równikowymi (a, 8) okreslaja wzory trygonometrii
sferycznej:

cos.B cos A = cos 8 cos a,
cos .B sin A = cos 8 sin a cos e + sin 8 sin e,
sin.B = - cos 8 sin a sin e + sin 8 cos e,

gdzie e = 23027' jest nachyleniem ekliptyki do równika.
Z kolei do wyznaczenia dlugosci ekliptycznej Slonca (L0)
stosuje sie przyblizony wzór

L0 = 279°41'48~04 + 129602768,"13T + 1~089T2,

T _ JD - 2415020- 36525 '

gdzie JD oznacza date julianska.
Przytoczone wyzej zwiazki nie wygladaja zbyt zachecajaco.
Jednak, aby uzyskac dokladny moment minimum - nie
ma rady - trzeba pracowicie wykonac wszystkie rachunki.
Obserwacje zredukowane na "Slonce nadaja sie juz do
porównywania z efemerydami. Zyczymy cierpliwosci przy
wykonywaniu rachunków.

mgr Joanna UDALSKA
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Pan Jóoefel1k - po ru drugi.

Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 1988 Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jedl~ego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od ° do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnos~i danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

fU(x) + y) = f(x + y) + 1
(dla wszystkich x, y ER).

178. Dla dowolnej (ustalonej) liczby naturalnej n? 2 znalezc kres górny sumy dlugosci
wszystkich cieciw wyznaczonych przez n (zmiennych) punktów okregu o promieniu 1.
Zadanie 178 zaproponowali niezaleznie pan Henryk Kornacki z Augustowa
i pan Arkadiusz Goetz z Wroclawia.

Zadania z matematyki nr 111, 118
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

177. Wyznaczyc wszystkie funkcje f: R --+ R, które sa scisle rosnace i spelniaja
·równanie

",63pkt
43,15pkt
U,55pkt
4l,3Opkt
~O,85pkt
38,5Opkt

!=44
Csol6wka UglUdlUll_ej "Klub«M"

po UWlglednieniu ocen rozwi~an
zadan 167 (WT=l,97) i 168 (WT=2,76)

, numeru 3/1988
-Pomllll
- Katowice
- Krosno
-Zlll"f
- Zabrze
- Warszawa

TatJ""", Jóoefelyk
KnYlllof Jedziniak
Adam Rus,el
Henryk Kaopl'l8lt
Andrzej Pawlowaki
Adam Przeldlieeki

~2,96pkt
37,85pkt
3O,38pkt
27,Olpkt
26,8Opkt
26,68pkt
22,2~pkt
22,06pkt

,., , I- -, ,
C.oI6 ••ka llgludlUll_ej "Klub «,.

po uwzglednieniu ocen roIwi~a6
•• dllll65 (WT=3,16) i 66 (WT-1,75)

'numeru 3/1988

Boguslaw Mikie1ewicz - Brodnie.
Piotr Bala - Torun
Roman Musial - Katowice
Wieolaw Kacpl'l8lt - Kraków
Piotr Kocaynski - Waniliowa
Pawel Perkowolri - Szcr.e.,jn
Alebander Surma - Myozków
Adam Sikorski - Lublin

Zadania z fizyki nr 75, 76
Redaguje dr Andrzej NADOLNY

75. Na szczycie równi pochylej o dlugosci 1= 1,5 m, nachylonej pod ka,tem a = 30°
wzgledem poziomu, umieszczono nieruchomo i puszczono maly klocek.
Wspólczynnik tarcia miedzy klockiem a równia, rosnie liniowo wzdluz równi
od wartosci O na szczycie do wartosci 1 na jej dolnym krancu.
Obliczyc predkosc klocka na dolnym kran~u równi., .

76. W generatorze van de Graaffa (rysunek) ladunki przenoszone
przez tasme z dielektryka o szerokosci d = 1m, poruszajaca sie
z predkoscia v = 20 m/s, laduja metalowa, sferyczna, elektrode
o promieniu r = 1,5 m. Oszacowac maksymalne wartosci
uzyskiwanego w tym generatorze napiecia oraz natezenia pradu
stalego, który mozna z niego czerpac. Graniczna wartosc
natezenia pola elektrycznego, powyzej której powstaje przebicie
w powietrzu, wynosi Ep = 3 . 106 V/m.

Rozwiazanie zadania F 255.
Praca gazów wyrzucajacych pocisk
jest w przyblizeniu równa W = FI,
gdzie .1 jest dlugoscia czesci pocisku
znajdujacej sie w lusce·.

Predkosc wylatujacego pocisku bez
uwzglednienia odrzutu strzelby wynosi

"o "" (l/mp)ylZWomp. Uwzgl~uniajac
odrzut otrzymamy predkosc pocisku
równa w przyblizeniu

'U = 'Uo

co jest wielkoscia mniejsza niz
w przypadku strzalu ze strzelby, al.e
nadal niebezpieczna.

Przyjmujac, ze sila ci§uieuia gaz6w F
jest taka sama w obu przypadkach,
otrzymujemy dla l/L"" lO'

l
L(l + mp/mg) "" 40 m/s.

1) = 'Uo

Poniewaz

p' ( l· l)W = '2 mg + mp
(p oznacza tu ped pocisku),
wiec predkosc pocisku wyniesie

. p l V mpmg" = mp = mp 2W·mg + mp
W przypadku wystrzalu ze strzelby
praca gazów wynosi Wo = FL, gdzie
L jest dlugoscia, na jakiej pocisk jest
przyspieszany w lufie strzelby.
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"Matematykiem jest ten, dla kogo wzór
00

f e-X' dx = ...fi
-00

jest tak oczywisty jak dla innych dwa razy dwa równa sie
cztery. Liouvllle byl matematykiem." Powyzszy tekst zostal
wypowiedziany przez Lorda Kelvina.

Dwadziescia osiem lat temu H. von Foerster, P. M. Mora i
L. W. Amiot opublikowali w Science artykul pt: Sadny dzien:
piqtek 19 liBtopada 2026 roku. Na podstawie dokladnej analizy
wzrostu zaludnienia autorzy artykulu stwierdzili, ze zaleznosc
liczby ludzi na Ziemi od czasu znakomicie opisuje wzór:

1 79· 1O1l
liczba ludzi =. ' o ...

(2026,87 - czas (w latach)) ,
Utrzymanie sie takiej zaleznosci oznaczaloby, ze liczba ludzi
wzrosnie do nieskonczonosci w 2026 roku. W ostatnich
latach swiatowa populacja wyprzedza przepowiednie artykulu
z Science: w 1980 roku na Ziemi zylo 4414 milionów ludzi wobec
"przepowiedzianych'~ 3969 milionów, a w polowie 1987 bylo nas
ponad 5 miliardow, podczas gdy wzór przewidywal osiagniecie
tej liczby na rok 1989.

p liczba. pierwsza

Wzór ten zgadza sie doskonale ze znanym rozkladem liczb
blizniaczych. Np. w przedziale [1015,1015 + 150000] jest 161
par, a nasz wzór przewiduje 166 par. Tak wiec sugerowaloby
to, ze par liczb blizniaczych jest nieskonczenie wiele. Tego
ostatniego faktu nie udalo sie jednak dotychczas udowodnic.

Tradycja na opak wywrócona. Klasyczne doswiadczenie
z dyfrakcja swiatla na krysztalach dowodzi falowej natury
swiatla. W MIT sytuacje odwrócono: wiazke atomów sodu
rozpraszano dyfrakcyjnie na stojacej fali swietlnej zmieniajac
kat padania wiaz1<;iatomowej oraz ksztalt i dlugosc stojacej fali
swietlnej. Zaobserwowano, ze rozpraszanie moze zachodzic tylko
w scisle okreslonych kierunkach. "Nierealnosc" teorii kwantowej
staje sie coraz bardziej realna ..

VI

Szescienna kostke (np. plasteliny czy mydla) mozna przeciac
na osiem jednakowych szescianów za 'pomoca trzech ciec nozem.
Jesli chcemy kostke przeciac na 27 jednakowych szescianów -
ciec musi byc co najmniej szesc. Ale jesli czesci ma byc 64, to
równiez 6 ciec wystarczy.

Jak obliczyc, ile ciec jest potrzebnych przy cieciu kostki na n3
jednakowych szescianów? Czy stosujac takie metody, jak
na rysunku, nie mozna zmniejszyc liczby 6 przy cieciu na 27
szescianów ?

IV

40 lat temu autorzy fantastyki naukowej marzyli o samochodach
i samolotach napedzanych energia jadrowa· Ze wzgledu na duze
wymiary reaktorów udalo sie, jak dotad, skonstruowac jedynie
statki o takim napedzie. Ostatnio w Los Alamos zbudowano
"maly" reaktor o wymiarach 2 m wysokosci, 2 m srednicy
i o masie "tylko" 6 ton. Pozwala uzyskac moc 20 kW. Jest
to reaktor grafitowy ze wzbogaconym paliwem uranowym,
w którym koncentracja U235 jest wyzsza niz w tradycyjnym
paliwie reaktorowym. Do zrealizowania marzen fantastów wciaz
jeszcze daleko.

Poszukiwanie szczególnie odleglych kwazarów odbywa sie
np. w ten sposób, ze wpierw przeglada sie zdjecia widm
otrzymane za pomoca kamery Schmidta z pryzmatem
obiektywowym, a nastepnie obiekty podejrzane obserwuje
sie ponownie duzym teleskopem. W ten sposób w sierpniu
1987 r. za pomoca 3,9-metrowego teleskopu anglo-australijskiego
stwierdzono, ze kwazar Q 0000-26 ma przesuniecie widma
z = 4,11. Ale juz na przelomie lat 1987/88 tym samym
teleskopem zmierzono nowy rekord: kwazar Q 0051-279 (lezacy
w Rzezbiarzu i o jasnosci 19,97 mag) ma przesuniecie ku
czerwieni z = 4,43. Odpowiada to predkosci ucieczki
v = O,934c.

p2 _ 2p

p2 _ 2p + 1 Rl 1,3203 ...C=2· II
p>2

W 1890 r. odkryto dwie komety praktycznie w tym samym
punkcie na niebie. Mianowicie komete 1890 VII odkryl
16 XI 1890 r. Spitaler w Wiedniu, gdy skierowal lunete
w miejsce, gdzie poprzedniego dnia odkryto komete 1890 IV.
Spitaler sadzil poczatkowo, ze obserwuje komete juz odkryt a.
Natomiast w 1975 r. odkryto dwie komety niemal w tej samej
chwili. 5 X tego roku w odstepie 50 minut odkryto komety
1975j (Mori-Sato-Fujikawa) i 1975k (Suzuki-Saigusa-Mori).
Jak widac, pan Mori uczestniczyl w obu odkryciach i on po
raz pierwszy komety te zaobserwowal w odstepie 65 minut.

Jesli wybierzemy losowo liczbe naturalna (lezaca blisko x),
to prawdopodobienstwo tego, ze liczba ta jest pierwsza, jest
w przyblizeniu równe l':x' Tak wiec prawdopodobienstwo, ze
losowo wybrana para liczb sklada sie z liczb pierwszych, wynosi
w przyblizeniu ln~ x' Gdyby zdarzenia n jeBt liczbq pierwszq i
n + 2 jeBt liczbq pierwszq byly niezalezne, to w przedziale
[x, x + aj (gdzie a duze, ale male w porównaniu z x)
byloby okolo In~x par liczb pierwszych blizniaczych. Nieco
dokladniejsze rozwazania heurystyczne (np. jesli n jest liczba
pierwsza, to n + 2 nie jest podzielne przez 2) pokazuja, ze
w tym przedziale nalezaloby oczekiwac okolo I:;'ax par liczb
blizniaczych, gdzie

Zarówno nasza Galaktyka, jak i liczne inne galaktyki sa
otoczone rojem "wlasnych" gromad kulistych gwiazd. Wszystko
jednak wskazuje na to, ze galaktyki w gromadach galaktyk
(a takich jest wiekszosc) wymieniaja sie gromadami kulistymi,
przy czym galaktyki masywne chetniej chwytaja nowe gromady
kuliste niz pozbywaja sie swoich. O tym swiadcza zarówno
obliczenia modelowe, jak i obserwacje: wielka galaktyka
eliptyczna M87 bedaca czlonkiem bliskiej gromady Virgo,
ma "swite" skladaj aca sie z wieluset gromad kulistych - jest
ona chyba najlepsza ilustracja wspomnianego zjawiska.
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Fotomechanika

Ciala optycznie izotropowe (predkosc rozchodzenia sie swiatla nie zalezy od kierunku
promienia i polaryzacji) poddane dzialaniu zewnetrznych sil lub umieszczone
w zewnetrznym polu magnetycznym czy elektrycznym zachowuja sie jak krysztaly
jednoosiowe. Róznica wspólczynnika zalamania dla swiatla spolaryzowanego równolegle
i prostopadle do osi optycznej (promienia zwyczajnego i nadzwyczajnego) jest na ogól
niewielka i zalezy od wartosci dzialajacych sil lub natezen pól.

W przypadku sciskania próbki róznica ta jest proporcjonalna do dlugosci padajacej fali
i wartosci cisnienia

bon = k)"p

(dla szkla wspólczynnik k jest rzedu 0,5 mm/N), a os optyczna jest równolegla do
kierunku sciskania. Droga optyczna wewnatrz próbki jest wiec rózna dla skladowych
o róznych polaryzacjach - obserwowane prazki interferencyjne pozwalaja odtworzyc
rozklad naprezen (cisnien) w próbce. Piekny przyklad wykorzystania metody iostitI
opisany w artykule Statyka katedr. Tu zamieszczamy fotografie próbkToksztalcie nieco
prostszym niz konstrukcja katedry. Poszczególne zdjecia obrazuja rozklad naprezen
powstajacych w krazku pod wplywem (a) wlasnego<:ietarU, (b) sciskania wzdluz
srednicy (krazek jest obrócony o kat 35° wzgledem osi pionowej) oraz (c) naprezen
powstajacych w sciskanym wzdluz srednicy "guziku" - krazku z otworami. Podobnie
mozna badac naprezenia elementów maszyn, w tym takze naprezenia powstajace
przy wzbudzaniu w nich drgan lub niejednorodnym ogrzewaniu, a wiec w warunkach
zblizonych do warunków pracy. Oczywiscie, badac mozna tylko przezroczyste modele
wykonane najczesciej z tworzyw sztucznych. Dobór odpowiednich wlasnosci materialu
i przeskalowywanie mierzonych naprezen jest skomplikowana sztuka.

b c

Ostatnia strona okladki przedstawia schematy konstrukcji oraz zdjecia
"foto elastycznych" modeli katedry Notre Dame w Paryzu oraz katedr w Laon
i Bourges. Modele poddano obciazeniom takim, jakie wystepuja podczas silnych
wiatrów. Otrzymane wzory interferencyjne pozwalaja odczytac rozklad naprezen
w konstrukcji - kazdemu kolorowi odpowiada inna wartosc naprezenia. Szczególnie
narazone na pekanie byly obszary odpowiadajace zageszczeniom prazków. Pekanie
zaprawy murarskiej w lukach przyporowych katedry Notre Dame wymagalo
prawdopodobnie czestych napraw, az do momentu przebudowy w XIII wieku
(na ilustracji konstrukcja pierwotna).

A.M.
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