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Statyka katedr gotyckich — zastosowanie
‘modelowania fotoelastycznego

Dr hab. Jan KROLIKOWSKI

Zmysly radujq sie rzeczami nalezycte
odmierzonymi, gdyz majg je za sobie
podobne, bowiem zmysi to takze rodzay
rozumuy, jak kazda wiadza poznawcza

Tomasz z Akwinu
Summa Theologiae

,Problem katedr”

O modelowaniu fotoelastycznym Na przelomie XII i XIII wieku w okolicach Paryza pojawily sie wielkie katedry

mozna przeczyta¢ navstr. 17. budowane w nowym stylu gotyckim, budowle oparte na koncepcji radykalnie odmiennej
od panujacej poprzednio, rzadzacej stylem romarnskim. Na rysunku 1 przedstawiono
przekrdj poprzeczny trzech koscioléw: romariskiego St. Foy w Conques (Pid. Francja,
1150), wezesnogotyckiej katedry Notre Dame w Laon (okolo 1160) i jednej z wielkich
katedr Gotyku Wyniostego, katedry Notre Dame w Reims (1211). Poréwnujac te
budowle zauwazamy, ze

1) katedry gotyckie sa niemal dwukrotnie wyzsze od romanskich,

2) szerokoéé nawy gléwnej zwieksza sie,

3) grubeéé muréw nawy giéwnej maleje.

ﬂ}mporfum

2im

Rys.1

Whnetrze koéciola w Conques przypomina ciemny i dlugi tunel w poréwnaniu

z obszernym wnetrzem podobnej do niego wymiarami katedry w Laon. Wnetrze
katedry w Reims to juz pustka rozéwietlona kolorowym éwiatlem z wielkich witrazy,
ktére zajmuja wiekszoéé Scian.
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Rozwigsanie zadania M 521.
Niech ABC. bedzie danymi-tréjkatem.
Istnieje przeksztalcenie afiniczne f,
przeksztalcajace ten tréjkat

na tréjkat réwnoboczny A'B'C’.
Wiadomo, ze przeksztalcenia afiniczne
przeprowadzaja elipsy na elipsy oraz
zachowujga stosunek pél. Opiszmy
okrag O' na A'B'C' i niech E bedazie
elipsa, opisana na ABC, przy czym
f(E) = O'. Stosunek pola O' do pola
A'B'C’' (a takze pola E do pola
ABC) wynosi r. Zauwazmy teraz,

ze tréjkatem o najwi¢kszym polu,
wpisanym w okrag, jest tréjkat
réwnoboczny. Ponadto kazda elipse
mozna przeksztalcié afinicznie

na okrag. Dlatego stosunek pola
kazdej elipsy do pola kazdego tréjkata
wpisanego jest nie wickszy niz r.

W rezultacie elipsa E = f~1(0’),

dla ktérej stosunek pél wynosi r, jest
szukanym rozwiazaniem.

Rozwiazanie zadania M 522.
Mamy

J(s) - f(t) = h(ta),
gdzie h jest pewna funkcja. Biorac
pochodna obu stron wzgl¢dem
zmiennej 8 otrzymujemy

I'(8) - f(t) =t-h'(ts),

skad po uwzglednieniu
pierwszego réwnania mamy

£'(s) _, Rte)

I(s) h(ts)
Po podstawieniu t = % otrzymujemy

Aol ¥ Bty oL o
f(s) s h(1) a )

Zatem

Bog (o)) =4 =,
czyli
log f(a) = A-logs + C,
gdzie C mozie by¢ dowolna stala.
Ostatecznie
J(8) =e® -8 =D . %,
gdzie D > 0.

Wobec tego f jest (z dokladnoscia
do stalej) funkcja potegowa.

Mozliwoéé wznoszenia ogromnych, pustych budowli o azZurowych écianach zawdzieczali
budowniczowie §redniowieczni wielkiemu wynalazkowi ,latajacego” tuku przyporowego,
przenoszacego naprezenia gérnych czedci cian (pochodzace od cigzarn dachu

i sklepienia nawy) na masywne filary umieszczone na zewnatrz budowli (rysunek na
okladce). Dzigki lukom przyporowym &ciana nawy nie przenosila juz duzych naprezen,
co umozliwilo zwigkszenie jej wysokogci, zmniejszenie gruboéci i wreszcie przebicie

w niej ogromnych okien, prawdziwe]j koronki kamiennych kolumienek, tukéw i 0zdéb.

Nie wiemy, kto byl autorem tego wynalazku, ale mozemy do&é dokiadnie przesledzic,
jak zostal on dokonany. Stadium poérednim byla tu katedra w Laon, gdzie nad nawami
bocznymi wybudowano jak gdyby drugie nawy, tzw. emporia. Luki sklepienn emporiéw
przenosily rozpierajace naprezenia nawy giéwnej na zewnetrzne masywne przypory
§ciany nawy bocznej. Pozwolilo to na zwiekszenie wzglednej wysokosci nawy giéwnej
w stosunku do naw bocznych oraz niemal dwukrotne poszerzenie nawy giéwnej. Stad
tylko jeden krok do przeniesienia lukéw emporiéw na zewnatrz budynku - czyli do
konstrukcji luku przyporowego. Pierwszy znany nam luk przyporowy wybudowano

w 1180 r. w katedrze Notre Dame w Paryzu, a juz w 1193 r. w Chartres zbudowano
podwéjne tuki przyporowe; dolny przenosil naprezenia statyczne pochodzace przede
wszystkim od sklepienia nawy giéwnej, gérny za$ naprezenia dynamiczne zwiazane

z dzialaniem wiatru na wysoki dach katedry.

Mozna powiedzieé, ze przelom techniczny dokonal si¢ w ciagu jednego pokolenia
budowniczych. Jak to sie jednak stalo, stanowi zagadke, ktorej rozwiazaniu poswiecili
wiele uwagi historycy sztuki i architektury oraz budowniczowie i konstruktorzy.
Historycy sztuki zwrécili uwage na klimat intelektualny, spoleczny i gospodarczy czasu
katedr, ktéry w Europie Zachodniej byt okresem prosperity gospodarczej oraz wielkiego
rozwoju filozofii scholastycznej. Te niezwykle cenne rozwazania dostarczaja nam
wyjadnien, dlaczego wlaénie wtedy rozpoczeto budowe wiekszych i wyzszych koscioléw,
ale nie thumacza, jak to moglo byé mozliwe od strony technicznej:

Préby rozwiazania zagadki przez budowniczych i architektéw do niedawna nie
doprowadzaly do rozwiazania, a nawet mozna powiedzieé, ze oddalaly nas od niego,
gdyz wiele wynikéw otrzymanych do 1960 r. okazalo sie po prostu wynikami blednymi.
Istotny przelom zwiazany jest z nazwiskiem prof. Roberta Marka z Uniwersytetu

w Princeton, ktéry w latach szeéédziesiatych rozpoczal wraz z grupa wspélpracownikéw
analize naprezehn w budowlach gotyckich poshugujac sie technikami modelowania

w materialach fotoelastycznych. Badania te zostaly w latach siedemdziesiatych
uzupelnione przez obliczenia komputerowe (metodami elementéw skofczonych).
Wyniki badafi prof. Marka sa zbyt obszerne, zeby mozna je bylo przedstawi¢ w tym
artykule. Ogranicze sie do opisu techniki dos§wiadczalnej, dzieki ktérej mozna bylo
rozwiazal wiele zagadek, takich jak pytanie czy gérne tuki przyporowe byly tylko
elementami zdobniczymi lub czy sterczyny na szczytach praypér sa tylko elementami
dekoracyjnymi, czy tez sa niezbedne dla stabilnosci konstrukcji. Nim jednak opisze
wyniki i technike dodwiadczalna, musze poswiecié¢ kilka zdan silom dzialajacym na
konstrukcje katedr oraz wlasnoéciom materialéw budowlanych uzywanych do budowy
katedr.

Sredniowieczne materialy budowlane
4

Do budowy francuskich katedr uzywano cioséw kamiennych, najczesciej z wapienia

- kamienia, ktéry mozna latwo obrabiaé. Jezeli w poblizu budowy braklo wapienia,
decydowano si¢ na trudniejszy surowiec — piaskowiec, tuf wulkaniczny lub nawet granit.
Ciosy byly spajane za pomoca, zaprawy wapiennej — wodnej zawiesiny krysztaléw
wodorotlenku wapnia. Nadmiar wody wyparowywal lub byt wchlaniany przez kamien;
proces wiazania zaprawy trwal od kilku dni do kilku tygodni. Innym waznym
materialem budowlanym bylo drewno. Drewniane belki stosowano w wiefbie dachowej.
Drewno stuzylo réwniez do konstrukcji rusztowan podtrzymujacych tuki przyporowe od
dotu, do czasu zwiazania zaprawy.

Wytrzymalosé wapienia ~ podstawowego budulca katedr — zalezy silnie od rodzaju
naprezenia. Wapien jest stosunkowo odporny na éciskanie w zakresie naprezen

2107 — 2-10% N/m?, ale jego odpornoéé na rozciaganie jest mniej wiecej dziesieé
razy mniejsza: 2-10° — 2-107 N/m? . Zaprawa wapienna, oczywiécie po pelnym
zwiazaniu, jest w stanie wytrzymaé rozciaganie mniej wiecej dziesieé razy slabsze niz
wapiet, tj. 2-10° — 2-10° N/m?, stanowi wiec najstabsze ogniwo budynku. Innym
typem naprezen, ktére wystepuje w obszarach lukéw przyporowych, jest zginanie.
Jednorodny cios wapienny jest doéé odporny na to odksztalcenie, ale tuki przyporowe
byly budowane z wielu blokéw kamiennych polaczonych zaprawg i wlasnie zaprawa
miedzy blokami najstabiej znosi zginanie.
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éredniowieczny budowniczy musiat wiec zadbaé o to, zeby sily rozciagajace i zginajace
byly jak najmniejsze, nie musial zaé zbytnio przejmowac sie sitami sciskajacymi.

W jaki sposéb umiano ocenié, czy sily nie przekroczyly wartodci dopuszczalnych ? Nie
wiemy dokladnie, jak to robiono, ogromna, role odgrywalo z pewnoscia do§wiadczenie,
wieloletnie terminowanie w zawodzie. Byé moze wykorzystywano pewnga specyficzna
wlasnoéé budowli wiazanych zaprawa wapienna, ktéra ma stosunkowo dlugi czas
wiazania. Po wymurowaniu elementéw budynku, zaé przed ostatecznym zwiazaniem
elementéw zaprawy mozna czesciowo usunaé rusztowanie. Jezeli naprezenia sa

zbyt duze, zaprawa zaczyna wtedy pekaé. Mozna ustawi¢ rusztowanie z powrotem

i wzmocnié konstrukcje. Warto zwrécié tu uwage, ze katedra gotycka ma w zasadzie
strukture modularna — sklada sie z wielu identycznych sekcji. Dodwiadczenia zebrane
przy konstrukcji pierwszej sekcji moga by¢ przeniesione bez zmian na nastgpne.

Modelowanie konstrukeji i obciazen katedr

Metoda, ktéra zastosowal prof. Mark, jest znana od szedédziesigciu lat. Polega ona na
wykorzystaniu wlasnoéci zywic epoksydowych, tzw. fotoelastycznosci, czyli zamrazania
naprezefi. Prébka z materiatu fotoelastycznego poddana naprezeniom w temperaturze
okolo 150°C i nastepnie ochlodzona do temperatury pokojowej wykazuje pamieé tych
naprezen. Material fotoelastyczny charakteryzuje si¢ dwéjlomnodcia wymuszons

pod wplywem naprezefi, a réznica wspélczynnikéw zalamania promieni zwyczajnych

i nadzwyczajnych jest proporcjonalna do wystepujacego naprezenia. Umieszczajac
prébke w polarymetrze (rys.2) i odwietlajac ja éwiatlem ‘monochromatycznym
obserwujemy prazki interferencyjne.

twiertfalowka p twiertfalowka

i3 L

przezroczysty model
zgdanego obiektu

polaroid (filtr) po‘loroid { filtr)

Rys.2. Polaryzacyjna analiza naprezen.

Oéwietlajac prébke éwiatlem bialym mozemy zaobserwowad pigkne interferencyjne
wzory barwne (rysunki na tylnej okladce). Jakosciowo, obszary o duzym zageszczeniu
linii s3 obszarami duzych naprezeii, naprezenia zginajace charakteryzuja si¢ niemal
réwnoleglymi liniami interferencji wzduz osi elementu, brak linii to male naprezenia.
Metoda polegajaca na wykorzystaniu fotoelastycznosci nadaje si¢ réwniez do

obliczen ilogciowych. Naprezenie fn (na jednostke diugosci) w punkcie modelu,
charakteryzujacym sie rzedem interferencji N, jest proporcjonalne do IN:

(1) f n. = K-N )

gdzie czynnik kalibrujacy K mozemy wyznaczyé z niezaleznego pomiaru poddajac
prosty element, np. prostopadloscian, znanym naprezeniom. Za pomoca wzoru (1)
oraz interpolacji mozemy wykonaé mape naprezefi w modelu. Poréwnanie naprezenia
statycznego fm w modelu i w konstrukcji w pelnej skali f, jest mozliwe dzigki .
skalowaniu. Jezeli wszystkie elementy konstrukcji sa przeskalowane przez ten sam
czynnik oraz rozklady sil zewnetrznych dzialajacych na model i konstrukcje sa

takie same, wtedy mozna wprowadzi¢ parametr bezwymiarowy wiazacy wymiary
geometryczne, sily zewnetrzne (obciazenia) i naprezenia wewnatrz konstrukeji;
parametr ten bedzie mial taka sama warto§é dla konstrukcji i modelu.

W naszym przypadku miedzy naprezeniem f, wysokoscia budynku L i calkowitym
obciazeniem F zachodzi nastepujacy zwiazek:

Lm _, Lp
(2) fﬂl Fm o fP FP
(m — model, p - konstrukcja w pelnej skali), czyli
L F,
3 S N
(3) fo=In

gdzie (Lm/Lj,) jest skala modelu, (F,/Fnm) jest stosunkiem catkowitych obciazeit
konstrukcji i modelu. Za pomoca wyrazei (1) i (3) mozna wigc prosto obliczaé
naprezenia konstrukcji o zawilych ksztaltach stosujac badania modelowe.
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Metoda ta jest powszechnie stosowana np. w przemysle lotniczym lub przy
projektowaniu oslon reaktoréw elektrowni atomowych. Zastosowanie jej do badania
katedr wymagalo zbadania obciazert dzialajacych na te wysokie budowle. Obciazenia
moga, byé statyczne — przede wszystkim ciezar sklepienia i dachu, oraz dynamiczne —
ciezar éniegu zgromadzonego na dachu lub ciénienie wiatru. Poprawne uwzglednienie
sily wiatru okazalo sie trudne. Predkosé wiatru zalezy od wysokosci nad ziemia oraz
od otoczenia budynku - im wiecej wysokich doméw w okolicy, tym jest ona mniejsza.
Prof. Mark ocenit te predkoéé postugujac sie danymi meteorologicznymi zebranymi

w okolicy katedr oraz przyjmujac zabudowe okolicy odpowiadajaca wysokoscia
éredniowiecznemu miastu. Typowa zaleznos¢ predkosci wiatru od wysokosci dla okolic
katedry w Amiens przedstawiona jest na rysunku 3.

Dokladniejsze badania w tunelu aerodynamicznym pokazaly, ze ciénienie wiatru (lub
podciénienie na zawietrznej stronie katedry) jest skomplikowana funkcja predkosci v
i wysokoéci nad ziemia h:

1

) p(V,h) =3
Zmiennoé¢ wspélczynnika C(h) pokazana jest na rysunku 4. (Czynnik G zostal
wprowadzony, zeby uwzglednié nieréwnomierne porywy wiatru.) Wynikiem
zastosowania wzoru (4) jest np. rozklad obciazen (w N/m) pokazany takie na

c(h):-G-V2.

‘rysunku 4; na tym rysunku pokazano réwniez miejsca, w ktérych zostal obciazony

model stuzacy do badaf fotoelastycznych. Ponizej zamiedciliémy fotografie modelu
katedry w Amiens przygotowanego do pomiaru uwzgledniajacego wplyw wiatru.
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Czy sterczyny katedry w Amiens maja znaczenie konstrukcyjne

Jako pierwsze z zastosowan metody dos§wiadczalnej opisanej powyzej prof. Mark
wybral modelowanie naprezenia w okolicy sterczyny przypory katedry w Amiens
(rysunek na okladce). Ta wspaniala budowla rozpoczeta przez Roberta de Luzarches
okoto 1220 r., jest od lat uwazana przez historykéw sztuki za typowy przyklad Gotyku
Wyniostego, zaréwno dzieki swej wysokosci (nawa — 42 m), jak i elegancji, logicznej
spéjnosci i lekkosci konstrukeji. Jeden z wybitnych architektéw XIX w. Viollet-le-Duc,
szermierz logiki konstrukcyjnej gotyku, uwazal, ze sterczyna umieszczona na skraju

_przypory ma dp spelnienia waina role konstrukcyjna, ale nie umiat tego stwierdzenia

‘udowodnié. Na pierwszy rzut oka wydaje si¢ to stwierdzeniem dziwnym. Po pierwsze
— calkowity ciezar sterczyny (0,5 t) jest zaniedbywalny w stosunku do ogromnego
ciezaru praypory (1000 t). Po drugie — mozna by sie spodziewad, ze sterczyna
umieszczona blizej osi nawy moglaby mieé pewne znaczenie konstrukcyjne réwnowazac
momenty sit rozpychajacych przypory na zewnatrz. Niemal powszechna praktyka bylo
jednak umieszczanie sterczyn na zewnetrznej stronie przypory, gdzie mogly one tylko
zwigkszaé momenty sil, a wiec niepozadane odksztalcenia zginajace i rozciagajace huki
przyporowe.

Badania fotoelastyczne pozwolily ustali¢ jednak, ze lokalne znaczenie sterczyny

w konstrukeji poddanej wplywom wiatru ma kluczowe znaczenie dla stabilnoéci
konstrukeji. Na rysunku 5 widzimy sile dzialajaca na zewnetrzna kraweds zawietrznej
przypory: uwzgledniono tu osobno sile wiatru, sume sily wiatru i obciazen
grawitacyjnych bez sterczyny i wreszcie wypadkowa site uwzgledniajac ciezar sterczyny.

h

— wioty

yiek posadzhonwycl)

y
Y

(ou)-sieA winTRY

(b)-sia wray
+UEEAR BEL
STERCZYNY

[c)- (b)+CiEZAR
STERCZYNY

gﬂ]{om 0

SUISKANIE | ROZCIAGAME

Rys.5

O ile bez sterczyny gérna czeéé przypory podlega silom rozciagajacym, to dodanie
sterczyny zmienia zwrot sily na $ciskajaca. Jak wiemy, budowle gotyckie ,nie znosza”
rozciagania. Dalsze dodwiadczenia pokazaly, Ze umieszczenie sterczyny blizej osi nawy
nie zmienia zwrotu sily, a wiec nie prowadzi do oczekiwanych efektéw.

Poréwnanie konstrukcji katedr w Bourges i Chartres — budownictwo
indywidualne i projekt typowy

PN Y W W NN NN

Katedry w Chartres i Bourges zaczeto budowaé mniej wiecej w tym samym czasie
— okoto 1195 r. Katedra w Chartres (rysunek na tylnej okladce) z masywnymi,

° podwéjnymi lukami przyporowymi byla konstrukcja typowa — na niej wzorowali
si¢ budowniczowie pézniejszych katedr w Amiens, Reims, Rouen. Piecionawowa
katedra w Bourges pozostala bez nagladowcdéw. Obie katedry. powstawaly w okresie
eksperymentowania z lukami przyporowymi, ich konstruktorzy zastosowali je

LR 2 " & w odmienny sposéb. Luk z przypora w systemie Chartres wazy okolo 1000 t,
w systemie Bourges jest o 60% lzejszy, waiy okolo 400 t. Dlaczego wlaénie cieiszy
i drozszy system Chartres zostal powielony w innych budowlach ?
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FIZYCZNE NOLNRI

Redagufe dr hab. Andrzej HENNEL

NERWOPODOBNE SIECI
ELEMENTOW
ELEKTRONICZNYCH

Sposéb pracy najlepszego znanego
“komputera osobistego”, jakim jest mézg
ludzki, jest, jak dotad, istotnie rézny od
zasad dzialania obecnie wytwarzanych
mikroprocesoréw 1 budowanych z nich
bardziej zlozonych ukladéw. Wspéiczesne
male i duze kemputery s3 w stanie
wykonywaé niezwykle szybko ogromne ilosci
konkretnych, zadanych polecert. Natorrffast -
w niewielkim stopniu dysponuja one
umiejetnodcly uczenia si¢ 1 aktywnego
dostosowywania do danego problemu
Roéznica ta bedzie jednak w najblizszym
czasie male¢, gdyz rozpoczeto juz
opracowywanie 1 wytwarzanie ukiadow
elementéw elektronowych imitujacych
strukture sieci neuronowe) w organizmach
zywych. Kilka amerykanskich laboratoriéw
koriczy opracowywanie calej gamy
nerwopodobnych obwodéw scalonych. Na
przyklad grupa fizykéw ciala stalego
pracujacych w Pasadenie (Kalifornia, USA)
oglosila, ze przed koricem roku 1988 bedzie
dysponowac nerwopodobnym ukladem
scalonym o wysokiej skali integracji (VLSI).
Uklad ten ma by¢ stworzony z mniejszych
“synaptycznych klockéw”, z ktérych kazdy
Jest zbudowany z matrycy 32 X 32
Jednobitowych komérek. Podobne cyfrowo—
analogowe uklady scalone przygotowywane s3
przez laboratoria wielkiej amerykanskie)
firmy Bell. Z kolei fizycy z Uniwersytetu w
Pittsburgu (Pensylwania, USA) opracowali
specjalne elementy elektronowe imitujgce
prace pojedynczych neuronéw. W Kaliforni
powstala juz nawet firma Synapsis Inc.,
ktéra ma zamiar zacza¢ produkeje

1 sprzedaz nerwopodobnych ukladéw
scalonych. Natomiast teoretycy pracujacy
w Los Alamos (Nowy Meksyk, USA)
sprawdzaja obecnie na superkomputerze
Cray X—MP algorytmy sieci neuronowych 1
twierdza, ze sa one stokrotnie dokladniejsze
od metod obecnie stosowanych. Generalnie
rzecz biorac, nerwopodobne sieci beda mogly
by¢ stosowane do. szybkiego przetwarzania
obrazéw. (Spotykajac znajomego na ulicy
nie poréwnujemy jego wizerunku ze
wszystkimi znanymi sobie osobami — a tak
by postepowal tradycyjny komputer.)
Dalej — do nauki i rozpoznawania
charakteréw pisma, do odtwarzania
brakujacych elementéw jakiegos ukladu i
innych podobnych dzialari itp. Niektérzy
twércy twierdzg, ze wprost trudno jest
przewidzie¢ mozliwe zastosowania tych
nowych ukladéw. Czy to wszystko oznacza
mozliwos¢ konstrukeji myslacych
komputeréw? Raczej za wczesnie o tym
méwi¢. Po prostu dzigki nerwopodobnym
ukladom scalonym i nowemu rodzajowi
oprogramowania imitujacego proces myslenia
kolejne generacje komputeréw beda troche
"mniej bezmyslne". W koricu umiejetnosc
czytania réznych charakteréw pisma czy
rozpoznawania i klasyfikac)i obserwowanych
obiektéw posiada juz, w wysokim stopniu,
dziesiecioletnie dziecko. Mozna wigc
stwierdzi¢, 2ze komputery wychodza powoli 2
wieku niemowlecego i posytamy, je do szkoly
podstawowe] i

Badania modelowe prof. Marka wykazuja, ze system Bourges jest nieporéwnanie
bardziej bezpieczny, np. maksymalne naprezenie rozciagajace wystepuje po nawietrznej
stronie katedry w okolicy polaczenia gérnego tuku przyporowego ze §ciana nawy

i wynosi okolo 7 - 10* N/m?. W systemie Chartres w tym samym miejscu naprezenie
jest prawie caztery razy wieksze (okolo 3-10° N/m?). Nacisk wiatru na sekcje nawy

w Bourges wynosi okolo 6 - 10* N, w Chartres zaé prawie dwa razy tyle—1,1- 10° N.

Poréwnujac przekroje naw pokazane na rysunku na tylnej okladce zauwazamy, ze huki
przyporowe w Bourges opadaja, bardziej stromo niz tuki w Chartres oraz dolny tuk
przyporowy w Bourges styka sie ze §ciang Dawy blizej i nizej niz w Chartres. Dzieki
temu wiekszoéé naprezenn dynamicznych zwiazanych z wiatrem jest przenoszona przez
bardziej masywny dolny tuk przyporowy. W systemie Chartres dolne tuki przyporowe
sa, zbyt nisko, zeby mogly spelniaé te role, stad duzo wieksze naprezenia rozciagajace
gérnych lukéw po nawietrznej stronie katedry. Ponadto gérny tuk przyporowy

dotyka &ciany katedry bardzo wysoko, tuz obok wiazaf dachowych, tylko po to, Zeby
uniemozliwi¢ pojawienie si¢ krytycznych napieé rozciagajacych, gdyby zawiat wiatr.

Badania modelowe pokazuja wiec, ze system Bourges byt duzo bardziej racjonalny

i bezpiecany oraz dwukrotnie tafiszy. NajwyraZniej nie zgadzal sie on jednak

z wyobrazeniami dredniowiecznych budowniczych dotyczacymi bezpieczefistwa katedr.
Dowéd tego znajdujemy w dwéch ostatnich przestach nawy w Bourges, zbudowanych
po 1232 1., po zaangazowanin nowego budowniczego, ktéry nie chcial (lub nie mégl)
zmienié systemu lekkich lukéw Bourges na masywne tuki Chartres, ale najwyrazniej
czul sie nieswojo. Zwiekszyl wiec niemal dwukrotnie gruboéé dwéch ostatnich gérnych
lukéw przyporowych. Jak przekonujaco wykazal prof. Mark, nie istnialy ku temu
powody konstrukcyjne.

—= oty

. e

Rys.6. )

A — przedluzenie lukéw przyporowych po stronie nawietrznej — zginanie i rozciaganie
(Chartres)

B - przedluzenie lukéw przyporowych po stronie zawietrznej — zginanie i obrét (Chartres)
C - zawietrzna krawedZ przypory — rozciaganie (Amiens)

D - luk przyporowy — zginanie i rozciaganie (Chartres) J

E - okolice obejdcia na poziomie dachu nawy bocznej — duze naprezenia §ciskajace filaréw
zewnetrznych (Bourges)

F — polaczenie filar6w nawy gléwnej z filarami §ciany nawy — silne naprezenia zginajace
(Beanvais).

W nawiasach podano nazwy katedr, w ktérych w odpowiednich obszarach naprezenia
przekraczaja krytyczne wartodci.
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Whnioski

Analiza strukturalna katedr gotyckich oparta o modelowanie fotoelastyczne pozwolila
na wyjaénienie kilku zagadek zwiazanych z ich budowa. Wyodrebniono kilka obszaréw,
w ktérych moga wystepowad krytycznie duze naprezenia rozciagajace (rys.6), zwiazane
przede wszystkim z parciem wiatru na budowle. Okazalo sie, ze budowniczowie

katedr umieli niekiedy redukowad te naprezenia za pomoca zmiany lokalnego

rozkladu sit (np. przez dodanie sterczyny lub filaréw). Z drugiej strony przyjecie jako
kanonu systemu Chartres §wiadczy o bardzo niedoskonalym zrozumieniu probleméw
konstrukcyjnych w tych czasach, tym bardziej ze istnialy konstrukcje doskonalsze

(np. Bourges lub koéciét w St. Ouen z kofica XIII w.). Swiadczy to takie o tym, ze
stosunkowo rzadko eksperymentowano z konstrukcjami, np. badajac pekniecia zaprawy
i wprowadzajac poprawki konstrukcyjne, co lezalo w zakresie éwczesnych mozliwosci
technicznych, ale bylo kosztowne i niezgodne ze §redniowiecznym sposobem patrzenia

B ﬁ@kﬁrﬂl \
N w @hortves

B Y 1

- Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 520. Szereg E Un, gdzie u, > 0, jest zbiezny. Niech rn = tp + %Un41 + ...

w gére. Ocenié, na jaka wysokoéé wznioslaby sie wtedy pitka ? Przyjaé mase pitki M

n=1
Z oV Udowodni¢, ze szereg ), “a jest rozbieiny.
r . n=1 u
i [ E [! Rozwiazanie na str.13
@ 3! |9 M 521. Jaka elipsa opisana na tréjkacie ma najmniejsze pole ?
Rozwiazanie na str.2
2
% M 522. Dodatnia i rézniczkowalna funkcja f, okre§lona na przedziale (0,00) ma
! nastepujaca wlasnodé: f(s)- f(t) zalezy tylko od iloczynu s - t. Jaka funkcja moze
= ; byé f ? ;
AN LR AT Rozwiazanie na str.2
Redaguje dr Rafal STARONSKI
s .h‘ ; : :! F 254. Wyobrazmy sobie, ze w pewnej chwili wszystkie czasteczki powietrza
| znajdujace si¢ w pilce futbolowej lezacej na podlodze zaczely poruszaé sie pionowo
—y
1
\

L LB, 5
réwna 400 g, promiefi r = 10 cm, a ci$nienie powietrza wewnatrz pitki p = 1, 5po, gdzie
Qtzhra po = 10° Pa jest normalnym ci§nieniem atmosferycznym. Temperatura powietrza
wynosi 0°C. $rednia masa molowa powietrza p jest réwna 29 g/mol.

01,”2 v ame Rozwiazanie na str.12

3 * F 255. Ocenié Jbredkosé¢ pocisku wylatujacego z naboju, ktéry eksploduje wrzucony do
Q( u ogniska. Predkosé¢ pocisku wylatujacego przy wystrzale tego samego naboju w strzelbie
w Wg wynosi okolo 800 m/s. Stosunek masy pocisku do masy tuski wynosi m,/m; = 3.

Rozwiazanie na str.15
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Precesja i piramidy

- Na przedluzeniu ziemskiej osi obrotu lezy — w przyblizeniu — Gwiazda Polarna. Dlatego jest ona
doskonalym drogowskazem; patrzac na nia na wprost stoimy zarazem przodem w kierunku péinocnym.

Tak przedstawia sie sytuacja ,na dzi§”, bowiem o$ ziemska nie zachowuje stalego kierunku w przestrzeni.
Jest mianowicie tak, ze niemal stale polozenie wéréd gwiazd zajmuje ekliptyka (roczna droga Slorica),

a wiec tez jej bieguny (péinocny lezy w gwiazdozbiorze Smoka). Natomiast réwnik niebieski, lezacy,
oczywiscie, w plaszczyZnie réwnika ziemskiego, zachowujac stale nachylenie do ekliptyki (kat €) zmienia
powoli orientacje, tak ze punkty jego przeciecia z ekliptyka (punkt réwnonocy wiosennej i jesiennej)
przesuwaja si¢ po niej w kierunku zaznaczonym strzatkami. W rezultacie pélocny biegun $wiata (Pn)
wedruje wokdl pélnocnego bieguna ekliptyki po kole o ,promieniu” réwniez €. Zjawisko to nazywa sie
precesja, a przyczyna jego jest fakt, ze Ziemia nie jest dokladnie kulista i jej ruch wirowy zaburzany jest
przez Ksiezyc i Slorice. Ziemia zachowuje si¢ w przyblizeniu jak wirujacy bak, ktérego os usituje ktos
odchylic.

z%ﬁ‘ Uk ams /&/éa pLeam
wiehrieske polykiicy woont

sionce %dzqg 1% ce dJ)’téMﬂ, Jm\%j ?)\1}"&{
biore osmel g}gwéodackm m
pﬂzdn‘aﬁfwmfe ; Wﬁ ’
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Tempo precesji jest zbyt male, by zauwazyé to zjawisko z dnia na dziefi. Punkty réwnonocy przesuwaja
si¢ o 50726 /rok, a wiec ich pelny obieg po ekliptyce trwa 26 000 lat — jest to tzw. rok platonski. Tak wiec
na poczatku naszej ery punkty te znajdowaly sie w przyblizeniu o 30° od pozycji zajmowanych obecnie !
Pamietajmy, ze wtedy astronomowie greccy wprowadzili pojecie zodiaku i wtedy wlasnie np. punkt
réwnonocy wiosennej, czyli punkt Barana, lezal w gwiazdozbiorze Barana. Dzi$ natomiast punkt Barana
lezy w Rybach ! Biegun $wiata z kolei dwa i pél tysiaca lat temu lezal w poblizu najjasniejszej gwiazdy
Smoka, a Draconis, czyli Thubanu.

Ten wlagnie fakt zaczyna mieé zwiazek z piramidami. Juz John Herschel na poczatku XIX w. sugerowal,
ze gléwny korytarz zstepujacy w piramidzie Cheopsa zostal tak zaprojektowany, by w jego przediuzeniu
widaé bylo 6wczesng ,gwiazde polarng”, czyli Thubana. Jednak Percival Lowell na poczatku XX w.
doszed!l do wniosku, ze Thuban znajdowal sie w przedluzeniu tego korytarza wieleset lat przed i wieleset
lat po zbudowaniu piramidy, co — jak wiemy z przekazéw historycznych — nastapilo okolo 2800 r.p.n.e.

Velka Joma ;

Somich, Cogps i OJZ/ZZ

Niedawno R.L.Walker z Naval Observatory Walker twierdzi tez, ze ani zainteresowanie
jeszcze raz powtdrzyl obliczenia i1 doszedl . astronomia, ani znajomosé trygonometrii nie byla
do wniosku, ze w czasach budowy piramidy u starozytnych Egipcjan tak wielka, by wedlug:
gléwny korytarz nie celowal w zadna, jasniejsza jakiché ,naukowych” planéw prowadzi¢ prace
gwiazde, a powdd, dla ktérego jego nachylenie budowlane.

wynosi 2695, jest wedlug niego wrecz smiesznie
prosty. Mianowicie jezeli ukladad szescienne
kamienne bloki w ten sposéb, by wysokosé
stopnia (1 szescienny blok) byla polows jego
szerokosci (2 szescienne bloki), to rednia
pochyloéé takich stopni wyjdzie wiasnie taka.
Za tym tlumaczeniem przemawia tez fakt, ze
inne korytarze w piramidzie, z ktérych nieba nie
widaé, réwniez majg takie nachylenie.

Malq Delte przygotowal Tomasz KWAST



O toczeniu
wielokata

Mgr Jarostaw _
GORNICKI

Gdy okrag o promieniu r > 0 toczymy po prostej [, to wybrany punkt tego okregu
zakredla krzywa - cykloide (rys.1). W prostokatnym ukladzie wspéirzednych opisuja
ja réwnania parametryczne: z(t) = r(t —sint), y(t) = r(1 —cost),t € R.

s

y(t)-— |t

N |

S sl e

Rys.2. Pozycja ,stabilna”.

Rys.3. Pozycja ,niestabilna”.

0| xlt) 2T
Rys.1. Arkada cykloidy.

Juz w XVII wieku wykazano, ze: :

A. Pole figury ograniczone]j jedna arkada cykloidy i osia OX jest réwne 3 - wr?
(Gilles Persone de Roberval, 1634);

B. Dhugoé¢ jednej arkady cykloidy jest réwna 4 - 27 (Christopher Wren, 1658).

W tym artykule wykazemy analogiczne wlasnoéci dla krzywe]j ,wyznaczonej” przez
toczacy sie po prostej wielokat foremny. Dokonamy tego patrzac na plaszczyzng jako
na zbidr liczb zespolonych.

Pozycje wielokata z rysunku 2 bedziemy nazywaé stabilna.

Definicja. Wielokatna odpowiadajaca n-katowi foremnemu to tamana, ktérej
wierzcholki wyznacza ustalony wierzcholek n-kata w kolejnych pozycjach stabilnych
podczas toczenia wielokata po prostej.

— ol
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|
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Rys.5

Rys.4. Arkada wielokatnej odpowiadajacej siedmiokatowi foremnemu.

Twierdzenie 1. Pole powierzchni ograniczone prosta i arkada wielokatnej
odpowiadajacej n-katowi foremnemu jest réwne potrojonej powierzchni n-kata.

Dowéd. Z geometrii analitycznej wiemy, ze pole powierzchni tréjkata o wierzchotkach
(0,0), (21,91), (z2,y2) dane jest wzorem % |z1y2 — z2y1|. Na plaszczyénie zespolonej
wzdr ten ma postaé |% Im E;a2|, gdzie ar = zk + iyx dla k = 1,2. Zatem pole
powierzchni n-kata o wierzcholkach a; ,a2,... ,an (przy dodatniej orientacji)
zawierajacego punkt O jest réwne 3 Im (@1a2 + @zas +...+ @na1). Rozwaimy n-kat
foremny o wierzchotkach w punktach 1,z,22,...,2"" !, gdzie z = exp(27i/n).

n—1
Jego pole powierzchni wynosi % Im|{ ) zk k1
k=0
tworzac wielokatna (rys.6) odpowiadajaca temu n-katowi, przesuwamy w kolejnej
pozycji stabilnej ,srodek” n-kata o wektor (z — li (o dlugosci boku n-kata). Wtedy
wierzcholki tworzace arkade wielokatnej sa postaci:

= 1 Im nz. Zauwaimy, e

gjp1=3-(Z—-1)+2’, 7=0,1,...,n—1.
Wéwczas pole powierzchhi interesujacej nas figury W (rys.6) jest réwne sumie pél
tréjkatéw Aaiazas, Ad)asba, ..., Na16u—18n, 2 ktérych kaide mozemy wyrazié
wzorem (rys.7)

TR | AR =
|Aa1akak+1| = 2 Im @rar+1 + 2 (Ilna.k+1 —Im a};), E=12,. .,n=1.
A teraz niezbedne rachunki:

% Im (Zakak-{-l) + % Im (Z_:(Ehu = Ek)) =

k=1 k=1

Wi

%Im (i (iz—1)+7) (G + 1)(;—1)+z"+‘)) + % Im(n(z—-1)—1) =

=0
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Rys.6
z-z2=1
=t
Imz=-Imz
=4 +1
- (n+1)z"+1
k+1
z( +1* (1-2)2
k=0

2
exp(27i/n) = cos £ i ein o
n n

s

Qg
qkd
Rys.7. |Aajakak+1| = |Aaoarar41| + |Aaoakt1a:1| — |Aaoara|
n—1
= -;— Im (Zo (j(z— 1)zj+l+(j+1)'ij(’z'—l)+z)) +—;-Imnz=
,:

% Im ((z— l)i (327 -+ l)zj)) +Imn.:¢ =

=0
=%Imn(z—-1)+1mnz=3-%lmnz
i dowéd twierdzenia jest zakonczony.

Oczywiscie, dwa katy ostre przy podstawie wielokatnej sa réwne i maja miare
% - i) m. Mozna réwniez sprawdzié, ze miara kazdego z pozostalych

(n — 2) rozwartych katéw wielokatnej jest réwna (l - ;‘;) .

Kolej teraz na nastepna wlasnoéé.

Twierdzenie 2. Diugo$¢ L wielokatnej odpowiadajacej n-katowi foremnemu wynosi
4(r + R), gdzie r i R oznaczaja, odpowiednio promiefi okregu wpisanego i okregu
opisanego tego wielokata.

Dowéd. Dla n-kata foremnego o wierzchotkach w punktach 1,2,2%,...,2""!

(gdzie z = exp(2mi/n)) promien okregu opisanego R jest réwny 1, a promien okregu
wpisanego r = cos T (rys.5), k-ty bok wielokatnej ma diugoéé |bx| = lak+1 — akl,
dlak=1,2,...,n— 1. Krétkie rachunki pokazuja,, ie b = (1 —2)(z* - 1).

w szczegélnoécn [b1] = |1 —Z|- |z — 1| = 4 sin? Z. Niech s = exp(7i/n), czyli s*

g2k+2 © o g2(k+1) _ k41 k+1 gin (k1)
Wéwcezas L5 A =s- 2,
b 83k —1 s2k — gkgk sin &2
sin k n—1 n—1 kﬂ'
skad by = -b . Wobec t L= be| =4- — R
ad b = &* 1° smn obec tego Zlkl smn Zsm =
k=1 k=1
n—1 n—1 R wi
exp(Z)+1
Poniewaz Zsin I%r =Im (Zexp (%)) = ImL(")—“ =
k=1 k=1 L= exp (T)
~ Im (l+cos§)+i~sin%= sin Z =1+cos-:-’
(l—cosg)—ysin;’_. 1—cos? sin =

wiec L =4 (1 + cos ﬁ), co nalezalo wykazad.

Jezeli teraz zauwazymy, ze n-katy foremne wpisane w okrag w miare wzrostu liczby n
aproksymuja, go, a kolejne wielokatne przyblizaja arkade cykloidy odpowiadajaca
okregowi, to otrzymujemy fakty A i B.
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Autor jest studentem fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego.

Rozwigzanie zadania F 254,

Na podstawie zasady zachowania pedu
mozemy zapisaé, ze w przyblizeniu

mv = Mu,

gdzie m jest masa wszystkich
czasteczek powietrza wewnatrz pilki,
v ich §rednia predkoscia; M i u
oznaczaja mase i predkos$é pilki po
zderzeniu czasteczek z jej wewnetrzana
powierzchnia. Na podstawie zasady
zachowania energii poszukiwana
wysokodé h wynosi

2 2
u’? m-v°

5 Eg 2M2g’
Masa m wszystkich czasteczek
powietrza jest r6wna

o :

m="—— .6 g,

RT

przy objetosci pilki V = (4/3)mr® =
w5 4-10% cm?® oraz §redniej masie
molowej powietrza pu = 29 g/mol.
Predkos¢é v molekul powietrza
v 4102 m/s otrzymamy ze wzoru
Ekin = (3/2)KT, gdzie k jest stala
Boltzmanna. Przyjmujac g =~ 10 m/s:
otrzymamy, ze wysokogé, na jaka,
wzniesie si¢ pilka, wyniosltaby okolo
2 m.

Sie¢ drog dla czterech miejscowosci

NGUYEN CHUONG CHI

W ligowym zadaniu 151 w Delcie 5/1987 chodzilo o zaprojektowanie sieci drég

o najmniejszej sumie dlugodci laczacych cztery miejscowodci w wierzchotkach kwadratu.
Chce tu zaproponowaé czysto geometryczne rozwiazanie zadania ogélniejszego —
kwadrat moze by¢ zastapiony dowolnym czworokatem o katach nie wigkszych od 120°
(nie jest to najszersza klasa czworokatéw, do ktérych ,pasuje” moje rozwiazanie, ale
ograniczmy sie tylko do niej).

Rozwiazanie, ktére proponuje, jest analogiczne do rozwiazania problemu Fermata
(patrz np. Delta 11/1986). Aby analogia byla widoczna, praytocze to rozwiazanie wraz
z krétkim dowodem.

Dla dowolnego tréjkata o katach nie wiekszych od 120° suma odlegloéci dowolnego
punktu od wierzchotkéw tego tréjkata jest najmniejsza, gdy boki tréjkata sa widoczne
z tego punktu pod réwnymi katami (a wiec 120°).

Dowéd: Weimy tréjkat ABC spelniajacy zalozenia twierdzenia i dowolny punkt P.
Obréémy punkty P i B o 60° wokét C otrzymujac punkty P'i B'. Tréjkaty CBB'

i CPP' s3 zatem réwnoboczne. W szczegélnoéci PP' = PC i P'B' = PB. Stad

S = PA+ PB+ PC = AP + PP' + P'B'. Poniewai punkty A i B’ nie zaleza od tego,
jak wybrali§my punkt P, wiec S ma najmniejsza warto$é¢, gdy lamana APP'B jest
odcinkiem. Eatwo zauwasyé, ze tak jest, gdy katy APC i B'P'C (réwny katowi BPC)
maja po 120°.

PrzejdZzmy teraz do czworokata. Aby nie powtarzaé czeéci rozumowania
zamieszczonego przy rozwiazaniu zadania 151 (Delta 9/1987), przyjme, ze wystarczy
sig ograniczyé do sieci drég zlozonych z pieciu odcinkéw — jak na rysunku ponizej.

B8
A ' A

c D
D C
Rozwazmy pierwszy z nich. Obracajac P i B wokét A oraz Q i D wokét C o kat 60°
otrzymujemy odpowiednio P' i B' oraz Q' i D'. Analogicznie jak w przypadku tréjkata
S=PA+PB+PQ+QC+QD=B'P' +PP+PQ+QQ"'+Q'D". Znéw S ma
najmniejsza wartoéé, gdy B'P'PQQ'D' jest odcinkiem, a wiec gdy ZAPB = /BPQ =
= LQPA= /DQC = LCQP = LPQD = 120°. Takie punkty P i Q latwo znalez¢
rysujac na AB ina DC tuki, z ktérych widaé te odcinki pod katem 120° (tzw. luki
Talesa). (Pominalem tu przypadek, gdy luki te przecinaja sie.)
Bl

Powstaje tu ?xa.stepne pytanie. Jeéli podana, metode zastosuje do bokéw AD i CB
zamiast AB i CD, to réwniez otrzymam minimalna dlugoéé sieci drég. Ktére

z otrzymanych miniméw jest mniejsze ? Czy mozna to ocenié ,z géry”, przed
wykresleniem obu odcinkéw realizujacych te minima ?
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Bl
B
3
A
H
G
D 2 C
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Roswigqzanie zadania M 520.
Mamy ro = g + rp41. Zatem

Eadl . . g Un
n n !
r u u
rats _ (1 i« _-:) - Unt1)
n n Tn+l
u u
S [ n n+1
Tn a1
i podobnie
Tntp 0 Lt Un. Ya4l _ Un4p ;
n n Tn41 Tntp

Jednakie rp4p — 0, gdy p — o0, a
stad wynika, ze dla kazdego n istnieje
takie p, ze

u 1
voot B 5
Tn Tntp 2

O
zatem szereg E ‘—"-:‘ jest rozbiezny.

n=1

Minimum S w rozpatrzonym szczegélowo przypadku to dlugoéé odcinka B'D’.
Sprébujmy te dlugoéé obliczyé. Oznaczmy przez E, F, G i H érodki bokéw
czworokata (jak na rysunku). Wéwczas B'ELAB i D'F1DC. Wygodnie nam
bedzie jeszcze postugiwal sie operacja o, ktéra kazdemu wektorowi (swobodnemu) o
przyporzadkowuje wektor (tej samej dlugodci) obrécony o kat —90°. Mamy wiec

BE = ?o(ﬂa’), FD' = -?o(p_c’).

Stad

B'D'= BE+EF + FD' = EF + V30(GH),
gdyz ﬁ‘-}- F—D= = 32@‘(0(@) + 0(1—3_6‘)) = \/50(___2___@+53) oraz GH = —E;BB
Stad kwadrat minimalnej sumy drég jest

B'D"” = |B'D'|* = (EF + V30(GH))” = EF? + 3GH? + 2V3 (EF - o(GH))

poniewai (o(GH))” = |GH|? = GH?.
Jedli teraz rozwaiymy drugi przypadek (wprowadzajac analogicznie do B' i D' punkty
A' i C'), otrzymamy jako kwadrat drugiego minimum sumy dlugoséci drég

A'C" = GH® + 3EF® +2v3(GH - o(EF)) .

Nietrudno przekonac sie, te EF - 0(571) =GH- o(ﬁ). Wobec tego
B'D'>AC: < B'B?>AC? . +—» GH'>EF &> GH>EF.
Zatem minimalna sume dlugoéci sieci drég otrzymamy wykonujac nasza, konstrukcje

dla tej pary przeciwleglych bokéw czworokata, ktérej érodki bokéw sa bardziej
oddalone.

A jak rozwiazaé analogiczne zadanie dla piecio- czy szeéciokata ?

Zespolone uklady pozycyjne

Do ukladu dziesiatkowego przywyklismy od urodzenia. Niektérzy slyszeli co

nieco o innych ukladach pozycyjnych: dwéjkowym, tréjkowym, piatkowym itd.

W ukladzie o podstawie p wystepuje p cyfr: 0,1, 2, ..., p— 1, a liczbe cncn—1...¢q (p)
interpretujemy jako cap™ + cn—1p" "' + ...+ co. Jedli p jest liczba naturalna wigksza,
od 1, to w ukladzie pozycyjnym o podstawie p mozemy zapisaé dowolng liczbe
catkowita, o ile dopuécimy uzycie znaku ,,—” dla oznaczenia liczb ujemnych. Stosuje
si¢ tez uklady o ujemnej podstawie. Jeéli p < —1, to uzywamy takich samych cyfr jak
w ukladzie o podstawie —p, a liczby interpretujemy wedlug tego samego wzoru. Teraz
mozemy wszystkie liczby catkowite zapisa¢ bez uzywania minusa. Na przyklad —1

w ukladzie minusdwéjkowym zapisuje sie jako (11).2 = —-2+1 = —1.-

A teraz przejdZmy do liczb zespolonych. Interesowad nas beda liczby postaci a + bi,
gdzie a, b 83 liczbami catkowitymi. Jeéli p = a + bi, b # 0, to w ukladzie o podstawie p
bedziemy uiywaé a® + b2 cyfr: 0,1, 2, ..., a® + b% — 1, a interpretacja zapisu liczby
bedzie odbywala sie¢ wedlug tego samego wzoru. Jeéli np. p = 2i, to uzywamy cyfr
0,1, 2, 3iliczbe (¢cncn—1..-co)2i interpretujemy jako ¢, (2i)" + cn—1(2i)" "' + ...+ co,
np. 2i= (10)2i, —3 — 4i = (1121)5 = (2i)° + (2i) +2-2i+ 1= —8i —4 +4i + 1.
Zauwazamy jednak, ze liczby i nie mozemy zapisaé w tym ukladzie bez uzycia
przecinka. Mamy natomiast (10,2)2 = 2i + 2 (};) = 2i —i=1I, cayli i wyglada w tym
ukladzie jak ulamek.

A jak bedzie w innych ukladach ? Jakie liczby dadza si¢ w nich zapisaé bez przecinka ?
Warto byloby tez przedstawié graficznie na plaszczyinie zespolonej zbiory liczb
2,3,4,...-cyfrowych w réznych ukladach pozycyjnych. Wydaje sie, ze dla podstawy

p = a + bi, gdzie a # 0, b # 0, takie zbiory powinny mieé przedstawienia o dosyé
kaprysénych ksztattach.

J.W.
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Patrz w niebo

W poprzednim numerze Delty zachecaliémy Czytelnikéw
do obserwacji gwiazd zmiennych metoda, Argelandera.
Teraz — zgodnie z zapowiedzia — przedstawiamy sposéb
opracowania danych obserwacyjnych.

Wykreélenie krzywej blasku polega na zaznaczeniu

w ukladzie wspdirzednych obserwowanej jasnoéci gwiazdy
zmiennej (0§ pionowa) w okreslonych momentach

(0§ pozioma).

Na podstawie uzyskanego materialu obserwacyjnego
nalezy wigc przede wszystkim wyznaczyé jasnoéé gwiazdy
zmiennej (m,) w jednostkach powszechnie stosowanych

w astronomii — wielkodciach gwiazdowych. W tym celu dla
kazdej dwustronnej obserwacji akvlb stosujemy wzdr

_ mak + myl

9 - k +l )
gdzie m, i m; 8a jasnosciami gwiazd poréwnania
wyrazonymi w wielkodciach gwiazdowych.
Poprawne wyznaczenie momentéw obserwacji, choé
z pozoru latwiejsze, jest w istocie bardziej skomplikowane.
Odlozenie wprost na osi czasu odczytanych na zegarku
i zanotowanych podczas obserwacji momentéw nie jest
dobrym wyjéciem. Watpliwg wartodé¢ mialyby obserwacje
wykonane w réznych miejscach na Ziemi i odniesione
do czasu strefowego odpowiadajacego tym miejscom,
choéby dlatego, ze nie nadawalyby si¢ do poréwnywania
z innymi obserwacjami. Aby wiec ujednolicié sposéb
podawania czasu, wszystkie momenty wyraza sie w czasie
uniwersalnym (UT - czas poludnika przechodzacego przez
Greenwich)

UT = T-!vz] —N,

gdzie Tetres jest czasem strefowym odczytanym na zegarku,
N =1 dla czasu zimowego (§rodkowoeuropejskiego),

N = 2 dla czasu letniego (wschodnioeuropejskiego).
Osoby, ktére przy opracowywaniu programu
obserwacyjnego korzystaly z zamieszczonych w Roczniku
Astronomicznym Obserwatorium Krakowskiego efemeryd
gwiazd zmiennych, wiedza, 3e sa one podawane

w tzw. dniach julianskich. Dla wygody wiaénie w dobach
juliariskich (i ich ulamkach) wyraza si¢ momenty
rozmaitych zjawisk astronomicznych — w szczegdlnosci
momenty odpowiadajace obserwacjom gwiazd zmiennych.
Wyznaczenie daty juliaiiskiej nie jest zbyt skomplikowane
— nalezy odczytaé z tablic, np. w Poradniku milosnika
astronomii P. Kulikowskiego lub wyznaczyé za pomoca,
programu komputerowego opisanego w Delcie 9/1987,
jaki dzien juliarigki przypada na dana date, a nastepnie
dodaé do niego godziny i minuty (po zamienieniu ich na
ulamek doby) odpowiadajace wyznaczanemu momentowi.
Trzeba przy tym pamietal, ze doby juliaiiskie rozpoczynaja,
sie w poludnie czasu uniwersalnego — np. potudnie czasu
uniwersalnego pierwszego listopada biezacego roku jest
oznaczone w juliarniskiej rachubie dni jako 2 447 467,0.

Teraz mozna juz przystapi¢ do wykreslenia krzywej
blasku, a éciélej — do odlozenia w ukladzie wspélrzednych
poszczegblnych punktéw odpowiadajacych obserwacjom.
Okreslenie ,krzywa” jest tu w pewnym stopniu mylace —
na wykresie nie powinno si¢ laczyé punktéw odcinkami,
gdyz falszuje to rzeczywisty obraz przebiegu zmian blasku.
Dopiero po naniesieniu wszystkich punktéw, gdy jest ich
na tyle duzo, ze ,na oko” wida¢, jak wyglada ,$rednia”
krzywa najlepiej do nich pasujaca, mozna ja narysowal.
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Jedli obserwacje byly przeprowadzone w okolicy
minimum blasku gwiazdy zmiennej, mozna wyznaczy¢
jego moment. Powinien on wypadaé na osi symetrii
fragmentu krzywej w otoczeniu minimum. Skladajac
kartke (albo jeszcze lepiej — kalke) z wykresem tak, by
obie galezie — malejacego i rosnacego blasku — pokryly
sie jak najdokladniej, na przecieciu zlozenia z osia czasu
odczytujemy zaobserwowany moment minimum blasku.
Dla gwiazd dlugookresowych wyznaczenie minimum z taka
dokladnoscia jest wystarczajace. Uzyskany wynik nadaje
sie juz do poréwnywania z efemerydami.

W przypadku gwiazd szybkozmiennych, dla ktérych
momenty poszczegdlnych faz wyznacza si¢ z dokladnoscia
do minut, sprawa komplikuje si¢ przez fakt, ze ...
Ziemia krazy wokdét Slorica. W ciagu roku znajdujemy
sie w réznych polozeniach na orbicie — czasem blizej
obserwowanej gwiazdy, a czasem dalej. Docierajace od
niej §wiatlo przebywa wiec rézne odlegloéci, co, rzecz
jasna, znajduje swoje odbicie w momentach obserwowanych
zjawisk. Réznice sa niebagatelne — dochodza do +8 minut
- w takim bowiem czasie dwiatlo przebywa érednia,
odlegloéé Ziemia—Slofice. Ten wiadnie efekt postuzyt
Olafowi Romerowi do wyznaczenia predkosci fali
elektromagnetycznej na podstawie obserwacji zaémien
ksiezycéw Jowisza. Jednak do procedury. okreslania
dokladnego momentu minimum gwiazdy zmiennej
wprowadza on, niestety, doé¢ istotne komplikacje.
Aby wyeliminowaé wplyw réznych polozen Ziemi na
obserwowane momenty, dokonuje sie tzw. redukcji
obserwacji na Slofice. Poprawka At (zwana
réwnaniem $wiatla), ktéra nalezy dodaé do momentéw
geocentrycznych (zwiazanych z Ziemia), jest, co prawda,
latwa do obliczenia

At = —00058 cos B cos(Lo — A),
jednak dane wystepujace w tym wzorze sa na ogbt
trudno dostepne dla milonikéw astronomii. Mozna je
wszystkie obliczyé samemu, choé — nie ukrywajmy — doéé
duzym nakladem pracy. Zwiazek miedzy wspéirzednymi
ekliptycznymi gwiazdy (A, f) ijej wspéirzednymi
réwnikowymi (o, §) okreélaja wzory trygonometrii
sferycznej:

cos Bcos A = cos é cos a,
cos fsin A = cos § sin acos £ + sin § sin g,
sinff = —cosdsinasine +sind cose,

gdzie & = 23°27' jest nachyleniem ekliptyki do réwnika.
Z kolei do wyznaczenia dugoséci ekliptycznej Slofica (L)
stosuje sie przyblizony wzér

Lo = 279°41'48704 + 129602768 13T + 1708972,

T= JD — 2415020
e 36525 ?

gdzie JD oznacza date julianska.

Przytoczone wyzej zwiazki nie wygladaja zbyt zachecajaco.
Jednak, aby uzyskaé dokladny moment minimum - nie

ma rady - trzeba pracowicie wykonaé wszystkie rachunki.
Obserwacje zredukowane na Slofice nadaja, sie juz do
poréwnywania z efemerydami. Zyczymy cierpliwoéci przy
wykonywaniu rachunkéw.

mgr Joanna UDALSKA



Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:

31 XII 1988
= 4 4
terEea
&
Csoléwka li;.l sadaniowej ,Klub 44 M”
S rorssEts s
sadatt 167 (WT=1,97) i 168 (WT=2,76)
& numeru 3/1988
Tadeuss Jézefczyk ~ Poznad 44,53pkt
Krzysstof Jedsiniak - Katowice 43,15pkt
Adam Ruszel - Kroano 42,56pkt
Henryk Kasprzak ~ Zary 41,30pkt
Andrzej Pawlowski ~ Zabrze 40,85pkt
Adam Prrefdsiecki ~ Warszawa 38,50pkt

Pan Jézefczyk - po ras drugi.

Csoléwka ligi sadaniowej ,Klub 44 F*
po uwsglednieniu ocen PR
sadafi 65 (WT=3,16) i 66 (WT=1,75)
2 numeru 3/1988
Boguslaw Mikielewicz - Brodnica 42,96pkt
Piotr Bala - Toruk 37,85pkt
Roman Musial - Katowice 30,38pkt
Wiestaw Kacprzak - Krakéw 27,01pkt
Piotr Kocsyfiski - Warssawa 26,80pkt
Pawel Perkowski - Szczecin 26,68pkt
Aleksander Surma - Mysskéw 22,24pkt
Adam Sikorski - Lublin 22,06pkt

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwiazania zadani z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), moina to robi¢

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadani z matematyki i z fizyki nalezy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M Iub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspblezynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Zadania z matematyki nr 177, 178

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

177. Wyznaczyé wszystkie funkcje f : R — R, ktére sa Scisle rosnace i spelniaja,

réwnanie

f(f(z)+y)=f(z+y)+1

(dla wszystkich z,y € R).

178. Dla dowolnej (ustalonej) liczby naturalnej n > 2 znalezé kres gérny sumy dlugosci
wszystkich cieciw wyznaczonych przez n (zmiennych) punktéw okregu o promieniu 1.

Zadanie 178 zaproponowali niezaleznie pan Henryk Kornacki z Augustowa

i pan Arkadiusz Goetz z Wroclawia.

Zadania z fizyki nr 75, 76
Redaguje dr Andrzej NADOLNY

75. Na szczycie réwni pochylej o diugosdci [ = 1,5 m, nachylonej pod katem o = 30°
wzgledem poziomu, umieszczono nieruchomo i puszczono maly klocek.
Waspélczynnik tarcia miedzy klockiem a réwnia roénie liniowo wzdluz réwni

od wartosci O na szczycie do wartodci 1 na jej dolnym kranicu.

Obliczy¢ predkoéé klocka na dolnym kraficu réwni.

76. W generatorze van de Graaffa (rysunek) ladunki przenoszone
przez taéme z dielektryka o szerokosci d = 1 m, poruszajaca, si¢

z predkoscia v = 20 m/s, laduja metalowa, sferyczna elektrode

o promieniu r = 1,5 m. Oszacowal maksymalne wartosci
uzyskiwanego w tym generatorze napiecia oraz natezenia pradu
stalego, ktéry mozna z niego czerpaé. Graniczna wartosé
natezenia pola elektrycznego, powyzej ktérej powstaje przebicie
w powietrzu, wynosi E, = 3-10° V/m.

;ﬁ Rozwigzanie zadania F 255.
= = Praca gazéw wyrzucajacych pocisk

jest w przyblizeniu réwna W = FI,
gdzie | jest dlugodcia czesci pocisku
znajdujacej sie w lusce.

Poniewas

2
we B B
2 \my mpy

(p oznacza tu ped pocisku),
wigc predkogé pocisku wyniesie
P 1 oW mpmyg

v = — 5
mp mg + my

s
W przypadku wystrzalu ze strzelby
praca gazéw wynosi Wy = F L, gdzie
L jest dlugoscia, na jakiej pocisk jest
przyspieszany w lufie strzelby.
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Predkodé wylatujacego pocisku bez
uwzglednienia odrzutu strzelby wynosi
vo & (1/mp)4/2Wom,. Uwzgledniajac
odrzut otrzymamy predkosé p<‘)<'isku
réwna w przyblizeniu

Wi W /Wo
G mg/(mg + mp)’

Przyjmujac, ze sila ci§nienia gazdéw F
jest taka sama w obu przypadkach,
otrzymujemy dla I /L = 107

!
— —_———— ¥ 40 m/s.
v uo”L(l e m/s

co jest wielko$cia mniejsza niz
w przypadku strzalu ze strzelby, ale
nadal niebezpieczna.



,Matematykiem jest ten, dla kogo wzér

oo

/ e’ dz = /7

- 00
jest tak oczywisty jak dla innych dwa razy dwa réwna si¢
cztery. Liouville byt matematykiem.” Powygszy tekst zostal
wypowiedziany przez Lorda Kelvina.

Zaréwno nasza Galaktyka, jak i liczne inne galaktyki sa
otoczone rojem ,wlasnych” gromad kulistych gwiazd. Wszystko
jednak wskazuje na to, ze galaktyki w gromadach galaktyk

(a takich jest wigkszod¢) wymieniaja si¢ gromadami kulistymi,
przy czym galaktyki masywne chetniej chwytaja nowe gromady
kuliste nig pozbywaja si¢ swoich. O tym swiadcza zaréwno
obliczenia modelowe, jak i obserwacje: wielka galaktyka
eliptyczna M87 bedaca czlonkiem bliskiej gromady Virgo,

ma ,Swite” skladajaca si¢ z wieluset gromad kulistych — jest
ona chyba najlepsza ilustracja wspomnianego zjawiska.

Tradycja na opak wywrécona. Klasyczne doswiadczenie

z dyfrakcja éwiatla na krysztalach dowodzi falowej natury
swiatla. W MIT sytuacje odwrécono: wiazke atomdéw sodu
rozprasgzano dyfrakcyjnie na stojacej fali §wietlnej zmieniajac
kat padania wiazki atomowej oraz ksztalt i dlugosé stojacej fali
dwietlnej. Zaobserwowano, ze rozpraszanie moze zachodzi¢ tylko
w #cidle okredlonych kierunkach. ,Nierealnosé¢” teorii kwantowej
staje si¢ coraz bardziej realna.

Jedli wybierzemy losowo liczbe naturalng (lezaca blisko z),

to prawdopodobieristwo tego, ze liczba ta jest pierwsza, jest
w przybligeniu réwne ELE‘ Tak wigc prawdopodobieristwo, ze
losowo wybrana para liczb sklada sie z liczb pierwszych, wynosi
w przybliZeniu l—‘—l%; Gdyby zdarzenia n jest liczbg pierwszq i
n + 2 jest liczbq pierwszq byly niezaleine, to w przedziale

[z,z + a] (gdzie a duge, ale male w poréwnaniu z z)

byloby okolo ln; — par liczb pierwszych bligniaczych. Nieco
dokiadniejsze rozwasania heurystyczne (np. jesli n jest liczba
pierwszg, to n + 2 nie jest podzielne przez 2) pokazuja, ze

w tym przedziale nalegaloby oczekiwaé okolo Inc,“z par liczb
bligniaczych, gdzie
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p2—2p+1

p>2

p liczba pierwsza
Wzér ten zgadza sie doskonale ze znanym rozkladem liczb
bliniaczych. Np. w przedziale [1015,101® + 150000] jest 161
par, a nasz weér przewiduje 166 par. Tak wiec sugerowaloby
to, ze par licgb bliZniaczych jest nieskoriczenie wiele. Tego
ostatniego faktu nie udato sie jednak dotychczas udowodnic.

W 1890 r. odkryto dwie komety praktycznie w tym samym
punkcie na niebie. Mianowicie komete 1890 VII odkryt

16 XI 1890 r. Spitaler w Wiedniu, gdy skierowat lunete

w miejsce, gdzie poprzedniego dnia odkryto komete 1890 IV.
Spitaler sadzil poczatkowo, Ze obserwuje komete juz odkryta.
Natomiast w 1975 r. odkryto dwie komety niemal w tej samej
chwili. 5 X tego roku w odstepie 50 minut odkryto komety
1975j (Mori-Sato-Fujikawa) i 1975k (Suzuki-Saigusa-Mori).
Jak widaé, pan Mori uczestniczyt w obu odkryciach i on po
raz pierwsgzy komety te zaobserwowal w odstepie 656 minut.

16

Dwadziedcia osiem lat temu H. von Foerster, P. M. Mora i

L. W. Amiot opublikowali w Science artykut pt: Sadny dzien:
piatek 18 listopada 2026 roku. Na podstawie dokladnej analizy
wzrostu zaludnienia autorzy artykuhu stwierdzili, e zaleznos¢
liczby ludzi na Ziemi od czasu znakomicie opisuje wzor:

1,79 - 101!
(2026,87 — czas (w latach)

Utrzymanie sie takiej zaleznosci oznaczaloby, ze liczba ludzi
wzroénie do nieskoriczonosci w 2026 roku. W ostatnich

latach §wiatowa populacja wyprzedza przepowiednie artykutu

2 Science: w 1980 roku na Ziemi zylo 4 414 milionéw ludzi wobec
,przepowiedzianych” 3969 milionéw, a w polowie 1987 bylo nas
ponad 5 miliardow, podczas gdy wzér przewidywat osiagniecie
tej liczby na rok 1989.

liczba ludzi =

)0.90 :

Poszukiwanie szczegdlnie odlegtych kwazardw odbywa sig

np. w ten sposéb, se wpierw przeglada sig zdjecia widm
otrzymane za pomoca kamery Schmidta z pryzmatem
obiektywowym, a nastepnie obiekty podejrzane obserwuje

sie ponownie duzym teleskopem. W ten sposéb w sierpniu
1987 r. za pomoca 3,9-metrowego teleskopu anglo-australijskiego
stwierdzono, ze kwazar Q 000026 ma przesunigcie widma

z = 4,11. Ale juz na przelomie lat 1987/88 tym samym
teleskopem zmierzono nowy rekord: kwagzar Q 0051-279 (lezacy
w Ruzegbiarzu i o jasnosci 19,97 mag) ma przesunigcie ku
czerwieni z = 4,43. Odpowiada to predkosci ucieczki

v =0,934c.

40 lat temu autorzy fantastyki naukowej marzyli o samochodach
i samolotach napedzanych energia jadrows. Ze wzgledu na duze
wymiary reaktoréw udalo sig, jak dotad, skonstruowaé jedynie
statki o takim napedzie. Ostatnio w Los Alamos zbudowano
,maly” reaktor o wymiarach 2 m wysokosci, 2 m drednicy

i o masie ,tylko” 6 ton. Pozwala uzyskaé¢ moc 20 kW. Jest

to reaktor grafitowy ze wzbogaconym paliwem uranowym,

w ktérym koncentracja U?2® jest wyzsza niz w tradycyjnym
paliwie reaktorowym. Do zrealizowania marzeni fantastéw wciaz
jeszcze daleko.

Szescienng kostke (np. plasteliny czy mydta) mozna przecial

na osiem jednakowych szedcianéw za pomocy trzech cigé nozem.
Jedli chcemy kostke przeciaé na 27 jednakowych szescianéw —
cie¢ musi by¢ co najmniej szesé. Ale jesli czedci ma by¢ 64, to
réwniez 6 cigé wystarczy.
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Jak obliczy¢, ile cigé jest potrzebnych przy cieciu kostki na n®

jednakowych szescianéw 7 Czy stosujac takie metody, jak
na rysunku, nie mozna zmniejszy¢ liczby 6 przy cigciu na 27
szescianéw ?



Fotomechanika

Ciala optycznie izotropowe (predkosé rozchodzenia si¢ §wiatla nie zaleiy od kierunku
promienia i polaryzacji) poddane dzialaniu zewnetrznych sit lub umieszczone

w zewngtrznym polu magnetycznym czy elektrycznym zachowuja sie jak krysztaly
jednoosiowe. Réznica wspdlczynnika zalamania dla éwiatla spolaryzowanego réwnolegle
i prostopadle do osi optycznej (promienia zwyczajnego i nadzwyczajnego) jest na ogél
niewielka i zalezy od wartosci dzialajacych sil lub natezen pél.

W przypadku &ciskania prébki réznica ta jest proporcjonalna do dlugosci padajacej fali
i wartodci cisnienia

An = kAp
(dla szkla wspélczynnik k jest rzedu 0,5 mm/N), a o$ optyczna jest réwnolegla do
kierunku $ciskania. Droga optyczna wewnatrz prébki jest wiec rézna dla skladowych
o réznych polaryzacjach — obserwowane prazki interferencyjne pozwalaja odtworzyd
rozklad naprezen (ciénien) w prébce. Pigkny przyklad wykorzystania metody zostal
opisany w artykule Statyka katedr. Tu zamieszczamy fotografie prébki o ksztalcie nieco
prostszym niz konstrukcja katedry. Poszczegblne zdjecia obrazuja rozkiad naprezen
powstajacych w krazku pod wplywem (a) wlasnego ctigzaru, (b) sciskania wzdiuz
rednicy (krazek jest obrécony o kat 35° wzgledem osi pionowej) oraz (c) naprezesi
powstajacych w éciskanym wzdluz érednicy ,,guziku” - krazku z otworami. Podobnie
mozna badaé naprezenia elementéw maszyn, w tym takie naprezenia powstajace
przy wzbudzaniu w nich drgaf lub niejednorodnym ogrzewaniu, a wiec w warunkach
zblizonych do warunkéw pracy. Oczywiscie, badaé mozna tylko przezroczyste modele
wykonane najczeéciej z tworzyw sztucznych. Dobér odpowiednich wiasnoséci materiatu
i przeskalowywanie mierzonych naprezen jest skomplikowana sztuka,.

c

Ostatnia strona okladki przedstawia schematy konstrukcji oraz zdjecia
wiotoelastycznych” modeli katedry Notre Dame w Paryzu oraz katedr w Laon

i Bourges. Modele poddano obciazeniom takim, jakie wystepuja podczas silnych
wiatréw. Otrzymane wzory interferencyjne pozwalaja odczytac rozkiad naprezen
w konstrukcji — kazdemu kolorowi odpowiada inna warto$§é naprezenia. Szczegdlnie
narazone na pekanie byly obszary odpowiadajace zageszczeniom prazkéw. Pekanie
zaprawy murarskiej w lukach przyporowych katedry Notre Dame wymagalo
prawdopodobnie czestych napraw, az do momentu przebudowy w XIII wieku

(na ilustracji konstrukcja pierwotna).

AM.
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