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Rozwigzanie sadania M 517.
Zauwaimy, e jedli z < 1/2, to

T+y z+y T
f(_ﬁrﬂ-—g—wj > flz.v.2).

Istotnie, nierdwnodé

R

2 2

+(£iy);_2(1ig)’z?
2 2 1

> zy +xz + yz — 2zy=z

jest réwnowaina z
2
x
(__g--‘?-) {(1=2:) > 2yfl —2%)

a przy zaloieniu, ge 1 — 2z > 0,
wystarczy, by

2
T+ y
>
( 2 ) =

co jest jui oczywiste.

Ustalmy teraz liczsby z,y, 2. Jedna 2z
nich {ze wzgledu na symetrie moina
przyjaf, e jest to z) nie przekracza
1/2. Mamy wigc
! z+y z+y
=

.Z) 2 flz.v 2).

Teraz réwniez ‘z—}y < -;— Mozemy wiec
powtérzy€ powyssza operacjg, biorac
tym razem najmniejszy i najwickszy
argument funkcji f. W rezultacie
otrzymamy trzy ciagi: (an), (ba): (en),
takie, te flan,bn,cn) = flzry, 2},
ponadto '

lim b, =
L= OO

lim a, =
n—oo

bo (oznaczajac my = min(an, bn, en),
M, = max{an, bn,cn}) mamy z jednej
strony stale an + bn + ¢n = 1, = drugiej
Mpy1r — Mpgy = ";’[Mn —my), czyli
M, —mg,z — 0.

Ostatecznie, ze wzgledu na ciaglodé
funkcji f, -
T 1 R M
—— R e > T, Y, .
o f(s 2 3) > (2. y,2)

czego nalezalo dowiedé.

Rozwiazanie sadania M 518,
Niech T, oznacza frednis liczbe
rzutdw, potrzebna do zakorczenia
_ eksperymentu z n monetami.
- Oeaywidcie

1

1
Te =0, Th —1= ET;'{'ETQ.

bowiem pierwszy rzut daje z
prawdopodobieristwem 1/2 reszke -
wtedy eksperyment jest zakoriczony, i z
prawdopodoieristwem 1/2 orla — wtedy
jestedmy w sytuacji wyjsciowej. Zatem
T, = 2. Dalej,

1 i1 1
T3 —-1=-T3 + —T1+4—Te.

4 2
skad T3 = 2, wreszcie
1 3 3 1
Ty—1= =Ty + =T+ -T1 + =To,
3 st Tact Slids

8
wiec T = 375"—.

Poczatki fizyki komputerowej

Problem Fermiego—Pasty - Ulama

Dr hab. Ryszard KUTNER

W.latach czterdziestych i na poczatku lat pieédziesiatych naszego stulecia pojawily sie
pierwsze elektroniczne maszyny cyfrowe, czyli komputery — najpierw ENIAC, a potem
UNIVAC Ii MANIAC I Dzieki duzej, jak na owe czasy, szybkodci wykonywania
obliczefi stworzyly one niebywala, okazje numerycznego badania ukladéw o wielkiej
liczbie stopni swobody. Okazja ta zostala wykorzystana, a wage prac powstalych

w latach pieédziesiatych, mierzona ich wplywem na wspélczesne badania w fizyce czy
nawet ogélniej — w naukach przyrodniczych — wprost trudno przeceni¢. Narodzila si¢
wéweczas ,fizyka komputerowa”, a dokladniej méwiac jej najstarsza galag, tzaw. fizyka
symulacyjna.

Podstawowe metody fizyki komputerowej zostaly sformulowane w serii publikacji

z lat 1953 — 1959. Pierwsza z nich, klasyczna dzi§ praca N. Metropolisa,

A.W. Rosenbluth, W.N. Rosenblutha, A.H. Teller i E. Tellera Equation

of State Calculations by Fast Computing Machines (,,Obliczanie réwnania stanu

z uzyciem szybkich maszyn liczacych”) zapoczatkowala uzywanie komputeréw do
symulowania proceséw losowych i wyznaczania metodami Monte Carlo wlasnosci
termodynamicznych ukladéw wieloatomowych. Do oméwienia tej pracy i plynacych

z niej konsekwencji powrécimy, byé moze, niebawem — prosty przyklad zastosowania
elementéw metody Monte Carlo zawierala opisana w Delcie 9/1986 symulacja

ruchéw Browna. Tutaj zajmiemy sie innym kierunkiem symulacji komputerowych
polegajacym na numerycznym rozwiazywaniu réwnan ruchu ukladéw wieloczastkowych
- tzw. metodami ,dynamiki molekularnej”. Metode tego typu jako pierwsi zastosowali
w 1955 roku E. Fermi, J. Pasta i S. Ulam badajac numerycznie nicharmoniczne
drgania kilkudziesieciu mas polaczonych w laficuch nieliniowymi sprezynkami (nie
spelniajacymi prawa Hooke’a). B. Alder i T. Wainwright sformulowali nastepnie
metody pozwalajace efektywnie analizowaé zagadnienia zwiazane z zachowaniem sig
setek, a nawet tysiecy oddzialujacych ze soba molekul w gazie, cieczy lub ciele stalym.
W pierwszej ich pracy wyniki komputerowej symulacji ruchu atoméw sieci krystalicznej
przedstawione byly w postaci ,filmu komputerowego” — serii migawkowych ujeé

w kilku nastepujacych po sobie momentach. Wymieniajac wspéttwércéw metody
dynamiki molekularnej nalesy wspomnieé G. Vineyarda (badal on wlasnoéci defektéw
powstalych w metalach pod wplywem promieniowania) oraz A. Rahmana, ktéry
symulowal zachowanie sie cieklego azotu, a wyniki iloéciowe otraymane przez niego
mogly juz byé bezposérednio poréwnywane z danymi doéwiadczalnymi. PrzesledZmy
pokrétce rozumowanie Fermiego, Pasty i Ulama.

Sformulowanie problemu Fermiego — Pasty — Ulama (FPU)

Dobrze znany byl fakt, ze drgania ukladu liniowego — tzn. ukiadu, w ktérym sily sa
proporcjonalne do wychylesi z polozenia réwnowagi — mozna przedstawié jako zloZenie
drgafi harmonicznych o czestodciach charakterystycznych dla danego ukladu, przy
czym drgania o réinych czestoéciach sa niezaleine, a tym samym nie ma miedzy

nimi przeplywu energii. Jeieli poczatkowo zostanie wzbudzone drganie o ustalonej
czestosci, to jus zadne inne drganie nie powstanie. Najprostszym przykladem jest tu
uklad mas polaczonych w laficuch spreiynkami, ktérych naprezenia sa proporcjonalne
do zmian ich dlugoéci. E. Fermi, J. Pasta i S. Ulam chcieli sprawdzi¢ na drodze
numerycznej (inaczej nie bylo to mozliwe), jak wplywa na zachowanie si¢ takiego
ukladu wprowadzenie dodatkowego, nieliniowego oddzialywania. Do owego czasu
przyjmowano bowiem na wiare, Ze energia powinna sie podzielié¢ réwnomiernie miedzy
drgania o réznych czestoéciach, czyli stopnie swobody (zasada ekwipartycji energii).
Pojawienie sie pierwszych komputeréw stworzylo od razu szanse zweryfikowania tego
zalozenia.
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Rozwigzanie zadania M 519,

0C CC

™
1
HEN LET 9 (i) =@

2

odpowied? bylaby pozytywna, to kaidy

% pieciu wewnetrznych pionowych

odcinkéw na rysunku dzielilby na pél

pewien kamierni.

Na lewo cd kaidego takiego odcinka
miedci sig parzysta licaba poléwek
(podzielonych przez ten odcinek)
kamieni. A wiec kaidy odcinek
przecina co najmniej dwa kamienie
Podobnie kazdy z pieciu posiomych

odcinkéw przecina
Ale jeden kamlieri moze by¢ przeciety
tylko jednym odcinkiem, czyli dla 10
narysowanych odcinkéw potrzeba 20
kamieni. A mamy ich tylko 18.

Rozwaimy zatem prostoliniowy laficuch zloiony z punktéw o identycznych

masach m, polaczonych jednakowymi, niewaskimi sprezynkami, pray czym pierwsza
z mas, o numerze 0, i ostatnia, o numerze N (w naszych obliczeniach N = 8), sa
unieruchomione (rys.1). :

[ s s

0 )=1 j IRal N
; ; ——TET ? T - -

i ; i i I
I 1 | | |
| i 1 1 1
I Y'1: Ly, 'y, |
: = —~ —— |
1 1 | i
0 = i i* N

Rys.1

Réwnanie ruchu dla magy j ma wiec postaé
g Ay o
(+) m< 2 = Fyjen - v3) = F(y; — 9i-1),
przy czym j = 1,...,N — 1, a F(y: — yi) jest sila, z jaka masa 1 dziala na mase [.
W oryginalnym sformulowaniu problemu FPU sgila ta wyraiona jest wzorem

k k
F(yi —w) = S(yi —w) + Salyi - w)?,

gdzie k jest stala spreiystosci, a a parametrem nieliniowoéci. Rozwiazanie ukiadu (*)
Fermi, Pasta i Ulam znalefli numerycznie.

Autorzy nie wspomnieli slowem o uiytej metodzie numerycznej, a tym bardziej o algorytmie
komputerowym, zakladajac widocznie, ze czytelnicy sami sobie z tym poradza.

.f\!goryi.,-m'

‘Chcemy rozwiazaé numerycznie uklad (+). Bedziemy poszukiwali wartodci y;

w kolejnych chwilach odleglych o At = tn41 — tn. Musimy teraz znalefé przyblizZone
wyrazenie drugiej pochodnej przez réinice wartodci funkcji, a to jest jui przeciei
proste. Mianowicie

d’y; _ Yi(tn+1) — 295(tn) + 95(tn-1)
dt2 t=tp {At)ﬂ

Mozemy juz teraz napisaé przyblizone réwnanie ruchu w postaci nastepujacego

algorytmu:

2
Yi(tat+1) = 2y;(ta) + (&ﬂ? {F (yj+1(tn) — 9i(ta)) = F (i(tn) — yi-1(tn))} — 9i(ta-1)
pozwalajacego wyznaczyé wychylenie masy j w chwili £n41 na podstawie znajomosci
jej wychylenia w chwilach ¢, i t,—1 oraz wychyled mas sasiednich w chwili t,. Rzecz
jasna, aby algorytm mégl wystartowad, naleiy do ukladu réwnai réinicowych
dolaczy¢ warunki poczatkowe. Jakie warunki zostaly przyjete, moina odczytaé
w zamieszczonych obok wydrukach dwéch programéw miedszy liniami 230 i 250 oraz
270 i 340 (prosze zauwaiyé, e y oznacza aktualne poloienie danej masy, z polozenie
o At pbiniejsze, a u — wezesniejsze). Gléwne. cykle obu programéw, realizujace
powyiszy algorytm, zawarte sa w obu przypadkach miedsy liniami 560 i 730.

Oba programy zostaly napisane w BASIC-u na mikrokomputer ZX Spectrum 48K i jemu
pokrewne, jak ZX Spectrum 80K, 128K, czy tes Spectrum +, +2, +3, Timex 2048, 2068, czy
wreszcie Elwro 800 Junior, ktéry jest polskim komputerem szkolnym. Jestem prrzekonany,

#e zaadaptowanie ich na inne, popularne na polskim rynku, mikrokomputery nie powinno
nastreczad trudnoéci.

Nareszcie wyniki

Rysunek 2 przedstawia po prostu ciag ,zdje¢ migawkowych” uzyskanych za pomoca
pierwszego programu.

LY

UT [#SER (Ns2)13 UT [#SDR (N-2)1
Czas=0 Czas=1.496
if & " - 5 ir
r L] - r
Bae . |
L
ot " - .
L _ 3
L .
.
s ' = .
= 4 ) s J 2 4 ) ® J
Rys.2a Rys.2b
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REM ###3 ¥4 #EXXEREEHEEF*
REM # PROBLEM FERMIEGO- #
* PASTY -ULAMA =
REM ES234%A 28R FRHHFXXZRERS
REM RusSzard Kutner, Stgczgg
OIM w(32): REM Pr&dkosc
ufJgé:oun
OIM v ) REM Predko
OIM v 3 REHM Po&oicniq
wczefnie jsze
CIM y(3&) REHM PotozZzenie
%3 (32): REM Pot ihﬁ?:lng
M x o
% 2 PS nie jsze
LET tmS4: REM t — CIas
ET dt=1-2: REM Elementarny
przadziat czasu
REM r - Numar kole jnego
eleamentarnego kroku
CZasOwWEFO
M=1: REM Masa
LET N=8: REM Liczba atomdw
minus jeden
LET K=l: REM Stata
ngrtitstolci Hooka
LET a=l: REM Stata sieci
ET alLfa=ml 4d: REM Wspdi -
CZYNNik nieliniowofci
kwadratowe j
ET tau=2sNs*S0R (HMass ~K) :
REM tausdt - Liczba krokdw
w jednostce cZasu
LET st=d4d: REM 3t - c:xnnik
llltu&!cu Euzio. o T
LET sEqQ=1780: REM sEgq -
Czynnik SKkalu jadcy pionowa
of Eq
REM
REM Warunek poczatkowy
OR j=8 TO N
LET U () =SOR (2,N) #SIN
(PI#(Jj=-1) /MN)
NEXT Jj
REM
FOR _j=2 TO N
cet isiza
IF i>N THEN LET v i) =0
LET L=j-1
IF L<® THEN LET uil) =02
LET wi(j)mHK#dt /(2*M=25) *
(U i) 2% (j) +U (L) )+
aLfas( (U(i)—-q(,i))l-
(WIi) =0 (j)I)=(ulj)=uillL))
# (U (J)=—wiLIN)) -
LET W(j)msuij)+w(j) =dt
MEXT j
REM
PRIMNT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
l_?-_'nii_-ll'l'
peInt
PRINT
PLOT
PLOT D
REM
FOR j=4 TO 2
MNE X J
REM
FOR j=4 TO 20 STEF =2
PLOT 9,82 j+3: DRAU 3.,@
MNEXT
REM .
FOR r=1 TO t#tau,dt
LET al=@: LET bli=@
LET aZ=92: LET b2=0
LET a3=0: LET b3I=0Q
FOR .i=2 TO M
LET imJj+1
IF _i>N THEN LET W (i) =@
LET LUsmJj=1
IF L<2 THEN LET TLY =@
LET x(Jj)=2#%9 (j) +Kadt
#d L (MRS ) * (Y n)—ﬂ*?
(i) g (L)) +alfaxity (i) =
(J))*(U(i}—%l{)]w
%Hlfl—U(L)il Wl4) =
wiLid) =)
LET wij)=0(X(j}-uij)).-
(2xdt)
LET al=ail+y (.j)*SIN (
(é-—i) #P I M)
LET a2=a24+4 (j) 25IN (2%
(é—i) #P I M)
LET lau.3+lf (Jj) *SIN (D%
(é-—:l.l gPI/N
LET bi=bl+v (j)aSIN (
(i-llﬂPI/N)
LET bE=b2+v (i) 2SIN (2%
‘g-i)*PI/N)
LET b3=b34+v (j) *S5SIN (3%
(#-1IHPI/N)
NE o
FOR =2 TO H
LE% Uiy =9 1)
LET ufj’-x (j)
MNEXT .{
LET El=((blsbl+4%als+als
SBIN (PI-(2%MN)) #
SIN (PI/(2ENY)) /N »
sg$+19
L E2=((LIXbR+4 222 A2 *
SIN (PI-N)#*
SIN (PIANY) 7N) #
F +19
L E3=(ib3&#b3+4xa3xaldxs
SIN (BaPI/ /(RN =
SIN (33PI-(2N))) NI =
Igvlﬂ
L nhi=rsdtsxst-tav+1s
PLOT nn,E1
PLOT nn.EX
PLOT nn,ED3
NEXT
STOoP

NoEI u

Ut CesOR [#+SOR (M-2)1
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Sa to przykladowe stany osiagane przez nasg drgajacy laficuch. Na osi poziomej
odlozone zostaly poloZenia réwnowagi mas, a na pionowej ich wychylenia —

w ten sposéb, dla zwiekszenia czytelnoéci, drgania podluine przedstawiamy jako
fale poprzeczne. Jak widaé (rys.2a), poczatkowo zostala wzbudzona fala (mod)

o najwiekszej mozliwej dlugoéci A, = 2sN i okresie T, = 2N/ms/k (whasnie T}
przyjeliémy w naszych obliczeniach za jednostke czasu). W miare uplywu czasu
wzbudzaja, sie takze dalsze mody — oczywiscie kosztem energii pierwszego: drugi
(rys.2c) o dlugodci fali A; = sN i okresie T> = Ny/ms/k oraz trzeci o As = 2sN

i Ts = 2N+y/ms/k. Po uruchomieniu pierwszego programu mozna zaobserwowag,
jak plynnie przechodza w siebie poszczegélne mody. Najwainiejsze jest jednak
spostrzeienie, Ze po uplywie zaledwie 27 jednostek czasu uklad powraca do stanu
wyjéciowego (rys.2d). Innymi slowy, energia zgromadzona poczatkowo w modzie
pierwszym nie rozklada si¢ réwnomiernie na inne mody (stopnie swobody), jakby to
wynikalo z zasady ekwipartycji energii, lecz ,,przeléwa.” sie rytmicznie miedzy nimi, aby
po uplywie stosunkowo krétkiego czasu powrécié calkowicie do modu poczatkowego.
Obserwacje te potwierdzaja wyniki obliczert programu drugiego (rys.3).

=qt CAUI
a
E
sl
= 73 s =) i@ t
[xSxtauld
Rys.3

Tym razem na osi poziomej odlozono czas, a na pionowej calkowita energie danego
modu (uwzgledniono tylko trzy pierwsze).

Poczatkowo, jak to przewiduje zasada ekwipartycji, calkowita energia pierwszego modu
— E; maleje, natomiast drugiego — E; i trzeciego — E3 roénie. Jednakie jui po uplywie
kilkunastu jednostek czasu rozpoczyna sie proces odwrotny, ktéry wlaénie po blisko
dwudziestu siedmiu jednostkach czasu z bardzo dobrym przyblizeniem prowadzi do
powrotu ukladu do stanu wyjsdciowego, po czym wszystko zaczyna sie od poczatku. To
wiaénie ten nieoczekiwany powrdt zostal odkryty przez Fermiego, Paste i Ulama dajac .
poczatek fizyce symulacyjnej.

Od tamtej pory problem FPU byl szczegélows badany. N. Saito ze wspélpracownikami
odkryl, na przyklad, progowy charakter zjawiska powrotu. Innymi slowy, nie jest

a% tak fle z zasada ekwipartycji, bowiem dostarczenie ukladowi duzej ilodci energii
(powyzej pewnego progu) powoduje, ze zachowuje sie on jui ,jak naleiy”. Ogélnie
méwiac, problem FPU zwrécil uwage na zagadnienia nieliniowe w f izyce. Badania
ruszyly pelna para i zostaly uwiericzone sukcesem w postaci numerycznego odkrycia
golitonu, ale to juz historia, ktéra opowiem w nastepnym artykule.

Na zakoficzenie pragne zauwazyé, ie zamieszczone programy dobrze nadaja sie

do samodzielnego eksperymentowania. Szczegélnie interesujace byloby éwiczenie
polegajace na wykreéleniu przez nasz mikrokomputer trajektorii zakredlanej przez
wybrana mase w prz‘egtrzeni fazowej — na poziomej osi odkladamy polozenie, a na
pionowej ped w tej samej chwili. Jak bedzie wygladala taka trajektoria w zaleznodci od
wartodci energii calkowitej, dostarczonej ukladowi na poczatku ? Szczegélnie program
drugi nadaje sie dobrze do takiej modyfikacji, gdy juz w obecnej postaci oblicza
zaréwno polozenia, jak i predkodci wszystkich mas tworzacych nasz laficuch.
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FIZYCZNE NOWINKI

Redeguje dv hab. Andrzej HENNEL

ILE ATOMOW TWORZY
KRYSZTAL ?

Ile wiatciwie atomow trzeba zgrupowad
rezem, aby powstaly twdr mial juz
wlasnoéci ciala stalego, czyli byl krysztalem ?
Milion ? Miliard ? Bilion ? A moze jeszces
wigce) ? Na przyklad w jednym centymetrze
szefciennym krysztalu dobrze znanej :
wszystkim soli kuchennej znajduje sig okolo
4,5x 102 atomdw sodu i chloru. Wiadomo
Jednak od dawna, 2e malerikie "okruszki® o
wymiarach mikrometréw badane za pomocsg
prorieni X, wykazujg doskonale wlasnotci
krystalicane. Przy jakim wiec rozmiarze
"okruszka® przestaje on by¢ krysztalem ?
Odpowied2 na tak sformulowane pytanie
moze zalezed, oczywidcie, od wyboru
badanych wlasnotci krysztalu. Ostatnio
preeprowadzono szereg badan gazowych
“okruszkéw" (zwanych klastrami®*)
zawierajscych od 10 do 1000 atomdéw
réznych pierwiastkéw. W jednym =
eksperymentdw prowadzono pomiary energii
Jjonizacji elektrondw z klastréw rteci. Atomy
rteci majg zamkniety powloke elektronows -
6s® i pustg 6p’. Obydwie te powloki tworzg
w krysztalach rteci pasmo preewodnictwa.
Energia jonizacji elektronu z powloki 6s?
atomu rteci do prozni wynosi 10,4 eV,
natomiast energia jonizacji elektronu z
poziomu Fermiego pasma przewodnictwa do
prozni dla metaliczne) rteci wynosi 4.5 eV,
W przeprowadzonych eksperymentach

ckazalo sig, 2e juz przy okolo 70 atomach
rtgei tworzgcych klaster energia jonizacji
elektrondw dwukrotnie maleje w pordwnaniu
2 pojedynczym atomem, czyli powstaje
pasmo przewodnictwa. Z kolei w innych
eksperymentach badano odleglost pomiedzy
atomami w klastrach miedzi. W czgsteczce
Cu, wynosi ona okolo 2,2 A, natomiast w
krysztale miedzi okolo'2,55 A. Stwierdzono,
ze w klastrach o $rednicy okolo 104,
zawierajgcych 50—100 ntomdw osuagnna
Jjuz jest "krystali %

atomari. O ile miedz2 hu.du_]e “od pnmgtku
sie¢ kubiczng, to nieco inaczej zachowujg sie
atorny argonu. Zardwno rachunki
teoretycane, jak i pomiary dyfrakcji
elektronow wykazujg, ze niewielkie klastry
argonu, zawierajgce 20—50 atomdw, majs
symetrie dwudziestoscianu (odpowiadajacs
"zakazanej" w krysztalach osi pieciokrotnej).
Dopieroc przy okolo 100 atomach klaster ulega
reorganizacji i tworzy sie sie¢ kubiczna.
Powyzsze rezultaty doé¢ jednoznacznie
przekonujg, 2e po przekroczeniu liczby okolo
100 atomoéw w “okruszku” zaczynamy miec
Juz do czynienia 2 cialem stalym. Istniejs,
oczywitcie, w cialach stalych zjawiska, takie
Jak na przyklad drgania sieci krystalicznej,
ktore wymagajg udzialu wielu tysigcy
atomodw. Jednakze zaréwno pojawienie sig
pasm energetycznych, jak i struktury
krystalicznej w klastrach stuatomowych jest
faktem godnym uwagi.

*od ang. clustsr — grono, gromadka,
slepek, grudka.

Przyspieszenie (sumowania)

Przypuéémy, e chcemy obliczyé z duza dokladnoécia sume S szeregu Z ;:—,;. Mozna,

k=1
oczywiscie, dodawaé kolejne wyrazy, ale sumy czedciowe sg zbiezne do S bardzo wolno.
Mamy bowiem dla kazdego N > m

o Zkz_ Z k2> Z k=> Z k(k+1)

k=m+1 k=m+1
N
3 Z (l_ 1 ): P2
k k+1 m+1 N+1°
k=m+1
% dowolnoéci N wynika , se s-ii> E
e ¢ k2 = m+1’

k=1
Aby obliczyé S z dokladnoscia do 107!, trzeba zsumowaé co najmniej 10 miliardéw
wyrazéw. Taka sama dokladnodé mozna uzyskaé znacznie zmniejszajac liczbe
sumowanych wyra.zow Podobnie jak powyiej mamy

S 1 1 1
fen zke— Z Uc—l]k kg‘;l(?&“—_fi),:;'

Tak wiec

=< 1 1 1 1 1
= et o == i
Zk 1 - m m+1~" m?

Wystarczy wiec do sumy pierwszych 100 tysiecy wyrazéw dodaé ml—ofﬁ

Sprébujmy jeszcze inaczej. Zapiszemy w tym celu wyrazy naszego szeregu w bardziej

. - 1 .
skomplikowany sposéb. Zastepujac 53 praes }‘T*H'_l) popelniamy blad
Lo it il Gray i
k2 k(k+1) k'k k+1" k2(k+1)°
1

Ten blad zastepujemy liczba W i otrzymujemy nowy blad

1 1 1 1 1 1
kk+1) k(k+1)(k+2) k(k+1) (E_ k+2) TRk +1)(k+2)
Kontynuujac to postepowanie dostajemy wzory

1 =1,
LS P
g2, g i ggig
1 1 1 1
# a4 0 Bas'
£ 1 1
BREFD RkFDEF2)
g (B3N (k- 1)!
R(k+1)...(2k—1) @ k2(k+1)...(2k—1)’

Zamiast obliczaé sume szeregu E kl—g obliczmy sume wyrazéw w kazdej kolumnie i
k=1

nastepnie dodajmy te sumy. Takie postepowanie jest dozwolone, gdyz wszystkie liczby

wystepujace po prawej stronie sa dodatnie. Suma n-tej kolumny S, jest réwna

(n—1)! = (n—1)!
nin+1)...(2n 1) +‘=§1=‘(£+ )...6+m) "

Ale _1_41( 1 5 1 )
f(i+1)...(¢64n) n\if+1)...(0+n-1) (+1)...(¢+n)/ "’

2 = 1 1 1 1 A

b .-=z.,;,1 GE+1)...(i+n) n ({n+1)...(2n) B (N+l)...(N+n])



o0

. e 1
g ,Z G- (+m)  am+D)...(n)

i=n+1
A zatem
1 1
se= 031ty ) -
__3(m-1)  _ 3((n—1))?
A+ D).@n) ()
3 ? ; 5 = = ((n—1)1)2
iMamy wiec wzér kE_: kl_g = 32 &(E;j%)_ ;

Szereg po prawej stronie jest zbiezny bardzo szybko. Zachodzi bowiem nieréwnosé
(n—1)* _ 1.
TEnr . S T n24, ;

ktéra mozna udowodnié przez indukcje. Wystarczy w tym celu zauwaiyé, Ze jest ona

$ 1 1
d dl ==y sgdyp st e s
prawdziwa dla n , gdyz 1190 = 1008

(2n+1)(2n+2)

, 1 pokazaé, ze dla kaidego n mamy

> PR +1 )
n
co jest oczywiste.
Sumujac pierwsze m — 1 wyrazéw szeregu, gdzie m > 4, popelniamy blad mniejszy niz

= 1 3 1 1
3Zn4n5mz4—n=m'

n=m n=m

Aby obliczyé S z dokladnodcia do 1071%, wystarczy wiec zsumowad pierwsze 16
wyrazow.

Oto zadanie dla dociekliwych Czytelnikéw.
= 1

nlnninlnn(lnlnlnn)? g

Liczba a, od ktérej :s_a,czyna,my sumowanie, jest najmniejsza, liczba k, dla ktérej
Inlnlnk > 1 (tzn. a = [eee] +1). Tym razem szereg jest jeszcze wolniej zbieiny niz

Czy suma szeregu E czy mniejsza niz 17
n—"a

ok
poprzednio: suma wyrazéw o numerach wigkszych od e® jest rzedu i—, w dodatku

suma calego szeregu rézni sie od 1 o mniej niz 1078,

Opracowal dr Jerzy RYLL

Zadania Redoguje dr Rafal SZTENCEL

E

M 517. Niech f(z,y,2) = zy + 2z + yz — 2zyz. Udowodni, Ze jedli z,y,z > 0,
z+y+z=1,to f(z,y,2) < T7/2T. ; (MOM 1984)
Rozwiazanie na str. 1

M 518. Rzucamy trzema symetrycznymi monetami. Te, na ktérych wypad} orzel,
rzucamy jeszcze raz, itd. az do chwili, gdy beda same reszki. Ile érednio rzutéw
potrzeba do zakoliczenia dodwiadczenia 7

Rozwiazanie na str. 1

M 519. Czy mozna z 18 kamieni domina 2 x 1 zlozyé taki kwadrat, Ze kaidy odcinek
(rézny od boku) laczacy przeciwlegle brzegi kwadratu przechodzi przez wnetrze
ktéregoé kamienia 7

Rozwigzanie na str. 2

" Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 252. Do jakiej wysokodci mozna napelnié szklany zbiornik majacy maly otworek
w dnie tak, aby ciecz nie zwilzajaca szkia nie wylala sie 7
Rozwiazanie na str. 15 i

F 2538. W cieczy zwiliajacej szklo zanurzono ézklana. kapilare tak, Ze jej wystajacy
ponad powierzchnie odcinek jest krétszy niz wysokodé, na jaka podnidsiby sie shuipek
cieczy w dluiszej kapilarze. Jak bedzie skierowana wypuklosé menisku i jaki bedzie jej
promiefi ?

Rozwiazanie na str. 16
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Gwiazdy zmienne za¢mieniowe

Mgr Joanna UDALSKA

Wazystkie gwiazdy na niebie wygladaja bardzo podobnie

i przez to wielu ludziom wydaja, sie po prostu nieciekawe.
Jakie informacje moze niedé §wiatlo tak bardzo odleglych
obiektéw, skoro nawet w najpotezniejszych teleskopach
widaé je zaledwie w postaci §wiecacych punktéw

o mniejszych lub wiekszych jasnodciach ? A jednak wiladnie
dzigki rejestracji i badaniom natezenia docierajacego

do Ziemi promieniowania gwiazd uzyskujemy najwiecej
danych pozwalajacych wnioskowaé o ich cechach fizycznych
i ewolucji. Wnioski z pobieznych obserwacji i tradycyjne
przekonanie o stalodci gwiazd sa mylace — w rzeczywistodci
ich ,Zycle” sklada sie z szeregu faz ciaglych przemian, co
dla nas - ziemskich obserwatoré6w — przejawia sie przede
wszystkim w postaci bardziej lub mniej gwaltownych zmian
ich blasku.

Prawdziwga ,kopalni¢” informacji stanowia tzw. uklady
zaémieniowe, tj. gwiazdy podwéjne, ktérych plaszczyzna
ruchu jest tak zorientowana w przestrzeni, e mozemy
obserwowad z Ziemi okresowe wzajemne zakrycia
skltadnikéw. Zwykle — waskutek duzej odlegloéci tych
ukladéw w poréwnaniu z ich rozmiarami - nie mozna
dostrzec kaidej z gwiazd osobno, stwierdzamy jedynie
spadek calkowitej jasnodci ukladu podczas kolejnych
zaémien.

Przedledémy, ile ciekawych informacji dotyczacych
wlasnoéci geometrycznych ukiadu podwéjnego mozina
»Wydobyé” z jego krzywej blasku (zaleznoéci jasnoéci

od czasu). Od stosunkowo malo skomplikowanych,
wyidealizowanych sytuacji bedziemy przechodzié do coraz
bardziej zlozonych — blizszych rzeczywistoéci.

Na poczatek wyobraZmy sobie, Ze uklad podwéjny skiada
sie 2 dwéch kulistych gwiazd o jednakowych rozmiarach
i jasnoéciach powierzchniowych, oraz Ze nachylenie

jego kolowej orbity wzgledem plaszczyzny stycznej do
sfery niebieskiej wynosi dokladnie 90°. Podczas kaidego
pelnego obiegu gwiazd wokét ich wspélnego érodka masy
zaobserwujemy dwukrotnie jednakowe zaémienia, przy
czym w minimum laczna jasnodé¢ ukladu zmniejszy sie do
polowy, czyli 0 0,75 mag. Poza zaémieniami jasnodé bedzie
utrzymywac sie na stalym poziomie, a kolejne minima
wystapia w jednakowych odstepach czasu.

Jasnosé

Dopuéémy teras sytuacje, w ktérej skladniki sa wcias
sjednakowych rozmiaréw, ale znacznie réinia sie jasnoécia
powierzchniowa. Teraz laczny blask ukladu jest najbardziej
oslabiany, gdy zaslaniana jest gwiazda jasniejsza, podczas
zad zaslaniania ciemniejszej gwiazdy oslabienie calkowitej
jasnodci jest slabsze. Na krazywej blasku widaé glebsze

tzw. minimum gléwne i plytsze — tzw. wtdrne.

6

Jasnosé

Czas 1

A jak na krzywej blasku odbije sie fakt, ze np. ciemniejsza
gwiazda ma rozmiary znacznie wigksze niz gwiazda
jagniejsza 7 Podobnie jak poprzednio, gdy mniejsza z nich
(jasniejsza) zostanie calkowicie zakryta przez wigksza
(ciemniejsza), nastapi znaczny spadek jasnoéci calkowite]
ukladu — zaémienie calkowite, a gdy przed wielka -
ciemniejsza gwiazda znajdzie si¢ mala — jadniejsza, laczny
blask ukladu ulegnie znacznie mniejszemu oslabieniu.
Czyibysmy mieli otrzymaé krzywa, blasku taka sama jak
w poprzednim przypadku ? Otéz nie — teraz, podczas
minimum wtérnego wystepuje tzw. zaémienie obraczkowe
(analogiczne do obraczkowego zaémienia Slofica) — nie cala
zaémiewana gwiazda skryla sie za swym towarzyszem.
Przez caly czas trwania tej fazy — gdy mniejsza gwiazda
przesuwa sie na tle wigkszej — obserwujemy staly blask
ukladu, tzw. plaskie dno. Podobnie jest w fazie minimum
gléwnego.

1

Jasnosd
=

Czas 1
Gdy skladniki beda réznych rozmiaréw, ale nachylenie
plaszczyzny orbity ukladu nie bedzie rowne dokiadnie
90°, plaskiego dna nie zaobserwujemy — wystapia

. tzw. zaémienia czedciowe.

W przedstawionych wyiej przypadkach minima-

wtérne poloione sa dokladnie w érodku pomiedzy
minimami gléwnymi. Jednak nie zawsze musi tak byc

— przypominamy, Ze nasze dotychczasowe rozwazania
dotyczyly orbit kolowych. Gdy gwiazdy obiegaja wspélny
érodek masy po orbicie eliptycznej, wystepuje asymetria
w poloZeniu minimum wtérnego — jest ono przesuniete
wizgledem poloienia srodkowego miedzy minimami
giéwnymi. .

I

Jasnosé

—

Czas

W ukladach fizycznie zwiazanych gwiazd nie sposéb
pominaé wzajemnego oddzialywania skladnikéw,

ktére przede wszystkim moga sie nawzajem odwietlaé.
Rzecz jasna, wainy do uwzglednienia jest jedynie efekt
oéwietlania skladnika ciemniejszego przez jasniejszy. Dla
obserwatora na Ziemi, wskutek ruchu obiegowego gwiazd
po orbicie, zmienia si¢ widoczne oéwietlone (goretsze) pole’
powierzchni ciemniejszej gwiazdy. Najwieksza oswietlona



powierzchnia jest widoczna podczas minimum wtérnego,

a wiec obserwujemy powolny wzrost jasnodci ukladu
miedzy minimum gléwnym i wtérnym oraz jej spadek
migdzy minimum wtérnym i gléwnym. Zjawisko to, zwane
efektem refleksu (odbicia), wystepuje zatem w okresie,
w ktérym w poprzednich przypadkach mieliémy do
czynienia z faza tzw. stalego blasku gwiazdy zaémieniowej.

i]

Jasnos¢

I

Czas

Wzajemne oéwietlanie sie prowadzi réwniez do powstania
dodatkowego fizycznego §wiecenia, ktérego nateienie
zaleiy od odleglodci miedzy skladnikami, jest wiec
zauwazalne w ukladach o orbitach eliptycznych. Nateienie
tego dodatkowego promieniowania staje si¢ najwieksze
przy najmniejszej 'o_cl'legloéci miedzy skiadnikami,

tj. w momencie, gdy mniej masywny z nich przyblizy sie
maksymalnie do towarzysza - znajdzie sie¢ w peryastronie.
Dla.‘tego zjawisko to nazywa sie efektem peryastronu.

Skiadniki wielu obserwowanych ukladéw podwéjnych nie
maja ksztaltu dokladnie kulistego. Dotyczy to przede
wszystkim ukladéw o niewielkich rozmiarach, w ktérych
na skutek dzialania sil przyplywowych gwiazdy przyjmuja
keztalt elipsoid o najwiekszych osiach skierowanych
wzdluz prostej laczacej ich drodki. Wtedy oprécz efektéw
wywolanych przez obieg wepélnego drodka masy trzeba
réwniei wziaé pod uwage obrét samych sktadnikéw, gdyz
z réinych stron wygladaja one inaczej. Na krzywej blasku
nie wystepuje w ogéle faza stalej jasnodci, poniewaz ciagle
obserwujemy réine pola powierzchni gwiazd. Zmiany
jasnodci staja sie ciagle — krzywa zmian blasku ulega
»wygladzeniu”, nie moina okreéli¢ dokladnego momentu
poczatku i korica poszczegdlnych faz. Eaczny blask ukladu
jest najwiekszy, gdy prosta laczaca érodki obu gwiazd
ustawia sie prostopadle do kierunku widzenia, w minimum
do obserwatora zwrécona jest najmniejsza powierzchnia
obu skiladnikéw.

}

Jasnosé

Czas

Podobnie, jak w przypadku ukladéw zawierajacych
sktadniki kuliste, gdy gwiazdy eliptyczne réznia sie
rozmiarami lub jasnoscia powierzchniowa, na krzywej
blasku mozna wyréznié glebsze minimum gléwne i plytsze
- wtérne.

»Wygladzanie” kreywej blasku nastepuje réwniez wskutek
wystepowania tzw. pociemnienia brzegowego. Jasnosci
powierzchniowe gwiazd sa najwigksze w srodku ich

tarcz i maleja na zewnatrz. Efekt ten wyrafnie widzimy

- w przypadku Slofica, a jego przyczyna, jest to, e patrzac
na frodek tarczy sieggamy do glebszych, goretszych, a wiec
i jadniejszsych warstw, natomiast przy brzegu widzimy
jedynie chlodne warstwy powierzchniowe.

¢

Przy obserwacjach gwiazd zmiennych zaé¢mieniowych
efekt ten ma mniejsze znaczenie dla zaémieri catkowitych
i czedciowych, najbardziej widoczny jest podczas zaémien
obraczkowych. '

W rzeczywistodci obserwawane krzywe blasku sa znacznie
bardziej skomplikowane nii te, ktére zostaly przedstawione
na naszych schematycznych rysunkach — choé opisane
przypadki wyczerpuja w zasadzie wszystko, co uwzglednia
sie w tradycyjnej klasyfikacji gwiazd zmiennych
zaémieniowych. Podstawe tej klasyfikacji stanowia

trzy rodzaje krzywych blasku, dla ktérych wzorcami

83 0 Persei (Algol), 8 Lyrae i W Ursae Majoris.

Algole, najliczniej reprezentowane wéréd zmiennych
za¢mieniowych, sa ukiadami zlozonymi z niemal kulistych
gwiazd znacznie oddalonych. Na ich krzywych blasku
dobrze widaé fazy stalej jasnoéci i wyraine minima.
Uklady podwéjne typu g Lyrae skladaja sie z dwéch
elipsoidalnych gwiazd o réinych rozmiarach, a wiec na ich
krzywych blasku nie mozna wyréznié fazy stalej jasnodci,
gdyz wciaé zmienia sie ona zaréwno na skutek wzajemnego

~ zaslaniania skladnikéw, jak tez na skutek ich elipsoidalnego

ksztaltu. Zmienne typu W Ursae Majoris tym réinia

sie od gwiazd typu § Lyrae, Ze ich elipsoidalne skladniki
maja rozmiary na tyle duite w poréwnaniu ze wzajemnymi
odleglodéciami, iz stykaja sie powierzchniami.

Tradycyjna klasyfikacja nie obejmuje calego bogactwa
gwiazd zmiennych zaémieniowych. Trudno byloby zaliczyé
do ktéregod ze wspomnianych wygej typéw tak osobliwa,
zmienna jak np. € Aurigae (pisaliémy o.niej w Delcie
2/1988), gdzie postuluje sig istnienie trzech gwiazd,
dwéch dyskéw akrecyjnych, rozleglej gazowej otoczki,

a na geometryczne zmiany jasnodci nakladaja sie zmiany
gwiazane z procesami fizycznymi.
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Wiele uwagi poéwieca sie obserwacjom osobliwych
ukladédw, w ktérych dodatkowe efekty na krzywych
blasku wywolane s przede wszystkim przeplywem materii
miedzy skladnikami. Wiaze sie to z powstawaniem
dyskéw akrecyjnych, tzw. goracych plam - jasnych,
dwiecacych obszaréw w miejscu, gdzie strumien materii
trafia w dysk i wystepowaniem ciaglych.zmian okreséw
ukladéw zaémieniowych. Szczegdlnie efektownym
zjawiskiem zwiazanym z przeplywem masy sa wazelkiego
rodzaju wybuchy — okresowe, gwaltowne zmiany jasnodci
spowodowane naglym (wybuchowym) zapalaniem materii
opadajacej z jednej z gwiazd i gromadzonej na drugiej.
Do opisu tego typu efektéw nie wystarczaja rozwazania
geometryczne. Konieczne jest réwniez zwiekszenie zakresu
obserwacji — oprécz fotometrycznych (rejestracja natezenia
dochodzacego od gwiazdy promieniowania) niezbedne sa
réwniei spektroskopowe (badania widma). Dopiero na
podstawie mozliwie bogatego materialu obserwacyjnego
konstruuje sie szereg modeli rachunkowych opisujacych
przewidywane efekty zgodnie ze znanymi nam prawami
fizyki.
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Co astronom moze obserwowaé pod ziemia ?

o |

Nie od dzi$§ wiemy, ze obserwacje astronomiczne
nalezy prowadzié z miejsc, gdzie nie ma miejskich
$wiatel i jest czyste powietrze (np. w gérach),

a najlepiej spoza atmosfery. Tymczasem istnieja
obserwatoria astronomiczne na glebokosci kilku
kilometréw pod ziemia. Co stamtad mozna
zobaczyé ?

Przypomnijmy sobie, ze Slonice produkuje energie
w wyniku termojadrowej przemiany wodoru

w hel. Powstaniu kazdego atomu helu towarzyszy
wydzielenie si¢ 26,72 MeV — gléwnie w postaci
promieniowania elektromagnetycznego — ale

nie tylko. Okolo 2% tej energii jest mianowicie
unoszone ze Slonca przez neutrina — czastki
elementarne, ktére niezwykle slabo sa pochlaniane
przez jakakolwiek materie. Zreszta wlasnie
dlatego wydostaja sie praktycznie swobodnie

z wnetrza Slonca.

Wobec tego jak je zaobserwowad ? Przeciez skoro
cale Slonce jest dla nich przezroczyste, to tym
bardziej przezroczysty bedzie dla nich kazdy
przyrzad pomiarowy. Na szczeécie nie jest tak
doslownie — neutrina wprawdzie bardzo slabo,

ale jednak oddzialuja z materia. Kilkadziesiat lat
temu fizycy obliczyli, ze neutrina o dostatecznie
duze)j energii powinny stosunkowo czesto wchodzi¢
w reakcje z atomami chloru

Cl+v — *"Ar+e.
Powstajacy w tych reakcjach argon jest
radioaktywny z okresem pélrozpadu 35 dni.
i, S R : ’ Mierzac zatem jego radioaktywnos¢ mozna ocenié
%“{3 g o y g jego ilosé, stad czestosé zachodzenia reakcji,
SR : .

= a wreszcie natezenie samego strumienia neutrin.



Strumieni slonecznych neutrin na Ziemi mozna oszacowad
dzielac 2% mocy Slofica (Lg = 3,82 - 102¢ W) przez
pole powierzchni sfery o promieniu 150 000 000 km -

i dzielac jeszcze przez érednia energie neutrina (0,26 MeV).

Wychodzi okolo 6,5 - 10'* sztuk/m?s. Sa to gléwnie
neutrina nie dajace sie zaobserwowaé w doswiadczeniu

Davisa; obserwowane stanowia mniej niz 8% ogdlnej liczby.

Pierwszy detektor neutrin — zbiornik C2Cly zainstalowany
przez Davisa w Homestake Gold Mine w Poludniowej
Dakocie.

Produkcja energii termojadrowej w.tzw. cyklu wodorowym
zachodzi gléwnie w reakcjach

H+H— D+et 4+,
D+H— *He+ 7,
®He 4+° He —» *He + 2H.

Wytworzone tu neutrina unosza érednio po 0,26 MeV i s3
nieobserwowalne, gdyz nie wchodza w reakcje z chlorem;
by zaszia reakcja, neutrino musi mieé energie wicksza

od 0,81 MeV. Bardziej energetyczne neutrina powstaja

w pobocznych reakcjach cyklu wodorowego, gléwnie

w cyklu

*He +*He — "Be + 7,
TBad e~ TLitp
"Li+H - 2%He.

O to w koricu astronomowi chodzi, bowiem w ten
sposéb zyskuje informacje pochodzacy z samego
niemal érodka Slonca, dokad zadnymi sposobami
zajrzed sie nie da.

Pierwsza préba pomiaru strumienia neutrin
(slonecznych) ta metoda zostala przeprowadzona
w 1967 r. pod kierunkiem Raymonda Davisa
(USA). Wszystkie doswiadczenia tego typu
polegaja na tym, ze wielki zbiornik (setki metréw
szesciennych) z czterochlorkiem wegla (C2Cly),
ustawiony w glebokiej kopalni (zaraz zobaczymy,
dlaczego), przez kilka tygodni po prostu stoi.

W tym czasie pod wplywem neutrin powstaja

w nim atomy argonu, ktére co prawda wkrétce
sie rozpadaja, ale po kilku tygodniach w zbiorniku
ustala sie stan stacjonarny: atoméw argonu juz
nie przybywa, bo rozpadaja si¢ w tym samym
tempie, co powstaja. Pozostaje wtedy juz tylko
zmierzy¢ (policzy¢) liczbe atoméw 37 Ar. Eatwo
sie to opowiada, natomiast rzeczywistosé jest
duzo bardziej skomplikowana, bowiem atoméw
argonu jest w tej cysternie okolo 100 sztuk !

Te wlasnie atomy argonu trzeba ze zbiornika
wyodrebnié i policzyé — i to sie daje zrobi¢ !

Sg tez sposoby, by zmierzy¢ impuls neutrin
towarzyszacy np. wybuchowi gwiazdy supernowe;j.
W poblizu zbiornika z C,Cl4 ustawia si¢ inny
zbiornik, np. z woda. Szybkie czastki powstajace
w réa.kcji neutrin z chlorem bedga przenikad

m.in. réwniez przez zbiornik z woda. Jesli
jednak przez wode leci czastka z predkoscia
wigksza, niz predkosé swiatla w wodzie, to
wysyla ona charakterystyczne promieniowanie,
tzw. promieniowanie Czerenkowa, ktore

mozna juz zwyczajnie rejestrowac za pomoca
fotopowielaczy. Tak mozna §ledzié¢ na biezaco
strumien neutrin i jego zmiany.

Oczywiscie trzeba przy tym wszystkim

mieé pewnosé, ze obserwuje sie rzeczywiscie
efekty wywolane przez kosmiczne neutrina.
Tymczasem te same skutki moga dac inne
czastki produkowane w ziemskiej atmosferze przy
zderzeniach czastek promieniowania kosmicznego
(czyli gléwnie protonéw) z atomami gazéw
atmosferycznych. Trzeba sie od tych czastek
mozliwie najlepiej odizolowaé, dlatego wilasnie
calg aparature instaluje sie w bardzo glebokich
kopalniach. Kilkukilometrowa warstwa ziemi
chroni urzadzenie przed zakléceniami, a dla
kosmicznych neutrin jest, oczywiscie, doskonale
przezroczysta.

Malg Delte przygotowal Tomasz KWAST



Kilka spojrzen na sfere trojwymiarowa

Dr Krzysztof CIESIELSKI, dr Zdzistaw POGODA

Wiele figur w matematyce jest nam éwietnie znanych;
przyzwyczailidmy sie do nich. Wydawaloby sie, Ze nie
mozna o nich powiedzieé nic wiecej — nic nowego ani
ciekawego. Tymczasem przy blizszej analizie ukazuja sie
niezwykle i zaskakujace wlasnoéci badanych tworéw.

»Weimy pod lupe” jeden z takich zbioréw. Jest nim sfera
— dokladniej sfera tréjwymiarowa. Wszyscy wiemy, co

to jest sfera dwuwymiarowa: powierzchnia kuli, zbiér
punktéw przestrzeni jednakowo oddalonych od pewnego
punktu ustalonego, nazwanego érodkiem. Ta definicja bez
problemu przenosi si¢ na wyisze wymiary. Czyli: sfera
n-wymiarows o érodku P i promieniu r jest zbiér punktéw
przestrzeni (n + 1)-wymiarowej, ktérych odlegloéé od P
wynosi r. Gdy méwimy o odleglodci, to mamy na mysli te
naturalna, euklidesows.

Z punktu widzenia topologii nie ma znaczenia, jaki
jest promief sfery ani w ktérym miejscu przestrzeni -
znajduje si¢ drodek. Wazne jest jedynie, by zbiér byt
homeomorficzny (topologicznie réwnowainy) ze sfera.
Dla uproszczenia wiec badamy sfere o érodku w (0,-:-,0)
i promieniu 1. Mozemy zatem zapisaé:

3P = {(zli' ":3n+1) ER“+1 :z¥ S o +z?|+1 = l} .
Nas interesuje ,sfera tréjwymiarowa”, tj. S®. Slowo
»tréjwymiarowa” mogloby sugerowaé, Ze mozna ja,
sobie latwo wyobrazié lub narysowaé — przeciei nasza
intuicja pracuje w trzech wymiarach ! Niestety tak nie
jest. Zgodnie z definicja S° jest podzbiorem przestrzeni

czterowymiarowej, a wigc postaé naszego tworu wcale nie
jest taka prosta.

Podamy kilka opiséw i przepiséw na konstrukcjd sfery
tréjwymiarowej. Ze wzgledu na to, Ze w naszej przestrzeni
nie mozna jej zobaczyé w calodci, posluzymy sie analogia,
poréwnujac S° z jej kuzynka — sfera dwuwymiarowa, czyli
spoczciwga” zwykla sfera S2.

Jak praykladowo powstaje sfera $2 ? Bierzemy dwa kola
(nieco rozdmuchujemy) i sklejamy brzegami (ktérymi sa
okregi). Otrzymany twdr jest topologicznie réwnowagny
sferze. Zauwazmy, ze podobnie mozemy skonstruowad
okrag — powstaje on jako sklejenie koricami dwéch
odcinkéw — kul jednowymiarowych.

A w przypadku S® 7 Jesli dwie kule skleimy brzegami
(czyli dwuwymiarowymi sferami), to otrzymamy sfere
tréjwymiarowa. Trudno sobie jednak to wyobrazié.

Moie wiec tak: S? dostajemy w wyniku obracania okregu
S*' dookola jednej z jego osi symetrii. Wobec tego S B
powinno powstaé, gdy sfere S obrécimy woké! jednej z jej
plaszczyzn symetrii (ta plaszczyzna jest zbiorem punktéw
stalych w tym obrocie !). Przypuéémy, Ze obracamy nasza
sfere ,,dookola” plaszczyzny {(z1,22,0,0) : 21,22 € R}.
Wtedy obrazem punktu (i, z2,23,0) naleiacego do §2
bedzie punkt (21, 22, zs cos o, 13 sin a), dla pewnego

a € [0,27), ktéry, oczywiscie, jest elementem S°. Czy
przemawia to do intuicji ?

Zeby otrzymaé okrag, nie musimy wcale sklejaé dwéch
odcinkdéw; wystarczy, ze w jednym odcinku skleimy korice.
W celu skonstruowania §2 rozwaimy kolo (dwuwymiarowa
kule):. Jedli brzeg — cayli okrag — éciagniemy do punktu
(tak, jak zawiazuje sie np. koniec balonu z gumy), to
dostaniemy sfere.

Teraz jui wiemy, co bedzie dalej: nalezy w kuli jej brzeg
- sfere dciagnaé do punktu, a powstanie S®. Tu takie

83 problemy z praktyczna realizacja, ale z pomoca moie
przyjéé pewne dobrze znane matematykom odwzorowanie.
Jest nim rzut stereograficzny, wprowadzony przez
Ptolemeusza okolo 160 roku. Mozna go okresli¢ paroma,

* bardzo podobnymi sposobami; opiszemy jeden z nich.



Przypomnijmy, ze S? jest sfera o érodku w zerze

i promieniu 1. Wybierzmy plaszczyzne przechodzaca

przez 0. W prostokatnym ukladzie wspélrzednych

moze to by¢ plaszczyzna o réwnaniu z = 0. Z punktu
(0,0,1) - bieguna S? prowadzimy proste. Jeéli nie sa

one réwnolegle do plaszczyzny, to przecinaja zaréwno
sfere, jak i plaszczyzne — w obu przypadkach w dokiadnie
jednym punkcie ! Punktom sfery (bez bieguna pémocnego)
odpowiadaja wzajemnie jednoznacznie punkty plaszczyzny.
Gdyby nie ten biegun, to przeksztalcenie byloby bardzo
porzadne. Gdyby tak do plaszczyzny dolaczyé’jeszcze
jeden punkt ... Wiladnie, dodanie do plaszczyzny punktu,
nazwanego ,punktem w nieskoficzonoéci®, uczyni ja
topologicznie identyczng ze sfera. Odwzorowaniem
okredlajacym te identyfikacje jest rzut stereograficzny.
Jest to dokladnie taka sama sytuacja jak w przypadku,
gdy &ciagaliémy brzeg kola. Teraz ,zwijamy” plaszczyzng

i ,,w nieskoificzonodci zlepiamy w jeden punkt”.

Podobne przeksztalcenie mozemy zdefiniowad dla sfer
dowolnego wymiaru.

‘R (0,0,0.1)

Przytoczmy wzory dla S2

I Z2 z3
(zlj Z2,Z3, zl) =4 ( ) .

1—.‘5"1—54’1—.’6;
Przeksztalcenie odwrotne okredlone jest nastepujaco

. 2&; 2£2
(€1, &2, &a) . (l+£f+£§+£§'l+€f+€§+$§’
2¢s E+é+e-1
G E G+ e e nvg )

Zatem sfera tréjwymiarowa jest to przestrzen R?
uzupelniona punktem w nieskoriczonodci. Wystarczy do
naszej przestrzeni dolaczyé (w odpowiedni sposéb) jeden
punkt, aby otrzymaé S3.

Na zwyklej sferze: jesli wokdt ustalonego punktu zaczniemy
kredli¢ okregi, to, oczywidcie, promienie ich beda rosty,

ale tylko do pewnego momentu — gdy osiagna promief
sfery. Potem znéw beda maleé. Podobnego efektu

nalezy oczekiwaé w §2. Gdy wokét dowolnego punktu
zaczniemy konstruowaé sfery (typu S?), to bedziemy -
oczywidcie - przy kaidej nastepnej sferze zuizywaé coraz
wiecej materialu. W pewnym momencie ze zdziwieniem
stwierdzimy, Ze mimo iZ sfery przez nas budowane
obejmuja poprzednie, to zuzywamy coraz mniej materialu -
maleje ich promieri. W R? jest to niemoszliwe ! Rozsadnie
jest promieri tej najwickszej sfery nazwaé promieniem S2.
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Jest tak, jak w przypadku S?%; poréwnujac wspélsrodkowe
okregi lezace blisko siebie nie zauwaZymy nieznacznego
zakrzywienia sfery. Analogicznie: zakrzywienie S§°
powoduje, ze odpowiednie sfery dwuwymiarowe nie
zamykaja w sobie sfer poprzednich, ale s3 nieznacznie
,obok”. Oczywidcie dzieje sie to w R*, zatem trudno

jest to sobie wyobrazié¢. Ale — podsumowujac — S® to
tak, jakby wykrzywiona, zagieta przestrzei z dolepionym
punktem.

Sprébujmy to opisaé jeszcze inaczej. Wedrowiec udajacy
sie przed siebie, w dowolnym kierunku na $2, po

pewnym czasie wroci do punktu wymarszu. Na sferze
tréjwymiarowej bedszie tak samo ! Gdyby wedrowiec w S°
ruszyt w jednym kierunku i szed! nie zmieniajac go, to

w konicu doszedlby do miejsca, z ktérego wyszedl — pod
warunkiem, zZe zylby wystarczajaco dlugo.

Jeéli przetniemy sfere S? plaszczyzna, to otrzymamy okregi
lub w granicznych przypadkach — punkty. Natomiast
przecinajac sfere S° przestrzenia R®, dostaniemy normalna,
dwuwymiarowa sfere. Gdy S° bedzie zmieniaé polozenie,

- to jej élady beda sie zmniejszaé lub zwiekszaé. Nigdy

jednak promienie sfer dwuwymiarowych nie przekrocza
promienia S2. Przekonaé sie o tym mozna, ustalajac jedna,
ze zmiennych we wzorze opisujacym sfere tréjwymiarowa.
Dostaniemy wzér na sfere dwuwymiarowa. Przy zmianie
parametru (czwartej wspéirzednej) zmieniaé si¢ bedzie
promieii sfery dwuwymiarowej. Majac §lady S° na R®
(jakby poxiomice) moina sobie wyrobié: pewien poglad
na cala, sfere. Bledem byloby jednak poréwnywanie sfery
tréjwymiarowej z cebula, gdyz S°® nie jest zbudowana

z koncentrycznych warstw — sfer. Ich drodki przesuwaja
sie w kierunku czwartego wymiaru. Przyczyna tego jest
owo wykrzywienie, o ktérym juz wspominali§my. Podobnie
okregi koncentryczne nie utworza sfery dwuwymiarowej;
trzeba érodki tych okregéw poprzesuwal w trzecim
wymiarze.

Jeszcze jeden opis — tym razem nie majacy
dwuwymiarowego odpowiednika. Podnoszac wymiar, okrag -
zastepowali§my sfera. Czy jest to jedyna mosliwosé ?

Nie ! Innym dwuwymiarowym odpowiednikiem okregu
jest torus - czyli detka (bo torus mozna przedstawic jako
ilocayn kartezjariski okregéw: T = S x S!). Cayiby sfere
tréjwymiarowa mozna bylo utworzyé z toruséw ?

Przepis jest nastepujacy: ,WeZ dwa pelne torusy. Sklej
je brzegiem, ale w taki sposéb, by réwnoleiniki jednego
torusa przyklejaé do poludnikéw drugiego, a poludniki
do réwnoleznikéw. Jesdli to zrobisz, otrzymasz sfere
tréjwymiarowa.”



Czy cod takiego mogna sobie wyobrazié¢ 7 Sprébujmy. WeZmy dwa pelne torusy Ty i T2. Narysujmy na kazdym

z nich réwnoleinik i poludnik. Oznaczmy je odpowiednio: ri,p1 i r2,p2. Rozetnijmy T> wzdluz jednego z poludnikéw
(réznego od pz) i przewleczmy przez (naturalna) dziure w T;. MoZemy przyjaé, ze pelny torus T3 jest zbudowany z warstw
— zwyklych toruséw dwuwymiarowych. W samym ,centrum?” jest okrag (po ktérym porusza sie érodek kola generujacego
pelny torus). Po rozcigciu mamy pelny cylinder — rodzine powierzchni cylindrycznych. Zacznijmy teraz sklejaé brzegi
kazdej z tych powierzchni, wywijajac je na zewnatrz wokét torusa Ty. Otrzymamy rodzine toruséw obejmujacych T.

o
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Zauwazmy, ze po takiej operacji na brzegu T>

réwnoleinik rp stal sie poludnikiem, a poludnik pa
réwnoleinikiem. Wiecej, wszystkie poludniki staly sie
réwnoleinikami i odwrotnie. Mozna juz bez przeszkéd
sklejaé odpowiednie réwnolezniki i poludniki. Pozostal
jeden problem - odcinek centralny powstaly po rozcieciu
okregu. Jedli do R® doloszymy punkt w nieskoiiczonosci,

to korice tego odcinka mozemy polaczyé wiasnie w tym
punkcie. Ale to jest przeciez S§°! Rozciety torus odzyskat
swoja postaé, tylko jest teraz przenicowany.

Parafrazujac nasz przepis mozemy powiedzied: gdy
wytniemy pelny torus z 3 wéwezas to, co pozostanie, jest
homeomorficzne takze z pelnym torusem.

Sferg tréjwymiarows mozna opisaé na wiele innych

i to znacznie bardziej skomplikowanych sposobéw. Na
przyklad: $° jest wynikiem sklejenia dwéch podwéjnych,
pelnych toruséw — precelkéw; réwnolezniki na brzegu
jednego precla sklejamy z poludnikami drugiego

i odwrotnie. :

Mozna tez sklejaé jeszcze bardziej zawile figury, takie jak
precle z wieloma dziurkami. Ponadto sklejenia moga, by¢
przeprowadzone nie wzdluz poludnikéw i réwnoleznikow,
ale wzdhiz bardziej zawilych krzywych. Musimy jednak
przy tym bardzo uwaiaé, gdyz wynik sklejenia moze

by¢ skrajnie réiny od oczekiwanego (nawet zlepianie
toruséw na ogél nie daje sfery). Wiecej, nie jest znana
ogblna recepta, dzieki ktérej moglibydmy przed klejeniem
dowiedzed sie, co otrzymamy. Przydaloby sie wiele
twierdzen typu: ,jesli figura ma takie to a takie wlasnodci,
to jest homeomorficzna ze sfera tréjwymiarowa”.

Dzieki nim duzo latwiej moglibysmy przewidzieé wyniki
skomplikowanych operacji. Mozna to poréwnaé do
pieczenia ciasta: metoda, wedlug ktérej kleimy, to nic
innego, jak konkretny przepis. Niestety — przepiséw, za
pomoca ktérych dostajemy konkretne ciasto (u nas: sfere
tréjwymiarowa), w ksiagce kucharskiej matematykéw jest
stanowczo za malo. :



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji ,Delty”

. ® Zadania z matematyki nr 175, 176

: Redaguje dr Marcin E. KUCZMA
175. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |LABC| = |LBCA| = 40°. Na pélprostej AB™

znajdujemy taki punkt D, ze |AD| = |BC|. Wyznaczy¢ katy tréjkata ADC.

@
I

Termin nadsylania rozwiazan: 30 XI 1988

176. .Dowies'é, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 i dla kazdej liczby rzeczywistej z

spelniona jest nieréwnosé

2 n\" 1 2n 2n
(z +m+§) >z (2" +(z+1) )

Csotdwka ligi zadaniowe] "Klub 44 M"
po uwsglednieniu ocen roswigsasd

2

sadad 165 /WI=2,88/ 1 166 /wre1,79;  Ladanie 176 zaproponowal pan Marcin Mazur z Bia.legostoku,

= numeru 2/1988

Ersysstof Rozwiazania zadaf z numeru 5/1988

Hryniewiecki = Bialystok 44,8Tpkt

Erzysgtof Jedsiniak- Katowice 41,77pkt Przypominamy tresé zadan:

Adam Rusgel - Krosno 40,58pkt

Andrzej Pawlowski - Zabrze 38,92pkt 171. Przez punkt wewnetrzny P tréjkata ABC prowadzimy proste AP, BP, CP, przecinajace
Adam Prseddsiecki - Warszawa 38,50pkt przeciwlegle boki odpowiednio w punktach A', B', C'. Dowiedé, ze dlugoéé pewnego boku

Pan Hryniewlecki - pigédziesigty pigty
w Klubie 44 M. :

172. Zauwaimy najpierw, ze jedli z, > 1/e, to takie

L
Z+1>(}-)lu——1—=l(e”/"_l)>l
= \e ne e n e’

Zatem podany wzér rekurencyjny nie traci sensu
(podstawy poteg sa dodatnie) i okredla ciag o wyrazac
Tn > 1fe :

Wykaiemy, Ze ciag (zn) jest malejacy. Niech
1 =
flz.9) = ; (z*Y-3z) dla z,y>0.

Nieréwno$é Zn41 < Zn jest (jak nietrudno sprawdzi€)
réwnowazna temu, ze

1 1
1 ny — -
(1) f (z ’n) S
Relacje (1) udowodnimy przez indukcje. Dla n =1 jest
f(1,1) = 0. Zaléimy, ze (1) zachodzi dla pewnego n (a

wiec Zn41 < Zn) 1 przypusdémy, ze dla n + 1 analogiczna
nieréwnoéé nie zachodzi:

O - Iengi)ek

Rézniczkujac funkcje f wzgledem obu zmiennych
stwierdzamy, Ze

U 2L sg {Ue{z{‘

3z dy 0<y<l1
Z (2) otrzymujemy wiec
1 1
3 nfl;—}) > —.
(3) 5 (3 +1 n) >
Wobec (1) i (3) istnieje liczba z, dla ktérej f (z, %) — =

13

tréjkata ABC przekracza sume odleglodci punktu P od punktéw A', B', C'.

172. Wykaza¢ zbieinoé¢ i obliczyé granice ciagu (zn):

1-1 1
= 1, Tagl —dn -
$ ne

171. Niech AB bedzie najdluzszym bokiem tréjkata ABC. Jest on dluzszy od
kazdego z odcinkéw AA’', BB', CC'. Niech D i E beda takimi punktami boku AB,
ze DP||AC, EP||BC. Niech wreszcie D' i E' beda punktami lezacymi odpowiednio
na bokach AC i BC, dla ktérych DD'||BB', EE'||AA' (rysunek). Z podobiefistwa
tréjkatéw ABB' i ADD' i z nieréwnoéci |AB| > |BB'| wnosimy, ze |AD| > |DD'| =
= |PB'|. Analogicznie |BE| > |PA'|. Z podobiefistwa tréjkatéw ABC i DEP (w skali
|cC'| : |PC'|) i z nieréwnosci |AB| > |CC’| wnosimy, e |DE| > |PC'|. Dodajac
otrzymane nieréwnosci otrzymujemy

|AB| = |AD| + |DE| + |EB| > |PB'| + |PC'| + |PA'|.

Przy €zym Tnp41 < z < Zn. Stad

§ P

1 ar
nz > NIp41 = NEp * s >nzlTe
e

W | =

1 1
= — — =~ =nz.

dilsgie g
Otrzymana sprzecznoéé koriczy krok indukcyjny i dowodzi
nieréwnosci (1) dla n =1, 2,3,... (czyli monotonicznosci
ciagu (z.)).
Istnieje zatem granica s =limz, > 1/e.
Oznaczmy: z; = Yn.

Zachodzi réwnoéé
n =t
(4) y___,;+1 = _“:a:.l (1 = 21—) , gdzie tn, =nezn ".
n n n i
Poniewai t, — 00, tn/n — es, to

nftn = 5
1 ey L (1)
(=) "((1 =, ) ] e
Wobec tego, zgodnie z (4),

o s 1)
s = lim z, = lim {y, = lim y—y"'l = (_) .
czy-li
” 1 1/e
(5) . e=(3)
Funkcja @(z) = z* osiaga w punkcie 1/e (i tylko w tym
punkcie) swoja warto$é minimalna. Zatem jedynym
rozwiazaniem réwnania (5) jest liczba s = 1/e. Jest to
szukana granica.



Klllb 44 : Skrét regulaminu

Kaidy moze nadsyla¢ rozwiazania zadail z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robi¢

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadain z matematyki i z fizyki naleiy
przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 & dokladnoécia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspblczynnik trudnodéci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe 08éb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania & danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek 2 dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punkté6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Zadania z fizyki nr 73, 74 Termin nadsylania rozwiazani: 30 XI 1988
‘Redaguje dr Andrzej NADOLNY :
78. Na krawedzi stotu o wysokodci H kladziemy kulke o promieniu R (R < H). Kulka

zaczyna sie zsuwac ze stolu bez tarcia. W jakiej odleglodci od stolu upadnie ona na
podloge 7

74. Dlaczego patrzac na rzad lamp na ulicy odnosimy wrazenie, e wszystkie sa
jednakowo jasne, chociaz znajduja si¢ w réznej odlegloci od nas 7 Dlaczego regula
ta nie stosuje sie do gwiazd o takiej samej jasnoédci powierzchniowej, polozonych

w réznych odlegloéciach od Ziemi 7

Ro:wiqnnia zadani = fi:yki I numernu 5/1988 z regulowanym frédlem pradu, cewke (2) z galwanometrem

Rys.1

balistycznym. Podczas wlaczania w obwodzie cewki (1) pradu
o natezeniu ] galwanometr wykazywal przeplyw ladunku @Q:

69.. W okularach krétkowidza przednia — wypukla powierzchnia | I (mA) |3' ‘5 ."[ _Tﬂ_!— 20 | 50 100 | 200 500
wypuklo-wkleslych soczewek o zdolnoéci skupiajacej —4 D LQ(uC) [ 10 [30 [130 [450 | 700 | 860 | 920 | 1000,

zostala pokryta cienka warstwa metaliczna, umosliwiajaca w i led " Y ¢ z
widzenie do tylu réwnie ostre jak przez okulary. Jakie sa yenaczy¢ wagledna, przenikalnodé magnetyczna materialu

promienie krzywizny obu powierzchni soczewek 7 Czy istnieje
mozliwodé podobnego udoskonalenia okularéw dalekowidza 7

Przypominamy treéé zadan:

rdzenia w zaleZnodci od natezenia pola magnetycznego
i przedyskutowad otrzymane wyniki. Srednica pierdcienia wynosi
d = 10 cm, pole przekroju rdzenia - § = 1 em?, liczby zwojdw:

70. Na pierdcieniowym rdzeniu z miekkiego ferromagnetyka cewki (1) - n; = 314, cewki (2) — ny = 2400, calkowity opér
nawinigto dwie cewki (rys.1). Cewke (1) polaczono obwodu cewki (2) - R = 380 0.
e 89. Zdolnoéé skupiajaca soczewki przedstawionej na rysunku 2 wyraza sie wzorem
: 1 3 =k
- ) N=l=(m-n(i-1),
e f rn ra

gdzie f — ogniskowa soczewki, r1 i ra — promienie krzywizny obu jej powierzchni,

n — wspélczynnik zalamania szkla. Promienie odbijajace si¢ od warstwy metalicznej
(zwierciadlo wklesle) w kierunku oka przechodza dwukrotnie przez soczewke. Zdolnoéé
Rys.2 skupiajaca tego ukladu, skladajacego sie z dwéch soczewek o zdolnoéci skupiajacej N
i zwierciadla wkleslego o promieniu krzywizny r1, wynosi 2N + 1/ f,, gdzie f, =r1/2
jest ogniskows zwierciadla. Zdolno&é skupiajaca tego ukladu ma byé réwna N. Stad
wynika

(2) rifra = (n+1)/(n - 1).

Z (1) i (2) otrzymujemy r; = —2f, ro = —2f(n—1)/(n+1). Dla N=-4D

(f = —25 cm oraz n = 1,53) odpowiednie wartoéci promieni krzywizny wynosza

r1 =50 cm, r2 = 10 cm. Podobnie dzialajace szkla dalekowidza wygladalyby jak na

___warstwa metalu

____warstwa metalu

Rys.3 rysunku 3.
70. Podczas zamykania obwodu cewki (1) w cewce (2) indukuje sie sita
elektromotoryczn
i Eni®
Gl

(® - strumieri wektora indukcji magnetycznej w rdzeniu), powodujaca przeplyw pradu
o nateieniu I = E/R. Calkowity ladunek, ktéry przeplywa praez obwéd cewki (2)
w tym procesie, jest réwny
(1) Q = na®/R,
PRI 11::"::““::::,::1'::.:; : gdzie @ jest strumieniem wektora indukcji magnetycznej w rdzeniu dla ustalonego
:u:'::l;m;.wl 1 64 fum=2,27/ nateienia pradu I w cewce (1). Wartodé tego strumienia wyznaczamy przy zalozeniu,

s numeru 271988 ze linie sil pola magnetycznego nie wychodza z rdzenia. Dhugoéé tych linii wynosi wd,
Bogustay wobec tego z prawa Ampére’a otrzymujemy wartoéé natezenia pola magnetycznego
Mikielewics - Brodnica 42,96pkt (2) o= R1I/1I'd. 3
Piotr Ba - Toruf 34,84pkt : . 3 4 :
“:“ u;-z il 25 O, 27:22’“ Wartoéé wektora indukcji magnetycznej, okreélona zaleznoécia

Plotr Kecsyfski - Warssawa 26,80pkt (3) B = pop.H

PaweZ Perkowski - Ssosecim 26,68pkt (po — przenikalnoéé magnetyczna préini, u, — wzgledna przenikalnoéé magnetyczna
Viestaw Kacprsak - Krakéw  25,61pkt rdgenja), jest zatem réwna '

Aleksander Swrma - Mysskéw 20,8Tpkt * ﬂrl.ﬂoﬂrl

Rebert Repucha - Goxdap  20,70pkt (4) B= St

14
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H [A/m]

—

Poniewai ® = BS, ze wzoréw (1) i (4) otrzymujemy
T ningpope ST

mdR
Stad wyznaczamy
; rdRQ

5 B R cnts ALY
() b= inamoST ]
Wykorzystujac wzory: (2), (5) i podstawiajac po = 1,26 - 10~® N-A~2 obliczamy pary
wartoéci H, u, odpowiadajace podanym wartoéciom pomiarowym I, Q:
H(A/m)| 3 5 10 20 50 | 100 | 200 | 500

Hr 4 200 | 7600 | 16 400 | 28 400 | 17 600 | 10 800 | 5 800 | 2 500

Charakter zaleinodci u, (H) widaé najlepiej na wykresie (rys.4): poczatkowo p, silnie
(w przyblizeniu liniowo) roénie ze wzrostem H, a nastepnie maleje. Na wykresie )
przedstawiono dodatkowo zaleznodé wartosci wektora indukcji B w rdzeniu (obliczonej
ze wzoru (3)) od nateienia pola H (linia przerywana) — ma ona ksztalt typowy

dla ferromagnetyka, dazac do nasycenia. Za przebieg zjawiska sa odpowiedzialne
mikroskopowe procesy przesuwania granic domen magnetycznych oraz obrotéw wektora
namagnesowania poszczegélnych domen (w silnych polach H).

&
*‘cyg

%@». weenionshich

@

Rozwigzanie sadania F 252.
Poniewa# ciecz nie zwilza szkla,

to w otworze zacznie si¢ tworzyd¢
kulisty babelek cieczy. Ciénienie, jakie
wywiera warstwa powierzchniowa
takiego babelka, ktérego promieni r
przyjmujemy za (w przyblizeniu)
réwny promieniowi otworka (rys.),
jest skierowane do wewnatrz i wynosi
p = 20/r, gdzie o oznacza wartodé
napiecia powierzchniowego cieczy.

Fakt proporcjonalnodci p do ofr

latwo moina wywnioskowaé z analizy
wymiarowej. Poniewas wymiar
napigcia powierszchniowego o

jest réwny [o]=N/m, to jedynym
wyraieniem majacym wymiar
ci$nienia — N‘frn:‘ utworzonym

z wielkodci charakteryzujacych babelek
(tj. o ir) jest wladnie iloraz afr.
Ogdlnie cidnienie pod zakrzywiona
powierschnia cieczy okredla tzw. prawo
Laplace’'a p = po + o ﬁ]': + %].

gdzie pg jest cifnieniem w przypadku
plaskiej powierzchni, a R; i Rg
okredlaja gléwne promienie krzywizny;
w przypadku kuli By = Ry = r.
Dopdki sila cidnienia wywieranego
przer babelek bedzie wieksza od
dzialajacego w dél parcia cieczy pgh
{p — gestodé cieczy, h - wysokod¢ slupa
cieczy), dopdty ciecs nie bedzie sie
wylewad z pojemnika. Warunek ten
moZemy zapisa¢ w postaci

2
et > pgh, skad o
o

he =S
fﬂg

Rozwaimy nastepujacy problem: przypuéémy, Ze dysponujemy waga szalkowa bez
‘odwaznikéw, na ktérej mozemy wykonaé n waier. Mamy k kul (k > 3), o ktérych
wiadomo, Ze co najwyiej jedna spodréd nich réini si¢ waga od pozostalych — jest
liejsza lub cigisza. Naszym zadaniem jest ustalenie: czy taka kula rzeczywiscie istnieje,
znalezienie jej i okredlenie, czy jest lZejsza czy cieisza. Pytanie brzmi nastepujaco:
jakie jest najwieksze k, dla ktérego zadanie jest wykonalne ?

Oszacowanie narzuca sie od razu: n wazen moze daé co najwyzej 3" wyﬁikéw,
a mozliwych sytuacji (kazda z kul moze by¢ liejsza, cieisza, lub wszystkie moga mieé
te sama wage) jest 2k + 1, stad

2k+1<3",

co daje kss _1.

Okazuje sie jednak, ze dla k > a"T-a jest to zadanie niewykonalne. Aby to pokazaé,
rozpatrzmy dwa przypadki:

1) W pierwszym wazeniu na szalki kladziemy po r < 3"'; =1 kul. Wéwczas,

w przypadku réwnowagi, w nastepnych n — 1 waZeniach bedziemy musieli rozstrzygnaé,
ktéra z 2(k — 2r) + 1 mozliwodci (kaida spodréd nie wagonych kul moie byé liejsza,
ciezsza badZ wszystkie réwne) zachodzi. No, ale n — 1 wasef daje tylko 3"~!

rozstrzygnieé, a 2(k —2r) +1 > 2 (3"2‘3 -2 (as_;"))_+ 1> 3%

2) W pierwszym wageniu na szalki poloiymy po r > 2" +1 kul. Wéwczas

w przypadku nieréwnowagi nastepne n — 1 waiefi musialoby rogstrzygnaé, ktéra z 2r
mozliwodci (kaida kula z jednej szalki moze by¢ cieisza, a z drugiej liejsza) zachodzi.
Als 2r > 28741 5 3n—1 _ 4o}

Z drugiej strony dla k = 3—“;:5 zadanie jest wykonalne: ponumerujmy kule liczbami
od 1do 3"3"3. W k-tym wazeniu, w zaleinoéci od tego, czy numer kulki ma w zapisie
tréjkowym na k-tej pozycji O czy 2, kladziemy ja na lewej badZ prawej szalce (jezeli 1,

to nie kladziemy na Zadnej).

n—1
Niech teraz r = Y 3‘wit1, gdzie:
=0

|

Jeieli r < 2251, {0 cieisza od pozostalych jest kula o numerse r. Jedeli r = 2°-1, to

ciegary wszystkich kul sa réwne. Jegeli r > 2°=1, to liejsza od pozostalych jest kula
o numerze 3" —1 —r.

0, jezeli w i-tym waieniu lewa szalka przewaiyla,
2, jezeli w i-tym waZeniu prawa szalka praewaiyla,
1, jezeli byla réwnowagad.

W zwiazku z powyiszym zadaniem (jak widaé — w pelni rozwiasanym) nasuwa sie
problem: co bedzie, gdy pozwolimy, by mogly by¢ 2 kule ,falszywe”. Jaka bedzie
wtedy najwigksza liczba k, dla ktérej zadanie jest wykonalne 7 Naleiy wéwczas
sprecyzowal treé¢: np. zdecydowad si¢ czy dopuszczamy, aby kule ,falszywe” réinily
si¢ waga itp. A co bedzie, gdy pozwolimy trzem kulom byé kulami ,falszywymi” 7
Zachecam do zajecia sie tym tematem.

; Powodzenia !

Michat WOJCIECHO WSKI
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Kiedy potrzasa sie puszka zawierajaca duzg kule i wiele malych,
duga kula ,wyplywa" nawet wowczas, jeéli ma gestosé wiekszg
niz male. Mozna wiec rozdzielad mieszaning czastek réznej
wielkodci przez potrzasanie pojemnikiem.

A ASIE T L

Kazdy sie zgodzi, 2e a - 0 = 0, z czego wynika, ze ; moze byd

0

réwne a, gdzie a jest dowolnie obrang liczbg. Nalezy wiec badad,

czemu tei moze by¢ réwny stosunek zer. Najlepiej po prostu
skraca¢ ulamek 2, ai w liczniku badé w mianowniku, albo

w obu jednoczesnie zero zniknie.

Co to za zarty 7 To wcale nie zarty — tak uprawial analize
Leonhard Euler. A przeciez doszedl do wspanialych rezultatéw.

Zrédlem energii gwiazd jest — jak wiadomo — termojadrowa
synteza helu z wodoru. Reakcja ta moze zachodzié¢ na dwa
sposoby: bezpodrednio w samym wodorze (cykl p-p) lub
z udzialem katalizatorow (cykl CNO), ktérymi sa jadra wegla,
agotu i tlenu. Reakcje te zachodza z bardzo rézng wydajnoscig.
W temperaturze nizszej od 16 min K cykl CNO praktycznie nie
ma znacgenia, powyzej zag 19 mln K dominuje, o ile oczywidcie
w gwiefdzie obecne sa te trzy niezbedne katalizatory. Ich ilosé
* potrzebna, by spelnily swoje zadanie, wynosi nie wiecej niz 2%
masy gwiazdy i od tej drobnej domieszki zalezy w ogromnym
stopniu przebleg Jjej ewolucji.

RN s S o SR gf‘f‘fs-‘r‘

Michel Chasles w polowie ubieglego wieku udowodnit,

#e izometrie plaszczyzny to przesuniecia, obroty i symetrie
2 podlizgiem. Fakt ten wszedl do programu szkoly w Polsce
w 1967 roku i opusci te szkole wraz z przyszlorocznymi
maturzystami.

eirdh I AT AL

Ze wszystkich komet najblizej Ziemi przeszia kometa Lexella
1 VII 1770. Mineta ona Ziemig¢ w odlegloéci 2,3 mln km. Glowa
komety miala wtedy érednice katows 2°40’, a wiec pieé razy
wigksza niz Ksigiyc. Natomiast odkryta najblizej Ziemi byla
kometa 2 1702 r., mianowicie 20 IV tego roku znajdowala sie
w odleglodci 6,5 mln km.

/

~ podczas wiania wiatru

Czastka naladowana poruszajaca sie w osrodku przezroczystym
z predkodcia wigkszg niz predkosé rozchodzenia sig swiatla
w tym osrodku wysyla promieniowanie w kierunku tworzacym
z jej predkoscig taki kat ©, ze

cos @ = i,

nv

gdzie ¢ — predkoéé éwiatla w prégni, n — wspdlezynnik zalamania
odrodka, v — predkosé czastki. Zjawisko to, odkryte przez Pawla
Aleksiejewicza Czerenkowa w 1936 roku, jest wykorzystywane
w detektorach szybkich czastek.

Supernowe w naszej Galaktyce obserwuje si¢ srednio co

ckolo 400 lat. Jednak chiriskie kroniki donoszg o dwdéch
rozblyskach gwiazd: w roku 386 (w Strzelcu) i 393

(w Skorpionie). Jest to przypadek rekordowo krétkiego odstepu
czasu miedzy kolejnymi wybuchami supernowych.

Jedli przyjmiemy pierwsze cztery postulaty Euklidesa, to

nastepujace fakty beds réwnowasne pigtemu postulatowi:
~ istnieje prostokat,

— punkty réwno oddalone od danej prostej leza na dwéch liniach
prostych,

— istniejg tréjkaty podobne, ale nie przystajace,

- wysokodci tréjkata przecinajg sie,

— przez punkt wewnatrz kata ostrego mozna poprowadzic prosta
przecinajaca oba jego ramiona, ’

— na tréjkacie mozZna opisaé okrag

i, oczywidcie, wiele innych.

Ma@@)ﬁ‘ L

A. Flettner zbudowat
w latach dwudziestych
statek ,Buckau”
poruszajacy sie dzigki
wykorzystaniu zjawiska
Magnusa. Sile ,ciggu”
zapewnialy wielkie
rotory wygladajace na
naszym rysunku jak
kominy - ich obrét

powodowal powstawanie
sily prostopadlej

do kierunku wiatru
(Delta 7/1988). Poziome
tarcze nakrywajace rotory
zwigkszaly sile ciagu
prawie dwukrotnie.

Rozwiazanie sadania F 2563.
Ciecz dojdzie do konica kapilary
tworzac-menisk wklesly. Sily napiecia
powierzchniowego styczne do
powierrchni cieczy beda tworzyd

ze Scianka kapilary pewieh kat a.
Dlatego sila podtraymujaca slupek

Z drugiej strony cieiar slupka cieczy
wynosi
Q = rR%Ipg.
Zakladamy, e jego wysokodé jest
réwna [. Pordwnujac oba wyraienia
A, otrzymujemy

cieczy w kapilarze (tzn. r6wnowaiaca
jego ciezar — patrz rys.) bedzie réwna

R 20
B cosa E‘
F = 2nRocos a, rEsel [t e | v gdzie, jak wynika z rysunku,
e R/ cos a jest réwne poszukiwanemu
promieniowi krzywizny r menisku.
2o

Awiz;rw-:ﬁ

gdzie R — promier kapilary, e e et e U et e
o — wapélcaynnik napiecia
powierzchniowego.
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Patrz w niebo

W sierpniu 1975 roku milodnicy astronomii jako pierwsi
(uprzedzajac zawodowych astronoméw) zaobserwowali
pojawienie sie nowej gwiazdy w konstelacji Labedzia
(Nova Cygni). Dwaj licealisci z Grudziadza stali sie
wspélodkrywcami tego efektownego obiektu niebieskiego.
Czy trudno jest dostrzec pojawienie sie nowej gwiazdy ?
O ile tylko jest ona dostatecznie jasna, dla osoby majacej
dobra, orientacje na niebie — nie. Obecnie gwiazdy nowe
odkrywane sa ,masowo” — po kilka w ciagu roku. Jednak
znacznie rzadziej trafia si¢ obiekt na tyle jasny, by jego
pojawienie sie mozna bylo dostrzec bez uzycia teleskopu.
Samego ,pojawienia sig” nie naleiy traktowac zbyt
doslownie — oznacza ono jedynie nagly wzrost jasnoéci
gwiazdy juz istniejacej. W tym sensie gwiazdy nowe sa
jednym z typéw gwiazd zmiennych — tj. gwiazd, ktérych
blask ulega bardziej lub mniej regularnym zmianom.

Trudno co prawda liczyé na szczedliwy przypadek
gaobserwowania gwiazdy nowej, warto jednak nabraé
wprawy w ocenianiu jasnodci gwiazd zmiennych, aby

w przyszlodci nie przeoczyé ewentualnych ciekawych
zjawisk na niebie. Milo§nikom astronomii polecamy
obserwacje gwiazd zmiennych pulsujacych (np. cefeid, typu
RR Lyrae czy o Ceti) oraz zaémieniowych (szerzej piszemy
o nich w tym numerze Delty).

Przed przystapieniem do obserwacji nalezy uloiyé
odpowiedni program. Zawczasu wybieramy gwiazde
zmienna, ktéra w ciagu przewidywanej na obserwacje
nocy powinna znajdowaé sie¢ doéé wysoko nad horyzontem
(co najmniej 25°). Dobér gwiazd zalezy od wprawy
obserwatora i ewentualnie posiadanego instrumentu,

choé pewne zmienne mozna obserwowad réwniez golym
okiem. Gléwnym czynnikiem wyboru powinna byé
amplituda i czas trwania zmian jasnodci. Poczatkujacych
obserwatoréw zachecamy do obserwacji gwiazd
regularnych, o amplitudzie zmian blasku okolo 1 mag

i szybko zmieniajacych swa jasnodé. Aby zdobyé
do$wiadczenie w ocenianiu zmian jasnosdci, nalezy na
poczatek obserwowad dobrze znane gwiazdy zmienne, takie
jak np. § Cephet, n Aquilae, § Lyrae, § Persei. Dane
dotyczace tych gwiazd zamieszczamy w tabelce .

Jasnodé Okres Przykladowe
Zmienna w min. (dni) gwiazdy
i w max. (mag) poréwnania
n Aquilae 4,1-54 7,17664 8,8,6,v,L Agl
&§ Cephei 39-51 5,36634 | o, f8,¢,8,t,v Cep
A Lyrae 33-42 12,9327 4, ¢, 6,1, b Lyr
A Perset 21-34 2,86739 | a,d,v,¢,7 Per

Osoby o wigkszej wprawie moga wyszukaé interesujace
zmienne w Roczniku Astronomicznym Obserwatorium
Krakowskiego, gdzie podawane sa tzw. efemerydy — zakresy
zmian blasku, okresy, wspéirzedne gwiazd. Na podstawie
tych danych warto wyznaczyé przewidywany moment
minimum jasnodci, gdyz dobrze jest, w miare mozliwosci,
ulozyé program tak, by mozna bylo zaobserwowal obie
galezie krzywej blasku — malejaca i rosnaca.

Nasza okladka:

Oprécz zmiennej nalezy réwniez wybraé¢ w jej sasiedztwie
dwie gwiazdy stale, zwane gwiazdami poréwnania,

do ktérych beda odnoszone obserwacje. Jedna z nich
powinna by¢ jagniejsza,’a druga slabsza od zmiennej w jej
normalnym blasku. Dla zwiekszenia dokladnoéci lepiej
wybraé dwie lub trzy takie pary.

Kolejny wazny etap praygotowain polega na sporzadzeniu
mapki okolicy danej gwiazdy z zaznaczeniem literami
a,b,c,... gwiazd poréwnania. Wyszukiwanie gwiazd

w atlasie podczas obserwacji byloby ogromnie uciazliwe.

Z gotowym programem, mapkami okolicy gwiazdy, dobrze
chodzacym zegarkiem, notatnikiem i latarka mozna
przystapié do wizualnych obserwacji jasnosci.
Bezpoérednio przed obserwacjami wzrok obserwatora
powinien odpoczaé — dobrze jest przez okolo 1/2 godziny
przyzwyczaié go do ciemnoéci. Wazystkie wizualne metody
ocen blasku wykorzystuja bardzo duza czulost wzroku.
Polecamy powszechnie stosowana metode wprowadzona
ponad sto lat temu przez Argelandera, udoskonalona

przez Nijlanda i Blazke. Jasnoéé zmiennej poréwnuje

sie z dwiema gwiazdami stalymi, a oceny réznic podaje

sie w stopniach. Reguly okredlania réznic blasku sa
nastepujace: gdy nie mozna zdecydowad, ktéra z gwiazd
jest jagniejsza, przypisujemy im O stopni réznicy, 1 stopief
przypisujemy réznicy spostrzezonej po dluzszej obserwacji
i decyzji, ze jedna z gwiazd jest jadniejsza, 2 stopnie
odpowiadaja réinicy zauwagonej po dokladnym przyjrzeniu
sie, ale bez trudu spostrzeganej i wreszcie 3 stopnie —
résnicy jasnosci od razu dostrzeionej. Jeszcze wigksza
réznice ocenia sie na 4 stopnie, jednak sa to oceny
obarczone najwiekszym bledem i nalezy ich, w miarg
mozliwodci, unikaé. Odpowiedni dobér gwiazd poréwnania
powinien stanowié zabezpieczenie przed koniecznodcia
okreslania zbyt duzych réznic jasnodci. Zapis obserwacji
powinien by¢ nastepujacy: jeéli od razu widaé, ze gwiazda
poréwnania a jest jadniejsza od zmiennej v (tak zwykle
oznacza si¢ zmienne od lac. varius), piszemy a3v; jesli
zmienna jest jasniejsza o 2 stopnie od b, piszemy b2v. Obie
te oceny skladaja sie na dwustronna obserwacje a3v2b.

Przy slabym éwietle latarki, aby nie psué przystosowania
wzroku do ciemnosci, notujemy wyniki podajac réwniez
czas z dokladnodcia zaleina od okresu zmiennej. Przy
okresach krétszych od jednej doby okreéla sig czas

z dokladnoécia do 1/2 minuty, przy okresach kilkudniowych
wymagana jest dokladnoéé do 2 minut, dla kilkunastu

dni - do 15 minut, a dla zmiennych dlugookresowych
wystarcza dokladnoéé kilku godzin albo nawet calej doby.

Odpowiednio duza liczba ocen jasnodci przeprowadzonych
w czasie danego cyklu zmian stanowi material
obserwacyjny, na podstawie ktérego mozna potem
wyznaczyé krzywa blasku i moment minimum jasnoéci.
Dokladne opracowanie wynikéw jest etapem réwnie
wazinym, jak przeprowadzenie samych obserwacji.
Napiszemy o tym nastepnym razem.

mgr Joanna UDALSKA

Giotto — sonda, ktéra 14 III 1986 r. zblizyla sie na odleglogé 600 km do jadra komety Halleya. Szczegély w Delcie 11/1988.
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