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Rozwinzanie zadania F 250. =il

cigzkodel walka T rozlodymy na dwie
skladowe: silg prostopadiego naciskn
na walee P, vdwna F; = Mgsin © i sile

prostopadia do wiej Fa = Mg oos &,

%

Kontakt miedey walkiem T 1 bebnem

K’ bedrie utraymany, jefli zaznacrona

na rysunku sila F (,,ciagnaca™ papier),

z jaka walec P dziala na walek T

(i ktéra powoduje jego ruch obrotowy)

bedrie mniejsza lub rdwna sile Fa, tj.
F < Mgcos®

[zuak réwnadei odpowiada

nerowe] wartodel nacisku T na K.
Rdéwnanie ruchu obrotowego waltka T
w przypadku, gdy nie wywiera on
nacisku na beben K, ma postad

Iep = Froti. (Mr2/2)e; =
{e1 oznacza przyspiészenie katowe
walka T). Stad

Mgr cos ©

-
ey = o fcoR
r
Liniowe przyspieszenia punktdw na
obwodzic T i P sa jednakowe, co
ornacza, ze 63r = eR. Otrzymujemy
stad
D 2g 3
£ =€1— = —cos &,
R

R

gdzie R oznaczna promienl walca P

(Generatorami grupy izometrii
ofimiokata foremnego sa np. obrdt o
kat m/4 i symetria wegledem prostej
przechodzace] przez wierzcholek
wiclokata i jego §rodek symetrii. Rzad
obrotu o kat w/4 réwny jest 8. rzad
obrotu o 5w /4 tei 8, a rzad obrotu o
m/2 jest réwny 4.

Generatorami grupy izometrii
plaszczyeny sa np. wszystkie symetrie
osiowe albo tez symetrie wazgledem
wszystkich prostych przechodzacych
pr#es ustalony punkt i jeszcze jednej
prostej nie przechodzacej przez ten
punkt. Rzad symetrii osiowej jest
réwuy 2. Rzad przesuniecia o wektor
niezerowy jest nieskoniczony. Rzad

2k
obrotu o kat — . gdzie ki n sa

n
wezglednie pierwsze, jest réwny n. Razad
obrotu o kat niewspélmierny z m jest
nieskotczony.

O pewnym problemie typu Burnside’a

Prof. dr Wiestaw Zelazko

W artykule tym chcialbym zapoznaé Czytelnika z pewnym otwartym do tej pory
problemem z teorii grup oraz przedstawicé zwiazek tego problemu ze stynnym
problemem Burnside’a. Z pojeciem grupy Czytelnicy Delty mieli okazje spotkaé

sig niejednokrotnie, samo pojecie wchodzi zreszta, w zakres programéw szkolnych

(np. grupy izometrii). Nie bede wiec omawial szczegdléw, przypomne jedynie definicje
i przejde od razu do rzeczy. Niepusty zbiér G z operacja, (:c,y) —— zy prowadzaca,

od par elementéw do elementéw G nazywamy grupa, jesli speinione sa nastepujace
aksjomaty:

(i) Dzialanie grupowe jest laczne, tj. dla dowolnych z, y, z € G mamy

z(yz) = (zy)z.
(ii) Istnieje element e (jednoéé grupy) taki, ze
ze=ez—=x
dla kazdego elementu z grupy G (element taki jest jedyny).

(iii) Kazdy element z grupy G ma odwrotnoéé ™, tj. taki element, Ze

-1

zz ' =z 'z=¢

(odwrotnosé taka jest wyznaczona przez z jednoznacznie).

Podgrupa, grupy G nazywamy podzbiér, ktéry sam jest grupa ze wzgledu na dzialanie
grupowe. Wynika stad, Ze kaida podgrupa zawiera jedno$é e oraz wraz z para
elementéw zawiera ich iloczyn zy i ich odwrotnosci. Ogélnie méwiac, jesli G jest
podgrupa, G i zawiera elementy z i y, to zawiera réwniez wszystkie elementy postaci

(1) g

gdzie wykladniki a; i b; sa liczbami caltkowitymi (przyjmujemy przy tym z” = e dla
dowolnego z). Latwo zauwazyé, ze dla dowolnych z i y w grupie G zbiér elementéw
postaci (1) jest podgrupa G, przy czym jest to najmniejsza podgrupa zawierajaca z i

y. Méwimy o tej podgrupie, Ze jest generowana przez z i y. Podobnie mozna méwié

o podgrupie Go C G generowanej przez elementy z., z2, ..., Tk. Sklada sie ona z
iloczynéw poteg (dodatnich lub ujemnych) tych elementéw. Jezeli Go = G, to méwimy,
ze grupa G ma k generatoréw i elementy z; (i = 1,2,...,k) sa jej generatorami.
Oczywiscie jakie$ inne elementy w innej ilosci réwniez moga generowaé grupe G.
Istnieja, grupy nie majace skoriczonej liczby generatoréw, tj. wieksze od kaidej swojej
podgrupy generowanej przez skoriczong liczbe elementéw (tak jest dla grupy wszystkich
przesunieé prostej). Jesli idzie o grupe generowana przez pojedynczy element z, to
mamy dwie mozliwosci. Albo istnieje liczba naturalna k taka, ze z* = e; wtedy istnieje
tez taka najmniejsza liczba naturalna ko, zwana rzedem elementu z, e z*° =e. W tym
przypadku grupa generowana przez z ma dokladnie ko elementéw z° = e, z, 2%, ...,
z*0=1 { branie wigkszych wykladnikéw prowadzi do poprzednich elementéw, bo

zke = g% gko+! = g jtd. Grupa taka jest z punktu widzenia teorii grup nieodréinialna
od grupy obrotéw ko-kata foremnego (méwimy, Ze obie grupy sa izomorficzne).

W drugim przypadku wszystkie potegi z*, k = 0, +1, 2, ..., sa rézne i grupa
generowana przez z jest izomorficzna z grupa wszystkich liczb catkowitych

z dodawaniem jako dzialaniem grupowym. Méwimy w tym przypadku, zZe rzad
elementu z jest nieskoficzony. Oczywiscie grupa generowana przez jeden element musi
by¢ przemienna, tj. zy = yz dla dowolnych je] elementow.

2 = z%1 yhzaz ybz ..ziry

W roku 1902 W. Burnside postawil pytanie, czy grupa o skoriczonej liczbie
generatordw, ktérej wszystkie elementy maja rzedy wspélnie ograniczone (tj. istnieje
stala M taka, e rzedy wszystkich elementéw grupy sa skorczone i nie wieksze od M),
musi byé grupa, skoriczona. Problem ten przez ponad pél wieku pozostawal nie
rozstrzygniety, nie znana byla tez odpowiedZ na jego slabsza wersje, w ktérej warunek
wspélnej ograniczonoéci rzedéw elementéw grupy jest zastapiony przez skoliczonosé
tych rzedéw (warunek oczywisty, bo element rzedu nieskoficzonego generuje grupe
nieskonczona). Problem ten rozstrzygneli matematycy radzieccy. W roku 1959

P. 8. Nowikow zaanonsowal (bez podania dowodu) istnienie nieskoriczonej grupy

o dwéch lub wiecej generatorach, dla ktérej rzedy wszystkich elementéw sa dzielnikami
pewnej liczby n > 72.
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FIZYCZNE NOLWINRI

Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL

HOLOGRAFIA PRZY UZYCIU
PROMIENI RENTGENA

Czy mozna zajrze¢ do wnetrza zywej
komorki nie niszczac jej przy okazji ?
Odpowied? na to pytanie byla dotychczas
negatywna. Mikroskopy optyczne
wykorzystuja zbyt dlugie fale swietlne by
mogly by¢ uzyte do badan najmniejszych
bakterii czy wiruséw. Z kolei mikroskopy
elektronowe, ktérych zdolnos¢ rozdzielcza
dochodzi do pojedynczych angstremdw

(10719 m) nie moga by¢ latwe uzyte do
badania struktur biologicznych, gdyz mozna
bada¢ za ich pomocs tylko cienkie warstwy
i to w prézni. Jednakze rezultaty otrzymane
w 1987 roku w Laboratorium imienia
Lawrence'a Berkeley nalezacym do
Uniwersytetu Kalifornijskiego w Berkeley
pozwalaja na wiecej optymizmu. Do badan®
komdrek uzyto bowiem “migkkich® promieni
rentgena o dlugosciach fal miedzy 25 a 32A.
W zasadzie promienie X o dlugosciach fal
pomiedzy 10 A a 50 A powinny umozliwi¢
badania obiektéw o rozmiarach mniejszych
niz 100 A. W praktyce problemem powaznie
utrudniajgcym dotychczasowe eksperymenty
byla slaba spéjnos¢ 2redel promieni rentgena
Jak 1 slaba zdolnos¢ rozdzieleza filméw
rejestrujacych to promieniowanie. Dzigki
wykorzystaniu nowych 2rédel promieni X
zbudowanych w Narodowym Laboratorium w
Brookhaven oraz specjalnych warstwowych
detektoréw przekroczono po raz pierwszy w
holografii rentgenowskiej granice zdolnosci
rozdzielczej 1um = 1000 A. Obicktem badan
byly grupy enzymeéw, tworzace kulki o
wymiarach 0,85pm + 0,12 pm znajdujace
sig w komndrkach trzustki szczura. Badano
warstwy o grubosci 2000 A. W ciagu 80
minut ekspozycji przez prébke przechodzilo ¢
8x101 fotonéw, co odpowiada dawce okolo
200 megaradéw. Rozproszone promieniowanie
przechodzace interferowalo na detektorze
warstwowym (zbudowanym z odpowiedniego
polimeru) z wiazka nierozproszons tworzac
hologram. Wytrawienie owego polimeru
wytwarzalo wypukla rzezbe, ktéra nastepnie
byla pokrywana warstwa zlota i palladu,
ogladana pod mikroskepem elektronowym i
ostatecznie analizowana za pomocy
komputera. Kulki enzymdéw znajdujace sie
wewnatrz zywych komérek byly doskonle
widoczne na ekranie. Uzyskana w ten sposéh
rekordowa zdolnod¢ rozdzielcza wymiosla okelo
4004, co jest wynikiem 20 razy lepszym niz
poprzednie rezultaty. Autorzy pracy
twierdza, ze wynik ten moze ulec dalsze)
poprawie. Wydaje sig wige, 2e opancwana
zostala nowa, nieniszczaca metoda badania
wretrza mikroskopijnych obiektow
bwlegicznych

Slabsza wersje rozstrzygnal negatywnie E. S. Golod w roku 1964, a pelny dowdd
wersji silniejszej podali w roku 19638 8. I. Adjan i P. S. Nowikow; rezultat byl nieco
slabszy niz anonsowany uprzednio przez Nowikowa. Udowodnili oni, ze jezeli n jest
liczba nieparzysta, nie mniejsza niz 4381 i m > 2, to istnieje grupa nieskoliczona

o m generatorach, ktérej kaidy element spelnia warunek z" = e. Jest to jeden

z najtrudniejszych wynikéw teorii grup, trzyczesciowa praca Adjana i Nowikowa liczy
ponad 300 stron druku i uzywa ponad 500 lematéw.

Problem, o ktérym chce tu opowiedziec, réwniez formuhuje si¢ bardzo prosto. Nie
jest on do tej pory rozwiazany. Mianowicie jest to pytanie nastepujace: czy jezeli

dla grupy G istnieje stala C taka, Ze dla dowolnych skeiiczonych podzbioréw A i B
grupy G mamy

(2) | C|AB| > |A||B],

to grupa G musi by¢ skoficzona? W powyiszym wzorze symbol |Z| oznacza moc
(liczbe elementéw) zbioru Z, a iloczyn AB jest zbiorem wszystkich iloczynéw zy,
gdzie z€ Aiy € B. Problem ten postawiony przez autora tego artykulu w roku 1974
powstal w zwiazku z pewnymi rozwazaniami z zakresu tzw. analizy harmonicznej

na grupach. Jest on réwniez zwiazany z klasycznym problemem Burnside’a. Aby

sig o tym przekonaé, zauwazmy, ze jezeli grupa G spelnia (2) i Go jest podgrupa,
skonficzona grupy G, to |Go| < C. Istotnie: mamy GoGo = Go, bo iloczyny elementéw
podgrupy Go sa w tej podgrupie, a kazdy element z podgrupy Go mozna zapisac jako
iloczyn z = ze. Kladac w (2) A = B = Gy otrzymamy C|Go| > |Go|?, c2yli |G| < C.
Zauwazmy dalej, ze kazda podgrupa przemienna grupy G spelniajacej warunek (2)
musi byé skoriczona. Niech bowiem G, bedzie podgrupa przemienna grupy G. Gdyby
grupa G zawierala element zo rzedu nieskonczonego, to wszystkie potegi zj; bylyby
rézne i wtedy ustalajac dowolnie n polozylibysmy A = B = {z{) = e, Zo, 23,...,20 '}
Wtedy |A| = |B| = n, oraz AB = {e, 2o, 2¢,...,2." " *}, a wiec |[AB| =2n— 1. Ze
wzoru (2) wynika wtedy C(2r — 1) > n?, co, oczywiscie, nie moze byé¢ prawda dla
duzych n, a n wybieraliSmy dowolnie. Wynika stad, ze rzedy wszystkich elementéw
sa, skoficzone. PoniewaZ elementy generuja podgrupy mocy réwnej swojemu rzedowi i
moce podgrup skorficzonych G sa nie wieksze niz C, wiec i rzedy wszystkich elementéw
grupy G maja rzedy wspdlnie ograniczone przez C, a wiec sytuacja jest taka jak w
problemie Burnside’a. PoniewaZ nie jest dla nas istotne, czy podgrupy przemienne
grupy spelniajacej warunek (2) sa skoiiczone, dowéd ten opuscimy, ale Czytelnik
korzystajac z dotychczas udowodnionych faktéw moze ten dowéd otrzymad. Jezeli
istnieje grupa nieskoriczona speiniajaca warunek (2), to wybierajac w niej dowolne
elementy z,, z2, ..., Zn, gdzie n > C i generujac przez te elementy podgrupe Gu
grupy G otrzymamy podgrupe, ktéra ma wiecej niz C elementdéw, a zatem jest
nieskoficzona, ma skoriczenie wiele generatoréw oraz rzedy wszystkich jej elementéw sa,
wspdlnie ograniczone przez liczbe C. Roztrzyga wiec ona wspomniany wyzej problem
Burnside’a. Wynika stad, ze jezeli postawiony przez nas problem ma rozwiazanie
negatywne, tj. istnieje grupa nieskonczona spelniajaca warunek (2), to konstrukcja
takiej grupy jest bardzo trudna, bo zawiera w sobie rozwiazanie bardzo trudnego
problemu Burnside’a. Byé moze nie ma takiej grupy i rozwiazanie problemu jest
pozytywne. Mialoby to interesujace konsekwencje dla analizy harmonicznej, w
szczegblnosci rozstrzygaloby to tzw. hipoteze L, dla grup dyskretnych. Przy tym
dowéd takiego twierdzenia nie musi byé beznadziejnie trudny. Oczywiscie nie mozna
gwarantowad, ze problem w ogéle da sie rozstrzygnaé (zdarzaja sie w matematyce
przypadki, Ze zaréwno sformulowana hipoteza, jak i jej zaprzeczenie nie maja dowoddéw
w ramach rozwazanej teorii — sa od niej niezaleine; tak bylo np. ze stynna hipoteza
continuum lub z pewnikiem wyboru), ale miejmy nadzieje, ze w tym przypadku tak
nie jest. ;

Jezeliby jeszcze cos$ zalozyé o grupie G spelniajacej warunek (2), to wtedy latwiej
mozna by rozwiazaé nasz problem. Na przykiad zakladajac przemiennoé¢ grupy G

i spelnianie warunku (2) mozna udowodni¢ jej skoiiczonoéé (niemal to uczyniliSmy

w tym artykule), podobnie mozna by to zrobié zakladajac tzw. rozwiazalnoéé grupy

G lub czyniac jeszcze inne zalozenia. Nas interesuje jednak ten problem w calej jego
ogdlnodci. Czytelnika pragnacego poglebié te tematyke mozemy skierowad do ksiazki
A. G. Kurosza Teoria Grup (po rosyjsku), Moskwa 1967 (wydanie III), w szczegélnosci
str. 497-500 - oczywidcie nie moze tam by¢ mowy o dowodzie Adjana i Nowikowa, a
nawet wynik Goloda cytowany jest bez dowodu. Problem, o ktérym mowa w artykule,
zostal postawiony (w ogélniejszej postaci dla tzw. grup lokalnie zwartych) w pracy
autora On the Burnside problem for locally compact groups, Symposia Math, 16(1975),
409-416.
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Patrz w niebo

Powierachnia
. Gwiazdozbiér w stopniach
kwadratowych
Crur GO
Equuleus 72
Sagitta 80
(Mretnus 93
Scutum 109
Triangulum Auwstrale 110
Reticulum 114
Caleum 125
Corona Australis 128
Chamaeleon 132
Triangulum 132
Musea 138
Volans 141
Mensa 154
Norma 165
Corona Borealis 179
Dorado 179
Canis Minor 183
Corvus 184
Delphinus 189

Rozwigzanie zadania F 251.
Rdéwnanie ruchu frodka masy kulki

Ma = —pgM pozwala obliczyé
opéénienie @ = —pug i predkodé frodka
masy Slizgajacej sie kulki vy = v — pgt

(v jest predkoscia poezatkowa kulki,
z jaka puszczono ja na plaszczyzne
stolu). Z réwnania ruchu obrotowego

dw

I— = pugMR,
dt

gdzie I = 2MR? jest momentem
bezwladnodci kulki, otraymujemy

5 pugt
W= - ——
2 R
Predkodé punktu kulki, ktéry styka
si¢ ze stolem, jest réwna vym — whR.

Gdy predkodé ta staje sie réwna zeru,
to kulka zaczyna poruszad sig ruchem
obrotowym bez poflizgu (v,m = wR).
Nastapi to po uplywie czasu

e

ti==
7 pg
od momentu rozpoczecia ruchu.

Odleglodé, jaka pokona kulka w ciagn

tego czasu, wynosi

) at? 12 v?
S =wl-— — .
2 49 pg
a jej predkosé w tym momencie jest
réwna
5
=u et = —
v v pet 7 s

mgr Joanna UDALSKA

Wiosna jest pora ,krdlowania” na niebie gwiazdozbioréw o najwiekszych
powierzchniach (pisaliémy o tym w Delcie 3/1988). Teraz, z nadejéciem jesieni, warto
przyjrzec sie konstelacjom z drugiego konca listy osiemdziesieciu o§miu gwiazdozbioréw
obu pétkul - tym najmniejszym.

Najmniejszy sposréd wszystkich gwiazdozbioréw — Krzyz Pohludnia ( Cruz) - nie

jest nigdy widoczny w naszych szerokosciach geograficznych. Choé wiec stabo nam
znany, uwazany jest za tak charakterystyczna ceche nieba poludniowego, jaka jest
Wielka Niediwiedzica (Ursa Major) dla-nieba pélnocnego. O ilez jednak jest mniejszy!
Na obszarze, zajmujacym zaledwie 5% powierzchni Wielkiej Nied4wiedzicy, éwieca
cztery jasne gwiazdy w konicach ramion Krzyza.

‘W naszych szerokodciach geograficznych widaé mniej niz polowe spodréd dwudziestu
gwiazdozbioréw o najmniejszych powierzchniach. Sa nimi: Zrebie (Equuleus), Strzala
(Sagitta), Tarcza (Scutum), Tréjkat ( Triangulum), Korona Péinocna ( Corona Borealis),
Maly Pies (Canis Minor), Kruk (Corvus) i Delfin (Delphinus). Wigkszodé z nich

(z wyjatkiem Malego Psa — najlepiej widocznego zima i Kruka — wiosna) moze byé
zaobserwowana wiadnie teraz — wczesna jesienia.

We wnetrzu wciaz jeszcze dobrze widocznego tréjkata letniego (tworza go Deneb

(c Cygni), Wega (a Lyrae) i Altair (o Aquilae), na tle Drogi Mlecznej pieé niewielkich
gwiazdek czwartej i piatej wielkosci tworzy Strzale. Od wschodu ze Strzala graniczy,
sporo od niej wigkszy, choé réwniez maly, Delfin, a z kolei jego poludniowo-wschodnim
sasiadem jest Zrebie. Razem te trzy gwiazdozbiory zajmuja obszar mniejszy niz

1/3 powierzchni najwigkszej konstelacji obu pétkul niebieskich - Weza Wodnego
(Hydrus). Pewnych trudnoéci moze przysporzy¢ odnalezienie Tarczy, ktéra podobnie
jak wymienione wyzej trzy male gwiazdozbiory nie zawiera jasnych gwiazd.

Choé wladnie teraz géruje wieczorem, dodatkowe utrudnienie w okresleniu jej
polozenia stanowi fakt, Ze znajduje sie doéé nisko nad poludniowym horyzontem,

na jasnym tle Drogi Mlecznej. Za to odnalezienie wspanialej Korony Pélnocnej,

o charakterystycznym ksztalcie niedomknietego kétka, nie powinno nikomu sprawié
klopotéw. Trudno co prawda zaliczy¢ ja do jesiennych gwiazdozbioréw, jednak wciaz
jeszcze pozostaje widoczna wieczorem nad zachodnim horyzontem. Po przeciwnej
stronie nieba wschodzi Tréjkat, ktérego okres najlepszej widocznoéci przypadnie

na przelomie jesieni i zimy.

Spogladajac na niebo nie sposéb stwierdzié, ze Delfin jest ponad dwa razy wigkszy
od Strzaly czy Zrebiecia. A jednak wskazuja na to dane zamieszczone w tabelce
obok. Konieczne jest tu pewne wyjasnienie dotyczace ustalei granic gwiazdozbioréw.
W potocznym rozumieniu zwykliSmy za gwiazdozbiér uwazaé uklad gwiazd

o okredlonym ksztalcie, tak jak czynili to starozytni i éredniowieczni astronomowie.
Jednak na potrzeby nowoziytnej astronomii takie, niezbyt écisle, okreslenie okazalo
sie niewystarczajace. Kazdy obszar na sferze niebieskiej musi byé przypisany
jakiemus gwiazdozbiorowi, bo choé golym okiem nie widaé na nim zadnych gwiazd,
w zasiegu teleskopéw sa ich tysiace i wygodnie jest méwié, Ze kaida z nich znajduje
sie w okreslonym gwiazdozbiorze. Nic wiec dziwnego, ze obszary przypisywane
gwiazdozbiorom bywaja czesto znacznie wieksze, niz wskazuja na to charakterystyczne
uklady gwiazd. .

A jak wyznaczyé pole powierzchni tego obszaru? Nie da sie wyrazié¢ go w zwykle
uzywanych jednostkach powierzchni, choéby byly to nie wiadomo jak duze ,jednostki
astronomiczne”. Nie jest wszak mozliwy do okredlenia promien nie istniejacego
realnie obiektu, jakim jest sfera niebieska. W takiej sytuacji jedyna mozliwa

do zastosowania jednostka powierzchni sa stopnie kwadratowe — pole calej sfery
(oczywidcie niekoniecznie niebieskiej) jest réwne 41 252,961 stopni kwadratowych.
batwo sprawdzié, ze dwadziescia wymienionych na marginesie najmniejszych
gwiazdozbioréw zajmuje obszar nie przekraczajacy 6% powierzchni calego nieba.

Obrady Miedzynarodowej Unii Astronomicznej w 1928 roku zakoliczono przyjeciem
uchwaly o podziale nieba na 88 gwiazdozbioréw, o scisle okreslonych powierzchniach
w granicach pokrywajacych sie z lukami k6t godzinnych i réwnoleznikéw niebieskich
(odpowiedniki ziemskich réwnoleznikéw i poludnikéw). Od tego czasu na niebie
zapanowal porzadek. Nie jest on jednak trwaly. Z biegiem czasu, wskutek precesji,
siatka wspélrzednych stopniowo przesuwa sie i w kofcu granice gwiazdozbioréw
przestana, pokrywad sie z kierunkami két rektascensji i deklinacji. Réwniez

ksztalty samych gwiazdozbioréw ulegaja, na skutek tzw. ruchéw wlasnych gwiazd,
systematycznym, choé bardzo powolnym zmiancm. Za kilkadziesiat tysiecy lat
zmienia si¢ nie do poznania. Byé moze wtedy Unia Astronomiczna wyda odpowiednie
postanowienia odnosnie nowych granic gwiazdozbioréw.
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Rozwigezanie sadania M 514.
Przypusémy, ze tréjkat o wierzcholkach
z3, 2z 1 z3 nie zawiera punktu O.

Moina wtedy znalefé obrét
plaszczyzny, przeprowadzajacy liczby
z1, 23, 23 na liczby wy, wa, ws,

Re w; > 0. Obrét plaszczyzny
zespolonej to po prostu mnoZenie przez
liczbe u, gdzie |u| = 1. Mamy

w; = u - z;, zatem
1 1 1
wy w3 w3
1 1 1
= + + =0,
w-2z u-zg .23

Jednak Rch > 0, skad sprzecznodé.
L]

Rozwiszanie zadania M 515.

J(‘Iﬁi n = 1, to liczby nf4+1= T

(n+4 1)2 4+ 1 = 5 sa pierwsze. Gdy

n > 1, mamy: jefli n jest nieparzyste,
ton? 41 jest parzyste; jedli n jest
parzyste, to (n+1)% +1 jest parzyste.
Zatem jedynym rozwiazaniem zadania
jest n = 1.

Interferometr atomowy

w sto lat po dos§wiadczeniu Michelsona i Morleya

Dr hab. Jan KALINOWSKI

Kazdemu slowo interferometr kojarzy sie zapewne z nazwiskami Michelsona i Morleya.
Warto moze przypomnieé, ze w ubieglym roku minela setna rocznica slynnego
doéwiadczenia Michelsona i Morleya. Prébowali oni zmierzyé predkoéé Ziemi
wigledem eteru — hipotetycznego ofrodka, w ktérym mialyby rozchodzié sie fale
elektromagnetyczne. W 1887 r., w 34 tomie American Journal of Science, ukazaly sie
dwie publikacje Michelsona i Morleya: w numerze listopadowym praca pt. O ruchu
wzglednym Ziemi 1 swietlistym eterze i w numerze grudniowym — Sposdb wykorzystania
dlugodci fali swietlnej sodu jako praktycznego wzorca dlugoéci. Przy pomiarze ruchu
Ziemi wzgledem eteru niezwykle istotne byly precyzyjne pomiary odleglodci. Publikacja
grudniowa byla wiec jakby produktem ubocznym prac nad dodwiadczeniem opisanym
w artykule listopadowym. A jednak to ona przyniosta Michelsonowi natychmiastowsa
slawe i w 1907 r. nagrode Nobla. Artykul listopadowy zostal naprawde doceniony
dopiero po sformulowaniu przez Einsteina teorii wzglednoéci i przyniést autorom trwale
miejsce w podrecznikach fizyki. :

Do swoich dodwiadczen Michelson i Morley uzyli interferometru optycznego. Michelson
udoskonalil interferometr, aby powtérzyé pomiar predkosdci Ziemi wzgledem eteru

po raz pierwszy przeprowadzony przez niego w 1881 r. Dodwiadczenie dalo wynik
negatywny, to znaczy nie mozna bylo stwierdzi¢ istnienia eteru. Dodwiadczenie
wykonane w 1887 r., przeprowadzone z dziesieciokrotnie lepsza dokladnosdcia dalo

_znowu, tym razem bez watpliwosdci, wynik negatywny. W 1899 r. Michelson w jednym

z wykladéw przyznal, Ze sam fakt skonstruowania interferometru wynagrodzii mu
negatywny wynik do§wiadczenia. Dopiero po wielu latach wynik ten nabral znaczenia
jako jeden z koronnych testéw teorii wzglednoéci Einsteina. '

Interferometr by} oczywiécie znany wczedniej i uzywany w wielu dziedzinach nauki

i techniki. Michelson wymienia w 1902 r. dziedziny, w ktérych interferometr znalazl
zastosowania: do pomiaréw wspélczynnika zalamania swiatla, grubodci blonek
mydlanych, wspélczynnika rozszerzalnoéci, stalej grawitacji, skoku érub, dlugoéci fali
linii spektralnych, efektu Zeemana i pomiaréw astronomicznych. Dzigki Michelsonowi
interferometr optyczny stal sie jednym z podstawowych precyzyjnych prayrzadéw

w laboratoriach naukowych i przemystowych, do czaséw I Wojny Swiatowej.

W artykule tym zajmiemy sie zupelie nowym pomyslem wykorzystania zjawiska
interferencji. Mowa tutaj bedzie jednak nie o interferometrze optycznym, lecz

o interferometrze atomowym, w ktérym elektron bedzie interferowal sam ze soba,.
Pomyst ten zostal zrealizowany przez grupe'doéwiadczalna pod kierunkiem Howarda
Bryanta w laboratorium w Los Alamos, New Mexico, a wyniki badaf zostaly
opublikowane w Physical Review Letters 58, 2412 (1987). Michelson prébowal zmierzyé
zmiane predkodci §wiatla — w dodwiadczeniu Bryanta sam interferometr porusza sie

z predkoscia bliska predkosci §wiatla i moze stuzy¢ do pomiaru charakterystycznego
czasu oddzialywania fotonu z ukladem atomowym.

Uklad dosdwiadczalny, ktéry autorzy nazwali interferometrem atomowym, dziala
podobnie jak interferometr Michelsona. Rysunek przedstawia schematycznie
interferometry: optyczny i atomowy.

lustro
I Kierunek pola Ey
L 4
3
. ﬁ
k- ra %, -
lustro [ > DETEKTOR A ‘@z DETEKTOR
4 Ptytka E’j 2
pelprzepuszczalna L
\ lustro . Praszczyzna pola
Lelektrostatyczne elektrycznego

é.._) swiotla lasera

ZRODLO :
] SWIATEA | LASER

Interferometr Michelsona Interferometr atomowy

4




Rozwigzanie zadania M 516.
Dorysujmy tréjkat ABC' tak, by
powstal réwnoleglobok.

2-C0Q < AC + BC,
gdzie CQ jest frodkows opuszczong na
bok AB. Dodajac stronami trzy takie
nieréwnodci otrzymujemy pierwsza
czesé tezy. Podobnie dowodzimy
drugiej. Zauwagmy, e punkt przeciecia
§rodkowych dzieli je w stosunku 2 : 1.

Mamy zatem
=
AB < AO + OB = 5[,‘!.f‘l; + BB;).

Nastepnie dodajemy trzy takie
nierdwnodéci.
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ENERGIA FOTONU

Wzgledna liczba odlaczonych
elektrondw jako funkcja energii fotonu.
Linia ciagla przedstawiono wyniki
obliczeni teoretycznych.

W interferometrze optycznym Michelsona éwiatlo rozdzielone na stabo posrebrzonej
plytce szklanej po przebyciu réznych drég do luster i z powrotem interferuje

w detektorze. Charakter interferencji zalezy od przesunigcia fazowego fal éwietlnych,
co z kolei zalezy od réznicy drég optycznych.

Bryant i wspélpracownicy badali proces fotoodiaczenia elektronéw od jonéw wodoru
H~ w obecnoéci slabego zewnetrznego pola magnetycznego. $wiatlo laserowe zderzalo
sie z relatywistyczna wiazka ujemnie naladowanych jonéw H™ o energii 800 MeV
powodujac przejscie jonu w neutralny atom wodoru z emisja elektronu. Wiazki
zderzaly si¢ pod katem o (zdefiniowanym tak, ze a = 0° dla zderzenia sczolowego”).
Przez zmiane kata o moina bylo plynnie zmieniaé energie fotonu ,widziana” przez jon.

_Energia ta w ukladzie, w ktérym jon spoczywa, wynosi

E,=1E}(1+fcosa), B=v/e, v=(-p")7"?
gdzie E.i‘ jest energia fotonéw w ukladzie laboratoryjnym. Zdolnosé rozdzielcza
pomiaru energii wynosila okolo 1072 eV. W miejscu przecigcia sie wiazek przyloZone
bylo stabe pole magnetyczne B o kierunku réwnoleglym do wiazki laserowej.
W ukladzie spoczynkowym jonu, zgodnie z relatywistycznym prawem transformacji
pél, jon ,widzi” nie tylko pole magnetyczne, ale i elektryczne E:. To pole elektryczne -
E. ma kierunek prostopadly do pola B i predkodci jonu, a wiec jest prostopadle
do plaszczyzny reakcji. Natezenie pola E; zaleiy od wartosci B i predkoéci jondw.
Relatywistyczne jony poruszaja sie z predkosdcia v = 0,842 c, a wigc ,widza” silne pole
E; = vBsin a.nawet dla stabych pél B. W doéwiadczeniu natezenie pola B wynosﬁo
0,03 T i 0,047 T, co odpowiada E; rzedu 107 V/m.

Stale pole E; ,widziane” w ukladzie spoczynkowym jonéw dziala na wyemitowne
elektrony podobnie jak zwierciadlo w interferometrze optycznym. Jeéli poczatkowo
elektron porusza sie w kierunku linii sil pola E, to bedzie hamowany i nastepnie
zawrécony w kierunku przeciwnym. Jego predkoéé przy ponownym przejsciu przez
polozenie poczatkowe bedzie przeciwna do predkodci poczatkowej. Wyglada wige
tak, jakby elektron zostal wyemitowany w przeciwnym kierunku, ale z pewnym
opdfnieniem.

Zjawisko fotoodlaczenia bylo badane dla dwéch polarysa.cn wiazki laserowej, w ktérych
plaszczyzna pola elektrycznego swiatla lasera

a) byla prostopadla do plaszczyzny reakcji, tzn. réwnolegla do kierunku E; —

tzw. polaryzacja 7;

b) lezala w plaszczyznie reakcji, tzn. byla prostopadla do E; — tzw. polaryzacja o.
Wazgledna liczba fotoodlaczonych elektronéw przy polaryzacji m dwiatla lasera dla
dwéch wartosci pola B jest przedstawiona na wykresach. Wyragnie widaé regularne
falowanie” danych doéwiadczalnych. Przy polaryzacji o nie zauwazono Zadnej
regularnej struktury i wyniki niewiele réznily sie od rezultatéw uzyskanych z B = 0.

Zgodnie z teoria kwantows stan elektronu wybitego przez foton jest opisany funkcja
falows. Wystepowanie w danych doéwiadczalnych regularnej struktury mozemy teraz
wytlumaczyé jakodciowo stosunkowo prosto. Przy polaryzacji 7 §wiatla laserowego
elektrony emitowane sa w kierunku pola E;. Funkcja falowa elektronu lecacego

w kierunku zgodnym z E, ,odbita® od bariery potencjalnej pola E., moze interferowad
z funkcja falowa elektronu wyrzuconego w przeciwnym kierunku. Jezeli interferencja
ma charakter konstruktywny (funkcje dodaja sie), to elektron moze opuécié jon, jesli
destruktywny, to nie ma emisji. Charakter interferencji zaley od réinicy faz czy tez
opbinienia funkeji falowej, tzn. od tego, jak daleko nastepuje ,odbicie” elektronu. To

z kolei zaleiy od energii kinetycznej elektronu, a wiec od energii fotonéw powodujacych
jego odlaczenie. Elektrony o wyiszej energii odlecy dalej, zanim zostana zawrdcone
przez pole E,. Dla nich ,zwierciadlo” znajduje sie dalej. Ze wzrostem energii fotonéw
wzrasta liczba odiaczonych elektronéw. Na tle stalego wzrostu widaé regularne
falowanie, ktére odpowiada efektowi interferencji na przemian konstruktywnej

i destruktywnej w miare oddalania sie ,zwierciadla”.

Zanikanie interferencji przy energii fotonu > 0,88 eV moina wytlumaczyé w podobny
sposéb. Interferencja moze zajéé pod warunkiem, ze odleglosé do elektrostatycznego
,zwierciadla® nie jest zbyt duza. Jeéli czas 7 powrotu elektronu przekroczy
charakterystyczny czas 7o oddzialywania fotonu z ukladem atomowym , to interferencja
nie bedzie mogla nastapi¢, gdy# elektron musial sie juz ,zdecydowac”: opusci¢ jon czy
nie. W ukladzie spoczynkowym jonu czas przelotu elektronu o poczatkowej energii
kinetycznej e do bariery i z powrotem mozna oszacowaé korzystajac z klasycznego
wzoru dla ruchu jednostajnie przyspieszonego

T = 2v0/a = (8me)"/?/eE..



Dla energii kinetycznej elektronu ¢ = 0,13 eV (& = energia fotonu — energia progowa =
=0,88eV—0,75¢eV)i E; = 107 V/m otrzymujemy 7o & 2,4 - 10~12 5. Korzystajac

z zasady nieoznaczonosci Heisenberga 70 AE ~ ki, mozemy oszacowal nieoznaczonosc
energii ukladu atomowego AE ~ 1,4 - 1072 eV, co zgadza sie bardzo dobrze ]

z oszacowang zdolnodcia rozdzielcza aparatury pomiarowej. Innymi stowy, wartoéé
energii fotonu, przy ktérej interferencja zanika, pozwala zmierzyé czas oddzialywania
fotonu z jonem wodoru.

Autorzy pokusili sie o przeprowadzenie bardziej szczegélowej analizy. Wyniki ich
obliczen przedstawione sa na wykresach za pomoca, linii ciaglej i jakodciowo zgadzaja,
sie¢ z danymi doéwiadczalnymi. Pelmiejsza analiza powinna uwzgledniaé oddzialywanie
elektronu z atomem wodoru w stanie koricowym.

Dla polaryzacji o §wiatla laserowego elektrony sa emitowane przewaznie w kierunku
poprzecznym do pola E:. Nie ma wiec odbicia elektronu od elektrostatycznej bariery
potencjatu, a wiec nie ma réwniez zjawiska interferencji.

Opisany uklad zachowuje sie wiec rzeczywidcie analogicznie do interferometru
optycznego. Sam interferometr — jon i elektron — porusza sie z predkoscia bliska
predkoéci dwiatla. W tym doswiadczeniu badano szereg istotnych pojeé wspélczesnej
fizyki. Czy interferometr ten moze dostarczyé nowych, precyzyjnych testéw teorii
wzglednoéci lub mechaniki kwantowej? Byé moze, Ze podobnie jak w dodwiadczeniu
Michelsona i Morleya, przyjdzie poczekaé na odpowiedZ pare lat.

Domino

Potracenie jednej z ustawionych w szereg kostek domina powoduje kolejne
przewracanie sie nastepnych. Zjawisko jest bardzo efektowne — znalezZli sie nawet
entuzjadci ustawiajacy setki tysiecy réznokolorowych kostek tylko po to, zeby
obserwowad, jak w ciagu kilkunastu sekund przewracaja sie ,przez indukcje”, jedna
po drugiej. Nakrecone podczas takich dodwiadczen filmy byly jui wielokrotnie
pokazywane w telewizji. Widaé na nich wyraZnie przesuwanie si¢ zaburzenia ze stala
predkoscia. Wbrew pozorom obliczenie tej predkosci jest dosyé skomplikowane, jezeli
chcemy, by wynik byl bliski wartosci rzeczywiste;j.

Zjawisko jest bardzo proste. Przewracajaca sie kostka zwieksza predkosé katows
swego obrotu wokét nieruchomej krawedzi (zakladamy, Ze kostki nie élizgaja sie

po poziomym podlozu) kosztem energii potencjalnej. Uderzajac w sasiednia, kostke
przekazuje jej cze$é swojej energii kinetycznej. Uderzona kostka odskakuje »do przodu”
i jezeli uzyskuje energie kinetyczna wystarczajaca do obrécenia jej o kat {© zagnaczony
na rysunku i odpowiadajacy tej fazie ruchu, w ktérej jej drodek ciezkodci podnosi

sie, to bedzie sie przewracala dalej, uderzy nastepna itd. Poczatkowe predkosci

po kolejnych zderzeniach moga maleé lub rosnaé, zalezy to gléwnie od rodzaju
zderzenia i wzajemnych odleglosci elementéw. Dla uproszczenia rozwazai pominiemy
przypadek wystapienia wielokrotnego zderzenia miedzy kolejnymi kostkami. Podobne
zalozenie przyjat W. J. Stronge w pracy opublikowanej w 1987 roku w Proceedings

of the Royal Society of London, A409 str. 199. Ponizej przedstawiamy w skrécie jego
wyniki.

Na rysunku przedstawiony jest szereg kostek o grubodci h i wysokosci L rozstawionych

w odleglodci A. Zakladamy oczywidcie, Ze kostki sa jednorodne, a wiec ich érodki

cigzkodci leza na przekatnej, na wysokodci L/2. W polozeniu poczatkowym przekatna

krawedzi bocznej tworzy z pionem kat ¢ = arctg(h/L), a w momencie uderzenia

w sasiada kat v, przy czym ¢ + ¢ = arcsin(A/L). Krawed? kostki uderza w nastepna,

na wysokosdci £ = Lcos(y + p). Poczatkowa i koficowa (w momencie zderzenia)
predkosé katowa i-tej kostki oznaczmy odpowiednio przez @ i ¢, Jak latwo pokazaé,

ich_stosunek wynosi
E o AP‘ 1/2
i Ko, ’

gdzie AP; oznacza zmiang energii potencjalnej, a Ko poczatkows energie kinetyczna,
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Mamy wiec réwniez
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Ko:  2Lp?
Skorzystaliémy tu z faktu, ze moment bezwladnoéci kostki wzgledem nieruchpmej
krawedzi wynosi ML?/(3 cos? p). Pozostalo nam wyznaczenie uzyskiwanej w zderzenin
predkodci katowej pi41 w zaleznosci od wartodci ;. Naleiy teraz przyjaé prosty, ale
realistyczny model przebiegu zderzenia. ,Prawdziwe” zderzenia nie 83 ani doskonale
sprezyste, ani doskonale niesprezyste — mozna ten fakt uwzglednié zakladajac, Ze
stosunek réznicy wzglednych predkosci powierzchni ciat przed zderzeniem i po
zderzeniu wynosi e (e = 1 w zderzeniu doskonale sprezystym i e = 0 w zderzeniu
doskonale niesprezystym). Zderzajace si¢ powierzchnie nie sa tez nigdy doskonale
gladkie, co uwzgledniamy dodajac do p; — przekazu pedu prostopadlego do plaszczyzny
zderzenia — przekaz up; do niej réwnolegly, gdzie u oznacza wspéiczynnik tarcia.

Pit1 _

Po uczynieniu takich zaloZen otrzymujemy, Ze
(1+¢) AP;) i
Lo 1= === ;
@i 1+ (€+pr)/(€ — pr) Ko,

Predkosé rozprzestrzeniania sig zaburzenia jest stala, gdy @i+1 = o dla kaidego 1.
Wartodé odpowiedniej predkodci katowej wynosi

1/2
o= w(l+e) (2—”——&;23_@(;?:)‘?) ,

gdzie w = (3gcosp/2L)"/?, R =1+ (&€ + pA)/(€ — p)). Zachodzi zawsze R > 2ie <1,
a wiec R > (1 + ¢). Stala predkosé osiagana jest, gdy A > h(1 + cos 2p).

(costp —cos ).

Dla sprawdzenia swojego modelu W. J. Stronge wykonal staranne doéwiadczenia
uzywajac kostek opisanych parametrami: L = 41,78 mm, h = 7,58 mm, w = 18,95 87",

e=0,846 £0,03, u = 0,176 & 0,04. Odpowiedni kat © wynosil okolo 10,3°. Dla

1 < p nie ustala sie stala predkodé rozprzestrzeniania sig¢ zaburzenia. Poniisza tabelka
przedstawia otrzymane wyniki wraz z wartodciami teoretycznymi:

ﬂ

Zmierzona Obliczona
Alh 72 P é/L stala stala
: predkosé (m/s) predkosé (m/s)
2,89 10,3° 21.3° 0,851 1,04 0,65
3,89 10,3° 34,6° | 0,708 0,97 0,80
4,51 10,3° 44,6° | 0,573 0,87 0,86

t=33700ms

coeeee/|

t =40.50

ﬂ

t=4725ms

Jak widaé teoria zgadza sie z do§wiadczeniem dla duzych wartosci A/h. Przy
gestszym ustawieniu kostek istotna role odgrywaja wielokrotne zderzenia zwicksgajace
obserwowana predkoéé. Pojawialy si¢ one juz po przewréceniu 3 — 4 pierwszych
kostek. Rysunek przedstawia kolejne fazy ruchu w doéwiadczeniu z A/h = 2,89.
Widaé na niej, jak kostka ¢ — 2 uderza w ¢ — 1 przed oderwaniem sie od niej kostki s.
Dodatkowe zderzenia zwiekszaja predkoséé ,podrézowania” fali zaburzenia.

Jak widaé, mimo prostoty zjawiska jego opis jest doéé skomplikowany, a dokladna
teoria wymagalaby uwzglednienia bardzo wielu réznych mozliwodci jego przebiegu
i znajomosci wlasnosci materialéw, z ktérych wykonane sa biorace w nim udzial
elementy. Jest to typowe dla wszelkich probleméw ,gyciowych”.

Poprawny opis najprostszych zjawisk ,rzeczywistych” jest na ogét bardzo trudny.

W tym sensie zadania matematyki sa najprostsze, gdyi moga nie mie zadnego zwiazku
z rzeczywistodécia. Fizyk teoretyk musi juz braé pod uwage zjawiska zachodzace
pnaprawde”, ciagle jednak moze rozwazaé je jako izolowane od innych, zwykle im
towarzyszacych. Naprawde trudne zadania rozwiazuja inzynierowie — oni nie moga
pomijaé czynnikéw trudnych do opisania, stad uzywaja wielu formul empirycznych

i pélempirycznych, gdyz czesto ich zadania sa zbyt trudne do rozwiazania $cislego.

Czytelnikéw zachecamy do przeprowadzenia wlasnych badaf nad ukladem kostek
domina. Mozna na przyklad zastanawiaé sie, co bedzie, gdy kolejne kostki beda coraz
wieksze. Na ile mozna wéwczas zwiekszaé energie kinetycznga ich ruchu ? Czy mégiby
dzialaé ,wzmacniacz” mechaniczny, w ktérym przewracajac malutka kostke po kilku
zderzeniach przewracamy wielka plyte 7 '

~ Opracowal A. M.



Maia delid

Predkosci ponadswietlne

Predkosci ponadswietlne sa zakazane przez cala
wspdlczesng fizyke. Nie przeszkadza to jednak,
ze sa obserwowane.

Wyobrazmy sobie mianowicie (rysunek),

ze ze irédla Z (np. z centrum kwazara)
wystrzelony zostaje z duza predkoscia v oblok
swiecacej materii w kierunku tworzacym kat «
z promieniem widzenia.

/:'(' ku Ziemi
e
# - >

[

Sygnal swietlny albo radiowy, towarzyszacy temu
wystrzeleniu, porusza si¢ ku Ziemi, oczywiscie,
z predkoscia ¢ = 300 000 km/s. Po czasie t czolo
sygnalu osiaga punkt S, oblok zas punkt M.
Teraz jakikolwiek sygnal wyslany z M ku Ziemi
znajdzie si¢ w tyle za pierwszym sygnalem o M'S,
czyli bedzie spézniony o M'S/c. Obserwator
na odleglej Ziemi odniesie wiec wrazenie, ze
oblok przebyt droge M'M w czasie M'S/c. Ta
obserwowana predkosc¢ obloku wyniesie zatem
vtsin o sin &

1V = :

(ct —vtcosa)/c §—cosa

Latwo zauwazyé, ze na wiele sposobéw mozna tak
dobraé a-i v (oczywiscie v <c), ze ostatni ulamek
bedzie dowolnie wiekszy od 1. Np. dlav=0,9¢
i o = 20° dostajemy V = 2c. Widzimy wiec, ze

- krétko méwiac — predkosci ponadswietlne sa
zjawiskiem tylko pozornym. Cale szczescie !
Mamy liczne dowody na to, ze w kwazarach
zachodza niezwykle burzliwe procesy, w wyniku
ktérych wyrzucanie materii z predkosciami
przyswietlnymi jest na porzadku dziennym.

8

Niemnie]j jednak zaobserwowanie bezposrednio
tego zjawiska nie jest proste. Przemieszczanie
sie oblokéw w kwazarach nawet z predkosciami
,nadswietlnymi”, ogladane z bardzo daleka,
zostanie zauwazone dopiero po odpowiednio
dlugim czasie albo trzeba dysponowac technika
umoszliwiajaca uzyskanie obrazu kwazara

z ogromna rozdzielczoscia. W praktyce idzie
sie na kompromis: maksymalna rozdzielczosé
zapewnia radioastronomia (wykorzystanie
radiointerferometréw), by dostrzec zas zmiany
obrazu kwazara, trzeba i tak odczekad lata.

Na zdjeciu mamy przyklad takiego zjawiska.

- Widzimy tu cztery obrazy radiowe kwazara

3C345 na fali 14 cm, pochodzace z kwietnia 1981,
czerwca 1982, lutego 1983 i stycznia 1984, Oblok
prawy oddalil sie od lewego (centrum kwazara)

w ciagu trzech lat o 0700086, co w rzucie na
sfere niebieska, przy znanej odleglosci kwazara
od Ziemi, stanowi 23 lata $wietlne ! Wynik jest
imponujacy; szkoda, ze nie da si¢ stad wyznaczyc
osobno « i osobno v.

Malag Delté przygotowal Tomasz KWAST



Zazwyczaj nasz kontakt z matematyka polega na rozwiazaniu sformulowanego przez kogod zadania, sprawdzeniu czyjejé
hipotezy albo na skonstruowaniu matematycznego modelu jakiegoé zjawiska czy procesu. We wszystkich tych sytuacjach
mamy do dyspozycji gotowy zestaw obiektéw matematycznych (figur, dzialan, zbioréw, relacji, funkeji), ktére shuza nam do
zrealizowania zamierzeni. I rozwiazujac nasz problem poszerzamy czesto ten zaséb matematycznych obiektéw.

Moina jednak zajmowad sie matematyka i w inny sposéb. Mozna nie odpowiadaé na zadne pytania, a tylko demonstrowaé
jakied nowe matematyczne obiekty tak, jak pokazuje sie egzotyczne zwierzeta w menaizeriach. Ostatnio wielks kariere robia,
fraktale w ten wladnie sposéb wprowadzone do matematyki przez Mandelbrota. Robia kariere, to znaczy staja sie (bo takie
sa, ciekawe) obiektem badaf matematycznych i usilnych poszukiwan, czy nie ma przypadkiem jakiegoé problemu, do ktérego
mozna by je zastosowaé (poréwnaj np. Delty 2/1985, 3/1986, broszura Co to jest turbulencja 7). '

Takie wladnie podejécie zostalo zaproponowane przez Lucyne Dziedzic z Dzialdowa w jej ubieglorocznej pracy na Konkurs
Uczniowskich Prac z Matematyki. Praca ta zostala nagrodzona brazowym medalem i wywolala duze zainteresowanie wéréd
uczestnikéw Zjazdu Polskiego Towarzystwa Matematycznego (gdzie byla prezentowana), choé nie ma w niej ani jednego
udowodnionego twierdzenia czy rozwiazanego zadania.

E h0\$> / Przy pewnych dlugoéciach laficuchéw eluida moze byé

E (] g ;0 ﬁ krzywa otwarta.

Teoria glodnej kozy
(=
S A
T R e

b N Crzasem otrzymujemy krzywa jajowata.

Od wiekéw ludzie pasa kozy na uwiezi. Tradycyjny sposéb
palikowania to laficuch z jednej strony przymocowany do
palika, z drugiej do kozy. Wtedy krzywa, po ktérej moze
poruszal sie koza, utrzymnjac caly czas napiety lancuch,
jest okregiem. Jedli przymocowad oba koiice laficucha do
palikéw (ognisk) i umozliwi¢ kozie swobodne poruszanie
sig¢ wzdluz laficucha, to bedzie sie ona (przy napietym
laficuchu) poruszaé po elipsie. Kolejny wariant daje krzywa jajowata otwarta z jednej
strony.

Zaczelam sie zastanawiad, co bedzie, gdy uiyje wiekszej
liczby laficuchéw, a mianowicie: dwéch laficuchéw
ograniczajacych o koficach zamocowanych w ogniskach
lezacych na jednej prostej i laficucha wodzacego,

ktérego korice moga, poruszaé si¢ wzdiuz larficuchéw
ograniczajacych. Koza przesuwa sie wzdluz laficucha
wodzacego. Krzywa, po kiérej moie poruszaé sie tak
zamocowana koza (przy napietych laficuchach}, nazywam
eluida, (e — od elipsy, lu — z mego imienia, ida — koricéwka
nazw wielu krzywych).

Zastanawialam sie nad réinymi pytaniami zwiazanymi
z eluidami:

Jakie s ich réwnania analityczne ?

Jaki jest obszar trawy, ktéra moze zjes¢ koza ?

Jakie krzywe powstana, gdy ogniska umieszcze na prostych
prostopadlych ?

Jakie krzywe powstana, gdy bede zwiekszaé liczbe
laficuchéw ?

Lucyna DZIEDZIC



Rys.1l. Rozklad galaktyk
w gwiazdozbiorze Mikroskopu

wykazujacy wyrafny deficyt galaktyk

w obszarze zaznaczonym ciagla
linia. Ten brak galaktyk zostal

zinterpretowany przez C. Hoffmeistera
jako skutek przeslaniania przez oblok

lezacy blizej nas. Tak, w 1962 r.,

zostal odkryty pierwszy oblok materii

miedzygalaktycznej.

Rys.2. Zaburzenie struktury galaktyki

(z prawej) zostalo przez Ch. Kowala
(1964) zinterpretowane jako efekt

przesloniecia przez maly oblok materii

migdzygalaktycznej. Wieksza liczba
losowo rozrzuconych takich oblokéw
spowodowalaby spadek jasnodci
powierzchniowej galaktyki. Efekt
taki bylby jednak bardzo trudny do
zmierzenia. Latwiej mierzalne sa
réznice barw galaktyk w obszarze
wczystym” i przeslanianym, bowiem
materia miedzygalaktyczna — jak

i miedzygwiazdowa — powoduje

poczerwienienie obiektéw ogladanych

przez nia. O obecnodci materii

migdzygalaktycznej moie tei dwiadczyé

systematyczne poczerwienienie
galaktyk odleglych w poréwnaniu
z bliskimi, aczkolwiek trzeba je
umief odréini€ od poczerwienienia

wywolanego ekspansja Wszechdwiata.

Ekstynkcja miedzygalaktyczna

Mgr Jan KORONSKI

Ekstynkcja jest zjawiskiem polegajacym na oslabieniu natezenia promieniowania

wskutek rozpraszania i pochlaniania (absorpcji) w oérodku, przez ktéry promieniowanie
to przechodzi. Miara tego oslabienia jest okreslana tym samym slowem, a jest nia
liczba méwiaca, o ile wielkodci gwiazdowych maleje jasnosé obiektu przeslanianego
warstwga rozproszonej materii. Tak rozumiana ekstynkcja jest zatem parametrem
okreslajacym przezroczystoéé odrodka.

W zaleznoéci od natury oérodka, w ktérym promieniowanie jest rozpraszane lub
absorbowane, wyrézniamy trzy zasadnicze rodzaje ekstynkcji: atmosferyczna,
miedzygwiazdows i miedzygalaktyczna. Ostatnia z nich jest do tej pory najslabiej
zbadanym rodzajem ekstynkcji. Jej istnienie jest uwarunkowane obecnoécia materii
miedzygalaktycznej, co jeszcze czasem bywa przedmiotem dyskusji i sporéw. Jednak
znakomita wigkszoséé astronoméw juz od kilku dziesiatek lat nie watpi w istnienie
materii miedzygalaktycznej.

Przez materie miedzygalaktyczna rozimiemy w ogélnosci wszystkie obiekty kosmiczne,
ktére znajduja, sie miedzy galaktykami, a same galaktykami nie sa. Zaliczamy wiec

do niej pyt i gaz rozproszony w przestrzeni miedzygalaktycznej, wigksze i mniejsze

ciala meteorowe, a nawet pojedyncze gwiazdy i ciala planetarne znajdujace sie

z dala od galaktyk. Oczywiscie, istnienie niektérych z wymienionych wyzej obiektéw

w przestrzeni miedzygalaktycznej jest do dzi§ watpliwe, gdyz nie dysponujemy
wystarczajacymi na to dowodami natury obserwacyjnej. Liczenie sie z ta mozliwoscia
jest jednak uzasadnione teoretycznie, poniewaz obiekty obecne w galaktykach moga byé
z nich wyrzucane wskutek dzialania tzw. sil nieregularnych, tj. wystepujacych podczas
bliskich spotkan z innymi obiektami. '

Z punktu widzenia obserwatora materie miedzygalaktyczna mozna podzieli¢ na dwie
grupy. Do pierwszej beda wchodzié te obiekty, ktére same emitujg promieniowanie,

a wiec gwiazdy miedzygalaktyczne, §wiecacy gaz, o§wietlony pyt miedzygalaktyczny.
Druga, grupe stanowia te obiekty, ktére same nie emituja dostrzegalnego dla
obserwatora promieniowania, ale s3 obserwowane wskutek wywolywanej przez nie
absorpcji oraz rozpraszania i ekranowania (przeslaniania) - czyli w sumie wskutek
ekstynkcji. Ta wlasnie ekstynkcja miedzygalaktyczna przejawia sie w ostabieniu blasku
i zmianie barw odleglych galaktyk i kwazaréw.

Trzeba jednak zdawad sobie sprawe z tego, ze ten sam obiekt kosmiczny moze byé
widoczny jako emitujacy promieniowanie w jednym zakresie fal elektromagnetycznych
(np. na falach dhugich, radiowych, a wiec za pomoca radioteleskopu), a ekstyngujacy
w innym (np. na falach krétkich, optycznych, przy obserwacji za pomoca, teleskopu).

Badanie ekstynkcji miedzygalaktycznej rozpoczeli jako pierwsi w 1917 r. Bertil
Lindblad i Knut Lundmark. Poszukiwali oni zaleznoéci miedzy wskaZnikami

barwy a pewnymi wskaznikami wzglednych odlegloéci mglawic. Dzisiaj jest nam

trudno uwierzyé w to, ze wtedy pozagalaktycznoéé samych mglawic, ktére potem

w wigkszoéci okazaly sie galaktykami, byla bardzo ryzykowna i kontrowersyjna
hipoteza. W wiekszoéci astronomowie jej nie uznawali, a wiec konsekwentnie nie
uznawali hipotezy istnienia materii miedzygalaktycznej, a co za tym idzie, nie brali pod
uwage mozliwodci zjawiska ekstynkcji miedzygalaktycznej.

W ogéle astronomia pozagalaktyczna zaczela nabieraé charakteru teorii naukowej
dopiero od chwili pierwszego wyznaczenia odleglodci galaktyk dokonanego przez
Hubble’a w 1926 r. W miare rozwoju astronomii pozagalaktycznej zaczeto tworzy<
metody badan materii miedzygalaktycznej i ekstynkcji przez nia wywolanej. Powstalo
wiele publikacji na ten temat, jednak nie rozstrzygaly one problemu ekstynkcji
miedzygalaktycznej. Nie dawaly one pozytywnych wynikéw albo oparte byly

na blednych zalozeniach. Niektére wrecz przeczyly istnieniu zjawiska ekstynkcji
miedzygalaktycznej; doszlo nawet do rozpowszechnienia tego pogladu. Jednak

w 1949 r. ukazala sie publikacja Morisa Ejgensona wykazujaca na kilka sposobéw
istnienie ekstynkcji miedzygalaktycznej, np. tak wladnie autor zinterpretowat
obserwowany gdzieniegdzie spadek jasnosdci powierzchniowe]j galaktyk ze wzrostem ich
odlegloéci. Pomimo kontrowersyjnosci praca ta stala sie impulsem do dalszych badah
ekstynkcji.
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Wezeéniejszy poglad, jakoby ekstynkcji miedzygalaktycznej nie bylo, byl przyczyna
tego, ze problemem tym zajmowali sie tylko nieliczni astronomowie. Na szczedcie
problem ten odzyl, gdy w latach siedemdziesiatych zauwazono w rozkladzie widma
promieniowania szczatkowego odchylenia od praw promieniowania ciala doskonale
czarnego i wytlumaczono je obecnoécia materii miedzygalaktycznej. Wprawdasie
wyniklo to ze fle przeprowadzonej przez kilku autoréw dyskusji bledéw (nie znajac
teorii wyznaczyli zbyt male bledy obserwacji); efekty wéwczas odkryte okazaly

sie juz w rok po opublikowaniu zupelnie nieistotne, niemniej przeéwiadczenie, ze

83, istotne, wywolalo zainteresowanie materia miedzygalaktyczna, ktére nie ustalo
po wyjadnieniu bledu. Dzieki temu powstalo i nadal powstaje wiele ciekawych prac
i metod badawczych potwierdzajacych realnosé ekstynkeji, a wiec istnienie materii
miedzygalaktycznej.

Jeszcze dokladnie nie wiadomo, jaka forma materii powoduje ekstynkcje
miedzygalaktyczna. Tymczasem zaklada sie, Ze wywoluja ja takie same czastki pyhu
kosmicznego, izk w przypadku ekstynkcji miedzygwiazdowej — jest to w kazdym razie
hipoteza coraz lepiej ugruntowana.

Z obserwacji wynika, Ze tak jak w przypadku materii miedzygwiazdowej, materia
miedzygalaktyczna teZ jest rozmieszczona w przestrzeni nieréwnomiernie — grupuje
sie w poszczegblnych oblokach. Struktura ta jest hierarchiczna, tzn. obloki duze,
o rozmiarach do dziesiatkéw megaparsekéw, skladaja sie z oblokéw mniejszych,
przypominajacych swym wygladem rozsiane w przestrzeni klaczki. Niektére obloki
bywaja obserwowane w zakresie rentgenowskim, inne w podczerwieni. Istnieje’

tez poglad (aczkolwiek doéé odosobniony), ze pasma pyhi1 widoczne w niektérych
galaktykach eliptycznych sa schwytanymi oblokami miedzygalaktycznymi.

Zwazywszy rozmaitosé form wystepowania materii miedzygalaktycznej i nowosé
samego zagadnienia nie dziwmy sie, Ze nie mamy pelnego obrazu ewolucji i warunkéw
panujacych w tym ofrodku. Wedhig oszacowari akceptowanych przez wiekszosé
specjalistéw dolna granica ekstynkcji miedzygalaktycznej nie powinna byé mniejsza
od 0,01 mag/Mpc, a wiec w grubym przyblizeniu o cztery rzedy wielkosci mniej niz
ekstynkcja miedzygwiazdowa.

i Zadania

Redaguge dr Rafat SZTENCEL

M 514. Dane s3 liczby zespolone z1, 23, 23, ktérych suma odwrotnosci wynosi 0.
Wykazaé, ze O = (0,0) lezy w tréjkacie o wierzchotkach 2, 22, za.
Rozwiazanie na str. 4 »

M 515. Znalezé wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych n2 411 (n+1)2 + 1 sa
pierwsze.
Rozwiazanie na str. 4

M 516. Udowodnié, ze suma dlugosci érodkowych tréjkata jest mniejsza od jego
obwodu, a wigksza od 3/4 obwodu.
Rozwiazanie na str. 5

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 250. Rysunek przedstawia uproszczony schemat urzadzenia do podawania farby
w maszynie drukarskiej. Farba podawana jest z bebna K, ktéry swobodnie obraca
% sie na sztywno umocowanej osi. Walec P prowadzi papier. Jego of obrotu tez jest
: nieruchoma. Po powierzchni walcéw K i P bez poélizgu toczy sie swobodnie walek
o promieniu r i masie M wykonany z materialu sprezystego. Linia laczaca osie T
i P tworzy z poziomem kat ©. Jakie maksymalne przyspieszenie katowe € mozna
nadaé walcowi P tak, by walec T nie oderwal si¢ od bebna K7 Moment bezwladnoéci
bebna K mozna zaniedbaé.
Rozwiazanie na str. 1

F 251. W chwili poczatkowe]j kulka o promieniu R i masie M §lizga sie z predkodcia v
po powierzchni poziome]j (nie obraca sie). Jaka odlegloé¢ przebedzie kulka do chwili,
gdy zacznie toczyé sie bez poslizgu? Wspdlkezynnik tarcia kulki o powierzchnie

Wynosi g. :

Rozwiazanie na str. 3
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Trudne zadanie w Klubie 44 . .

... bylo juz niejedno. Ale tym razem trudnosé okazala
si¢ wigksza niz zwykle, a przy tym stalo sie to w sposéb
niezamierzony. Przypomnijmy pokrétce, o co chodzi.

Zadanie nr 157 ligi zadaniowe] zostalo zaczerpniete z pewnego
zbioru zadan. Podane w tym zbiorze rozwiazanie bylo
nieprecyzyjne, ale wygladalo przekonujaco; dopiero przy prébie
icislego sredagowania okazalo si¢ niepoprawne. A préby
usunigcia luki ujawnily faktyczna trudnodé zadania. Numer
Delty byt juz wydrukowany, na gmiane zadania bylo za pééno.
W gronie redakcyjnym, przy wspéipracy innych matematykdw
&z UW (Rafal Sztencel, Witold Szczechla) udalo sie dopracowaéd
dowdd (dosé zawily, ale mamy nadzieje, ze poprawny), ktéry
ponigej zaprezentujemy (zgodnie z obietnica dang w numerze
2/1988). Dlaczego nie wczesniej ? Ceekali§my: a nuz ktod -

2z uczestnikéw ligi znajdzie dowdd prostszy. Niestety; wéréd
niewielu rozwiagzari, ktére wplynely, nie bylo ani jednego w pelni
poprawnego. . .

Zadanie bylo takie: Wielokat W ma pole S i obwéd d. Dowiedé,
ze W gawiera kolo o promieniu > S/d.

A rozwiazanie w zbiorze zadan — takie: przypudémy, ze nie
istnieje kolo o promieniu r zawarte w W. Wéwczas kazdy
punkt wielokata W jest odlegly nie wigce] niz o r od brzegu.

To znaczy, ge jeéli wedmiemy paski szerokodei r wzdiug kazdego
boku, to one (w zasadzie) pokryja W. Problem pojawia sie przy
wierzchotkach, gdzie trzeba dokonad starall'miejszej kalkulacji.
Mianowicie, jesli mamy bok od A do B, budujemy nie pasek,
ale zbidr punktéw odleglych o nie wiecej niz r od AB i legacych
pomigdzy dwusiecznymi katéw A i B. Pole tego zbioru réwna
sig r - (dlugoéé AB)+ (dwa przyczynki przy koricach). Jedli

kat przy wierzcholku (np. A) jest < «, musimy odjaé tréjkat
prostokatny o wysokodci r i kacie A/2; ma on pole wieksze niz
gawarty w nim wycinek kola o polu (r2/4)(x — A). Jesli kat
przy wierzchotku (np. B) jest > x, musimy dodaé wycinek kola
o rogwartosci katowej (B — 7)/2, o polu (r2/4)(B — x). Lacanie
wigc, pelna powierzchnia tych zbioréw jest ograniczona przez

r - (obwéd) — (r?/2)(suma katéw zewngtrznych) = r - (cbwéd)—
—ar?, a poniewas z zaloZenia suma tych zbhioréw zawiera caly
wielokat, widzimy, ze (pole) < r - (obwéd) — ar2. Skoro to jest
prawda dla wszystkich r przekraczajacych maksymalny promieri
kola wpisanego, wigc S/d jest dolnym ograniczeniem dlugosci
tego promienia.

Gdzie blad 7 W cichym zalogeniu, Ze r jest male w poréwnaniu
z dlugoscia najkrétszego boku wielokata; wtedy rzeczywidcie
jest dobrze (rys.1): paski sa dlugie a waskie, zachodza na siebie
malymi kawalkami przy koricach i nie ma klopotdéw.

Rys.1

Ale na przyklad w sytuacji z rysunku 2 ,pasek” zbudowany na
krétkim boku AB (czyli prostokat ABKL), ,,zmodyfikowany”
przy wierzchotkach A i B przez uklad dwusiecznych katéw
wielokata, przybiera dodé dziwny ksztalt ABMN. Poniewas
»pasek” przyporzadkowany bokowi C A redukuje si¢ do trapezu
CAPQ, istnieja w wielokacie punkty (np. punkt X na rysunku)
odlegle 0 mniej niz r od brzegu, a nie naleace do sumy
otrzymanych figur.
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Rys.2

Pewna odmiane tego rozumowania stanowilo stwierdzenie
pojawiajace sie w pracach uczestnikéw ligi: czedé wspélna
prostokatéw opartych na bokach bedacych ramionami kata
wewnetrznego o mierze a < 7 zawiera wycinek kola o promieniu

" réwnym szerokodci prostokata i o rozwartodci katowej 7 — a

(rys.1). Ale: czy zawsze musi tak byé 7 W sytuacji
przedstawionej na rysunku 3 zachodzi wrecz inklugja przeciwna !

Rys.3

Caly problem bardzo si¢ upraszcza, gdy wielokat jest wypukly;
wtedy wystarczy po prostu rozwazadé prostokaty wzdlugz bokéw,
nie modyfikujgc ich przy wierzchotkach (i nie wprowadzad
gadnych wycinkéw kdt).

Jedli natomiast wielokat nie jest wypukly, to wéwezas, jak
zauwazyliSmy, wszystko jest w powygszych rozwazaniach
dobrze pod warunkiem, ze szerokodé paskéw jest mala. To
spostrzezenie podpowiada metode dowodu: brac waskie

paski i emniejszaé wielokat ,po trochu”, stosujac argumenty
podobne do przedstawionych wyzej. Jest to rozumowanie typu
infinitezymalnego (bardzo waskie paski dadza bardzo drobne
przyczynki, ktére potem trzeba zsumowac...). Wiadciwy jezyk
do takich rozwagan — to jezyk pochodnych i calek. Okazuje sie,
ze zadanie nalezy do analizy raczej, niz do geometrii. 2

PrzejdZmy wiec do dowodu.

Dla dowolnej liczby r > 0 okredlamy zbidr otwarty
W,={PeW : dist(P,dW) > r},

gdzie W oznacza brzeg W,

a dist(P,0W) = min{|PQ| : @ € W }.

(Tak wiec Wy — to wnetrze wielokata W.) Kaidy punkt

zbioru W, jest érodkiem kola o promieniu r zawartego w Wy.

Niech R = sup{r : W, # 0}. Zadanie sprowadza si¢ do

wykazania, ze R > S/d.

Dla dowolnego zbioru C' na plaszczygnie zbidr punktdw
odleglych od C nie mniej niZ o r bedziemy nazywad domknigta
r-otoczka C. Domknieta r-otoczka kagdego boku wielokata W
jest suma prostokata o szerokodei 2r i dwéch poléwek kot

o promieniu r przyklejonych do przeciwleglych bokéw

tego prostokata (obwdd takiej otoczki preypomina bieznig
lekkoatletyczna). Zbidr W, powstaje przez usunigcie ze

zbioru W§ domknietych r-otoczek wszystkich bokéw. Jest wiec
albo wielokatem krzywoliniowym o brzegu zloZzonym z odcinkdw
oraz lukéw okregéw o promieniu r (wypukloéciami zwréconych
ku wnetrzu W, ), albo suma skoriczenie wielu skladowych,

z ktérych kazda jest takim wielokatem krzywoliniowym.



Lemat 1. Niech r i h beda licebami dodatnimi. Niech V bedzie

jedng ze skladowych gbioru W, i niech P € V. Wéwczas:
dist(P,8W) > r + h ¢ dist(P,8V) > h.
Dowdéd. Implikacja => jest oczywista. Dla dowodu implikacji
przeciwne] przypusémy, e dist(P,8V) > h, ale dist(P,0W) <
< r + h. Istnieje wigc punkt @ € AW taki, ze [PQ| < r+h
(rys.4). Odcinek PQ przecina brzeg V'; oznaczmy punkt
przecigcia przez M jesli jest ich wiecej niz jeden, bierzemy
punkt lezacy najblizej P. Oczywidcie |PM| > h. Zatem [MQ| =
= |PQ| - |PM| < r. Przesuwajac nieznacgnie punkt M wzdiuz
odcinka M P w strone P dostajemy punkt N, dla ktdrego
nieréwnosé |[NQ| < r te jest spelniona. Znaczy to, ze N g W,
— sprzecznosé, bo NeV C W,.

Rys.4

Udowodniony lemat méwi, ze zawarta w V czeéé ghioru

W, +r pPowstaje przez usunigcie z V domknigtej h-otoczki
brzegu V. Jedli h jest male, to ta otoczka sklada sig z paskéw
prostoliniowych lub krzywoliniowych biegnacych wezdiug
nbokéw” V (cudgysléw, bo to kawalki prostych lub okregéw},
przy czym kaidy z tych paskéw ma punkty wspélne tylko

z dwoma paskami sasiednimi. Usuwajac ze zbioru V sume tych
paskéw dostajemy zbidr U bedacy skladowsg zbioru W, 44; tak
wige W, 5 ma (dla malych h) tyle samo skladowych, co W,,
zawartych po jednej w réznych skladowych W,.

Bedziemy teras zmniejszaé h. Pole h-otoczki brzegu V

(a raczej jej czedci gawartej w V) jest suma pél paskéw prosto-
i krzywoliniowych o szerokodei r zmniejszona o sume pél
fragmentéw, gdzie paski te zachodzg na siebie. Przy h — 0 ta
ostatnia suma jest wielkoscig rzedu h?. Pole kaidego paska
prostok atnego biegnacego wzdluz prostego boku ¥V réwna sie
h - (dlugosé tego boku); dla paskéw bedacych fragmentami
pierdcieni kolowych taka réwnosé tez zachodzi, z dokladnogcia
do skladnikdéw rzedu h?. Uwegledniajac wszystkie skladowe,
otreymujemy:

(1) pole W, — pole W, ), = h - (dlugosé W, )+

+(skladniki rzedu h2).

Punkty, w ktdrych stykaja si¢ ,boki” wielokata krzywoliniowego,
nazwijmy jego wierzcholkami. Gdy r > 0, wszystkie katy
wewnetrzne przy wierzcholkach V sa < 7 (w przeciwnym raszie
niektdre pologzone w V fragmenty h-otocgki brzegu V bylyby
sektorami kél o promieniu h, a przeciei brrzeg W, moze
zawierad tylko odcinki oraz tuki okregéw o promieniu r + h).
Gdy h jest male, ,boki” U biegna wzdluz ,bokéw” V w malej
odleglodci; wierzcholkom V odpowiadaja wierzchotki U (rys.5).

Niech A bedzie dowolnym wierzcholkiem U i niech A’, A" beda
prostopadlymi rzutami punktu A na dwa bliskie fnu boki V.
Zastapmy fragment obwodu V zawarty miedzy A’ i A" przez luk
okregu o érodku A i promieniu h. Otrzymamy kontur gladki K,
o dlugodei mniejszej niz ocbwdd V, skladajacy sie g lukdw
okregéw o promieniu r, o rozwartodciach katowych a,,. .. o,

z lukéw okregdédw o promieniu h, o rogwartesciach katowych
B1,...,81, 1 z odcinkdéw prostych. Luki tych pierwszych okregéw
53 zwrécone wypukiodcia do wnetrza V, a tych drugich — na
zewnatrz V. Zauwazmy teraz, ze

dlugodé 8V — dlugodé 8U > dlugosé K — dlugosé¢ aU =
=Y k8= Y hay=h (2,5,— - Ea,-) = 2xh;
3 7 3 F]

ostatnia réwnoéé wynika z tego, Ze suma w nawiasie jest miarg
kata pelnego zatoczonego przez wektor predkodci punktu
obiegajacego jednokrotnie kontur K. Uwszgledniajac wszystkie
skladowe otrzymujemy:
(2) i dlugoéé AW, — dlugodé oW, 1, >

> 2mh - (liczba skiadowych W,) > 2xh.
Preyjmijmy oznaczenia: F(r) = pole W,; f(r) = dlugodé aW,.
Sa to funkcje ciagle na przedziale (0; R}, jesli przyjmiemy
F(R) =0, f(R) =0. Z relacji (1) i (2), slusznych dla r € (0; R)
i dla malych h > 0 dostaniemy po podzieleniu przez h i przejsciu
do granicy (h — 01):
(3) Fi(r)=-f(r); fi(r)<-2r dlar€(0;R)
{uzyty w ostatniej nieréwnodci symbol oznacza gérng pochodng
prawostronng funkcji f, czyli gérna granice prawostronng ilorazu
régnicowego).

Lemat 2. Jezeli G i g s3 funkcjami ciaglymi w przedziale {(0; r)

i jezeli G, (£) < g(¢t) dla t € (0;7), to

6(r) < G(0) + [ g(t)at.

Dowéd. Niech ¢ = r~1(G{0) — G(r) + fg(t} dt). Mamy
0

wykazad, ze ¢ > 0. Przypudémy wiegc, ze ¢ < 0. Weimy pod
t
uwage funkcje H(t) = G(t) + et — f g(s) ds. Jest ona ciagla na

L0
{0; r), a ponadto H(0) = H(r). Zatem H przyjmuje swa wartosé
maksymalna na (0;r) w pewnym punkcie b € (0;r). Zgodnie z
zalozeniem lematu i z uczynionym przypuszczeniem,
(4) H\ (t)=G' (t)+c—g(t)<c<0 date(0r).
Poniewas H(b) = maxH; a b > 0, znajdzie si¢ punkt a € (0;b)
taki, ze H(a) < H(b) (inaczej H bylaby stala na (0;b), co wobec
(4) nie jest mosgliwe). Niech to bedzie punktem, w ktérym H
osiaga minimum na (a;b). Wtedy
to € {(a;b) C (0;r) oraz H(to + h) — H(to) > 0 dla malych h > 0.
Zatem sz(to) > 0, whrew (4). Ta sprzecznosgé koriczy dowdd
lematu.

Ustalmy teraz r € (0; R) i zastosujmy Lemat 2 do funkcji
G(t) = f(t), g(t) = —27 na przedziale (0; r); zaloZenia s3
spelnione, w mysl oszacowania (3) (z r zastapionym przez t).
Zatem f(r) < f(0) — 2r.

Zastosujmy ponownie Lemat 2, traktujac tym razem r jako
zmienng, R - jako prawy koniec przedzialu i przyjmujac

G(r) = =F(r), g(r) = f(0) — 2zr dla r € (0; R); zgodnie z (3),
Gl (r) = -Fi(r)= f(r) < g(r) dla r € (0; R}, wigc zalozenia
lematu sa, spelnione. Dostajemy:

R .

~F(R) < ~F(0) + [(f(0) - 27r) dr = —F(0) + f(0)R - nR?,
0

czyli 0 < —S + Rd — #R? i ostatecznie S < Rd, o co chodzilo.

Dowdd twierdzenia danego w zadaniu jest tym samym
zakoriczony.

dr Marcin E. KUCZMA



Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:

31 X 1988

1-44

Czotrdwka 1igi zadaniowej "kKlub 44 M"
po uwzglgdnieniu ocen roswigzan
zadari 163 /WI=1,29/ 1 164 /WI=3,25/

z numeru 1/1988
Krzysztof Hryniewiecki
- Biatystok 42,47pkt
Krzysztof Jedziniak- Katowice  41,77pkt
Andrzej Pawtowski - Zabrze 35,98pkt

Lista nazwisk tym ragem krdciutka
/zgodnie £ przyjetymi ustaleniami nie
wyrieniamy ucgestnikéw, ktérzy prezes
trzy kolejki nie powigkszyli swego
dorobku punktowego/, Jest jednak ruech
w strefie 25 - 30-punktowej i
rozszerzenie aktywnej czotdwki powinno
nastgplé juz wkrdtce.

Czoldwka ligl zadaniowe] "Elub 44 F"
po uwgglednieniu ocen roszwigzar
zadad 59 /wP=1,48/, 60 [WT=3,41/,
61 /wWr=1,22/ 1 62 [WT=2,97/
£ numerdw 12/1987 1 1/1988
Dzieriyataw
Lipniacki - Lublin 48, TTpkt
Bogustaw Mikielewice- Brodnica 41,37Tpkt
Piotr Bala =~ Torud 30, 15pkt
Roman Musia¥ - Katowice 25,86pkt
Piotr Koczydaki = Warszawa 25,4s8pkt
Pawel Perkowski - Sgezecin  24,08pkt
Wiestfaw Kacprzak - Krakdw: 22,54%pkt
Pan Lipniacki, Jako drugi ceXonek

Klubu 44 P, uzyskal ponownie 44 punkty
/po zadaniach 59 1 60/,

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki 1 Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,Delty”

Skrét regulaminu

Kaidy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. MoZna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej-kartce), moina to robi¢

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematykii z fizyki nalezy
przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Oceng mnoiymy
przez wspblczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie § oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — licabg 0s6b, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po sgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M dub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Zadania z matematyki nr 173, 174
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

i oo
178. W szeregu harmonicznym Y n~! zmieniamy znaki niektérych wyrazéw (nie

zmieniajac ich kolejnodci) tak, éenzalrc‘)wno skiadniki dodatnie, jak i ujemne, wystepuja,
ze érednia, czestoscia 1/2. (To znaczy, rozwaiamy szereg postaci Y e,n', gdzie

en € {+1,—1}, lim(e1 + ...+ en)n" ' =0.) Czy mozemy w ten sposéb otrzymac szereg
rozbiezny ? g

174. Dowiesé, ze dla dowolnych trzech réznych liczb wymiernych z, y, 2 liczba
k 1 1
=27 (z-2p  @-9)
jest kwadratem liczby wymiernej.

Zadanie 174 zaproponowal pan Krzysztof Hryniewiecki z Bialegostoku.

Rozwiazania zadaii z matematyki z numeru 4 /1988

Przypominamy treéé zadan:

169. W kaidym wierzcholku wielodcianu wypuklego schodza sie co najmniej 4 krawedzie.
Dowiedé, ze co najmniej 8 §cian to tréjkaty.

170. a) Z jest podzbiorem plaszczyzny nie zawartym w prostej; wszystkie odleglonu micdzy
punktami zbioru Z sa liczbami naturalnymi. Udowodnié, fe Z jest zbiorem skoliczonym.

b) Dla dowolnie zadanej liczby naturalnej n > 3 da¢ przyklad n-punktowego zbioru Z

o wlasnogciach wymienionych w a).

169. Skorzystamy ze wzoru Eulera: V — E + F = 2 (gdzie V, E, F oznaczaja,
odpowiednio liczbe wierzchotkéw, krawedzi i écian danego wielodcianu). Niech T' bedzie
liczba écian tréjkatnych. Mamy wiec nieréwnoéci: 2E > 4V (z warunku zadania)

oraz 2E > 3T + 4(F — T) = 4F — T. Wobec tego 4E = 2E + 2E > 4V +4F - T =
=4E+2)-T,astad T > 8.

170. a) Niech O, A, B beda trzema niewspélliniowymi punktami zbioru Z.
Przyjmijmy |OA| = k, |OB| = I. Jeéli P jest dowolnym punktem zbioru Z, to
||AP| — |OP|| < k, || BP| — |OP|| < I. Dla dowolnych liczb calkowitych 4, j takich, Ze
|i] < k, |7] < | rozwazamy zbiory U; = {P: |AP|— |OP| =1},
V;={P: |BP|- |OP|=j}. Jedli 0 < |i| < k, to U; jest galezia hiperboli o osi
symetrii OA; dla ¢ = 0 zbiér U; jest prosta (symetralna odcinka OA); dla © = %k jest
to pélprosta (o poczatku O lub A, zawarta w prostej OA). Analogiczna posta¢ maja
zbiory V;. Kazdy ze zbioréw U; NV; jest skoriczony (dwie galezie réinych hiperbol
przecinaja sie w < 4 punktach; prosta przecina galaz hiperboli w < 2 punktach; a gdy
zaréwno U; jak i V; jest (pél)prosta, nie sa to proste identyczne - tu sig korzysta z
niewspéHiniowodci punktéw O, A, B). Zbiér Z jest zawarty w sumie U - tin¥;
i<k, 1511

— jest wiec skoficzony.

b) W kartezjariskim ukladzie wspéhrzednych na plaszczyZnie okreslamy nieskoriczony
ciag punktéw P = (k — k~',2) dla k = 1,2,... Niech O = (0,0). W zbiorze
{O}yU{P:: k=1,2,...} wszystkie odlegloéci sa liczbami wymiernymi (bo |OFx| =
= k + k™). Dla dowolnej liczby naturalnej n obraz zbioru {O, P1,..., Pa-1} W
jednokladnoéci o skali n! jest n-punktowym zbiorem o wszystkich odleglodciach
calkowitych.
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wodospad

Rys.1

Zadania z fizykinr 71, 72
Redaguje dr Andrzejf NADOLNY

71. Rzeka o jednorodnym, wartkim nurcie i szerokoéci d opada w pewnym miejscu
gwallownym wodospadem (rys.1). W odlegloséci I od wodospadu, w gére rzeki

(w punkcie A) skacze do wody plywak, pragnacy przeplynaé na drugi brzeg. W jakim
kierunku powinien on plynaé, aby mieé najwieksze szanse osiagniecia drugiego brzegu
powyzej wodospadu? Przyjmujemy, e plywak plynie caly czas ze stala (najwieksza,
osiagalna) predkoécia.

72. W wyniku parowania wody wzrosta wilgotnoéé powietrza nad jeziorem z 60% do
90%, nie ulegla natomiast zmianie ani temperatura powietrza T = 300 K, ani ciénienie
atmosferyczne p = 100 kPa. Czy zmienila si¢ przy tym gestoéé samego powietrza (bez
pary wodnej)? Jedli tak, to w jakim stosunku? g .

Ciénienie nasyconej pary wodnej w temperaturze 300 K wynosi 3,4 kPa.

Zadanie 72 nadesiala pani Rozalina Staszak z Kalisza.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1988

Przypominamy treéé zadan:

67. W pélprzewodnikowym zlaczu p-n istnieje przestrzenny

rozklad ladunku, jak na rysunku 2 (z

odleglofé od , frodkowej
plaszczyzny” zlacza, p — gestodé ladunku). Przyjmujac, ze stala
dielektryczna pélprzewodnika wynosi €, przedstawid zaleinodé

68. Wyznaczy{ stosunek $rednich gestodci Slofica i Ziemi,
korzystajac wylacznie z ponizszych danych: promieif Ziemi -
6,4-10° m, przyspieszenie ziemskie — 9,8 m-s™2, 4rednica katowa
Stofica ogladanego z Ziemi — 9,3-1072 rad, 1 rok =~ 3,2 107 s.

natezenia pola elektrycznego od wspélrzednej x.

-d/2

llQ

qn

'Q.n

d/2

Rys.2

1E(x)1 T

seo
2EpE

Ry

“dr-
5.4

67. Dizielimy obszar ladunku przestrzennego na cienkie warstwy prostopadle do osi z
(rys.3). Powierzchniowa gestoéé ladunku warstwy o grubosci Az wynosi 0 = pAz,
czyli —poAz dla —d/2 < z < 0 oraz poAz dla 0 < z < d/2. Pare takich warstw o
wspélrzednych z = —2' oraz 'z = z' mozna traktowad jako okladki naladowanego
kondensatora. Wektor natezenia pola elektrycznego E miedzy okladkami takiego
kondensatora jest réwnolegly do osi z, ma przeciwny do niej zwrot i wartodé
bezwzgledna,

= L =202

En€ Ep€

(e0 — przenikalnoéé elektryczna préini). Wartoéé bezwzgledna wypadkowego pola
elektrycznego w punktach o wspélrzednej z otrzymujemy sumujac (catkujac) wartosé
natezenia pola kondensatoréw, dla ktérych z' spelnia warunek |z| < z' < d/2:

p (d
Fiafle L (_ o ) :
B@) = £ (5 - Il
Wykres tej funkcji przedstawia rysunek 4.

68. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia: m, — masa Slonca, m, — masa

Ziemi, r, — promiefi Slofica, r, — promief Ziemi p, — gestodé Sloiica, p. — gestodc

Ziemi, R — promiefi orbity Ziemi, T - okres obiegu Slofica przez Ziemie (rok),

g — przyspieszenie ziemskie, o — srednica katowa Slorica. Dzialajaca na Ziemie sila
= o o MMz

grawitacji slonecznej Fg = G &2

(w ruchu Ziemi wokél Slorica). Sita odérodkowa jest réwna Fr =

Z przyréwnania Fg i Fr mamy

(G - stala grawitacji) pelni role sily doérodkowej
4m’Rm,
AR

1 _ 4n’R®
(1) m, = TR
Na powierzchni Ziemi cialo o masie m jest przyciagane przez Ziemie sila
m.m

b
r2

mg=G

skad
2
gr:
2 : G==.
{ ) me
Poszukiwany stosunek gestosci jest réwny

3
» MeT
(3) Qa5 2 Miele,

) pz Ml
Na podstawie (1), (2), (3) oraz zwiazku r, = Ra/2 otrzymujemy
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Dwa ciala zanurzone w cieczy i pulsacyjnie zmieniajace swoja
objetodé przyciagaja sie, gdy ich pulsowania sa zgodne w fazie i
odpychaja — w przeciwnym przypadku. Sila oddzialywania jest
przy tym odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegloéci ich
drodkéw (dla cial kulistych). Pobudzenie do drgari pecherzykéw
gazu w cieczy powoduje ich przyciaganie sie i glewanie ~ w ten
sposéb stosujac ultradZwieki mozna usungé domieszki gazdw =
roztopionych metali.

Jasne smugi rozchodzace sie promieniscie od niektdrych
krateréw ksigzycowych sg skutkiem wyrzucenia na (ogdlnie)
ciemniejsz a powierzchnie Ksiegyca jagniejszych skal polozonych
glebiej. Spowodowat to upadek wielkiego meteoroidu. Pééniejsze
spadki meteoroidéw powodowaly powstawanie krateréw réwniez
na samych smugach. Dostatecznie gleboki taki krater ma
obwddke — odwrotnie — ciemniejsza, poniewag tu, spod jasnych
skal smugi, zostaly wyrzucone ciemniejsze, lezace dawniej na
powierzchni. Najmniejsze tego rodzaju kratery maja glebokodé
rzedu 20 m, taka wiec jest w przybliZeniu grubosé (giebokoéé)
jasnych smug. Smugi te mozna zobaczy¢ juz przez niewielka
lunete np. wokdl krateréw Kopernik lub Tycho.

Latwo mozna sprawdzié togzsamodé .
[d? + ag)[b? + bg} 3 (ﬂlbl - agbg)" + (0152 + agb1)2 s

Podobnie wyglada tozsamosé Lagrange’a '

(a? +af + af +a3)(6] + b3 + b3 + b3) =

= (dlbl + ngg + Gabs =+ ’1454}2 4 (dlbg = ﬂgbl + 6364 = 0453]2"'
+{0153 = aabl + 825.‘ = a;bg)a + (8154 = 0451 + ngs v asbglz.
Nasuwa sig¢ pytanie, czy istnieje wiecej tego typu togsamosci,
dokiadniej, dla jakich n

(a2+...+a2)(b2+...+02) =93+ ...+ ¢2,

‘gdzie ¢; sa wyrageniami postaci E apjarh; 2 danymi agy ?
OdpowiedZ na to pytanie daje twierdzenie Hurwitza méwigce,
ze tak jest wtedy i tylko wtedy, gdy n=1,2,4,8.

Steven Elliot, Alan Hahn i Michael Moe z University of
California at Irvine zaobserwowali podwdjny rozpad S jadra
selenu #2Se z emisja dwéch elektrondw i dwéch neutrin.
Zmierzony poléwkowy czas rozpadu wynosi okolo 1020 lat. Jest
to najdlugszy czas gycia zmierzony w laboratorium.
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Juz Galileusz i Huygens byli zdania, ge tzw. mglawice sg
zbiorowiskami gwiazd. Dowodéw na to (lub przeciw temu)
jednak dlugo nie dawalo si¢ znalegé, choé liczba obserwowanych
mglawic na poczatku XX wieku wyragala si¢ juz milionami.
Sprawe rozstrzygnat w 1926 roku Edwin Hubble, ktéry

za pomocg nowo zbudowanego, najwiekszego wowczas,
2,5-metrowego teleskopu na Mount Wilson w Kalifornii,
zobaczyl w niektérych mglawicach po prostu poszczegdlne
gwiazdy. Mglawicami tymi byly, oczywidcie, najbliZsze galaktyki,
a date te uwaga si¢ za poczatek astronomii pozagalaktycznej.

Twierdzenie Stokesa ( f dw = f w) ma trzy nieodzowne cechy
o ac

wielu najwagniejszych twierdzeri:

1. Jest trywialne.

2. Jest trywialne, poniewag pojawiajace si¢ w nim wyragenia

- zostaly wladciwie zdefiniowane.

3. Ma znaczgce nastepstwa.
(Michael Spivak, Analiza na rozmaitodciach)

Poza matematyka i fizyka Newton zajmowal si¢ tez alchemis.
Jednym z jego ulubionych autoréw w tej dziedzinie byt Michal
Sedziwéj (1566 - 1646) znany tez jako Sendivogius Polonus,
alchemik ceniony w calej Europie, dzialajacy na dworze
Zygmunta III Wazy i cesarza Rudolfa II w Pradze.

Jasnosé rentgenowska (L) Deneba (a Cyg) wynosi 10°2 erg/s,
jest to tylko niewiele mniej ni%z calkowita jasnodé Slorica

(4 - 1033 erg/s), podobna jasnoéé rentgenowska majg Rigiel

(B Ori) i Capella (o Aur). Najjasniejsza w tej grupie gwiazd jest
12 Peg— Ly =~ 1032 erg/s. Jasnod¢ rentgenowska

a Cen = 1027 erg/s jest okolo 10 razy wieksza nig jasnodé
Slorica.

Jedli w okrag o wpiszemy

kolejno zewnetrznie
stycznych (czyli o) 2 02
i0g, 03 z 02 i 04 itd.), to
odcinki laczace punkty
stycznodci 03 i 04 % o,

02 1 0g 2 0oraz o3 i og

% o przetng sie w jednym
punkcie. g

Jezeli ktod potrafi to wykazad, moge zastanowié si¢ nad tym, jak
mozna oslabi¢ wystepujace w zalogeniu slowo ,zewngtrznie”, by
teza nadal byla prawdziwa. Bo oslabi¢ mogna.



Sztywnosé figur

Wygiecie tréjkatnego kawatka blachy nie nastrecza zadnych trudnoéci. Klopoty sa,
wtedy, gdy zazadamy, zeby po wygieciu nasz kawalek nadal byt plaski. Wydaje sie,
ie na plaszczyZnie jest na to za malo miejsca, jest go jednak wystarczajaco duzo, aby
wygial sam brzeg tréjkata. Tak podpowiada intuicja, a jak jest naprawde ? Zanim
odpowiemy na to pytanie (i zadamy nastepne), musimy najpierw dokladnie wiedzie¢,
o czym méwimy — co to znaczy wygiaé 7 Jedli wyginamy drut, to zmieniamy ksztalt
nie zmieniajac jego dlugoéci, co wiecej — nie zmieniamy dlugoéci zadnego kawalka.
To spostrzezenie wystarczy do precyzyjnej definicji wyginania.

Wygieciem (albo izometria wewnetrzna) nazywamy takie przeksztalcenie figury F,
ktére nie zmienia dlugosci zadnej z narysowanych w F linii. Zatem linie narysowane
(zawarte) w F przy wyginaniu moga zmieniaé swéj ksztalt, ale zaden ich ik nie
moze zmienié swojej dlugodci. Wynika stad miedzy innymi, Zze kres dolny dlugoéci
hkéw zawartych w F i laczacych dane dwa punkty figury F jest przed i po wygieciu
taki sam. Wartoéé tego kresu nazywa sie¢ wewnetrzna odleglodcia punktéw. Mozna
udowodnié, Ze jeéli przeksztalcenie zachowuje wewnetrzna odlegloéé dowolnych
punktéw, to jest izometria wewnetrzna, czyli wygieciem. Jeéli zbiér plaski ma te
wilasnodé, ze kazda jego izometria wewetrzna przeksztalcajaca go w podzbiér plaski
jest zwykla izometria plaszczyzny, to powiemy, ze zbiér jest sztywny na plaszczyZnie.
Definicje sstyWnoéci zbioréw przenosi sie bez trudnoéci na wyzsze wymiary.

Niewiele wiadomo o zbiorach sztywnych. Twierdzenie Borsuka orzeka, ze kaidy
obszar (zbiér otwarty i spéjny) w E™ jest sztywny w E”. Wynika stad m. in., ze
tréjkata rzeczywiscie nie da sie wygiaé na plaszczyfnie. Co bedzie jednak, gdy w
sztywnym tréjkacie zaczniemy wycinaé tréjkatne dziury tak, jak na rysunku obok i
operacje te wykonamy nieskoriczenie wiele razy 7 Okazuje sie, Ze otrzymany w ten
sposéb zbiér S (krzywa tréjkatowa Sierpifiskiego) mozna jui wygiaé na plaszczyinie.
Zeby sie o tym przekonaé, sprébujmy najpierw wygiaé sam jego szkielet, tzn. sume
brzegéw wszystkich tréjkatéw pojawiajacych si¢ w czasie konstrukeji (gérny rysunek
na okladce przedstawia wygiecie piatego przyblizenia). Widaé od razu, ze w wyniku
takiego odksztalcenia tuki zawarte w szkielecie nie zmieniaja swojej dlugodci. Uwaine
przyjrzenie si¢ (oczywiscie w wyobraZni) zbiorowi § pozwala stwierdzié, ze dowolnie
blisko kazdego jego punktu jest punkt nalezacy do szkieletu. Dzigki temu dla kazdego
huku laczacego dowolne dwa punkty zbioru S (a sa tam i punkty nie nalezace do
szkieletu) istnieje nie dluzszy od niego tuk, ktéry poza (by¢é moze) koficami jest zawarty
w szkielecie. Zatem kres dolny dlugoéci wszystkich lukéw laczacych dane punkty

jest réwny kresowi dolnemu diugoéci lukéw laczacych punkty i biegnacych (poza,

byé moze, tymi punktami) w szkielecie. Dzigki temu mozZna przedluzy¢ izometrie
wewnetrzna szkieletu do izometrii wewnetrznej calego zbioru S. Krzywa tréjkatowa
Sierpifiskiego nie jest wigc zbiorem sztywnym na plaszczyznie. Nie wiadomo natomiast,
czy sztywny jest zbiér (dywan Sierpifiskiego), ktérego czwarte przyblizenie pokazane
jest na rysunku ponizej. Wbrew pozorom przeksztalcenie z dolnego rysunku okladki
nie jest izometria wewnetrzna,.
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