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__ o pewnym problemie typu Burnside'a
Roz'Wiaza.nie zadania F 260. :---:il(~
('i<.;~.kosci walka T rozlo~Yll1Y Ha d~i('

skladowe; :-iil~ prostopadlq!,'o uaciskll p 1 d W· l Z l kua walec r, równa F, = Mi': ,iu (-) i ,il,; ro. r ~es aw e az o
prostop.vll.\ do ulej Fz =Mg ('os (-).

Kontakt llli~dl~Y walkiclll T i behncul
K' h~(lzie utrzYluany, jesli Z31',naczon.a.
ua rysunku sila. F ("ciaguaca" papier),
z jaka walec P dziala na walek T
(i która powoduje jego ruch ohrotowy)
hGdl~i(' IUlliejS7.3 lu~) r6wna sile F2, tj.

F:::: Mgcose

(zuak równosci odpowiada
z,Pl'OW('jwartosci nacisku T na K).
Równanie ruchu obrotowego walka T
w przypadku. gdy nie wywiera on
lla('iskll na hGben K, ma po~tac
1(1 = Fr, tj. (Mr'/2)cl = Mgrcose
((1 oznacza pr7,yspiesl,eoie katow(>
walka T). Stad

(1 = 2g cose.r
Liuiow{' pr7,yspif'szenia punktów na
ohwochie T i P sa jednakowe, co
oznacza, 7,(" (Ir = f..R. OtrzynlujenlY
stad

r 2g
~= t1 Ii = li cos 8,

gdi'.ie R oznacza pl'Onliell wa.lca P.

(;cneratoralui grupy izoluetrii
os.niokata foremnego sa np. ohrót. o
kat n/4 i symetria wzgledem prostej
przechodz'lC'ej przez wierzcholek
wielokata i jego srodek symetrii. Rzad

obrotu o kat n / 4 równy jest 8, rzad
ohrotu o S1r/4 tez 8, a rzad ohrot\). o
n /2 jest równ)' 4.

Gf"neratol'anli grupy izollletrii
pla.szczyzny sa np. wszystkie sYluetrie
osiowe albo tez symetrie wzgledem
wszystkich prostych przechodzacych
pl'r.ez ustalony punkt i jeszcze jednej
prostej nie przechodzacej przez ten
punkt. Rzad synletrii osiowej jest
r6wuy 2. Rzad przesuniecia o wektor
nie,.erowy jest nieskOllczony. Rzad

2k
obrotu o kat -n. g'dzie k i n san
wzg'lednie pierwsze. jest r6wny n. Rzad
ohrotu o kat niewsp6huif'rny z 7r jest.
nieskollczony.

W artykule tym chcialbym zapoznac Czytelnika z pewnym otwartym do tej pory
problemem z teorii grup oraz przedstawic zwiazek tego problemu ze slynnym
problemem Burnside'a. Z pojeciem grupy Czytelnicy Delty mieli okazje spotkac
sie niejednokrotnie, samo pojecie wchodzi zreszta w zakres programów szkolnych'

(np. grupy izometrii). Nie bede wiec omawial szczególów, przypomne jedynie definicje
i przejde od razu do rzeczy. Niepusty zbiór G z operacja (x, y) f---> xy prowadzaca
od par elementów do elementów G nazywamy grupa, jesli spelnione sa nastepujace
aksjomaty:

(i) Dzialanie grupowe jest laczne, tj. dla dowolnych x, y, z E G mamy

x(yz) = (xy)z.

(ii) Istnieje element e (jednosc grupy) taki, ze

xe = ex = x

dla kazdego elementu x grupy G (element taki jest jedyny).
(iii) Kazdy element x grupy G ma odwrotnosc X-l, tj. taki element, ze

-I -lxx = X X = e

(odwrotnosc taka jest wyznaczona przez x jednoznacznie).

Podgrupa grupy G nazywamy podzbiór, który sam jest grupa ze wzgledu na dzialanie

grupowe. Wynika stad, ze kazda podgrupa zawiera jednosc e oraz wraz z para
elementów zawiera ich iloczyn xy i ich odwrotnosci. Ogólnie mówiac, j~srr Go jest

podgrupa, G i zawiera elementy x i y, to zawiera równiez wszystkie elementy postaci

(1) z = xa1 y"1 xa2 yb, ... xanybn ,

gdzie wykladniki ai i bi sa liczbami calkowitymi (przyjmujemy przy tym XO = e dla
dowolnego x). Latwo zam-yaiyc, ze dla dowolnych x i y w grupie G zbiór elementów
postaci (1) jest podgrupa, G, przy czym jest.to najmniejsza podgrupa zawierajaca x i
y. Mówimy o tej podgrupie, ze jest generowana przez x i y. Podobnie mozna mówic
o podgrupie Go C G generowanej przez elementy Xl, X2, ••• , Xk. Sklada sie ona z

iloczynów poteg (dodatnich lub ujemnych) tych elementów. Jezeli Go = G, to mówimy,
ze grupa G ma k generatorów i elementy Xi (i = 1,2, ... , k) sa jej generatorami.
Oczywiscie jakies inne elementy w innej ilosci równiez moga generowac grupe G.
Istnieja grupy nie majace skonczonej liczby generatorów, tj. wieksze od kazdej swojej

podgrupy generowanej przez skonczona liczbe elementów (tak jest dla grupy wszystkich
przesuniec prostej). Jesli idzie o grupe generowana przez pojedynczy element x, to
mamy dwie mozliwosci. Albo istnieje liczba naturalna k taka, ze Xk = ej wtedy istnieje
tez taka najmniejsza liczba naturalna ko, zwana rzedem elementu x, ze Xko == e. W tym

przypadku grupa generowana przez x ma dokladnie ko elementów XO = e, x, x2, ... ,

xko -I i branie wiekszych wykladników prowadzi do poprzednich elemen tów, bo
Xko = xo~ xko+1 = x itd. Grupa taka jest z punktu widzenia teorii grup nieodróznialna

od grupy obrotów ko-kata foremnego (mówimy, ze obie grupy sa izomorficzne).
W drugim przypadku wszystkie potegi xk, k = O, ±1, ±2, ... , sa rózne i grupa

generowana przez x jest izomorficzna z grupa, wszystkich liczb calkowitych
z dodawaniem jako dzialaniem grupowym. Mówimy w tym przypadku, ze rza,d

elementu x jest nieskonczony. Oczywiscie grupa generowana przez jeden element musi
byc przemienna, tj. xy = yx dla dowolnych jej elementów.

W roku 1902 W. Burnside postawil pytanie, czy grupa o skonczonej liczbie
generatorów, której wszystkie elementy maja rzedy wspólnie ograniczone (tj. istnieje
stala M taka, ze rzedy wszystkich elementów grupy sa skonczone i nie wieksze od M),

musi byc grupa skonczona. Problem ten przez ponad pól wieku pozostawal nie
rozstrzygniety, nie znana byla tez odpowiedz na jego slabsza wersje, w której warunek
wspólnej ograniczonosci rzedów elementów grupy jest zastapiony przez skonczonosc

tych rzedów (warunek oczywisty, bo element rzedu nieskonczonego generuje grupe
nieskonczona). Problem ten rozstrzygneli matematycy radzieccy. W roku 1959
P. S. Nowikow zaanonsowal (bez podania dowodu) istnienie nieskonczonej grupy
o dwóch lub wiecej generatorach, dla której rzedy wszystkich elementów sa dzielnikami

pewnej liczby n ~ 72.

1



FiZYCZnE nOWInHl

Sbbsz~ WNSj<; rozst.rzygn:1,1 negat.ywnie E. S. Golod w roku 1964, a pelny dowód
wersji silniejszej podali w r\,ku 1968 S. 1. Adjan i P. S. Nowikowj rezultat byl nieco
slabszy niz anonsowany uprzednio przez Nowikowa. Udowodnili oni, ze jezeli n jest.
licZ'b~ nieparzyst:1" nie mniejsz~ niz 4381 i m ? 2, to istnieje grupa nieskOllczona
o m generat.orach, której kazdy element spelnia w;J.runek x" = e. Jest to jeden
z najtrudniejszych wyników t.eorii gru p, trzyczesciowa praca Adjana i Nowikowa liczy

ponad 300 stron druku i uzywa ponad 500 lematów.

Problein, o którym chce tu opowiedziec, równiez formuluje sie bardzo prost.o. Nie
jest on do tej pory rozwiazany. Mianowicie jest to pyt.anie nastepujace: czy jezeli
dla. grupy G istnieje stala C taka, ze dla dowolnych skOJlczonych podzbiorów A i B
grupy G mamy

Jezeliby jeszcze cos zalozyc o grupie G spelniajacej warunek (2), to wtedy latwiej
mozna by rozwiazac nasz problem. Na przyklad zakladajac przemiennosc grupy G

i spelnianie warunku (2) mozna udowodnic jej skonczonosc (niemal to uczynilismy
w tym artykule), podobnie mozna by to zrobic zakladajac tzw. rozwiazalnosc grupy
G lub czyniac jeszcze inne zalozenia. Nas interesuje jednak ten problem w calej jego
ogólnosci. Czytelnika pragnacego poglebic te tematyke mozemy skierowac do ksiazki

A. G. l{urosza Teoria Grup (po rosyjsku), Moskwa 1967 (wydanie III), w szczególnosci
str. 497-500 - oczywiscie nie moze tam byc mowy o dowodzie Adjana i Nowikowa, a

nawet wynik Goloda cytowany jest bez dowodu. Problem, o którym mowa w artykule,

zostal postawiony (w ogólniejszej postaci dla tzw. grup lokalnie zwartych) w pracy
autora On the Burnside problem for locally compact groups, Symposia Math. 16(1975),
409~416.

to grupa G musi byc SkOllczona? W powyzszym wzorze symbollZI oznacza moc

(liczbe elementów) zbioru Z, a iloczyn AB jest zbiorem wszystkich iloczynów xy,
gdzie x E A i Y E B. Problem ten postawiony przez autora tego artykulu w roku 1974

powstal w zwiazku z pewnymi rozwazaniami z zakresu tzw. analizy harmonicznej
na grupach. Jest on równiez zwiazany z klasycznym problemem Burnside'a. Aby
sie o tym przekonac, zauwazmy, ze jezeli grupa G spelnia (2) i Go jest podgrupa,
skonczona, grupy G, to IGnl :S G. Istotnie: mamy GoGo = Go, bo iloczyny elementów
podgrupy Go sa, w tej podgrupie, a kazdy element x podgrupy Go mozna zapisac jako

iloczyn x = xe. Kladac w (2) A = B = Go otrzymamy ClGol 2: IGoI2, czyli IGol :S G.
Zauwazmy dalej, ze kazda podgrupa przemienna grupy G spelniajacej warunek (2)
musi byc skonczona. Niech bowiem Gil bedzie podgrupa, przemienna, grupy G. Gdyby

grupa Go zawierala element Xo rzedu nieskonczonego, to wszystkie potegi Xo bylyby
rózne i wtedy ustalajac dowolnie n polozylibysmy A = B = {xg = e, Xo, x~, ... , X~:-l}.
Wtedy lAI = IBl = n, oraz AB = {e, Xo, x5, ... , x~n-2}, a wiec IABI = 2n - 1. Ze
wzoru (2) wynika wtedy G(2n - l) 2: n2, co, oczywiscie, nie moze'byc prawda dla
duzych n, a n wybieralismy dowolnie. Wynika stad, ze rzedy wszystkich elementów
sa skonczone. Poniewaz elementy generuja podgrupy mocy równej swojemu rzedowi i
moce podgrup skonczonych G sa nie wieksze niz G, wiec i rzedy wszystkich elementów

grupy G maja rzedy wspólnie ograniczone przez G, a wiec sytuacja jest taka jak w
problemie Burnside'a. Poniewaz nie jest dla nas istotne, czy podgrupy przemienne

grupy spelniajacej warunek (2) sa skonczone, dowód ten opuscimy, ale Czytelnik
korzystajac z dotychczas udowodnionych faktów moze ten dowód otrzymac. Jezeli

istnieje grupa nieskonczona spelniajaca warunek (2), to wybierajac w niej dowolne
elementy XI, X2, ••• , xn, gdzie n 2: G i generujac przez te elementy podgrupe Go
grupy G otrzy.mamy podgrupe, która ma wiecej niz G elementów, a zatem jest
nieskonczona, ma skonczenie wiele generatorów oraz rzedy wszystkich jej elementów sa
wspólnie ograniczone przez liczbe G. Roztrzyga wiec ona wspomniany wyzej problem
Burnside'a. Wynika stad, ze jezeli postawiony przez nas problem ma rozwiazanie

negatywne, tj. istnieje grupa nieskonczona spelniajaca warunek (2), to konstrukcja
takiej grupy jest bardzo trudna, bo zawiera w sobie rozwiazanie bardzo trudnego
problemu Burnside'a. Byc moze nie ma takiej grupy i rozwiazanie problemu jest
pozytywne. Mialoby to interesujace konsekwencje dla analizy harmonicznej, w

szczególnosci rozstrzygaloby to tzw. hipoteze Lp dla grup dyskretnych. Przy tym
dowód takiego twierdzenia nie musi byc beznadziejnie trudny. Oczywiscie nie mozna

gwarantowac, ze problem w ogóle da sie rozstrzygnac (zdarzaja sie w matematyce
przypadki, ze zarówno sformulowana hipoteza, jak i jej zaprzeczenie nie maja dowodów
w ramach rozwazanej teorii - sa od niej niezalezne; tak bylo np. ze slynna hipoteza

continuum lub z pewnikiem wyboru), ale miejmy nadzieje, ze w tym przypadku tak
nie jest.

HOLOGRAFI A PRZY utyCIU

PROMIENI RENTGEN A

Czy mozna zajrzec do wn~trza Zywej
komórki nie niszczlIC jej przy okazji ?
Odpowiedz na to pytanie byla dotychczas
negatywna. Mikroskopy optyczne
wykorzystujll zbyt dlugie fale Metlne by
mogly byc uZyte do badan najmniejszych
bakterii czy wirusów. Z kolei mikroskopy
elektronowe, których zdolnosc rozdzielcza
dochodzi do pojedynczych angstremów
(10-10 m) nie mogli byc latwo uZyte do
badania struktur biologicznych, gdyZ mozna
badac za ich pomOCIltylko cienkie warstwy
i to w prózni. Jednakze rezultaty otrzymane
w 1987 roku w Laboratorium imienia

Lawrence'a Berkeley naleZ/jcym do
Uniwersytetu Kalifornijskiego w Berkeley
pozwalajll na wi~ej optymizmu. Do badan'
komórek uZyto bowiem ·mi~kkich· promieni
rentgena o dlugosciach fal mi~dzy 25 a 32A.
W zasadzie promienie X o dlugosciach fal
pomiedZY'10 A a 50 A powinny umozliwic
badania obiektów o rozmiarach mniejszych
niz 100 A. W praktyce problemem powaZnie
utrudniajllcym dotychczasowe eksperymenty
byla slaba spójnosc zródel promieni rentgena
jak i slaba zdolnosc rozdzielcza filmów
rejestrujllcych to promieniowanie. Dzi~ki
wykorzystaniu nowych tródel promieni X
zbudowanych w Narodowym Laboratorium w
Brookhaven oraz specjalnych warstwowych
detektorów przekroczono po raz pierwszy w
holografii rentgenowskiej granic~ zdolnosci
rozdzielczej 11'm = 1000 A. Obiektem badan
byly grupy enzymów, tworzllce kulki o

wymiarach O,851'm ± 0,12 I'm znajdujlIce
si~ w komórkach trzustki szczura. Badano

warstwy o grubosci 2000 A. W cillgu 80
minut ekspozycji przez próbk~ przechodzilo •
8x101l fotonów, co odpowiada dawce okolo
200 megaradów. Rozproszone promieniowanie
przechOÓZllce interferowalo na detektorze

warstwowym (zbudowanym z odpowiedmego
polimeru) z wiazkIl nierozproszonll tworzac
hologram. Wytrawienie owego polimeru
wytwar;zalo wypukla rzet~, która nast~pnie
byla pokrywana warstwll zlota i palladu,
ogllldana pod mikroskopem elektronowym i
ostatecznie analizowana za pomocy
komputera. Kulki enzymów znajdujlIce si~
wewnlltrz Zywych komórek byly doskonie
widoczne na ekranie. Uzyskana w ten sposób
rekordowa zdolnosc rozdzielcza wyniosla okolo
400 A, co jest wynikiem 20 razy lepszym niz
poprzednie rezultaty. Autorzy pracy
twierdZIl, ze wynik ten moze ulec dalszej
poprawie. Wydaje si~ wi~c, ze opanowana
zostala nowa, nieniszczaca metoda badania
wnetrza mikroskopijnych obiektów
blOloglcznych

(2) C1ABI2: IAIIBI,

\
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Patrz w niebo

POWi('l"7.chllia

(~wiaz\iozhiór
w stupnia.ch

kwadrah)wy('h(;rux

69

Equul~u:l
72

Sagitt(l

80

niT(',in-u:l

93

.c..,~cu-tum

109

Tri(lngulum Australe
110

Rcticulum
114

{:a.leum
125

rorona A uBtralis

128

{:hamaeleon
132

Triangulum
132

MU:lca
138

Volans
141

Mensa
154

Norma
165

Corona BoreaJ.is
179

Dorado
179

C'.lnis M'inor

183

Corvus
184

Ddl'hinus
189

Rozwiazanie zadania F 251.
R6wnanie ruchu srodka DIasy kulki
Ma = -/LgM pozwala obliczyc
opóznienie a = -/Lg i predkosc sro dka
masy slizgajacej sie kulki Vsm = v - /Lgt
(v jest predkoscia poczatkowa kulki,
z jaka puszczono ja na plaszczyzne
stolu). Z równania ruchu obrotowego

dw

Id! = J-tgMR,

gdzie I = }M R' jest momentem
bezwladno"ci kulki. otrzymujemy'

5 /Lgt
w = -"iR'

Predkosc punktu kulki. który styka
si<: ze- stolf"Ill. jest równa Vsm - wR.
Gdy predkosc ta staje sie równa zeru.

to kulka zaczyna por,;,szac sie ruchem
obrotowym bez poslizgu (v,m = wR).

Nastapi to po uplywie czasu
2 v

t =--
7 /Lg

od 1l10llH'ntu rozpoczecia ruchu.
Odleglosc. jaka pokona kulka w ciagu
tego czasu. wynosi

at '2 12 v'2
S = vt - -- --

2 49 /Lg

a jej predkosc w tym llloluencie jest
r6wna

5
Vt = v - /Lgt = 7v.

mgr Joanna UDALSKA

Wiosna jest pora "królowania" na niebie gwiazdozbiorów o najwiekszych
powierzchniach (pisalismy o tym w Delcie 3/1988). Teraz, z nadejsciem jesieni, warto
przyjrzec sie konstelacjom z drugiego konca listy osiemdziesieciu osmiu gwiazdozbiorów
obu pólkul - tym najmniejszym.

Najmniejszy sposród wszystkich gwiazdozbiorów - Krzyz Poludnia (Crux) -- nie
jest nigdy widoczny w naszych szerokosciach geograficznych. Choc wiec slabo nam
znany, uwazany jest za tak charakterystyczna ceche nieba poludniowego, jaka jest
Wielka Niedzwiedzica (Ursa Major) dla-nieba pólnocnego. O ilez jednak jest mniejszy!
Na obszarze, zajmujacym zaledwie 5% powierzchni Wielkiej Niedzwiedzicy, swieca
cztery jasne gwiazdy w koncach ramion Krzyza.

W naszych szerokosciach geograficznych widac mniej niz polowe sposród dwudziestu
gwiazdozbiorów o najmniejszych powierzchniach. Sa nimi: Zrebie (Equuleus), Strzala
(Sagitta), Tarcza (Scutum), Trójkat (Triangulum), Korona Pólnocna (Corona Borealis),

Maly Pies (Canis Minor), Kruk (Corvus) i Delfin (Delphinus). Wiekszosc z nich
(z wyjatkiem Malego Psa - najlepiej widocznego zima i Kruka - wiosna) moze byc
zaobserwowana wlasnie teraz - wczesna jesienia.
We wnetrzu wciaz jeszcze dobrze widocznego trójkata letniego (tworza go Deneb
(a Cygni), Wega (a Lyrae) i Altair (a Aquilae), na tle Drogi Mlecznej piec niewielkich
gwiazdek czwartej i piatej wielkosci tworzy Strzale. Od wschodu ze Strzala graniczy,
sporo od niej wiekszy, choc równiez maly, Delfin, a z kolei jego poludniowo-wschodnim
sasiadem jest Zrebie. Razem te trzy gwiazdozbiory zajmuja obszar mniejszy niz
1/3 powierzchni najwiekszej konstelacji obu pólkul niebieskich - Weza Wodnego
(Hydrus). Pewnych trudnosci moze przysporzyc odnalezienie Tarczy, która podobnie
jak wymienione wyzej trzy male gwiazdozbiory nie zawiera jasnych gwiazd.
Choc wlasnie teraz góruje wieczorem, dodatkowe utrudnienie w okresleniu jej
polozenia stanowi fakt, ze znajduje sie dosc nisko nad poludniowym horyzontem,
na jasnym tle Drogi Mlecznej. Za to odnalezienie wspanialej Korony Pólnocnej,
o charakterystycznym ksztalcie niedomknietego kólka, nie powinno nikomu sprawic
klopotów. Trudno co prawda zaliczyc ja do jesiennych gwiazdozbiorów, jednak wciaz
jeszcze pozostaje widoczna wieczorem nad zachodnim horyzontem. Po przeciwnej
stronie nieba ,wschodzi Trójkat, którego okres najlepszej widocznosci przypadnie
na przelomie jesieni i zimy.

Spo,gladajac na niebo nie sposób stwierdzic, ze Delfin jest ponad dwa razy wiekszy
od Strzaly czy Zrebiecia. A jednak wskazuja na to dane zamieszczone w tabelce
obok. Konieczne jest tu pewne wyjasnienie dotyczace ustalen granic gwiazdozbiorów.
W potocznym rozumieniu zwyklismy za gwiazdozbiór uwazac uklad gwiazd
o okreslonym ksztalcie, tak jak czynili to starozytni i sredniowieczni astronomowie.
Jednak na potrzeby nowozytnej astronomii takie, niezbyt scisle, okreslenie okazalo
sie niewystarczajace. Kazdy obszar na sferze niebieskiej musi byc przypisany
jakiemus gwiazdozbiorowi, bo choc golym okiem nie widac na nim zadnych gwiazd,
w zasiegu teleskopów sa ich tysiace i wygodnie jest mówic, ze kazda z nich znajduje
sie w okreslonym gwiazdozbiorze. Nic wiec dziwnego, ze obszary przypisywane
gwiazdozbiorom bywaja czesto znacznie wieksze, niz wskazuja na to charakterystyczne
uklady gwiazd. -
A jak wyznaczyc pole powierzchni tego obszaru? Nie da sie wyrazic go w zwykle
uzywanych jednostkach powierzchni, chocby byly to nie wiadomo jak duze "jednostki
astronomiczne". Nie jest wszak mozliwy do okreslenia promien nie istniejacego
realnie obiektu, jakim jest sfera niebieska. W takiej sytuacji jedyna moiliwa
do zastosowania jednostka powierzchni sa stopnie kwadratowe - pole calej sfery
(oczywiscie niekoniecznie niebieskiej) jest równe 41 252,961 stopni kwadratowych.
Latwo sprawdzic, ze dwadziescia wymienionych na marginesie najmniejszych
gwiazdozbiorów zajmuje obszar nie przekraczajacy 6% powierzchni calego nieba.

Obrady Miedzynarodowej Unii Astronomicznej w 1928 roku zakonczono przyjeciem
uchwaly o podziale nieba na 88 gwiazdozbiorów, o scisle okreslonych powierzchniach
w granicach pokrywajacych sie z lukami kól godzinnych i równolezników niebieskich
(odpowiedniki ziemskich równolezników i poludników). Od tego czasu na niebie
zapanowal porzadek. Nie jest on jednak trwaly. Z biegiem czasu, wskutek precesji,
siatka wspólrzednych stopniowo przesuwa sie i w koncu granice gwiazdozbiorów
przestana pokrywac sie z kierunkami kól rektascensji i deklinacji. Równiez
ksztalty samych gwiazdozbiorów ulegaja, na skutek tzw. ruchów wlasnych gwiazd,
systematycznym, choc bardzo powolnym zmiancm. Za kilkadziesiat tysiecy lat
zmienia sie nie do poznania. Byc moze wtedy Dnia Astronomiczna wyda odpowiednie
postanowienia odnosnie nowych granic gwiazdozbiorów.
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Rozwiazanie zadania M 614.
Przypu§tmy, ze tr6jkat o wierzcholkach
zl, %2 i Z3 nie zawiera punktu O.
Mozna wtedy znalezc obr6t
plaszczyzny, przeprowadzajacy liczby
%1. %2, 23 na liczby Wl. W2, W3,

Re w, > O. Obr6t plaszczyzny
zespolonej to po prostu mnozenie przez
liczbe u, gdzie lul = 1. Mamy
W,: = u· z., zatem
l l l-+-+-=

WI W2 W3

l l l
= -- + -- + -- = O.

u. . ZI U . %2 U . 23

Jednak Re -L > O, skad sprzecznosc.
w,

Interferometr atomowy
w sto lat po doswiadczeniu MicheIsona i Morleya

Dr hab. Jan KALINO WSKI

Kazdemu slowo interferometr kojarzy sie zapewne z nazwiskami Micheisona i Morleya.
Warto moze przypomniec, ze w ubieglym roku minela setna rocznica slynnego
doswiadczenia Micheisona i Morleya. Próbowali oni zmierzyc predkosc Ziemi
wzgledem eteru - hipotetycznego osrodka, w którym mialyby rozchodzic sie fale'
elektromagnetyczne. W 1887 r., w 34 tomie American Journal of Science, ukazaly sie
dwie publikacje Mich.elsona i Morleya: w numerze listopadowym praca pt. O ruchu
wzglednym Ziemi i swietlistym eterze i w numerze grudniowym - Sposób wykorzystania
dlugosci fali swietlnej sodu jako praktycznego wzorca dlugosci. Przy pomiarze ruchu
Ziemi wzgledem eteru niezwykle istotne byly precyzyjne pomiary odleglosci. Publikacja
grudniowa byla wiec jakby produktem ubocznym prac nad doswiadczeniem opisanym
w artykule listopadowym. A jednak to ona przyniosla Michelsonowi natychmiastowa
slawe i w 1907 r. nagrode Nobla. Artykul listopadowy zostal naprawde doceniony
dopiero po sformulowaniu przez Einsteina teorii wzglednosci i przyniósl autorom trwale
miejsce w podrecznikach fizyki.

Do swoich doswiadczen Michelson i Morley uzyli interferometru optycznego. Michelson
udoskonalil interferometr, aby powtórzyc pomiar predkosci Ziemi wzgledem eteru
po raz pierwszy przeprowadzony przez niego w 1881 r. Doswiadczenie dalo wynik
negatywny, to znaczy nie mozna bylo stwierdzic istnienia eteru. Doswiadczenie
wykonane w 1887 r., przeprowadzone z dziesieciokrotnie lepsza dokladnoscia dalo

,znowu, tym razem bez watpliwosci, wynik negatywny. W 1899 r .. Michelson w jednym
z wykladów przyznal, ze sam fakt skonstruowania interferometru wynagrodzil mu

'negatywny wynik doswiadczenia. Dopiero po wielu latach wynik ten nabral znaczenia
jako jeden z koronnych testów teorii wzglednosci Einsteina.

Interferometr byl oczywiscie znany wczesniej i uzywany w wielu dziedzinach nauki
i techniki. Michelson wymienia w 1902 r. dziedziny, w których interferometr znalazl
zastosowania: do pomiarów wspólczynnika zalamania swiatla, grubosci blonek
mydlanych, wspólczynnika rozszerzalnosci, stalej grawitacji, skoku srub, dlugosci fali
linii spektralnych, efektu Zeemana i pomiarów astronomicznych. Dzieki Michelsonowi
interferometr optyczny stal sie jednym z podstawowych precyzyjnych przyrzadów
w laboratoriach naukowych i przemyslowych, do czasów I Wojny Swiatowej.

W artykule tym zajmiemy sie zupelnie nowym pomyslem wykorzystania zjawiska
interferencji. Mowa tutaj bedzie jednak nie o interferometrze optycznym, lecz
o interferometrze atomowym, w którym elektron bedzie interferowal sam ze soba.
PomysI'ten zostal zrealizowany przez grupe' doswiadczalna pod kierunkiem Howarda
Bryanta w laboratorium w Los Alamos, New Mexico, a wyniki badan zostaly
opublikowane w Physical Review Letters 58, 2412 (1987). Michelson próbowal zmierzyc
zmiane predkosci swiatla - w doswiadczeniu Bryanta sam interferometr porusza sie
z predkoscia bliska predkosci swiatla i moze sluzyc do pomiaru charakterystycznego
czasu oddzialywania fotonu z ukladem atomowym.

Uklad doswiad~zalny, który autorzy nazwali interferometrem atomowym, dziala
podobnie jak interferometr Michelsona. Rysunek przedstawia schematycznie
interferometry: optyczny i atomowy.

lustro

Kierunek pola Et
~

Interferometr Micheisona

lustro t Plos,zczyzna pola.f? Ie ktros f at yc.zne" el C?kt ryc.z nego
'SwlOTfa lasE'ra

InterferOtue tr atolllowy

lustro

Rozwiazanie zadania M 616.
Jesli n = l, to liczby n' + l = 3,
(,;+ l)' + l = 5 sa pierwsze. Gdy
n > l, mamy: jesli n jest nieparzyste,
to n' + l jest parzyste; jesli n jest
parzyste, to (n + l)' + l jest parzyste.
Zatem jedynym rozwiazaniem zadania
jest n = 1.
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Wzgledna liczba odlaczonych
elektron6~ jako funkcja energii fotonu.
Linia ciagla przedstawiono wyniki
obliczen teoretycznych.

W interferometrze optycznym Micheisona swiatlo rozdzielone na slabo posrebrzonej
plytce szklanej po przebyciu róznych dróg do luster i z powrotem interferuje
w detektorze. Charakter interferencji zalezy od przesuniecia fazowego fal swietlnych,
co z kolei zalezy od róznicy dróg optycznych.

Bryant i wspólpracownicy badali proces fotoodlaczenia elektronów od jonów wodoru
H- w obecnosci slabego zewnetrznego pola magnetycznego. Swiatlo laserowe zderzalo
sie z relatywistyczna. wiazka ujemnie naladowanych jonów H- o energii 800MeV
powodujac przejscie jonu w neutralny atom wodoru z emisja elektronu. Wiazki
zderzaly sie pod katem a (zdefiniowanym tak, ze a = 00 dla zderzenia "czolowego").
Przez zmiane kata a mozna bylo plynnie zmieniac energie fotonu "widziana" przez jon.

o Energia ta w ukladzie, w którym jon spoczywa, wynosi

E7 = IE~(1 +,6 cos a), ,6 = v/c, 1= (1 - ,62)-1/2,

gdzie E!; jest energia fotonów w ukladzie laboratoryjnym. Zdolnosc rozdzielcza
pomiaru energii wynosila okolo 10-3 eV. W miejscu przeciecia sie wiazek przylozone
bylo slabe pole magnetyczne B o kierunku równoleglym do wiazki laserowej.
VI ukladzie spoczynkowym jonu, zgodnie z relatywistycznym prawem transformacji
pól, jon "widzi" nie tylko pole magnetyczne, ale i elektryczne Et. To pole elektryczne
Et ma kierunek prostopadly do pola B i predkosci jonu, a wiec jest prostopadle
do plaszczyzny reakcji. Natezenie pola Et zalezy od wartosci B i predkosci jonów.
Relatywistyczne jony poruszaja sie z predkoscia v = 0,842 c, a wiec "widza" silne pole
Et = vB sin a nawet dla slabych pól B. W doswiadczeniu natezenie pola B wynosilo
0,03 T i 0,047 T, co odpowiada Et rzedu 107 V/m.

Stale pole Et "widziane" w ukladzie spoczynkowym jonów dziala na wyemitowne
elektrony podobnie jak zwierciadlo' w interferometrze optycznym. Jesli poczatkowo
elektron porusza sie w kierunku linii sil pola Et, to bedzie hamowany i nastepnie
zawrócony w kierunku przeciwnym. Jego predkosc przy ponownym przejsciu przez
polozenie poczatkowe bedzie przeciwna do predkosci poczatkowej. Wyglada wiec
tak, jakby elektron zostal wyemitowany w przeciwnym kierunku, ale z pewnym
opóznieniem.

Zjawisko fotoodlaczenia bylo badane dla dwóch polaryzacji wiazki laserowej, w których
plaszczyzna pola elektrycznego swiatla lasera
a) byla prostopadla do plaszczyzny reakcji, tzn. równolegla do kierunku Et ­
tzw. polaryzacja 71";

b) lezala w plaszczyznie rea.kcji, tzn. byla prostopadla do Et - tzw. polaryzacja (J".

Wzgledna liczba fotoodlaczonych elektronów przy polaryzacji 71" swiatla lasera dla
dwóch wartosci pola B jest przedstawiona na wykresach. Wyraznie widac regularne
"falowanie" danych doswiadczalnych. Przy polaryzacji (J" nie zauwazono zadnej

re~ularnej struktury i wyniki niewiele róznily sie od rezultatów uzyskanych z B = O.

Zgodnie z teoria kwantowa, stan elektronu wybitego przez foton jest opisany funkcja
falowa. Wystepowanie w danych doswiadcz(Llnych regularnej struktury mozemy teraz
wytlumaczyc jakosciowo stosunkowo prosto. Przy polaryzacji 71" swiatla laserowego
elektrony emitowane sa w kierunku pola Et. Funkcja falowa elektronu lecacego
w kierunku zgodnym z Et, "odbita" od bariery potencjalnej pola Et, moze interferowac
z funkcja falowa, elektronu wyrzuconego w przeciwnym kierunku. Jezeli interferencja
ma charakter konstruktywny (funkcje dodaja sie), to elektron moze opuscic jon, jesli
destruktywny, to nie ma emisji. Charakter interferencji zalezy od róznicy faz czy tez
opóznienia funkcji falowej, tzn. od tego, jak daleko nastepuje "odbicie" elektronu. To
z kolei zalezy od energii kinetycznej elektronu, a wiec od energii fotonów powoduja.cych
jego odlaczenie. Elektrony o wyzszej energii odleca dalej, zanim zostana zawrócone
przez pole Et. Dla nich "zwierciadlo" znajduje. sie dalej. Ze wzrostem energii fotonów
wzrasta liczba odlaczonych elektronów. Na tle stalego wzrostu widac regularne
falowanie, które odpowiada efektowi interferencji na przemian konstruktywnej
i destruktywnej w miare oddalania' sie "zwierciadla".

Zanikanie interferencji przy energii fotonu 2': 0,88 eV mozna wytlumaczyc w podobny
sposób. In·terferencja moze zajsc pod warunkiem, ze odleglosc do elektrostatycznego
"zwierciadla" nie jest zbyt duza. Jesli czas T powrotu elektronu przekroczy
charakterystyczny czas TO oddzialywania fotonu z ukladem atomowym, to interferencja
nie bedzie mogla nastapic, gdyz elektron musial sie juz "zdecydowac": opuscic jon czy
nie. W ukladzie spoczynkowym jonu czas przelotu elektronu o poczatkowej energii
kinetycznej e do bariery i z powrotem mozna oszacowac korzystaja.c z klasycznego
wzoru dla ruchu jednostajnie przyspieszonego

T = 2vo/a = (8me)'/2/eEt.

A

0.91

C'

0870830790.75

Mamy zatem

c

ROllwi~lIanie lIadania M 616.
Dorysujmy tr6jkat ABC' tak, by
powstal r6wnoleglobok.

B=0,03T

2· CQ < AC + BC,

gdzie CQ jest grodkowa opuszczona na
bok AB, Dodaj ac stronami trzy takie
nier6wnogci otrzymujemy pierwsza
czesc tezy, Podobnie dowodzimy
drugiej. Zauwazmy, ze punkt przeciecia
srodkowych dzieli je w stosunku 2': 1.

'2
AB < AO + OB = 3(AA, + BB,).

Nastepnie dodajemy trzy takie
nier6wnogci.
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Dla energii kinetycznej elektronu e = 0,13 eV (e = energia fotonu - energia progowa =
= 0,88 eV - 0,75 eV) i Et = 107 V/m otrzymujemy To ~ 2,4.10-13 s. Korzystajac
z zasa.dy nieoznaczonosci Heisenberga TollE ~ n, mozemy oszacowac nieoznaczonosc
energii ukladu atomowego ilE ~ 1,4 " 10-3 eV, co zgadza sie bardzo dobrze
z oszacowana zdolnoscia rozdzielcza aparatury pomiarowej. Innymi slowy, wartosc
energii "fotonu, przy której interferencja zanika, pozwala zmierzyc czas oddzialywania
fotonu z jonem wodoru.

Autorzy pokusili sie o przeprowadzenie bardziej szczególowej analizy. Wyniki ich
obliczen przedstawione sa na wykresach za pomoca linii ciaglej i jakosciowo zgadzaja
sie z danymi doswiadczalnymi. Pelniejsza analiza powinna uwzgledniac oddzialywanie
elektronu z atomem wodoru w stanie koncowym.

Dla polaryzacji ()' swiatla laserowego elektrony sa emitowane przewaznie w kierunku
poprzecznym do pola Et. Nie ma wiec odbicia elektronu od elektrostatycznej bariery
potencjalu, a wiec nie ma równiez zjawiska interferencji.

Opisany uklad zachowuje sie wiec rzeczywiscie analogicznie do interferometru
optycznego. Sam interferometr - jon i elektron - porusza sie z predkoscia bliska
predkosci swiatla. W tym doswiadczeniu badano szereg istotnych pojec wspólczesnej
fizyki. Czy interferometr ten moze dostarczyc nowych, precyzyjnych testów teorii
wzglednosci lub mechaniki kwantowej.? Byc moze, ze podobnie jak w doswiadczeniu
Michelsona i Morleya, przyjdzie poczekac na odpowiedz pare lat.

Domino

Potracenie jednej z ustawionych w szereg kostek domina powoduje kolejne
przewracanie sie nastepnych. Zjawisko jest bardzo efektowne - znalezli sie nawet
entuzjasci ustawiajacy setki tysiecy róznokolorowych kostek tylko po to, zeby
obserwowac, jak w ciagu kilkunastu sekund przewracaja sie "przez indukcje", jedna
po drugiej. Nakrecone podczas takich doswiadczen filmy byly juz wielokrotnie
pokazywane w telewizji. Widac na nich wyraznie przesuwanie sie zaburzenia ze stala
predkoscia. Wbrew pozorom obliczenie tej predkosci jest dosyc skomplikowane, jezeli
chcemy, by wynik byl bliski wartosci rzeczywistej.

Zjawisko jest bardzo proste. Przewracajaca sie kostka zwieksza predkosc katowa
swego obrotu wokól nieruchomej krawedzi (zakladamy, ze kostki nie slizgaja sie
po poziomym podlozu) kosztem energii potencjalnej. Uderzajac w sasiednia kostke
przekazuje jej czesc swojej energii kinetycznej. Uderzona kostka odskakuje "do przodu"
i Jezeli uzyskuje energie kinetyczna wystarczajaca do obrócenia jej o kat rp zaznaczony
na rysunku i odpowiadajacy tej fazie ruchu, w której jej srodek ciezkosci podnosi
sie, to bedzie sie przewracala dalej, uderzy nastepna itd. Poczatkowe predkosci
po kolejnych zderzeniach moga malec lub rosnac, zalezy to glównie od rodzaju
zderzenia i wzajemnych odleglosci elementów. Dla uproszczenia rozwazan pominiemy
przypadek wystapienia wielokrotnego zderzenia miedzy kolejnymi kostkami. Podobne
zalozenie przyjal W. J. Stronge w pracy opublikowanej w 1987 roku w Proceedings

ol the Royal Society ol London, A409 str. 199. Ponizej przedstawiamy w skrócie jego
wyniki.

Na rysunku przedstawiony jest szereg kostek o grubosci h i wysokosci L rozstawionych
w odleglosci 'x. Zakladamy oczywiscie, ze kostki sa jednorodne, a wiec ich srodki
ciezkosci leza na przekatnej, na wysokosci L/2. W polozeniu poczatkowym przekatna
krawedzi bocznej tworzy z pionem kat rp = arctg(h/ L), a w momencie uderzenia
w sasiada kat t/J, przy czym t/J + rp = arcsin('x/L). Krawedz kostki uderza w nastepna
na wysokosci e = Lcos(t/J + rp). Poczatkowa i koncowa (w mom.enci!,!zderzenia)
predkosc katowa i-tej kostki oznaczmy odpowiednio przez Pi i t/Ji. Jak latwo pokazac,
ich_stosunek wynosi

• ( ) 1/2
~i = 1- llPi
rpi Ko,i

gdzie llPi oznacza zmiane energii potencjalnej, a Ko,i poczatkowa energie kinetyczna.
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. () 1/2
'Pi+1 = (1 + e) 1 _ 6Pi
Pi 1+ (€ + p,~)/(€ - p,~) Ko,i .

Predkosc rozprzestrzeniania sie zaburzenia jest stala, gdy PHI = Pi dla kazdego i.
Wartosc odpowiedniej predkosci katowej wynosi .

( )1/2
. _ (1 ) 2(cos'P - cos'l/J)

'P.-w +e R2-(1+e)2 , .
gdzie w = (3gcos'P/2L)1/2, R = 1 + (€ + p,~)/(€ - p,~). Zachodzi zawsze R > 2 i e < 1,
a wiec R> (1 + e). Stala predkosc osiagana jest, gdy ~ > h(l + cos 2'P).

t = 13.50 m5

t =0.0 m5

t =6.75m5

I I Mamy wiec równiez
.. - .- :- ~ ~ n _6_P._i = 6gC~s2'P(cos 'l/J- cos 'P) .~</!/ U U U Ko,i 2L'Pi

l--~------------- SkorzystalIsmy tu z faktu, ze moment bezwladnoscI kostkI wzgledem meruch~meJ
krawedzi wynosi ML2 /(3 cos2 'P). Pozostalo nam wyznaczenie uzyskiwanej w zderzeniu
predkosci katowej PiH w zaleznosci od wartosci pi. Nalezy teraz przyjac prosty, ale
realistyczny model przebiegu zderzenia. "Prawdziwe" zderzenia nie sa ani doskonale
sprezyste, ani doskonale niesprezyste - mozna ten fakt uwzglednic zakladajac, ze
stosunek róznicy wzglednych predkosci powierzchni cial przed zderzeniem i po
zderzeniu wynosi e (e = 1 w zderzeniu doskonale sprezystym i e = ° w zderzeniu
doskonale niesprezystym). Zderzajace sie powierzchnie nie sa tez nigdy doskonale
gladkie, co uwzgledniamy dodajac do Pi - przekazu pedu prostopadlego do plaszczyzny
zderzenia - przekaz P,Pi do niej równolegly, gdzie p, oznacza wspólczynnik tarcia.
Po uczynieniu takich zalozen otrzymujemy, ze

t = 20.25 m5
Dla sprawdzenia swojego modelu W. J. Stronge wykonal staranne doswiadczenia
uzywajac kostek opisanych parametrami: L = 41,78 mm, h = 7,58 mm, w = 18,95 S-l,
e = 0,846 ± 0,03, P, = 0, 176 ± 0, 04. Odpowiedni kat 'P wynosil okolo 10,3°. Dla
'l/J< 'P nie ustala sie stala predkosc rozprzestrzeniania sie zaburzenia. Ponizsza tabelka
przedstawia otrzymane wyniki wraz z wartosciami teoretycznymi:

t =2700 m5 ZmierzonaObliczona

~/h

'P'l/J€IL stala stala
I predkosc (m/s)predkosc (m/s)

2,89

10,3°21,3°0,851 1,040,65
3,89

10,3°34,6°0,708 0,97 0,80
4,51

10,3°44,6°0,573 0,87 0,86

t= 33.75m5

~t= 4050

Jak widac teoria zgadza sie z doswiadczeniem dla duzych wartosci ~/h. Pr7iY
gestszym ustawieniu kostek istotna role odgrywaja wielokrotne. zderzenia zwieks~ajace
obserwowana predkosc. Pojawialy sie one juz po przewróceniu 3 - 4 pierwszych
kostek. Rysu'nek przedstawia kolejne fazy ruchu w doswiadczeniu z ~/h = 2,89.
Widac na niej, jak kostka i - 2 uderza w i-l przed oderwaniem sie od niej kostki i.
Dodatkowe zderzenia zwiekszaja predkosc "podrózowania" fali zaburzenia.

l=4725m5
~

Jak widac, mimo prostoty zjawiska jego opis jest dosc skomplikowany, a dokladna
teoria wymagalaby uwzglednienia bardzo wielu róznych mozliwosci jego przebiegu
i znajomosCi wlasnosci materialów, z których wykonane sa biorace w nim udzial
elementy. Jest to typowe dla wszeikich problemów "zyciowych".

Poprawny opis najprostszych zjawisk "rzeczywistych" jest na ogól bardzo trudny.
W tym sensie zadania matematyki sa najprostsze, gdyz moga nie miec zadnego zwiazku
z rzeczywistoscia. Fizyk teoretyk musi juz brac pod uwage zjawiska zachodzace
"naprawde", ciagle jednak moze rozwazac je jako izolowane od innych, zwykle im
towarzyszacych. Naprawde trudne zadania rozwiazuja inzynierowie - oni nie moga
pomijac czynników trudnych do opisania, stad uzywaja wielu formul empirycznych
i pólempirycznych, gdyz czesto ich zadania sa zbyt trudne do rozwiazania scislego.

Czytelników zachecamy do przeprowadzenia wlasnych badan nad ukladem kostek
domina. Mozna na przyklad zastanawiac sie, co bedzie, gdy kolejne kostki beda coraz
wieksze. Na ile mozna wówczas zwiekszac energie kinetyczna ich ruchu? Czy móglby
dzialac "wzmacniacz" mechaniczny, w którym przewracajac malutka kostke po kilku
zderzeniach przewracamy wielka plyte? .

Opracowal A. M.
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mala delia

Predkosci ponadswietlne

Predkosci ponadswietlne sa zakazane przez. cala
wspólczesna fizyke. Nie przeszkadza to jednak,
ze sa obserwowane.

Wyobrazmy sobie mianowicie (rysunek),
ze ze zródla Z (np. z centrum kwazara)
wystrzelony zostaje z duza predkoscia v oblok
swiecacej materii w kierunku tworzacym kat a
z promieniem widzenia.

M

v

Niemniej jednak zaobserwowanie bezposrednio
tego zjawiska nie jest proste. Przemieszczanie
sie obloków w kwazarach nawet z predkosciami
"naqswietlnymi" , ogladane z bardzo daleka,
zostanie zauwazone dopiero po odpowiednio
dlugim czasie albo trzeba dysponowac technika
umozliwiajaca uzyskanie obrazu kwazara
z ogromna rozdzielczoscia. W praktyce idzie
sie na kompromis: maksymalna rozdzielczosc
zapewnia radioastronomia (wykorzystanie
radiointerferometrów), by dostrzec zas zmiany
obrazu kwazara, trzeba i tak odczekac lata.
Na zdjeciu mamy przyklad takiego zjawiska.

Sygnal swietlny albo radiowy, towarzyszacy temu
wystrzeleniu, porusza sie ku Ziemi, oczywiscie,
z predkoscia c = 300 000 km/s. Po czasie t czolo
sygnalu osiaga punkt S, oblok zas punkt M.
Teraz jakikolwiek sygnal wyslany z M ku Ziemi
znajdzie sie w tyle za pierws:zym sygnalem o M' S,'

czyli bedzie spózniony o M'S/c. Obserwator
na odleglej Ziemi odniesie wiec wrazenie, ze
oblok przebyl droge M'M w czasie M'S/c. Ta
obserwowana predkosc obloku wyniesie' zatem

V = vt sin a = c sin a
, (ct - vt cos a) / c ~ - cos a .

Latwo zauwazyc, ze na wiele sposobów mozna tak
dobrac ai v (oczywiscie v <c), ze ostatni ulamek
bedzie dowolnie wiekszy od 1. Np. dla v = 0,9 c
i a = 20° dostajemy V = 2c. Widzimy wiec, ze
- krótko mówiac - predkosci ponadswietlne sa
zjawiskiem tylko pozornym. Cale szczescie!
Mamy liczne dowody na to, ze w kwazarach
zachodza niezwykle burzliwe procesy, w wyniku
których wyrzucanie materii z predkosciami
przyswietlnymi jest na porzadku dziennym.

z c
M' 5

Widzimy tu cztery obrazy radiowe kwazara
3C345 na fali 14 cm, pochodzace z kwietnia 1981,
czerwca 1982, lutego 1983 i stycznia 1984. Oblok
prawy oddalil sie od lewego (centrum kwazara)
w ciagu trzech lat o 0~00086, co w rzucie na
sfere niebieska, przy znanej odleglosci kwazara
od Ziemi, stanowi 23 lata swietlne! Wynik jest
impomijacy; szkoda, ze nie da sie stad wyznaczyc
osobno a i osobno v.

Mala Delte przygotowal Tomasz KW AST
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Zazwyczaj nasz kontakt z matematyka polega na rozwiazaniu sformulowanego przez kogos zadania, sprawdzeniu czyjejs
hipotezy albo na skonstruowaniu matematycznego modelu jakiegos zjawiska czy procesu. We wszystkich tych sytuacjach
mamy do dyspozycji gotowy zestaw obiektów matematycznych (figur, dzialan, zbiorów, relacji, funkcji), które sluza nam do
zrealizowania zamierzen. I rozwiazujac nasz problem poszerzamy czesto ten zasób matematycznych obiektów.

Mozna jednak zajmowac sie matematyka i w inny sposób. Mozna nie odpowiadac na zadne pytania, a tylko demonstrowac
jakies nowe matematyczne obiekty tak, jak pokazuje sie egzotyczne zwierzeta w menazeriach. Ostatnio wielka kariere robia
fraktale w ten wlasnie sposób wprowadzone do matematyki przez Mandelbrota. Robia kariere, to znaczy staja sie (bo takie
sa ciekawe) obiektem badan matematycznycb i usilnych poszukiwan, czy nie ma przypadkiem jakiegos problemu, do którego
mozna by je zastosowac (porównaj np. Delty 2/1985, 3/1986, broszura Co to jest tu.rbu.lencja ?).

Takie wlasnie podejscie zostalo zaproponowane przez Lucyne Dziedzic z Dzialdowa w jej ubieglorocznej pracy na Konkurs
Uczniowskich Prac z Matematyki. Praca ta zostala nagrodzona brazowym medalem i wywolala duze zainteresowanie wsród
uczestników Zjazdu Polskiego Towarzystwa Matematycznego (gdzie byla prezentowana), choc nie ma w niej ani jednego
udowodnionego twierdzenia czy rozwiazanego zadania.

Kolejny wariant daje krzywa jajowata otwarta z jednej
strony.

Czasem otrzymujemy krzywa jajowata.

Przy pewnych dlugosciach l!tncuthów eluida moze byc
krzywa otwarta.

Od wieków ludzie pasa kozy na uwiezi. Tradycyjny sposób
palikowania to lancuch z jednej strony przymocowany do
palika, z drugiej do kozy. Wtedy krzywa, po której moze
poruszac sie koza, utrzymujac caly czas napiety lancuch,
jest okregiem. Jesli przymocowac oba konce lancucha do
palików (ognisk) i umozliwic kozie swobodne poruszanie
sie wzdluz lancucha, to bedzie sie ona (przy napietym
lancuchu) poruszac po elipsie.

Zaczelam sie zastanawiac, co bedzie, gdy uzyje wiekszej
liczby lancuchów, a mianowicie: dwóch lancuchów
ograniczajacych o'koncach zamocowanych w ogniskach
lezacych na jednej prostej, i lancucha wodzacego,
którego konce moga poruszac sie wzdluz lancuchów
ograniczajacych. Koza przesuwa sie wzdluz lancucha
wodzacego. Krzywa, po której moze poruszac sie tak
zamocowana koza (przy napietych lancuchach), nazywam
eluida (e - od elipsy, lu - z mego imienia, ida - koncówka
nazw wielu krzywych).

Teoria glodnej kozy

Zastanawialam sie nad róznymi pytaniami zwiazanymi
z eluidami:

Jakie sa ich równania analityczne?
Jaki jest obszar trawy, która moze zjesc koza?
Jakie krzywe powstana, gdy ogniska umieszcze na prostych
prostopadlych?
Jakie krzywe powstana, gdy bede zwiekszac liczbe
lancuchów?

Lucyna DZIEDZIC
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Rys.l. Rozklad galaktyk
w gwiazdozbiorze Mikroskopu
wykazujacy wyratny deficyt galaktyk
w obszarze zaznaczonym ciagla
linia. Ten brak galaktyk zostal
zinterpretowany przez C. Hoffmeistera
jako skutek przesianiania przez oblok
lezacy blizej nas. Tak, w 1962 r.,
zostal odkryty pierwszy oblok materii
miedzygalakt yc znej.

Rys.2. Zaburzenie struktury galaktyki
(z prawej) zostalo przez Ch. Kowala
(1964) zinterpretowane jako efekt
przesloniecia przez maly oblok materii
miedzygalaktycznej. Wieksza liczba
losowo rozrzuconych takich oblok6w
spowodowalaby spadek jasnoll"ci
powierzchniowej galaktyki. Efekt
taki bylby jednak bardzo trudny do
zmierzenia. Latwiej mierzalne sa
r6znice barw galaktyk w obszarze
"czystym" i przeslanianym, bowiem
materia miedzygalaktyczna - jak
i miedzygwiazdowa' - powoduje
poczerwienienie obiekt6w ogladanych
przez nia. O obecnoll"ci materii
miedzygalaktycznej moze tez ll"wiadczyc
systematyczne poczerwienienie .'
galaktyk odleglych w por6wnaniu
z bliskimi, aczkolwiek trzeba je
umiec odr6znic ód poczerwienienia
wywolanego ekspansja Wszechll"wiata.

Ekstynkcja rniedzygalaktyczna

Mgr Jan KOR ONSKI

.Ekstynkcja jest zjawiskiem polegajacym na oslabieniu natezenia promieniowania
wskutek rozpraszania i pochlaniania (absorpcji) w osrodku, przez który promieniowanie
to przechodzi. Miara tego oslabienia jest okreslana tym samym slowem, a jest nia
liczba mówiaca, o ile wielkosci gwiazdowych maleje jasnosc obiektu przeslanianego
warstwa rozproszonej materii. Tak rozumiana ekstynkcja jest zatem parametrem
okreslajacym przezroczystosc osrodka.

W zaleznosci od natury osrodka, w którym promieniowanie jest rozpraszane lub
absorbowane, wyrózniamy trzy zasadnicze rodzaje ekstynkcji: atmosferyczna,
miedzygwiazdowa i miedzygalaktyczna. Ostatnia z nich jest do tej pory naj slabiej
zbadanym rodzajem ekstynkcji. Jej istnienie jest uwarunkowane obecnoscia materii
miedzygalaktycznej, co jeszcze czasem bywa przedmiotem dyskusji i sporów. Jednak
znakomita wiekszosc astronomów juz od kilku dziesiatek lat nie watpi w istnienie
materii miedzygalaktycznej .

Przez materie miedzygalaktyczna rozumiemy w ogólnosci wszystkie obiekty kosmiczn~,
które znajduja sie miedzy galaktykami, a same galaktykami nie sa. Zaliczamy wiec
do niej pyl i gaz rozproszony w przestrzeni miedzygalaktycznej , wieksze i mniejsze
ciala meteorowe, a nawet pojedyncze gwiazdy i ciala planetarne znajdujace sie
z dala od galaktyk. Oczywiscie, istnienie niektórych z wymienionych wyzej obiektów
w przestrzeni miedzygalaktycznej jest do dzis watpliwe, gdyz nie dysponujemy
wystarczajacymi na to dowodami natury obserwacyjnej. Liczenie sie z ta mozliwoscia
jest jednak uzasadnione teoretycznie, poniewaz obiekty obecne w galaktykach moga byc
z nich wyrzucane wskutek dzialania tzw. sil nieregularnych, tj. wystepujacych podczas
bliskich spotkan z innymi obiektami.

Z punktu widzenia obserwatora materie miedzygalaktyczna mozna podzielic na dwie
grupy. Do pierwszej beda wchodzic te obiekty, które same emituja promieniowanie,
a wiec gwiazdy miedzygalaktyczne, swiecacy gaz, oswietlony pyl miedzygalaktyczny.
Druga grupe stanowia te obiekty, które same nie emituja dostrzegalnego dla
obserwatora promieniowania, ale sa obserwowane wskutek wywolywanej przez nie
absorpcji oraz rozpraszania i ekranowania (przeslaniania) - czyli w sumie wskutek
ekstynkcji. Ta wlasnie ekstynkcja miedzygalaktyczna przejawia sie w oslabieniu blasku
i zmianie barw odleglych galaktyk i kwazarów.

Trzeba jednak zdawac sobie sprawe z tego, ze ten sam obiekt kosmiczny moze byc
widoczny jako emitujacy promieniowanie w jednym zakresie fal elektromagnetycznych
(np. na falach dlugich, radiowych, a wiec za pomoca radioteleskopu), a ekstyngujacy

w innym (np. na falach krótkich, optrcznych, przy obserwacji za pomoca teleskopu).

Badanie ekstynkcji miedzy galaktycznej rozpoczeli jako pierwsi w 1917 r. Bertii
Lindblad i Knut Lundmark. Poszukiwali oni zaleznosci miedzy wskaznikami
barwy a pewnymi wskaznikami wzglednych odleglosci mglawic. Dzisiaj jest nam
trudno uwierzyc w to, ze wtedy pozagalaktycznosc samych mglawic, które potem
w wiekszosci okazaly sie galaktykami, byla bardzo ryzykowna i kontrowersyjna
hipoteza. W wiekszosci astronomowie jej nie uznawali, a wiec konsekwentnie nie
uznawali hipotezy istnienia materii miedzygalaktycznej, a co za tym idzie, nie brali pod
uwage mozliwosci zjawiska ekstynkcji miedzygalaktycznej.

W ogóle astronomia pozagalaktyczna zaczela nabierac. charakteru teorii naukowej
dopiero od chwili pierwszego wyznaczenia odleglosci galaktyk dokonanego przez
Hubble'a w 1926 r. W miare rozwoju astronomii pozagalaktycznej zaczeto tworzyc
metody badan materii miedzygalaktycznej i ekstynkcji przez nia wywolanej. Powstalo
wiele publikacji na ten temat, jednak nie rozstrzygaly one problemu ekstynkcji
miedzygalaktycznej. Nie dawaly one pozytywnych wyników albo oparte byly
na blednych zalozeniach. Niektóre wrecz przeczyly istnieniu zjawiska ekstynkcji
miedzygalaktycznejj doszlo nawet do rozpowszechnienia tego pogladu. Jednak
w 1949 r. ukazala sie publikacja Morisa Ejgensona wykazujaca na kilka sposobów
istnienie ekstynkcji miedzygalaktycznej, np. tak wlasnie autor zinterpretowal
obserwowany gdzieniegdzie spadek jasnosci powierzchniowej galaktyk ze wzros~em ich
odleglosci. Pomimo kontrowersyjnosci praca ta stala sie impulsem do dalszych badan
ekstynkcji.
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Wczesniejszy poglad, jakoby ekstynkcji miedzygalaktycznej nie bylo, byl przyczyna
tego, ze problemem tym zajmowali sie tylko nieliczni astronomowie. Na szczescie
problem ten odzyl, gdy w latach siedemdziesiatych zauwazono w rozkladzie widma
promieniowania szczatkowego odchylenia od praw promieniowania ciala doskonale
czarnego i wytlumaczono je obecnoscia materii miedzygalaktycznej . Wprawdzie
wyniklo. to ze zle przeprowadzonej przez kilku autorów dyskusji bledów (nie znajac
teorii wyznaczyli zbyt male bledy obserwacji); efekty wówczas odkryte okazaly
sie juz w rok po opublikowaniu zupelnie nieistotne, niemniej przeswiadczenie, ze
sa istotne, wywolalo zainteresowanie materia miedzygalaktyczna, które nie ustalo
po wyjasnieniu bledu. Dzieki temu powstalo i nadal powstaje wiele ciekawych prac
i metod badawczych potwierdzajacych realnosc ekstynkcji, a wiec istnienie materii
miedzygalaktycznej .

Jeszcze dokladnie nie wiadomo, jaka forma materii powoduje ekstynkcje
miedzygalaktyczna. Tymczasem zaklada sie, ze wywoluja ja takie same czastki pylu
kosmicznego, jak w przypadku ekstynkcji miedzygwiazdowej - jest to w kazdym razie
hipoteza coraz lepiej ugruntowana.

Z obserwacji wynika, ze tak jak w przypadku materii miedzygwiazdowej, materia
miedzygalaktyczna tez jest rozmieszczona w przestrzeni nierównomiernie - grupuje
sie w poszczególnych oblokach. Struktura ta jest hierarchiczna, tzn. obloki duze,
o rozmiarach do dziesiatków megaparseków, skladaja' sie z obloków mniejszych,
przypominajacych swym wygladem rozsiane w przestrzeni klaczki. Niektóre qbloki
bywaja obserwowane w zakresie rentgenowskim, inne w podczerwieni. Istnieje'
tez poglad (aczkolwiek dosc odosobniony), ze pasma pylu widoczne w niektórych
galaktykach eliptycznych sa schwytanymi oblokami miedzygalaktycznymi.

Zwazywszy rozmaitosc form wystepowania materii miedzygalaktycznej i nowosc
samego zagadnienia nie dziwmy sie, ze nie mamy pelnego obrazu ewolucji i warunków
panujacych w tym osrodku. Wedlug oszacowan akceptowanych przez wiekszosc
specjalistów dolna granica ekstynkcji miedzygalaktycznej nie powinna byc mniejsza
od 0,01 mag/Mpc, a wiec w grubym przyblizeniu o cztery rzedy wielkosci mniej niz
ekstynkcja miedzygwiazdowa.

__ Zadania
Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 514. Dane sa liczby zespolone Zl, Z2, Z3, których suma odwrotnosci wynosi O.
Wykazac, ze O = (O,O) lezy w trójkacie ó wierzcholkach Zl, Z2, Z3.
Rozwiazanie na str. 4 ,

M 515. Znalezc wszystkie liczby naturalne n, dla których n2 + 1 i (n + 1)2 + 1 sa
pierwsze.
Rozwiazanie na str. 4

M 516. Udowodnic, ze suma dlugosci srodkowych trójkata jest mniejsza od jego
obwodu, a wieksza od 3/4 obwodu.
Rozwiazanie na str. 5

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 250. Rysunek przedstawia uproszczony schemat urzadzenia do podawania farby
w maszynie drukarskiej. Farba podawana jest z bebna K, który swobodnie obraca
sie na sztywno umocowanej osi. Walec P prowadzi papier. Jego os obrotu tez jest
nieruchoma. Po powierzchni walców K i P bez poslizgu toczy sie swobodnie walek
o promieniu r i masie M wykonany z materialu sprezystego. Linia laczaca osie T
i P tworzy z poziomem kat e. Jakie maksymalne przyspieszeI).ie katowe € mozna
nadac walcowi P tak, by walec T nie oderwal sie od bebna K? Moment bezwladnosci
bebna K mozna zaniedbac.
Rozwiazanie na str. 1

F 251. W chwili poczatkowej kulka o promieniu R i masie M slizga sie z predkoscia tI

po powierzchni poziomej (nie obraca sie). Jaka odleglosc przebedzie kulka do chwili,
gdy zacznie toczyc sie bez posHzgu? Wspólczynnik tarcia kulki o powierzchnie
wynosi /L.

Rozwiazanie na str. 3
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Trudne zadanie w Klubie 44 ...

... bylo juz niejedno. Ale tym razem trudnosc okazala
sie wieksza niz zwykle, a przy tym stalo sie to w sposób
niezamierzony. Przypomnijmy pokrótce, o co chodzi.

Zadanie nr 157 ligi zadaniowej zostalo zaczerpniete z pewnego
zbioru zadan. Podane w tym zbiorze rozwiazanie bylo
nieprecyzyjne, .ale wygladalo przekonujaco; dopiero przy próbie
scislego zredagowania okazalo sie niepoprawne. A próby
usuniecia luki ujawnily faktyczna trudnosc zadania. Numer
Delty byl juz wydrukowany, na zmiane zadania bylo za pózno.
W gronie redakcyjnym, przy wspólpracy innych matematyków
z UW (Rafal Sztencel, Witold Szczechla) udalo sie dopracowac
dowód (dosc zawily, ale mamy nadzieje, ze poprawny), który
ponizej zaprezentujemy (zgodnie z obietnica dana w numerze
211988). Dlaczego nie wczesniej? Czekalismy: a nuz ktos'
z uczestników ligi znajdzie dowód prostszy. Niestety; wsród
niewielu rozwiazan, które wplynely, nie bylo ani jednego w pelni
poprawnego ...

Zadanie bylo takie: Wielokat W ma pole S i obwód d. Dowiesc,
ze W zawiera kolo o promieniu> Sld.

A rozwiazanie w zbiorze zadan - takie: przypuscmy, ze nie
istnieje kolo o promieniu r zawarte w W. Wówczas kazdy
punkt wielokata W jest odlegly nie wiecej niz o r od brzegu.
To znaczy, ze jesli wezmiemy paski szerokosci r wzdluz kazdego

boku, to one (w zasadzie) pokryja W. Prc:blem pojawia sie przy
wierzcholkach, gdzie trzeba dokonac staranniejszej kalkulacji.
Mianowicie, jesli mamy bok od A do B, budujemy nie pasek,
ale zbiór punktów odleglych o nie wiecej niz r od AB i lezacych
pomiedzy dwusiecznymi katów A i B. Pole tego zbioru równa
sie r· (dlugosc AB) + (dwa przyczynki przy koncach). Jesli
kat przy wierzcholku (np. A) jest < 11", musimy odjac trójkat
prostokatny o wysokosci r i kacie A/2; ma on pole wieksze niz
zawarty w nim wycinek kola o polu (r2/4)(1I" - A). Jesli kat
przy wierzcholku (np. B) jest 2':11", musimy dodac wycinek kola
o rozwartosci katowej (B - 11")/2, o polu (r2/4)(B - 11"). Lacznie
wiec, pelna powierzchnia tych zbiorów jest ograniczona przez
r· (obwód) - (r2/2)(suma katów zewnetrznych) =;.. (dbwód)­
-1I"r2, a poniewaz z zalozenia suma tych zbiorów zawiera caly
wielokat, widzimy, ze (pole) ~ r· (obwód) -lrr2. Skoro,to jest
prawda dla wszystkich r przekraczajacych maksymalny promien
kola wpisanego, wiec Sld jest dolnym ograniczeniem dlugosci
tego promienia.

c

Rys.2

Pewna odmiane tego rozumowania stanowilo stwierdzenie
pojawiajace sie w pracach uczestników ligi: czesc wspólna
prostbkatów opartych na bokach bedacych ramionami kata
wewnetrznego o mierze ex < 11" zawiera wycinek kola o promieniu
równym szerokosci prostokata i o rozwartosci katowej 11" - ex

(rys.1). Ale: czy zawsze musi tak byc? W sytuacji
przedstawionej na rysunku 3 zachodzi wrecz inkluzj a przeciwna!

Rys.3

Caly problem bardzo sie upraszcza, gdy wielokat jest wypukly;
wtedy wystarczy po prostu rozwazac prostokaty wzdluz boków,
nie modyfikujac ich przy wierzcholkach (i nie wprowadzac
zadnych wycinków kól).

Jesli natomiast wielokat nie jest wypukly, to wówczas, jak
zauwazylismy, wszystko jest w powyzszych rozwazaniach
dobrze pod warunkiem, ze szerokosc pasków jest mala. To
spostrzezenie podpowiada metode dowodu: brac waskie
paski i zmniejszac wielokat "po trocau" , stosujac argumenty
podobne do przedstawionych wyzej. Jest to rozumowanie typu
infinitezymalnego (bardzo waskie paski dadza bardzo drobne
przyczynki, które potem trzeba zsumowac ... ). Wlasciwy jezyk
do takich rozwazan - to jezyk pochodnych i calek. Okazuje sie,
ze zadanie nalezy do analizy raczej, niz do geometrii. '

Przejdzmy wiec do dowodu.

Dla dowolnej liczby r 2': O okreslamy zbiór otwarty

gdzie aw oznacza brzeg W,
a dist(p,aW) =min{IPQI : Q E aW}.
(Tak wiec Wo - to wnetrze wielokata W.) Kazdy punkt
zbioru W, jest srodkiem kola o promieniu r zawartego w Wo.
Niech R = sup{r : Wr f; 0}. Zadanie sprowadza sie do
wykazania, ze R > Sld.

Dla dowolnego zbioru C na plaszczyznie zbiór punktów
odleglych od C nie mniej niz o r bedziemy nazywac domknieta
r-otoczka C. Domknieta r-otoczka kazdego boku wielokata W
jest suma prostokata o szerokosci 2r i dwóch polówek kól
o promieniu r przyklejonych do przeciwleglych boków
tego prostokata (obwód takiej otoczki przypomina bieznie
lekkoatletyczna). Zbiór Wr powstaje przez usuniecie ze
zbioru WÓ··domknietych r-otoczek wszystkich boków. Jest wiec
albo wielokatem krzywoliniowym o brzegu zlozonym z odcinków
oraz luków okregów o promieniu r (wypuklosciallli zwróconych
ku wnetrzu Wr), albo suma skonczenie wielu skladowych,
z których kazda jest takim wielokatem krzywoliniowym.

Gdzie blad? W cichym zalozeniu, ze r jest male w porównaniu
z dlugoscia naj krótszego boku wielokata; wtedy rzeczywiscie
jest dobrze (rys.1): paski sa dlugie a waskie, zachodza na siebie
malymi kawalkami przy koncach i nie ma klopotów.

/

oW

Rys.!

Ale na przyklad w sytuacji z rysunku 2 "pasek" zbudowany na
krótkim boku AB (czyli prostokat ABKL), "zmodyfikowany"
przy wierzcholkach A i B przez uklad. dwusiecznych katów
wielokata, przybiera dosc dziwny ksztalt ABMN. Poniewaz
"pasek" przyporzadkowany bokowi CA redukuje sie do trapezu
CAPQ, istnieja w wielokacie punkty (np. punkt X na rysunku)
odlegle o mniej niz r od brzegu, a nie nalezace do sumy
otrzymanych figur.
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Lemat l. Niech r i h beda liczbami dodatnimi. Niech V bedzie
jedna ze skladowych zbioru Wr i niech P E V. Wówczas:

dist(P, aW) > r + h {o} dist(P, aV) > h.

Dowód. Implikacja => jest oczywista. Dla dowodu implikacji
przeciwnej przypuscmy, ze dist(P, aV) > h, ale dist(P, aW) ~
~ r + h. Istnieje wiec punkt Q E aw taki, ze IPQI ~ r + h
(rysA). Odcinek PQ przecina brzeg V; oznaczmy punkt
przeciecia przez Mj jesli jest ich wiecej niz jeden, bierzemy
punkt lezacy naj blizej P. Oczywiscie IPMI > h. Zatem IMQI =
= IPQI-IPMI < r. Przesuwajac nieznacznie punkt M wzdluz
odcinka MP w strone P dostajemy punkt N, dla którego
nierównosc INQI < r tez jest spelniona. Znaczy. to, ze N !l Wr
- sprzecznosc, bo N E V C Wr.

Udowodniony lemat mówi, ze zawarta w V 'czesc zbioru
Wr+h powstaje przez usuniecie z V domknietej h-otoczki
brzegu V. Jesli h jest male, to ta otoczKa sklada sie z pasków
prostoliniowych lub krzywoliniowych biegnacych wzdluz
"boków" V (cudzyslów, bo to kawalki prostych lub okregów),
przy czym kazdy z tych pasków ma punkty wspólne tylko
z dwoma paskami sasiednimi. Usuwajac ze zbioru V sume tych
pasków dostajemy zbiór U bedacy skladowa zbioru Wr+h; tak
wiec Wr+h ma (dla malych h) tyle samo skladowych, co Wr,
zawartych po jednej w róznych skladowych Wr•

Bedziemy teraz zmniejszac h. Pole h-otoczki brzegu V
(a raczej jej czesci zawartej w V) jest suma pól pasków prosto­
i krzywoliniowych o szerokosci r zmniejszona o sume pól
fragmentów, gdzie paski te zachodza na siebie. Przy h --> Ota
ostatnia suma jest wielkoscia rzedu h2. Pole kazdego paska
prostokatnego biegnacego wzdluz prostego boku V równa sie
h· (dlugosc tego boku); dla pasków bedacych fragmentami
pierscieni kolowych taka równosc tez zachodzi, z dokladnoscia
do skladników rzedu h2. Uwzgledniaj ac wszystkie skladowe,
otrzymujemy:

(1) pole Wr - pole Wr+h = h· (dlug()sc aWr)+

+(skladniki rzedu h2).

Punkty, w których stykaja sie "boki" wielokata krzywoliniowego,
nazwijmy jego wierzcholkami. Gdy r > O, wszystkie katy
wewnetrzne przy wierzcholkach V sa < 1r (w przeciwnym razie
niektóre polozone w V fragmenty h-otoczki brzegu V bylyby
sektorami kól o promieniu h, a przeciez brzeg Wr+h moze
zawierac tylko a,dcinki oraz luki okregów o promieniu r + h).
Gdy h jest male, "boki" U biegna wzdluz "boków" V w malej
odleglosci; wierzcholkom V odpowiadaja wierzcholki U (rys.5).

~
I \I

I

Niech A bedzie dowolnym wierzcholkiem U i niech A', Ali beda
prostopadlymi rzutami punktu A na dwa bliskie mu boki V.
Zastapmy fragment obwodu V zawarty miedzy A' i Ali przez luk
okregu o srodku A i promieniu h. Otrzymamy kontur gladki K,
o dlugosci mniejszej niz obwód V, skladaj acy sie z luków
okregów o promieniu r, o rozwartosciach katowych al, ... ,ak,
z luków okregów o promieniu h, o rozwartosciach katowych
{31,... ,{31,i' z odcinków prostych. tuki tych pierwszych okregów
sa zwrócone wypukloscia do wnetrza V, a tych drugich - na
zewnatrz V. Zauwazmy teraz, ze

dlugosc av - dlugosc au > dlugosc K - dlugosc au =

= Eh{3i - 2;:haj = h (E{3i - Eaj) = 21rhjl J l 1
ostatnia równosc wynika z tego, ze suma w nawiasie jest miara
kata pelnego zatoczonego przez wektor predkosci punktu
obiegajacego jednokrotnie kontur K. Uwzgledniajac wszystkie
skladowe otrzymujemy:

(2) dlugosc aWr - dlugosc aWr+h >
> 21rh· (liczba skladowych Wr) ?: 21rh.

Przyjmijmy oznaczenia: F(r) = pole Wr; I(r) = dlugosc awr.
Sa to funkcje ciagle na przedziale (O;R), jesli przyjmiemy
F(R) = O, I(R) = o. Z relacji (1) i (2), slusznych dla r E (OjR)

i dla malych h > O dosta?iemy po podzieleniu przez h i przejsciu
do granicy (h --> 0+):

(3) F.t(r) ~ - I(r); l.t(r) ~ -21r dla r E (O;R)

(uzyty w ostatniej nierównosci symbol oznacza górna pochodna
prawostronna funkcji I, czyli górna granice prawostronna ilorazu
róznico wego ).

Lemat 2. Jezeli G· i g sa funkcjami ciaglymi w przedziale (Ojr)

i jezeli G+(t) ~ g(t) dla t E (O;r), to
r

G(r) ~ G(O) + f g(t) dt.
o

r
Dowód. Niech c = r-1(G(0) - G(r) + f g(t)dt). Mamy

o

wykazac, ze c ?: o. Przypuscmy wiec, ze c < O. Wezmy pod
t

uwage funkcje H(t) = G(t) + et - f g(s) ds. Jest ona ciagla na
. o

(O;r), a ponadto H(O) = H(r). Zatem H przyjmuje swa wartosc
maksymalna na (Ojr) w pewnym punkcie b E (O;r). Zgodnie z
zalozeniem lematu i z uczynionym przypuszczeniem,

(4) H't-(t) = G+(t) + c - g(t) ~ c < O dla t E (O;r).

Poniewaz H(b) = maxH; a b> O, znajdzie sie punkt a E (O;b)
taki, ze H(a) < H(b) (inaczej H bylaby stala na (Ojb), co wobec
(4) nie jest mozliwe). Niech to bedzie punktem, w którym H
osiaga minimum na (ajb). Wtedy
to E (a;b) C (O;r) oraz H(to + h) - H(to) ?: O dla malych h > O.

Zatem H+(to) ?: O, wbrew (4). Ta sprzecznosc konczy dowód
lematu.

Ustalmy teraz r E (O;R) i zastosujmy Lemat 2 do funkcji
G(t) = I(t), g(t) = -21r na przedziale (Ojr)j zalozenia sa
spelnione, w mysl oszacowania (3) (z r zastapionym przez t).

Zatem I(r) ~ 1(0) - 21rr.

Zastosujmy ponownie Lemat 2, traktuj ac tym razem r jako
zmienna, R - jako prawy koniec przedzialu i przyjmujac
G(r) = -F(r), g(r) = 1(0) - 21rr dla r E (OjR)j zgodnie z (3),

G+(r) = -F.t(r) = I(r) ~ g(r) dla r E (OjR), wiec zalozenia
lematu sa spelnione. Dost~jemy:R •

-F(R) ~ -F(O) + f (1(0) - 21rr)dr = -F(O) + I(O)R - 1rR2,
o

czyli O ~ -8 + Rd -1rR2 i ostatecznie 8 < Rd, o co chodzilo.

Dowód twierdzenia danego w zadaniu jest tym samym
zakonczony.

dr Marcin E. KUCZMA



42.47pkt

41.77pkt

35.98pkt

Klub44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 X 1988

!=44

Czolówka ligi zadaniowej uKl ub 44 Nil

po uwzglqdnieniu ocen rozwiazan

zadan 163 /WT-l.29/ i 164 /WT-3.25/

z numeru 1/1988

Krzysztof Hryniewiecki
- Bialystok

Krzysztof Jedzinlak- Katowice

Andrzej Pawlowski - Zabrze

Lista nazwisk tym razem króciutka

/zgodnie z przyjetymi ustaleniami nie

wymieniamy uczestników, którzy przez

trzy kolejki nie powiekszyli swego

dorobku punktoweg%~~ Jest,jednak ruch

w strefie 25 - 30-punktowej i

rozezerzenie ak~ywnej czol6wki powinno

n&stapic juz wkrótce.

Czol6wka ligi zadaniowej "Klub 44 F"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

z&dan 59 /WT-l.48/. 60 /WT-3.41/.

61 /WT-l.22/ i 62 /WT-2.97/

z numer6w 12/1987 i 1/1988

Dzierzyslaw
Lipni&cki - Lublin 48. 17pkt

Boguslaw Mikielewic~ Brodnica 41.37pkt

Piotr Bal& - Torun 30.15pkt

Roman Musi&l - Katowice 25.86pkt

Piotr Koczynski - Warszawa 25.44pkt

Pawel Perkoweki - Szczecin 24.08pkt

Wieslaw K&cprzak - Krak6w1 22.55pkt

P&n Lipniacki. jako drugi czlonek

KlUbU 44 F. uzyskal ponownie 44 punkty

/po zad&nisch 59 i 60/.'

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadali z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 2. Szkice rozwiazali zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielne~rtce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy ?,adania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
o'cen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzym'uje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Zadania z matematyki nr 173, 174

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA
00

173. W szeregu harmonicznym I: n~l zmieniamy znaki niektórych wyrazów (nie
n=l

zmieniajac ich kolejnosci) tak, ze zarówno skladniki dodatnie, jak i ujemne, wystepuja
ze srednia czestoscia 1/2. (To znaczy, rozwazamy szereg postaci I:enn -l, gdzie
en E {+1,-1}, lim(el + ... +en)n-l = O.) Czy mozemy w ten sposób otrzymac szereg
rozbiezny?

174. Dowiesc, ze dla dowolnych trzech róznrch liczb wymiernych x, y, z liczba
111--- +--- + ---

(y-z)2 (z-x)2 (X_y)2

jest kwadratem liczby wymiernej.

Zadanie 174 zaproponowal pan Krzysztof Hryniewiecki z Bialegostoku.

Rozwil\zania zadan z ~atematyki z numeru 4/1988
Przypominamy tresc zadan:
169. W kazdym wierzcholku wieloscianu wypuklego schodza sie co najmniej 4 krawedzie.
Dowiesc, ze co najmniej 8 scian to tr6jkaty.
170. a) Z jest podzbiorem plaszczyzny nie zawartym w prostej; wszystkie odleglosci miedzy
punktami zbioru Z sa liczbami naturalnymi. Udowodnic, ze Z jest zbiorem skoliczonym.
b) Dla dowolnie zadanej liczby naturalnej n 2': 3 dac przyklad n-punktowego zbioru Z

o wlasnosciach wymienionych w a).

169. Skorzystamy ze wzoru Eulera: V - E + F = 2 (gdzie V, E, F oznaczaja
odpowiednio liczbe wierzcholków, krawedzi i scian danego wieloscianu). Niech T bedzie
liczba scian trójkatnych. Mamy wiec nierównosci: 2E ~ 4V (z warun~u zadania)
oraz 2E ~ 3T + 4(F - T) = 4F - T. Wobec tego 4E = 2E + 2E ~ 4V + 4F - T =
= 4(E + 2) - T, a stad T ~ 8.

170. a) Niech 0, A, B beda trzema niewspólliniowymi punktami zbioru Z.
Przyjmijmy 10AI= k, 10BI = l. Jesli P jest dowolnym punktem zbioru Z, to
IIAPI-IOPII ~ k, IIBPI- 10PII ~ lo Dla dowolnych liczb calkowitych i, i takich, ze
Iii ~ k, Iii ~ l rozwazamy zbiory Ui = {P: IAPI- 10PI = i},
Vj = {P: IBPI- 10PI= n. Jesli O < Iii < k, to U. jest galezia hiperboli o osi
symetrii OA; dla i = O zbiór U. jest prosta (symetralna odcinka OA); dla i = ±k jest
to pólprosta (o poczatku ° lub A, zawarta w prostej OA). Analogiczna p08tac maja
zbiory Vj. Kazdy ze zbiorów U. n Vj jest skonczony (dwie galezie róznych hiperbol
przecinaja sie w ~ 4 punktach; prosta przecina galaz hiperboli w ~ 2 punktach; a gdy
zarówno U. jak i Vj jest (pól)prosta, nie sa to proste identyczne - tu sie korzysta z
niewspólliniowosci punktów 0, A, B). Zbiór Z jest zawarty w sumie U U. n Vj

1·19,ljI9
- jest wiec skonczony. ,
b) W kartezj anskim ukladzie wspólrzednych na plaszczyznie okreslamy nieskonczony
ciag punktów Pk = (k - k-l, 2) dla k = 1,2, ... Niech °= (O,O). W zbiorze
{O} U {Pk: k = 1,2, ... } wszystkie odleglosci sa liczbami wymiernymi (bo 10Pkl =
= k + k-l). Dla dowolnej liczby naturalnej n obraz zbioru {O, Pl, ... , Pn-d w
jednokladnosci o skali n! jest n-punktowym zbiorem o wszystkich odleglosciach
calkowitych ..
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Zadania z fizyki nr 71, 72

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

71. Rzeka o jednorodnym, wartkim nurcie i szerokosci d opada w pewnym miejscu
gwaltownym wodospadem (rys.l). W odleglosci l od wodospadu, w góre rzeki
(w punkcie A) skacze do wody plywak, pragnacy przeplynac na drugi brzeg. W jakim
kierunku powinien on plynac, aby miec najwieksze szanse osiagniecia drugiego brzegu
powyzej wodospadu? Przyjmujemy, ze plywak plynie caly czas ze stala (najwieksza

. osiagalna) predkoscia.

72. W wyniku parowania wody wzrosla wilgotnosc powietrza nad jeziorem z 60% do
90%, nie ulegla natomiast zmianie ani temperatura powietrza T = 300 K, ani cisnienie
atmosferyczne p = 100 kPa. Czy zmienila sie przy tym gestosc samego powietrza (bez
pary wodnej)? Jesli tak, to w jakim stosunku?
Cisnienie nasyconej pary wodnej w temperaturze 300 K wynosi 3,4 kPa.
Zadanie 72 nadeslala pani Rozalina Staszak z Kalisza.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1988
Przypominamy tresc zadan:
67. W p6lprzewodnikowym zlaczu p-n istnieje przestrzenny
rozklad ladunku, jak na rysunku 2 (x - odleglosc od "srodkowej
plaszczyzny" zlacza, p - gestosc ladunku). Przyjmujac, ze stala
dielektryczna p6lprzewodnika wynosi e, przedstawic zaleznosc
natezenia pola elektrycznego od wsp6lrzednej x.

68. Wyznaczyc stosunek srednich gestosci Slonca i Ziemi,
korzystaj ac wylacznie z ponizszych danych: promien Ziemi ­
6,4-106 m,l przyspieszenie ziemskie - 9,8 m_s-2, srednica katowa
Slonca oglil,danego z Ziemi - 9,3.10-3 rad, 1 rok ~ 3,2.107 s.
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67. Dzielimy obszar ladunku przestrzennego na cienkie warstwy prostopadle do osi x

(rys.3). Powierzchniowa gestosc ladunku warstwy o grubosci ~x wynosi (T = p~x,
czyli -Po~x dla -d/2 < x < O oraz Po~x dla O< x < d/2. Pare takich warstwo
wspólrzednych x = -x' oraz 'X = x' mozna traktowac jako okladki naladowanego
kondensatora. Wektor natezenia pola elektrycznego E miedzy okladkami takiego
kondensatora jest równolegly do osi x, ma przeciwny do niej zwrot i wartosc
bezwzgledna

lEI = ~ = p~x
e:oe: e:oe:

(e:o - przenikalnosc elektryczna prózni). Wartosc bezwzgledna wypadkowego pola
elektrycznego w punktach o wspólrzednej x otrzymujemy sumujac (calkujac) wartosc
natezenia pola kondensatorów, dla których x' spelnia warunek lxi < x' < d/2 :

IE(x)1= e::e: (~ -lxi) .
Wykres tej funkcji przedstawia rysunek 4.

68. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia: m. - masa Slonca, mz - masa
Ziemi, r. - promien Slonca, rz - promien Ziemi p. - gestosc Slonca, pz - gestosc
Ziemi, R - promien orbity Ziemi, T - okres obiegu Slonca przez Ziemie (rok),
g - przyspieszenie ziemskie, a - srednica katowa Slonca. Dzialajaca na Ziemie sila

grawitacji slonecznej Fa = G m~r:z (G - stala grawitacji) pelni role sily dosrodkowej

(w ruchu Ziemi wokól Slonca). Sila odsrodkowa jest równa FR = 47r2 Rmz

Z przyrównania Fa i FR mamy
47r2 R3

(1) m. = GT2 .

Na powierzchni Ziemi cialo o masie m jest przyciagane przez Ziemie sila

':"'Gmzmmg- --,r;
skad

(2) G = gr;
mz

Poszukiwany stosunek gestosci jest równy
3

(3) p. = m.r;.pz mzr.

Na podstawie (1), (2), (3) oraz zwiazku r. = Ra/2 otrzymujemy

p. = 327r2rz = 0,25.
pz a3gT2
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Jesli w okrag o wpiszemy
szesc okregów Ol, ... ,06

kolejno zewnetrznie
stycznych (czyli ol z 02
i 06, 03 Z 02 i o" itd.), to
odcinki laczace punkty
stycznosci Ol i 04 z o,
02 i 05 Z o oraz Os i 06

Z o. przetna sie w jednym
punkcie.

Poza matematyka i fizyka Newton zajmowal sie tez alchemia·
Jednym z jego ulubionych autorów w tej dziedzinie byl Michal
Sedziwój (1566 - 1646) znany tez jako Sendivogius Polonus,
alchemik ceniony w calej Europie, dzialaj acy na dworze
Zygmunta III Wazy i cesarza Rudolfa II w Pradze.

Jezeli ktos potrafi to wykazac, moze zastanowic sie nad tym, jak

mozna oslabicwystepujace w zalozeniu slowo "zewnetrznie", by
teza nadal byla prawdziwa. Bo oslabic mozna.

Jasnosc rentgenowska (Lx) Deneba (Ol CI/g) wynosi 1Os2 erg/s,
jest to tylko niewiele mniej niz calkowita jasnosc Slonca
(4· 103s erg/s), podobna jasnosc rentgenowska maja Rigiel
({3 On) i Capella (Ol Aur). Najjasniejsza w tej grupie gwiazd jest
12 Peg - Lx ~ lOsS erg/s. Jasnosc rentgenowska
Ol Cen ~ 1027 erg/s'jest okolo 10 razy wieksza niz jasnosc
Slonca.

Twierdzenie Stokesa (f dw = f w) ma trzy nieodzowne cechy
G aG

wielu najwazniejszych twierdzen:
l. Jest trywialne.
2. Jest trywialne, poniewaz pojawiajace sie w nim wyrazenia
zostaly wlasciwie zdefiniowane.
3. Ma znaczace nastepstwa.
(Michael Spivak, Analiza na rozmaitosciach)

Juz Galileusz i Huygens byli zdania, ze tzw. mglawice sa
zbiorowiskami gwiazd. Dowodów na to (lub przeciw temu)
jednak dlugo nie dawalo sie znalezc, choc liczba obserwowanych
mglawic na poczatku xx wieku wyrazala sie juz milionami.
Sprawe rozstrzygnal w 1926 roku Edwin Hubble, który
za pomoca nowo zbudowanego, najwiekszego wówczas,
2,5-metrowego teleskopu na Mount Wilson w Kalifornii,
zobaczyl w niektórych mglawicach po prostu poszczególne
gwiazdy. Mglawicami tymi byly, oczywiscie, najblizsze galaktyki,
a date te uwaza.sie za poczatek astronomii pozagalaktycznej.

Steven Elliot, Alan Hahn i Michael Moe z University of
California at Irvine zaobserwowali podwójny rozpad {3 jadra
selenu S2Se'z emisja dwóch elektronów i dwóch neutrin.
Zmierzony polówkowy czas rozpadu wynosi okolo 1020 lat. Jest
to najdl\.1zszy czas zycia zmierzony w laboratorium.

Latwo mozna sprawdzic tozsamosc

(ai + a~)(bi + b~) = (albl - a2b2)2 + (alb2 + a2bd2 .

Podobnie wyglada tozsamosc Lagrange'a .

(ai + a~ + a~ + a~)(bi + b~ + b~ + b~) =
= (albl + a2b2 + asba + a"b,,)2 + (alb2 - a2bl + asb" - a"bs)2+

+(albs - aSbl + a2b" - a"b2)2 + (alb" - a"bl + a2bS - a3b2)2.

Nasuwa sie pytanie, czy istnieje wiecej tego typu tOZsamosci,
dokladniej, dla jakich n

(ai + ... + a~)(bi + ... + b~) = <pi + ... + <P~ ,

gdzie <P; sa wyrazeniami postaci 2:OIklakbl z danymi OIkl ?
Odpowiedz na to pytanie daje twierdzenie Hurwitza mówiace,
ze tak jest wtedy i tylko wtedy, gdy n = 1,2,4,8.

Jasne smugi rozchodzace sie promieniscie od niElktórych
kraterów ksiezycowych sa skutkiem wyrzucenia na (ogólnie)
ciemniejsza powierzchnie Ksiezyca jasniejszych skal polozonych
glebiej. Spowodowal to upadek wielkiego meteoroidu. Pózniejsze
spadki meteoroidów powodowaly powstawanie kraterów równiez
na samych smugach. Dostatecznie gleboki taki krater ma
obwódke - odwrotnie - ciemniejsza, poniewaz tu, spod jasnych
skal smugi, zostaly wyrzucone ciemniejsze, lezace dawniej na
powierzchni. Najmniejsze tego rodzaju kratery maja glebokosc
rzedu 20 m, taka wiec jest w przyblizeniu grubosc (glebokosc)
jasnych smug. Smugi te mozna zobaczyc juz przez niewielka
lunete np. wokól kraterów Kopernik lub Tycho.

Dwa ciala zanurzone w cieczy i pulsacyjnie zmieniajace swoja
objetosc przyciagaja sie, gdy ich pulsowania sa zgodne w fazie i
odpychaja - w przeciwnym przypadku. Sila oddzialywania jest
przy tym odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci ich
srodków (dla cial kulistych). Pobudzenie do drgan pecherzyków
gazu w cieczy powoduje ich przyciaganie sie i zlewanie -'. w ten
sposób stosujac ultradzwieki mozna usunac domieszki gazów z
roztopionych metali.
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Sztywnosc figur

Wygiecie trójkatnego kawalka blachy nie nastrecza zadnych trudnosci. Klopoty sa
wtedy, gdy zazadamy, zeby po wygieciu nasz kawalek nadal byl plaski. Wydaje sie,
ze na plaszczyznie jest na to za malo miejsca, jest go jednak wystarczajaco duzo, aby
wygiac sam brzeg trójkata. Tak podpowiada intuicja, a jak jest naprawde? Zanim
odpowiemy na to pytanie (i zadamy nastepne), musimy najpierw dokladnie wiedziec,
o czym mówimy - co to znaczy wygiac? Jesli wyginamy drut, to zmieniamy ksztalt
nie zmieniajac jego dlugosci, co wiecej - nie zmieniamy dlugosci zadnego kawalka.
To spostrzezenie wystarczy do precyzyjnej definicji wyginania.

Wygieciem (albo izometria wewnetrzna) nazywamy takie przeksztalcenie figury F,
które nie zmienia dlugosci zadnej z narysowanych w F linii. Zatem linie narysowane
(zawarte) w F przy wyginaniu moga zmieniac swój ksztalt, ale zaden ich luk nie
moze zmienic swojej dlugosci. Wynika stad miedzy innymi, ze kres dolny dlugosci
luków zawartych w F i laczacych dane dwa punkty figury F jest przed i po wygieciu
taki sam. Wartosc tego kresu nazywa sie wewnetrzna odlegloscia punktów. Mozna
udowodnic, ze jesli przeksztalcenie zachowuje wewnetrzna odleglosc dowolnych
punktów, to jest izometria wewnetrzna, czyli wygieciem. Jesli zbiór plaski ma te
wlasnosc, ze kazda jego izometria wewetrzna przeksztalcajaca go w podzbiór plaski
jest zwykla izometria plaszczyzny, to powiemy, ze zbiór jest sztywny na plaszczyznie.
Definicje sztywnosci zbiorów przenosi sie bez trudnosci na wyzsze wymiary.

Niewiele wiadomo o zbiorach sztywnych. Twierdzenie Borsuka orzeka, ze kazdy
obszar (zbiór otwarty i spójny) w En jest sztywny w En. Wynika stad m. in., ze
trójkata rzeczywiscie nie da sie wygiac na plaszczyznie. Co bedzie jednak, gdy w
sztywnym trójkacie zaczniemy wycinac trójkatne dziury tak, jak na rysunku obok i
operacje te wykonamy nieskonczenie wiele razy? Okazuje sie, ze .otrzymany w ten
sposób zbiór S (krzywa trójkatowa Sierpinskiego) mozna juz wygiac na plaszczyznie.
Zeby sie o tym przekonac, spróbujmy najpierw wygiac sam jego szkielet, tzn. sume
brzegów wszystkich trójkatów pojawiajacych sie w czasie konstrukcji (górny rysunek
na okladce przedstawia wygiecie piatego przyblizenia). Widac od razu, ze w wyniku
takiego odksztalcenia luki zawarte w szkielecie nie zmieniaja swojej dlugosci. Uwazne
przyjrzenie sie (oczywiscie w wyobrazni) zbiorowi S pozwala stwierdzic, ze dowolnie
blisko kazdego jego punktu jest punkt nalezacy do szkieletu. Dzieki temu dla kazdego
luku laczacego dowolne dwa punkty zbioru S (a sa tam i punkty nie nalezace do
szkieletu) istnieje nie dluzszy od niego luk, który poza (byc moze) koncami jest zawarty
w szkielecie. Zatem kres dolny dlugosci wszystkich luków laczacych dane punkty
jest równy kresowi dolnemu dlugosci luków laczacych punkty i biegnacych (poza,
byc moze, tymi punktami) w szkielecie. Dzieki temu mozna przedluzyc izometrie
wewnetrzna szkieletu do izometrii wewnetrznej calego zbioru S. Krzywa trójkatowa
Sierpinskiego nie jest wiec zbiorem sztywnym na plaszczyznie. Nie wiadomo natomiast,
czy sztywny jest zbiór (dywan Sierpinskiego), którego czwarte przyblizenie pokazane
jest na rysunku ponizej. Wbrew pozorom przeksztalcenie z dolnego rysunku okladki
nie jest izometria wewnetrzna.

mgr Krzysztof RUDNIK
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