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Manowce intuicji (II)

Prof. dr Stanistaw HARTMAN

Zajmiemy si¢ pewnym ciekawym zbiorem miary 0. Podzielmy odcinek [0, 1] na trzy réwne
: - e e 2 :
czgsci 1 wyrzuémy wnetrze czesci Srodkowej, to jest przedzial otwarty (?, T) Nastepnie

podzielmy kazda z pozostalych czesci na trzy rowne czesci i wyrzuémy wnetrza czedei -

g Gl 7. 8
srodkowych, to jest przedziaty otwarte (-—6, 9) i (§, —9) - Powtarzajmy t¢ operacje
w nieskoficzono$¢ {oczywiscie w mysli). Co pozostanie? Zbioru, ktdry pozostanie, nie mozna
uwidoczni¢ na rysunku, ale rysunek moze poméc naszej wyobraZni. Oto ,,trzecie przyblizenie™
tego zbioru.
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Pozostang na pewno korice usunigtych przedzialow otwartych. Napisane w systemie trojkowym
- 1 2 : 1 2 7
ladajg one tak: 0; 0,1 {= —1;02|{=—};1;0,01 0= —]; 0,02 [ =—]}. 0,21 |=—];
i (= 5poal=5) 100 (= 5)s o (= 5)s 0ar =)
8
0,22 (: 3) itd. Zamiast 0,1 mozemy takze napisa¢ 0,0222..., zamiast 0,01 mozemy napisaé
0,00222... i tak dalej, to znaczy mdiemy wysiepujch na koncu jedynke }.astapié przez zer\o'
1
i nieskonficzony ciag dwoéjek, podobnie jak w systemie dziesigtnym mozna zamiast 0,1 ( = ﬁ)
napisa¢ 0,0999... A wigc wszystkie liczby, ktore sq koricami usunigtych przedzialow otwartych,
mozemy napisa¢ w systemie trojkowym nie uzywajac cyfry 1. W ich rozwinigciach wystepuja
od pewnego miejsca same zera (dla prawych koficow) lub same dwajki (dla lewych koncow).
Istnieje wigc w [0, 1] nieskoriczenie wiele innych liczb, ktére mozna w tym ukladzie napisa¢ bez
cyfry 1, poniewaz kazdy ciag zer i dwojek wyraza taka liczbe. Te wlasnie ,,bezjedynkowe” liczby
pozostang po wyrzuceniu wszystkich ,,srodkowych’ przedzialow, bo te srodkowe to takie,
ktérych punkty maja w rozwinigciu tréjkowym na ktéryms miejscu jedynke, na przykiad:

. 1 & ?
wyrzucone liczby migdzy . a 5 to te, w ktorych rozwinigciu trojkowym wystepuje 1 na

= e - : z 1 IR o :
pierwszym miejscu za przecinkiem, wyrzucone liczby miedzy 5 a 5 i migdzy r a = to liczby,

w ktorych wystepuja na poczatku cyfry 01 lub odpowiednio 21 i tak dalej. A zatem mozemy
scharakteryzowac¢ zbior, ktory pozostanie po wszystkich ,,wyrzucaniach”, jako zbior liczb

w odcinku [0, 1], ktére mozna w ukladzie tréjkowym napisac bez cyfry 1. Nazywa sie on
zbiorem Cantora od nazwiska odkrywcy, Oznaczmy go przez C. Widaé, ze jest to bardzo
»dziurawy™ zbior: w kazdym odcinku lezgcym w [0, 1] istnieje odcinek wolny od punktow C.

Wykazemy, ze zbior C jest zbiorem miary 0. To bardzo proste. Wybierzmy dowolna liczbe
& > 0 i zacznijmy usuwaé ,,Srodkowe” przedzialy tak, jak to czyniliSmy przy konstrukcji zbioru

3 1
Cantora. Pierwszy krok polega na wyrzuceniu jednego przedziatu dlugosci 7 (mianowicie
2 y 20 3 = : : =1
przedziatlu 3 —5-)) Drugi krok to wyrzucenie 2 przedziatow dlugosci 3 n-ty krok to

1
wyrzuceni; 2"-1 przedzialéw diugosci T W ciggu calej konstrukcji usuwamy w ten sposob

: 0 gn-1
przedzialy, kt6érych dlugosci maja sume % 3 = 1. A wiec dla pewnego n, bedzie
i e
Ho zn—l 5 . -
— > 1—e&. Po no krokach zostaje w [0, 1] zbior ztozony z odcinkow lezacych migdzy
n=1

tymi, ktérych wnetrza usuneli$my, a suma diugbéci tych pozostatych jest mniejsza od &. Ale ~
przeciez pokrywaja one lacznie caly zbior C. Zatem zbib*' Cantora istotnie moze by¢ pokryty
ciggiem (nawet skoficzonym) odcinkéw o dowolnie malej sumie diugoéci. To konczy dowod.

1



Nic tu nie przeczy intuicji. Najwyzej sam zbior Cantora moze si¢ wyda¢ niezwykly. Ale ze taki
rozrzedzony, dziurawy zbiér jest miary 0, to nas nie dziwi. Moze jednak kto$ potrafi troche
zmieni¢ konstrukcje zbioru Cantora tak, zeby pozostal zbior nie bedacy miary 0, ale tak samo
dziurawy, to jest taki, ze kazdy odcinek zawiera odcinek rozlaczny z tym zbiorem.

Postawimy teraz nastgpujace pytanie:

(P) Czy zbior Cantora mozna pokry¢ ciagiem odcinkow o dowolnie zadanych dlugosciach
(tal_( jak to jest dla zbiorow przeliczalnych)?

Odpowiedz brzmi: nie. Zatem istniejg zbiory miary 0 bez takiej wlasciwosci. Oczywiscie, musza -
to by¢ zbiory nieprzeliczalne, a wigc zbior Cantora jest przyktadem nieprzeliczalnego zbioru
miary 0. O istnienie tgkich zbioréw pytaliSmy na koricu czgéci I tego artykutu. Teraz naszym
zadaniem jest uzasadni¢ odpowiedz ,,nie” na pytanie (P). W tym celu udowodnimy, Ze istnieje
funkcja ciggla w przedziale [0, 1] stabo rosnaca, tj. taka, ze jesli x, > xy, to f(x2) = f(x1),
przyjmujaca wartosc stala w kazdym przedziale stycznym do zbioru Cantora'(tak bedziemy
nazywac przedzialy, ktore wyrzuciliSmy przy konstrukcji tego zbioru, bo to krocej i uprzejmiej),
wartos¢ 0 dla x = 0 i wartos¢ 1 dla x = 1. Istnieniu takiej funkcji chcialoby sie zaprzeczyc¢.

Bo jakze to? Przedzialy styczne maja w sumie dlugoéé 1, tak jak caly odcinek [0, 1]; w tych
przedziatach naszej funkcji nie wolno rosna¢, bo ma miec stalg wartos¢ w kazdym z nich, nie
wolno jej w zadnym punkcie skoczy¢ w goére (na wzor funkcji czedc calkowita), bo jest ciagla,

a jednak ma wzrosnaé od 0 do 1. Postaramy sie zada¢ klam intuicji — zbudujemy taka funkcje.

Zapiszmy kazde x ze zbioru C w systemie tréjkowym nie uzywajac jedynki (tak moznal).
Otrzymamy ciagi zer i dwojek (za przecinkiem). Napiszmy teraz zamiast kazdej dwojki wlasnie
jedynke, dotychczas zabroniong. Kazdy tak otrzymany ciag zer i jedynek odczytajmy jako
“pewna liczbe napisana w systemie dwojkowym, Te liczbg przyjmiemy za wartos¢ funkcji f

; 1 1
w punkcie x. Na przyklad dla x = 3 = 0,0222... mamy f(x) = 0,0111... = =
Okreélilismy w ten sposob funkcje £ w punktach zbioru C. Pozostaje okresli¢ ja w przedziatach
stycznych do C. Ot6z na obu koricach kazdego takiego przedzialu (a one nalezg do C) fma tg
samg warto$¢. Istotnie: lewy koniec ma zawsze w rozwinigciu trojkowym od pewnego miejsca
same dwajki, a przed nimi zero. Prawy koniec tegoz przedziatu ma zamiast tego zera dwojke,

7 -8
a zamiast tych dwojek zera, np. s = 0,20222..., > = (,22000... Mamy wigc

T 3 .
f(?) = 01011 = o (odczytujemy te liczbe w systemie dw()_]kowym)

8 3 7 v
ifl—)=0,11000... = — = fl—].
i5) i
Dokladnie tak samo ,,wychodzi” réwnos¢ funkeji f na koricach dowolnego przedzialu

stycznego do C. Teraz uzupelniamy definicj¢ funkeji /' nadajgc jej w kazdym punkcie dowolnego
przedzialu stycznego do C taka warto$é, jakg przyjmuje na konicach tego przedzialu, Oto

1
przebieg funkcji /' w przedzialach stycznych dlugosci = 7 -3
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FIZYCZNE NOWINKI

Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL

JAK CZLOWIEK MOZE
ZOBACZYC JEDEN FOTON ?

Widzenie jest niezwykle fascynujacym,
bardze zlezonym zjawiskiem, ktdrego

Wy jasnienie wymaga zrozumienia calego
szeregu proceséw fizycznych, chemicznych,
biclogicznych i psychologicznych. Siatkéwka
ludzkiego oka zawiera bowiern dwa rodzaje
detektoréw swiatla. W ciagu dnia uzywamy
okolo dwéch miliondw mniej czulych
czopkdéw, ktdre umozliwiaja nam
rozréznianie barw, W ciemnosciach
wykorzystujemy z kolei okolo stu milionéw
bardzo czulych precikéw. Poszukiwania
progu czulosci precikéw wykonywane przez
réznych badaczy doprowadzily do
zdumiewajacego wniosku. Stwierdzono
bowiem, 2e w odpowiednich warunkach
(diugotrwale przyzwyczajenie do ciemnogci)
mozliwe jest zaobserwowanie przez czlowieka
sygnalu swietlnego kilku fotondw. Zjawiske
to znane od kilkudziesieciu lat, nie bylo w
pelni zrozumiale. W ostatnich latach, bardzo
interesujace eksperymenty przeprowadzone
w USA, ZSRR i Japonii na komérkach
ocznych pozwolily na zrozumienie fizycznych
i chemicznych podstaw lanicucha zjawisk
rozpoczyna jacego sig absorpcja jednego
fotonu przez precik. Okazalo sie, 2e w
“gotowym do dzialania® preciku wystepuje
tzw. ciemny prad wywolany przeplywern
Jondw sodu i potasu. Absorpcja jednego
fotonu przez jedna ze stu milionow
czasteczek rodopsyny (purpury wzrokowej)
znajdujacych sie w preciku powoduje
gwaltowna redukcje tego ciemnego pradu
przez zablokowanie przeplywu milionéw
atomndw sodu przez membrang znajdujaca
sig w komérce. Ten bardzo zlezony proces
chemiczny, polegajacy na rozpadzie setek
molekul, nazywany jest “chemicznym
fotopowielaniem”. Z fizycznego punktu
widzenia istotny jest fakt, ze slaby sygnal
(foton) jest w stanie zarmkna¢ o wiele
silniejszy przeplyw (prad jonéw Na®) i w
konsekwenc,ji doprowadzi¢ do przekazania,
poprzez uklad nerwéw, pewnego sygnalu
pradowego do mdzgu. Natezenie tego pradu
zostalo zmierzone. W przypadku precika
absorpcja jednego fotonu prowadzi do
sygnalu rzedu jednego pikoampera (1 pA =
10712 A) trwajacego okolo 0,3 sekundy. Jak
latwo obllcziyc oznacza to przeplyw ladunku
okolo 3107 kulomba, czyli okolo dwdch
miliondéw ladunkéw elementarnych. W
czopkach odpowiedni sygnal pradowy jest o
dwa rzedy wielkosci slabszy. Dla jednego
fotonu szacuje si¢ go na okolo dziesie¢
femtoamperéw (1 fA = 10715 A), a na
dodatek jest on czterokrotnie krotszy.
Oznacza to przeplyw ladunku wymoszacego
“tylko" okolo pieciu tysigcy ladunkéw
elementarnych. Liczby te wyjasniaja
doskonale réznice w poziomie czulosci (jak i
szybkosci reakeji), czopkéw i precikow. Przy
wolniejszej reakcji czopkéw czlowiek nie
bylby w stanie obserwowa¢ szybko
poruszajacych sie przedmiotow. Z kolei
proces “zliczania fotonéw" w precikach jest
znacznie bardziej wydajny, ale za to
kilkakrotnie wolniejszy. Przed badaczami
mechanizmu widzenia stoi jeszcze wiele
pytari. Bardzo interesujacy jest na
przykiad problem separacji przez mozg
slabych pikcamperowych sygnaléw z zawsze
obecnego szumu. Wspomniane powyzej
pomiary sa jednak istotnym krokiem na
drodze ku poznaniu tajernnic wzroku.

Oczywiscie, mamy f(0) = 01 f(1) = 1. Funkcja f jest slabo rosnaca. Istotnie: w przedzialach
stycznych pozostaje stala, a dla dwoch punktoéw x,, x; € C, x; < x,, jedli n jest pierwszym
miejscem, na ktérym w rozwinieciu tréjkowym x; i x2 roznia sig, to n-ta cyfra liczby x, jest 0,
a n-ta cyfra x, jest 2. Wtedy liczby f(x,) i f(x,) roznia si¢ w rozwinigciach dwojkowych takze
dopiero na n-tym miejscu i n-ta cyfra liczby f(x;) bedzie 0, a n-ta cyfra liczby f(x;) bedzie 1,
zatem f(x2) > f(x,).

Pozostaje wykazac ciaglo$¢ funkcji /. Aby wykazac ciaglos$¢ funkcji monotonicznej, wystarczy
dla kazdego punktu x, znaleZé chocby jeden tigg (x;) dazacy do x, z lewej strony i jeden ciag
(x3) dazacy do x, z prawej strony tak, by bylo lim f(x}) = lim f(x?) = f(xo). Jezeli xq lezy

n-+oo n=+oo
poza C, a wigc w jakim$ przedziale stycznym, to nasza funkcja f ma w otoczeniu x, stala
warto$¢, wiec jest w xo ciagla. Jezeli x, nalezy do C, to x, przedstawia si¢ w rozwinieciu
trojkowym za pomocg zer i dwojek. Jedli nadto xo nie jest prawym koricem przedziatu
stycznego, to dwojek jest w tym rozwinigciu nieskoriczenie wiele. Jesli ktoras z nich zamienimy
na zero, dostaniemy liczb¢ mniejszg. Jezeli t¢ dwojke do zamiany bedziemy wybierali coraz
dalej, to otrzymamy ciag punktow zbioru C zbieiny z lewej strony do x,. Wartoéci funkcji £
w tych punktach beda sie w swym rozwinieciu dwojkowym roznity od f(x,) tym, Ze na jednym
miejscu, coraz dalszym, zamiast 1 wystapi 0, a wigc ich cigg bedzie dazyt do f(x,). Znaczy to,
ze funkcja fjest ciagla w xo z lewej strony. Jesli x, jest prawym koricem przedzialu stycznego, to
w pewnym otoczeniu x, z lewej strony warto$¢ funkcji f jest taka jak w xg, a wiec i wtedy
mamy ciaglo$¢ w x, z lewej strony. Prawostronnej ciagloéci funkcji /' dowodzi sie analogicznie
(trzeba najpierw zalozy¢, ze x, nie jest lewym koncem przedziatu stycznego i zamieniaé coraz
dalsze zera na dwojki).

Zbudowali$my w ten sposob funkcj¢ spelniajaca wszystkie zadane warunki. Wymyslil ja na
poczatku naszego stulecia wielki matematyk francuski Henri Lebesgue (wymawia si¢ to mniej
wigcej Lebeg z akcentem na drugim e i z dZwigcznym g na koricu). Odegrala ona duza rolg

w nauce o funkcjach i znana jest pod nazwa funkcji schodkowej Lebesgue’a. A teraz,
korzystajac z niej, dowiedziemy, ze zbioru Cantora nie mozna pokry¢ ciagiem przedzialow

o dowolnie zadanych dlugosciach. Otéz funkcja f, jak kazda funkcja ciggla na odcinku, ma takq
wlasnos¢, ze dla kazdego & > 0 istnieje takie d > 0, ze jesli |[x,—x;| < 4, to

1
| f(x2)—f(x;)| < e. Niech & bedzie rOwne najpierw i a odpowiednie ¢ oznaczmy przez d,.
1
Potem wybieramy & = T a odpowiednie d niech sie nazywa 9, . I tak dalej, to znaczy za n-tym

1
razem przyjmujemy & = St a odpowiednie d oznaczamy przez d,. Przypusémy, ze zbior C

mozna pokry¢ odcinkami dlugosci 6, d;, ... Na przedziale dlugosei 6, funkcja wzrasta najwyzej

1
> @ wigc suma tych przyrostéw nie przekracza 2 = = Jednak, skoro te

2R+I.

2 +
przedzialy pokrywaja caly zbiér C, to ta suma wynosi co najmmej 1, gdyz o tyle funkcja f
wzrasta miedzy punktem x = 0 a punktem x = 1, a w przedzialach stycznych do C nie wzrasta
wecale — w kazdym z nich jest stala. Ta sprzeczno$¢ dowodzi, ze przedzialami dlugosci d,
nie mozna pokry¢ zbioru Cantora. i

Z istnienia funkcji schodkowej Lebesgue’a wynika jeszcze jeden ciekawy wniosek oprécz tych,
ktore wyciagneliSémy z gory, mianowicie: zbiér Cantora jest rownoliczny ze zbiorem wszystkich
liczb rzeczywistych w [0, 1]. Istotnie, funkcja f przyporzadkowuje (trudno si¢ obejs¢ bez tego
niezgrabnego stowa) kazdemu punktowi zbioru C liczbe rzeczywista w [0, 1] tak, ze wszystkie te
liczby zostaja w ten sposob wyczerpane (bo otrzymujemy wszystkie rozwinigcia dwéjkowe).
Wynika stad, ze liczb w [0, 1] jest co najwyzej tyle, ile punktow zbioru Cantora, a oczywiscie nie
jest ich mniej. Zobaczyliémy wigc, ze z dwoch zbiordéw nieprzeliczalnych réwnolicznych jeden
moze wyglada¢ na duzo wigkszy od drugiego: caly odcinek jest rownoliczny z ,,dziurawym”
zbiorem C. Dla zbiorow przeliczalnych mieliSmy juz wcze$niej podobny przyklad: gesty zbior
liczb wymiernych i rzadki zbiér liczb naturalnych sa rownoliczne. Wida¢ stad, ze licznoéé

(mowi si¢ czasem ,,moc”’) nieskoriczonego zbioru punktow nie mowi jeszcze wszystkiego o jego
wielkoéci, gdyz mozna ja okreslaé za pomoca innych jeszcze cech. W szczegolnosci wyrdznilismy
pewien rodzaj zbiorow matych — to te, ktére mozna pokry¢ ciggiem odcinkow o dowolnie
malej sumie diugosci, czyli zbiory miary 0. Pokazalismy, ze to nie to samo, co da¢ si¢ pokry¢
ciagiem odcinkow o dowolnych dlugosciach — ta cecha przystuguje, jak wiemy, zbiorom
przeliczalnym. Ale, dodajmy, istnieja takze zbiory nieprzeliczalne dajace si¢ pokry¢ ciggiem
odcinkow o dowolnie zadanych dlugosciach.

Najwyzszy czas konczy¢ t¢ pogadanke, naladowana pojgciami i tematycznie niejednorodna. Kto
doczytat do korica, niech ochlonie na $wiezym powietrzu,
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Czy Slorce jest cialem doskonale czarnym?

Dr Tomasz KWAST

Na lekcjach fizyki w szkole styszeliSmy o pewnym fikcyjnym obiekcie zwanym ,,cialo doskonale
czarne™. Mowilo sig, ze (z definicji) f)och}ania cale padajace nan promieniowanie,
promieniowanie za$ przezen wy$wiecane ma specjalny rozktad widmowy okreslony prawem
Plancka (rys. 1). Wiasnosci te byly przypisywane réznym $wiecacym cialom, w tym Storicu
i gwiazdom. PoZniej, na studiach fizyki temat ten byt omawiany doktadniej i dowiadywali$my
si¢, ze ciato doskonale czarne to takie, w ktérym panuje ,,réwnowaga termodynamiczna’ (r.t.).
Oznacza to, ze w kazdej chwili tyle samo (Srednio) czastek czy fotonéw leci w lewo co w prawo,
w gorg co w dol, tyle samo zachodzi pochlonig¢ kwantéw co ich emisji, tyle samo jonizacji co
rekombinaciji itd., krétko méwiac — wszelkie procesy mikroskopowe sa dokladnie 2
BT »zrownowazone”. W takim obiekcie ruchy czastek rzadzone sa prawem Maxwella, obsadzenie
104 poziomow energetycznych prawem Boltzmanna, stan jonizacji prawem Sahy, a rozkiad

- e widmowy wypelniajacego ten obiekt promieniowania — jak si¢ rzeklo — prawem Plancka.
?ii:ﬁ::::i::::::: f:é:ﬁ?.’éﬁfmmr, Ponadto, i jest t? ogromnie .waine, wystepujaca w tych prawach temperatura jest w stanie r.t.
Doktadniej: kazda krzywa przedstawia moc. jednakowa dla nich wszystkich.
emitowang z jednostki powierzchni ciata

w jednostkowym przedziale dlugosci fali.
- Zwracan!y uwage na znane cechy tych

2000k

Tu mozna zaraz zauwazy¢, Ze stan r.t., jezeli nawet jest gdzie$ realizowany, to nie moze byé

kezywych: im wyzsza temperaturd, na tym widzialny. Zobaczenie bowiem takiego obiektu jest mozliwe tylko wtedy, gdy czesé jego
krétszej fali wypada maksimum widma promieniowania wydostanie si¢ na zewnatrz, a wtedy nie ma juz doskonalego ,,réwnowazenia
(prawo Wiena) i tym wigksze jest pole si¢” proceséw mikroskopowych. W szczegdlnosci zatem Storice nie moze by¢ cialem doskonale

powierzchni pod krzywa, czyli catkowita moc

T dibatict powlerichal siak Trropoicionstie (fza:rn?rm, z .ba‘nainego powodu: lbO swxell;:l. I nie chc‘adn tu o potoczny sens tycI:t siéw_: s.koro :
zreszta do czwartej potegi temperatury — $wieci, to nie jest czarne. Chodzi o to, Ze przy powierzchni Stofica fotony w wiekszosci wylatuja
prawo Stefana-Boltzmanna). na zewnatrz, a wigc nie ma pelnej réwnowagi, a wiec cialo takie z definicji nie jest doskonale

czarne w sensie fizycznym. Wobec tego moze przynajmniej jego promieniowanie jest
w przyblizeniu zgodne z prawem Plancka? Sprobujmy to rozwazy¢.

W najprostszym modelu zewnetrznych warstw gwiazdy przyjmujemy, ze gwiazda ma
»powierzchnig”, tzw. fotosfere, a wszystko co jest ponad nia to atmosfera. Fotosfere Storica po
prostu wida¢ — na niej sa granule, plamy i ona daje wrazenie ostrego brzegu tarczy naszej
gwiazdy. Czes¢ promieniowania wybiegajacego z fotosfery (niechby nawet o widmie
planckowskim) zostaje przechwycona przez gaz atmosfery — glownie, jak wiadomo, wodér,
mianowicie w tych miejscach widma ciaglego, gdzie energia kwantu jest rowna roéznicy energii
jakichs dwoch poziomow energetycznych atomu wodoru. Inaczej méwige, wskutek przejsé miedzy
poziomami energetycznymi wspolczynnik absorpeji wodoru ma przy pewnych czgstosciach
(dlugosciach fali) ostre maksima, a zatem widmo promieniowania przenikajacego warstwe
wodoru musi mie¢ w tych samych miejscach ostre minima — s3 to linie absorpcyjne.

e

Ale mozliwe sa rowniez przejscia elektronow w atomach wodoru z rozmaitych poziomow do
stanu niezwigzanego, czyli jonizacje. Domy$lamy sie, ze promieniowanie o diugiej fali (czyli
niskoenergetyczne) praktycznie nie jest w stanie atomu zjonizowad, a jesli juz, to z poziomow
odpowiednio wysokich. Promieniowanie coraz bardziej krotkofalowe moze jonizowaé wodor
z poziomow coraz nizszych, wreszcie promieniowanie o fali rownej. 912 A i krétszej moze
jonizowa¢ wodér nawet z poziomu podstawowego. Dlatego wykres wspolczynnika absorpcji
ciaglej wodoru ma tak charakterystyczng zebata postac (rys. 2a). Rzecz jasna, widmo ciagle

Cl}b Wsp. g2l
absorpcji
wodoru / 36464
/ az?sl\
- 2] ______,_.—l-'""
; T e
b) Widmo A e | R a.: 9x10
ciagte i !
gwiazdy : |
St - 2
R e e e B e T
a2 3646 8206

Rys. 1. Schematyczny przebieg zaleznosci wspolczynnika absorpeji cigelej dla wodoru (a) | wynikajacy z tego ksztaht
widma cigglego gwiazdy z atmosfera wodorowa (b) i o typie zblizonym do A0. Cienka linia to widmo ciala
doskoil‘a]e czarnego o tej samej temperaturze (10 500 K).

<&



gwiazdy wodorowej rowniez musi byé zebate, z ta rdznica, ze odpowiednie zeby bedg skierowane
w.dot (rys. 2b). Na rysunku tym zaznaczono ciefisza linig rozklad Plancka dla temperatury

10 500 K (taka temperature powierzchniowa maja gwiazdy typu AQ), obie krzywe za$ sg tak
wyskalowane, by pola pod nimi byly jednakowe. W ten sposéb mamy zapewnione, Ze jednostka
powierzchni gwiazdy i powierzchni ciala doskonale czarnego o tej samej temperaturze maja
jednakowa moc catkowitg.

Zgodzimy si¢ wiec chyba, Ze nazywanie gwiazd cialami doskonale czarnymi jest mala przesada,
albo — jak kto woli — poboznym zyczeniem. ZatoZenie takie przyjmuje sie, jezeli naprawde nic
lepszego nie mozna zrobi¢, np. gdy trzeba coé szybko oszacowaé. Dlatego w dokladniejszych
obliczeniach zaklada sie, ze wprawdzie ruchy czastek, cosadzenie poziomow i stan jonizacii sa
takie jak w r.t., lecz rozklad promieniowania niekoniecznie. Mowimy wtedy, Ze w atmosferze
gwiazdy panuje lokalna rownowaga termodynamiczna. Oczywiscie i to jest przyblizeniem i cale
zagadnienie w zaleznoéci od potrzeb moina dalej uscisla¢. W ogéle w przyrodzie wystgpuja
prawie wylgcznie stany odiegle od r.t. Np. pokéj o temperaturze powietrza 300 K jest
przeniknigty albo promieniowaniem slonecznym o temperaturze 6000 K, albo widtlem zarowki
o temperaturze 2000 K, korona stoneczna o temperaturze gazéw okoto miliona kelwinow jest
przeniknigta tez promieniowaniem stonecznym, oSrodek miedzygwiazdowy moze by¢ bardzo
goracy (szybkie ruchy czastek), a praktycznie weale nie §wieci (wskutek wysokiego rozrzedzenia),
laser w temperaturze pokojowej moze mie¢ ujemng temperature obsadzen poziomow
energetycznych (tzw. inwersja obsadzen), Ksiezyc pozornie $wieci §wiatlem stonecznym

{w kazdym razie ma sloneczne widmo optyczne), ale temperatura jego powierzchni jest rzedu
400 K itd. Przykladow takich mozna by podawaé bez liku, a dowodza one znanego skadinad
faktu, ze przyroda jest bardziej skomplikowana, niz nam si¢ z poczatku wydaje.

m Zada’nia

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 502. Udowodni¢ nastepujaca ceche podzielnosci przez 19. Odrzucamy ostatnia cyfre

i podwojona dodajemy do otrzymanej w ten sposob liczby., Operacje t¢ powtarzamy, dopoki nie
otrzymamy liczby dwucyfrowej. Otrzymana liczba jest podzielna przez 19 wtedy i tylko witedy,
gdy badana liczba jest podzielna przez 19. : :
Rozwigzanie na str. 6

M 503. Niech 4, i h, bedg wysokodciami tréjkata, a r promieniem okregu wpisanego. Wykazaé, ze
1 1 1 1

o e s
2r hy " hy r
Rozwigzanie na str. 6

M 504. Nalezy zmierzy¢ dlugos¢ dwoch kijow (jeden z nich jest wyraznie dluzszy od drugiego).
Mozna wykona¢ dwa pomiary. Blad pomiaru jest zmienng losowa X o wartosci oczekiwanej
EX = 0 i odchyleniu standardowym ]," D2X = o. Czy istnieje lepsze wyjscie, niz pomiar
diugosci kazdego kija z osobna?

Rozwigzanie na str. 13

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 242. Wyznaczy¢ moc spirali elektrycznej suszarki do wlosow przyimujac, Ze suszarka daje
72 kg/godz powietrza ogrzanego o 50°C. x
Rozwigzanie na str. 7

F 243, Ogrzane w poblizu , owierzchni Ziemi powietrze unosi si¢ do gory, rozszerzajac sie przy
tym z powodu spadku ci$nienia. Rozszerzaniu towarzyszy ochlodzenie, poniewaz proces jest

W obu zadaniach nalezy przyjaé: srednia w przyblizeniu adiabatyczny (mozna zaniedba¢ wymiang ciepla z otoczeniem). Zjawisko to jest
masg molowa powietrza réwna 29 gfmol, przyczyna powstawania chmur. Wyznaczy¢ spadek temperatury powietrza na kazde 100 m
molowe cieplo wlasciwe powietrza przy wysoko sci

stalym ci$nieniu réwne 29,3 J/mol - K, a takze : 3
zalozyé, ze powietrze jest gazem doskonalym. ROZWIQZ&I'IJC na str. 6

2. Delta 4/88 S
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Rozwiazanie zadania M 502, Wystarczy
zauwazyé, ze

[%] +2(n—-10[-;}-]) = 2n—19 [;—"J =

([x] oznacza czgéé calkowita liczby x).

=

Rozwigzanie zadania M 503. Oznaczmy przez
S pole trojkata, a, b — dlugosci bokow, na
ktore opuszczono wysokosé, ¢ — dlugosé
trzeciego boku, Wystarczy wykazac, ze
rgE R e
2r hy h iy

o S = _a+b+r 25 s _Zi

r 2 "k sy
zatem powyzsza nierownodé jest
rownowazna z

= b,

ﬂi_f‘. <a+b <a+b+c,

odejmujac ¢ od kazdzj ze stron otrzvmujemy

o5t <atb—c<a+tb,
co jest prawda, gdyza+b-c > 0ic > 0. To
koriczy dowod.

=

Rozwiazanie zadania F 243, W czasie
przemieszczania si¢ z obszaru o ci$nieniu P,
do obszaru o cisnieniu P, jeden mol
powietrza wykonuje prac¢ przeciwko sile
zewnetrznego cisnienia (pordwnaj rozwigzanie
zadania F 242) réwna

Py¥y— P ¥y = R(T,—T,) = RJT,

gdzie JT jest poszukiwanym obniZzeniem
temperatury, a ¥; objgtoscia jednego mola
w temperaturze Tj. Ponadto wznoszacy sig
maol powietrza wykonuje pracg rowna pgh
przeciwko sile cigzkosci. Poniewai nie ma
wymiany ciepla, cala praca wykonywana jest
kosztem energii wewnetrznej gazu

AU = Cp(Ty~ T3), skad

Cy(T,—Ty) = R(Ty—Ty)+ ugh.

A wiec spadek temperatury wraz ze wzrostem
wysokosci wynosi

AT = ugh/(Co+R) = pugh/Cp = 1K

Patrz w niebo

W pogodng noc na niebie dostrzegamy golym okiem zaledwie okolo trzech tysiecy gwiazd.
Zaledwie, bowiem stanowi to nikly procent znanych, tzn. osiaganych przez teleskopy (do 24 mag)
obiektow. W dzisiejszych czasach sprawa odszukiwania i identyfikacji gwiazd jest stosunkowo
prosta. Kazda z nich, o jasnosci powyzej ~ 10 mag, ma swoja ,,ctykiete” w postaci dokladnie
okreslonych wspoélrzednych (rektascensji « i deklinacji d). Kazda ma swoje miejsce w katalogu
(czasem nawet niejednym). Bardzo rozpowszechnione jest oznaczanie gwiazd ich numerami

z katalogu Bonner Durchmusterung (BD). Powstal on na podstawie obserwacji wykonanych

w potowie XIX wieku pod kierownictwem niemieckiego astronoma F. W. Argelandera. Gwiazdy
sq tam uszeregowane w pasach deklinacyjnych co 1° wedlug wzrastajacej rektascensji i pooznaczane
numerami w kazdym pasie. C6z nam jednak moéwi numer BD — 16°15917 Ktoz by sie domyélit,
ze chodzi tu o najjasniejsza gwiazde nieba — Syriusza?

Do obserwacji amatorskich wystarczaja w zasadzie oznaczenia tradycyjne — polegajace na okre$laniu
polozenia danej gwiazdy wzgledem innych jasnych obiektow. Gwiazdy wyrdzniajace sig blaskiem
maja na ogd! nazwy wlasne — w wigkszosci pochodzenia arabskiego. Pierwsza zasada oznaczania
gwiazd widocznych golym okiem w danej konstelacji pochodzi od J. Bayera. W sporzadzonym
przez niego atlasie (1603 r.) gwiazdy kazdego gwiazdozbioru oznaczone sa literami greckimi,
mniej wiecej w kolejnosci malejacej jasnosci. Gwiazdy, dla ktérych zabraklo liter z alfabetu
greckiego, oznaczone sa literami lacifiskimi. Jednak nie w kazdym przypadku zasada ta zostala
zastosowana konsekwentnie. W niektorych gwiazdozbiorach, jak np. w Wielkiej Niedzwiedzicy,
kolejnymi literami (e, 8, ¥, 9, &, {, 1) oznaczone sa gwiazdy dla podkreslenia charakterystycznego
ksztaltu — od ,,két tylnych” Wielkiego Wozu do kofica ,,dyszla’.

Juz w polowie XIX wieku, wskutek wzrostu liczby odkry¢ gwiazd zmiennych, zaistniata
potrzeba wprowadzenia dla nich osobnych oznaczen. Do dzi$ korzystamy z do$¢ skomplikowanej
metody wprowadzonej przez Argelandera.

Postugujac si¢ atlasem Bayera, stwierdzil on, ze ostatnia literg uzyta tam do oznaczania gwiazd
bylo g. Zaproponowat wigc, aby kazda pierwsza odkryta w danym gwiazdozbiorze zmienng
oznaczac litera R, druga S i tak az do Z — a wigc aby do oznaczania ich symboli
wykorzystywaé duze litery lacinskie od R do Z. Argelander nie spodziewat sie, jak wiele gwiazd
zmiennych trzeba bedzie wkrotce nazwaé. Dzi$, wobec znajomosci okoto 30 000 takich obiektow
nikomu nie przyszloby do glowy oznaczanie ich symbolami literowymi.

Jednak, cho¢ szybko okazalo sig, ze nie wystarczy liter (zauwazmy, ze w ten sposob mozna
oznaczy¢ zaledwie 9 gwiazd zmiennych w jednym gwiazdozbiorze), sposob Argelandera zostat
konsekwentnie rozszerzony. Gdy zabraklo pojedynczych liter, kolejne zmienne oznaczano RR
az do RZ, potem SS ... SZ, i tak az do ZZ. Dawalo to lgcznie mozliwo$¢ nazwania
pigcdziesigeiu czterech zmiennych w jednym gwiazdozbiorze.

Latwo sie domyslic, ze i to wkrotce nie wystarczyto. Wtedy cofnigto si¢ do poczatku alfabetu

i po zmiennej ZZ nastgpna zostala A4. Dalszych 280 zmiennych mozna bylo oznaczy¢ zgodnie
z ta zasada. (We wszystkich kombinacjach pomija sie litere J, gdyz latwo pomylié ja z 1.)

Gdy jednak okazalo sig, ze oznaczenia dla 334 zmiennych w jednym gwiazdozbiorze to jeszcze
wcigz malo, wreszcie odstapiono od metody. Aby nie komplikowaé bardziej i tak juz dos¢
zawitego systemu, zdecydowano sig trzysta trzydziesta pigta zmienna w danym gwiazdozbiorze
oznaczac po prostu symbolem #335. Przynajmniej nie ma obawy, ze kiedys zabraknie oznaczen.
Do kazdego oznaczenia dodaje sig trzyliterowy skrot tacifiskiej nazwy gwiazdozbioru (w pelnym
brzmieniu jest to dopelniacz nazwy lacinskiej). Gwiazda o najwigkszym numerze katalogowym

“jest V4133 Sgr.

Nie mozna wigc powiedzied, aby zasady oznaczania gwiazd zmiennych byly eleganckie. Jako
uzytkownicy katalogéw, a nie ich tworcy, moglibysmy si¢ tym zanadto nie przejmowac, gdyby
nie fakt, ze zasady te nie sa rowniez do korica konsekwentne. Zmienne, ktore wczesniej byly
oznaczone literami greckimi, nie otrzymaly nowych nazw. W szczeg6lnosci zachowaly nazwy
wlasne najbardziej znane zmienne, takie jak np. Algol (§ Persei) czy Mira (o Ceti).

Czytelnicy Delty zapewne niejednokrotnie spotkali si¢ rowniez z nazwami grup gwiazd
brzmigcymi podobnie jak nazwy systemu Argelandera. Gwiazdg typu RR Lyr czy W UMa
moze by¢ dowolna zmienna, niekoniecznie z gwiazdozbioru Lutni albo Wielkiej Niedzwiedzicy.
Podobnie algolami, mirydami nazywa sie zmienne o wlasnosciach zblizonych do wlasnosci
Algola czy Miry. Nazwy takie powstaja na ogél od nazwy wlasnej gwiazdy, a nie gwiazdozbioru.
Tu jednak rowniez nie ma pelnej konsekwencji. Cefeidy sq zmiernymi typu ¢ Cefeusza (nie ma
ona nazwy wiasnej), a nie — jak moglby ktos przypuszcza¢ — rojern meteorow, ktorych nazwy
powstaja wiaénie od nazw gwiazdozbiorow. Gdyby w Cefeuszu znajdowat sie radiant meteorow
(co, na szczescie, nie jest prawda), wylacznie na piSmie mozna by nazweg jego odrozni¢ od
cefeid (nazwy radiantéw meteordw, w przeciwienstwie do nazw grup zmiennych piszemy duzg
litera). :
mgr Joanna UDALSKA



i : : Ostroznie z przyblizeniami .

Rozwigzanic zadania F 242. Niech przed i za

spirala ciénienie i temperatura wynoszg Nasz Czytelnik, pan Pawel Paszko, proponuje metode przyblizonego obliczania wartosci funkcji
odpowiednio Py, Ty i Py, T5. Zmiana energii cosinus. Oznacza on przez h funkcje A() = 2t2— 1, natomiast przez h, jej n-krotne zlozenie.
wewnetrznej jednego mola powietrza jest x : x x x
réwna AU = Cp(Ty— 1)), gdkie Cp jest Wtedy cosx = 2cos? — —1 = h(cos—-} = h(h(cos—-—)) =, = h,.(cos = ) Korzystajac teraz
cieplem wlasciwym przy stalej objgtosci. 2 2 4 2!
Nastgpujace po sobie porcje powietrza z przyblizonego wzoru
przepychajace ,,nasz”’ mol gazu przy cisnieniu X 2
Py wykonujg nad nim pracg 4; = Py ¥, = RT,, (1) cosy & 1= _y_
gdzie ¥, jest objgtoicia jednego : 21
mola powietrza przed nagrzewajgcy F =
spirala; R — stala gazowa. otrzymuje
e L
Analogicznie przy cisnieniu P, gaz wykonuje 2) : cosx & h,{1—— z
pracg 4; = PV, = RT;, gdzie V; jest ' J 212
objgtoscia jednego mola gazu za spirala. - 4 s
Catkowita praca wykonana przez gaz wynosi: Wz6r ten jest wediug naszego Czytelnika wygodniejszy do obliczef niz wzor Taylora:
A= A3—A; = R(T;— Ty = RAT. : S adnae : ai 5 n o
COSX = lm—F ——=—44 .., 1 Np. an= X =— € Prz uz'yciu jprostszego
Na podstawie pierwszej zasady termodynamiki 2! 4! 6! P : 3 i S e g
cieplo dostarczone do gazu jest rowne _ n .
Q = AU+ A = (Co+RYAT . kalkulatora 8-cyfrowego wynik cos Y %~ 0,49996... zamiast 0,5. SprawdZmy, jakie przyblizenie
Stad okreslimy moc spirali powinien dawac wzor (2).
M= (Cot+R)m AT|p = Come ATipn =

Funkcja h przeksztaica odcinek [—1, 1] w siebie i #'(x) = 4x. Zatem dla dowolnych s, 1 € [—1, 1]

= 10° W, mamy |h(t)—=h(s)| < 4{t—s| i

gdzie skorzystalismy z faktu, iz cieplo molowe
przy stalym cisnieniu wynosi Cp = Cy+R (3) Uln(!‘)—h (3')| = 4n“_s|
' -

(my jest wydajnoscig przeplywu, a p §rednia
»?
cosy— (1 - T) < TR A zatem na mocy (3)

masa molows powietrza).
Je e Nt o SRR x\* 1 2
cosx—h,[l— —|— cos— —|1— — < 4" e ;
22t S L i 28 24 4" - 24

Tak wigc rzeczywiscie wzor (2) daje przyblizenie funkcji cosinus. Zobaczmy jednak co stanie

s

Ze wzoru Taylora wynika, iz

(C))

<4

L4
si¢, gdy sprébujemy obliczyé cos . dla n = 7. Otrzymujemy (tez na 8-cyfrowym kalkulatorze)

n
cos . ~ 0,5008... Dokladno$¢ pogorszyla si¢ i zupelnie nie zgadza si¢ z dotychczasowa teoria.
n

' Blad nie powinien przekraczaé ( 3

4 1 i -
) g T < 0,000004. Oto wyjasnienie kiopotow.

I- H
Niech0 < a < e Wtedy funkcja h przeksztalca przedziat [l —a, 1] w [1 —4a, 1] (bo
1 1 1 :
h(l—a) > 1—4a) i hy,: [1—2—.4—“ 1] = [?, l]. Jedli Y <a<b<l,tohd)—h(a) > 2(b—a).
e 1
Tak wiec jesli a,be[l— S l], to

s 1 (@)= hie 1 (B)) = 2+ b—al.

Nieréwnoéé ta pokazuje, ze maly blad popeliony przy podstawieniu argumentu funkcji A,
moze spowodowac bardzo duzy blad wartosci funkcji. Nie ma wiec sensu stosowaé wzoru (2)
dia zbyt duzych n. Jesli uzywamy kalkulatora 8-cyfrowego, to podstawiajac w (2) wartos¢

l 2
(l— 5 ( ;; ) ) popelniamy blad nie wiekszy niz 5 - 10~®. Oznaczmy przez b, maksymalny blad

wartoéci funkcji 4, przy bledzie argumentu mniejszym niz 5+ 10~%. Z (3) mamy b, < 4"- 5- 10~
Jesli rozpatrujemy x € [—2%- 1072 ]/‘ 120, 2%- 10-2. i/l"zﬁ], to stosujac wzor przyblizony (2)
popelniamy na mocy (4) blad nie wigkszy niz

(2%~ 10-2- ¥/120)*

e = Ao

i nie warto stosowa¢ wzoru (2) dla n > k. Tak wiec dla 2*- 0,0331 < |x]| < 2%+!-0,0331
stosujemy wzor (2) dla n = k i otrzymujemy wynik z dokladnoécia lepsza niz 4 - 10-7,
Oczywiscie moze si¢ zdarzy¢, ze otrzymana doktadnoéé bedzie duzo lepsza.
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~Hugo Steinhaus jest autorem hasla ,,matematyk zrobi
to lepiej”. Jego wielkg zastuga bylo (miedzy innymi)
stworzenie samodzielnej dyscypliny badawczej —
zastosowania matcmatykl — i budowa silnego zespotu
uczonych zajmujacych si¢ ta dyscyplina.

Oczywiscie jego haslo nie przekazuje prawdy

o matematykach. Sg rzeczy, ktérych matematyk nie
zrobi lepiej. Na przykiad stabe sa wyniki matematykéw
w tzw. kantach. Stabo tez sobie poczynaja, gdy cheg
co$ zalatwi¢ w jakim$ urzedzie czy instytucji.
Doskonalym tego przykladem sa ich poczynania

w sprawie niejako samego Steinhausa dotyczgce;.

Hugo Steinhaus jest autorem najlepszej w swiatowym
dorobku ksigzki przedstawiajacej spos6b patrzenia

i myslenia matematykéw szerokiemu ogdlowi. Ta
ksigzka to Kalejdoskop matematyczny. Ma ona bardzo
wiele wydan w réznych jezykach i w réznych krajach.

%

nofa de

Nareszcie

Sa (o dziwo) rowniez wydania po polsku, w ktérym to
Jjezyku ukazalo si¢ jej pierwsze wydanie. Piszemy

,,0 dziwo”’, bo poprzednie jej polskie wydanie ukazato
si¢ w 1956 roku (tak jest — ponad 30 lat temu). I gdy
anglo- czy rosyjskojezyczni czytelnicy wcigz otrzymywali
jej nowe wydania, Polacy (zdolni pohglocn jak
wiadomo) tylko z importu mogli si¢ w nig

zaopatrywac.

Tutaj jakos inni umieli lepiej niz matematycy zadbac
o ukazywanie si¢ innych ksiazek. Dopiero z racji
obchoddw stulecia urodzin Steinhausa i matematycy
zdotali si¢ dopcha¢ do planu wydawniczego, co przez
poprzednie ¢wieréwiecze jako$ im si¢ nie udawato.

Ale jeszcze w tym roku bedzie!

Nie bgdziemy pisa¢ Zadnej recenzji. Przytaczamy tylko
trzy fragmenty i Zyczymy pomysinych towdw na te
ksigzke (fowow — bo gdziez tam Kalejdoskopowi do
nakladu kryminaléw).

Délta

D!‘

Kolo ma t¢ wlasnoéé, ze drag o przekroju kolowym, z materialu Jednorodnego i 1zejszego od wody, moze si¢ utrzymac
bez ruchu na wodzie bez wzgledu na to, jak go obrécimy koto osi. Tu narysowane kontury maja te sama wlasnosc,
gdy dobierzemy material o gestoéci 1/2; sa to linie tak obliczone, ze kazda cigciwa, ktéra potowi ich obwéd, potowi
takze ich pole. Z tego wida¢, ze wlasno$¢ rownoczesnego potowienia pola i obwodu nie jest weale przywilejem koét.



Majac obszar ograniczony krzywa, jak na przyklad jezioro Sniardwy, mozemy opisa¢ na nim kwadrat. Latwo si¢

o tym przekonaé biorac naprzéd parg stycznych rownoleglych i druga taka parg prostopadiy do pierwszej, a. potem
obracajac cala ramke dokota konturu. Po obrocie o 90° para listew poziomych stanie si¢ pionowa i na odwrdt.
Jezeli wiec odleglosé pary réwnoleglych listew byla wigksza niz drugiej pary, to po obrocie stanie si¢ mniejsza, musi
by¢ zatem moment, kiedy te odleglodci si¢ zréwnaja, a wtedy wiasnie styczne utworza kwadrat.

Znacznie trudniej udowodni¢, ze w kazdy kontur zamknigty mozna wpisa¢ kwadrat; jednak rzeczywiscie tak jest.

Spekania mulu na brzegu rzeki, gdy go °
wysuszy stonce, lub glazury na kaflach
wydaja sie zupelnie przypadkowe. Przy
blizszym obejrzeniu widaé, ze katy sa
zblizone do prostych. To da sig
wytlumaczyé, jezeli przyjmiemy, ze
spekania sa wynikiem kurczenia sig
warstwy mutu. Linia pgknigcia musi by¢
wedlug zasad mechaniki taka, zeby
praca potrzebna do rozerwania warstwy

* byla mozliwie mata. Ta praca jest
proporcjonalna do wielkosci przekrojéw,
ktore powstajg przez rozerwanie, i linie

* peknie¢ musza miec¢ taki przebieg, ktory
mozliwie zmniejsza wielkoéé przekrojow.
W materiale jednorodnym ten warunek
daje katy proste. Zmienna grubos§¢
warstwy thumaczy zakrzywienie linij
(dlaczego?). '




O obrotach cial niewielkich (II)

Dr Jacek DOBACZEWSKI
Dr hab. Witold NAZAREWICZ

W poprzednim artykule (Delta 2/1988) zajmowali$my si¢ obrotami
ukladow makroskopowych i molekul. Stwierdziliémy, ze wirujace
ciala naladowane wysylaja promieniowanie elektromagnetyczne,
co dla obiektow mikroskopowych odpowiada emisji pojedynczych
fotonéw unoszacych energie i moment pedu ruchu obrotowego.
PrzekonaliSmy si¢ tez, ze analizujac emitowane promieniowanie
mozna stwierdzi¢, jakg symetri¢ maja drobiny atomowe i jakie sa
ich rozmiary. Badajac widma rotacyjne mozemy zatem
,.podglada¢” uklady kwantowe tak male, ze nigdy nie bylibySmy
w stanie ich zbada¢ za pomoca najlepszych mikroskopow.

Takimi obiektami, okolo 100 tysigcy razy mniejszymi niz
czasteczki, sg jadra atomowe. Fizycy dysponuja obecnie
urzadzeniami pozwalajacymi przyspieszac jadra atomowe

(a wlasciwie wielokrotnie zjonizowane atomy) do bardzo
wysokich predkosci. Kiedy taki szybki pocisk uderza w inne jadro
atomowe, oba jadra moga zla¢ si¢ w jedna calo$¢ tworzac jadro
pierwiastka o liczbie atomowej rownej sumie liczb atomowych
jader wchodzacych do reakcji. Eatwo mozna sobie wyobrazic, jak
bardzo ,,niespokojne” jest takie nowo powstale jadro atomowe.
Jego powierzchnia drga gwaltownie, nukleony w §rodku poruszaja
si¢ doé¢ chaotycznie, a calo$é obraca si¢ z duzym momentem
pedu. Czasem takie konwulsje koricza sie rozpadem zloZzonego
obiektu na dwa jadra zupelnie inne niz te, ktore daly mu
poczatek. Czasem zas wystarczy, by z powierzchni jadra
,»wyparowalo” kilka nukleonéw, a jadro zlozone ochladza sie

i stabilizuje. Parujace nukleony nie sg jednak w stanie wynies¢

z jadra zbyt duzego momentu pedu i w rezultacie jadro
wyhamowuje swoj szybki obrot wielokrotnie emitujac kwanty
promieniowania gamma. Mierzac energie emitowanych kwantow
i ich multipolowoé¢ (moment pedu) mozna otrzymac, w sposob
zupelnie analogiczny jak w fizyce atomowej, jadrowe pasma
rotacyjne.

Na rysunkach 1a i 1b przedstawione sa widma rotacyjne jader

Czego mozemy dowiedzie¢ si¢ o budowie tych jader analizujac ich
pasma rotacyjne? Popatrzmy najpierw na pasmo jadra 7®Sr.
Momenty pedu zmieniajg si¢ w tym pasmie co 2 jednostki #,

a wiec jadro nie ma momentu dipolowego. Jest tylko jedno pasmo
rotacyjne, a wiec jadro ma o§ symetrii obrotowej — tak jak
omawiane w poprzednim artykule czasteczki liniowe. Wystapienie
takiego pasma rotacyjnego sugeruje wiec, ze jadro 7®Sr ma ksztalt
elipsoidy obrotowej. W pasmie rotacyjnym jadra 22*Th momenty
pedu zmieniajg si¢ zarowno o jedng, jak i o dwie jednostki #,

a wiec ma ono moment dipolowy i kwadrupolowy. Najbardziej
prawdopodobnym wytlumaczeniem tego faktu jest hipoteza

o0 ,,gruszkowatym” ksztalcie tego jadra. Dla takiego ksztaltu
jadra protony nie musza mie¢ rodka masy w tym samym punkcie
przestrzeni co neutrony i pojawia si¢ rézny od zera moment
dipolowy ukladu. W przeciwienistwie do czasteczek atomowych
jadra majace moment dipolowy sa bialymi krukami wérod
wszystkich jader atomowych.

Odleglosci migdzy atomami w czasteczce sg sztywno okreslone
przez sily elektromagnetyczne. Obrot czasteczki nie moze na nie
wplynac¢ w zasadniczy sposob, a wigc moment bezwladnosci
czasteczki prawie wcale nie zalezy od predkosci katowej obrotu.
Nieco inaczej jest w przypadku jader atomowych. Na rysunku 2
pokazana jest zalezno$¢ momentoéw bezwladno$ci, wyznaczonych
ze wzoru J = #fil{w, od liczby kwantowej momentu pedu. Widzimy,
ze obrot powoduje stopniowy wzrost momentow bezwladnosci
tych jader. Wzrost ten tlumaczy¢ mozemy istnieniem sily
odsrodkowej powodujacej zwigkszanie si¢ deformacji jadra oraz
stabymi zmianami jego struktury wewnetrznej. Widzimy tez, ze
momenty bezwladnosci jader sa rzedu 10~°* kg - m?, a predkosci
katowe az okolo 10'? obrotow na sekunde, czyli miliard razy
wigksze niz czgstosci obrotu czasteczek. Wynika stad, ze
powierzchnia jadra porusza si¢ z liniowa predkoscia rzedu

100 km/s, a wigc okolo 10 000 razy szybc:ej niz skrajne atomy

w czasteczce!
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Rys. 1. Pasma rotacyjne jagdra (a) 78Sr oraz (b) 224Th. Energie stanow podane

sa w kiloelektronowoltach (1 keV = 1,6 10-16 J) po prawej stronie kresek

reprezentujacych poziomy en~rgetyczne. Po lewej stronie podana jest liczba

kwantowa momentu pedu (a,,+" lub,,—" oznacza dodatnig lub ujemna

parzystoié). Kolorowe i czarne strzatki w pasmie 224Th oznaczaja odpowiednio

dipolowe i kwadrupolowe przejicia elektromagnetyczne. :
Y

.
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Rys. 2. Zalezno$é¢ momentdw bezwladnosci wybranych jader atomowych od
momentu pedu. Momenty bezwladnosci podane sa w jednostkach fg/MeV
uzywanych zwyczajowo w fizyce jadrowej. Megaelektronowolt (MeV) jest
jednostka energii rowna okolo 1,6 - 10-12 J, a wigc znajac stalg Plancka
#i= 1,05-10-34% ] - s mozemy obliczyé, 2e 1| A2/MeV = 6 10-%6 kg - m2,

Jest wiele jader, ktore wykazuja przedziwne zachowanie przy
zwiekszajacej sie predkosci katowej obrotu. Rysunek 3 przedstawia
moment bezwladnosci w pasmie rotacyjnym jadra '®8Hf. Jak
wida¢, moment ten rosnie az do momentu pedu 12 #, po czym
nastépuje co$ bardzo dziwnego: czgsto$c obrotu maleje, a moment
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Rys. 3. Zaleinosé momentu t tadnosci jadra '58HFf od predkosci katowej Rys. 4. Zaleznosé energii od liczby kwantowej momentu pedu dla dwu pasm

obrotu (J = fil{w). Predkosci katowej obiektu mikroskopowego nie moZemy,
_oczywiicie, zmierzy¢ w sposdb bezposredni. Mozemy jg natomiast posrednio

wyznaczy¢ znajac zaleznosé energii od liczby kwantowej momentu pedu

E(I): fiw = dE[dI = (E(F)— E(I-2))/2 i tego wzoru uiyto, by wykreslié ten

rysunek, Punkty na krzywej oznaczaja dyskretne wartosci liczby kwantowej I.

pedu i moment bezwladnoéci rosng. To niezwykle zachowanie si¢
momentu bezwladnosci nosi nazwe przegiecia wstecznego (ang.
backbending), ktora to nazwe wymyslono, by uja¢ w stowa
zachowanie si¢ momentu bezwladno$ci w zaleznosci od
czestosci obrotu. Wyjasnienie tego efektu zawarte jest na
rysunku 4, gdzie przedstawiliémy zalezno$¢ energii dwoch pasm
rotacyjnych od liczby kwantowej momentu pedu. Ponizej [ = 12
energie pasma A sg nizsze niz pasma B, a powyzej tej wartosci
liczby kwantowej momentu pedu sytuacja si¢ odwraca. Mowimy,
Ze pasma te ,,przecinajg si¢” dla 7 =~ 12. Energie w obu pasmach
niezle zgadzaja si¢ ze wzorem rotacyjnym E = #2I(I+1)/2J
(patrz poprzedni artykul), a momenty bezwladnoéci rosng stabo
ze zwigkszajacym si¢ momentem pedu i sg mniejsze w pasmie A
niz w pasmie B. Zauwazmy, ze jesli jadro wysylajac kolejne
kwanty promieniowania gamma spowalnia swéj obrot, to

w wyniku otrzymamy pasmo zaznaczone na rysunku 4 linig
przerywana. Oczywiste jest. wiec, Ze w obszarze przecigcia pasm
musi nastapi¢ gwattowna zmiana czgsto$ci obrotu, gdyz jadro
przechodzi wtedy z jednego pasma rotacyjnego na drugie.
Wyjasnia to zagadke przegigcia wstecznego, ale rodzi nowg: skad
bierze si¢ pasmo rotacyjne B o wlasnosciach tak roinych od
wlasnosci pasma 47

Aby wyjasni¢ nature pasma B, musimy wniknaé¢ nieco glebiej

w wewnetrzng struktur@ jadra atomowego. Poniewaz sily ]adrowe
maja bardzo krotki zasieg, WIQC nukleony w jadrze zachowuja sig
nieco podobnie do molekut meczy, czyli poruszaja si¢ prawie
swobodnie w $§rodku jadra, a na jego powierzchni odczuwaja sile
podobna do napiecia powierzchniowego, ktéra nie pozwala im
jadra opusci¢. Ruch ich przypomina ruch elektronow (w atomie)
w polu elektrostatycznym jadra. Pojawiaja sie wiec powloki
Jjadrowe zupetnie podobne do powlok elektronowych. Nukleony
tworzace jadro atomowe obsadzaja kolejne powloki tak, jak
elektrony obsadzaja swoje powloki w atomie. Jest jednak miedzy
tymi ukladami pewna zasadnicza réznica. O ile sily kulombowskie
dzialajgce migdzy elektronami sg odpychajace, to sily jadrowe
powoduja przyciaganie i laczenie si¢ nukleondéw w pary. Okazuje
sig, ze takie pary usituja dobrac si¢ w ten sposob, by wypadkowy
moment pedu kazdej pary byl rowny zeru. Jeden nukleon w parze
wiruje wigc w jedng strone, a drugi w strone przeciwna.

Przypus¢my teraz, ze naszg par¢ nukleonéw umieszczamy

w obracajacym si¢ jadrze atomowym. Na kazdy z nukleonow tej
pary bedzie wtedy dziala¢ sita Coriolisa — ta sama sila, ktora
powoduje podmywanie wschodnich brzegow wielkich rzek
syberyjskich i ktéra pozwala namacalnie stwierdzi¢ ruch obrotowy
Ziemi w do$wiadczeniu z wahadlem Foucaulta. Sila ta bedzie ¢
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rotacyjnych w jadrze 18Hf. Pasmo A (czarna krzywa) i pasmo B (krzywa
kolorowa) przecinaja sig w poblizu I = 12, Wysylajac kolejne kwanty
promieniowania pasma jadro bedzie obnizaé swoja energie wzdluz drogi
zaznaczonej na rysunku linia przerywana.

usitowala ustawi¢ oba momenty pedu nukleonow naszej pary
rownolegle do momentu pedu jadra, czyli rozerwac parg tworzac
z niej dwa niezalezne nukleony o wypadkowym momencie pedu
roznym od zera (patrz rys. 5). Pasmo rotacyjne B — to, ktore
bylo przyczyna wystgpowania zjawiska przegi¢cia wstecznego —
jest wlasnie pasmem rotacyjnym jadra z jedna parg rozerwana.
Aby pasmo takie miato stosunkowo niskie energie i moglo
przeciag si¢ z pasmem A, w ktorym nie ma par rozerwanych,
catkowity moment pedu takle] pary po rozerwaniu musi byé

- duzy. W jednych jadrach taka para istnieje, a w innych nie, co

zalezy od struktury powlokowe;j jader i jest przyczyna tak
roznych zachowan jader przy szybkim obrocie.

0$ OBROTU
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Rys. 5. Schematyczne przedstawienie wplywu obrotu jadra na momenty pedu
nukleondéw. Gdy jadro nie obraca sig (a), to nukleony lacza si¢ w pary

o przeciwnych momentach pedu. Sita Coriolisa dzialajgca na nukieony

w obracajacym sig jadrze (b) powoduje, ze momenty pedu nukleondw (strzalki
czarne) usiluja ustawié sie wzdluz momentu pedu jadra (strzalka kolorowa).
Przy szybkim obrocie jadra (c) jedna z par moze ulec catkowitemu rozerwaniu,
a momenty pedu jej nukleondw ustawia sig wtedy rownolegle do catkowitego
momentu pedu.

Nie wyczerpuje to jeszcze bogactwa mozliwych struktur pasm
rotacyjnych. Na rysunku 6 widzimy wyniki doswiadczalne
otrzymane dla jadra '*°Er. Ponizej momentu pedu 304 jadro to
zachowuje si¢ w sposOb, ktory juz nie jest dla nas niczym
zaskakujgcym: widzimy dwa przeciecia pasm dla [ = 10i I = 22
odpowiadajace rozerwaniu jednej pary neutrondw i jednej pary
protondéw. Dla wyzszych momentéw pedu zaczyna sig dziac co$
dziwnego. Czym mozna wytlumaczy¢ tak nieregularne zmiany
momentu bezwladnosci przy rosnacej czestosci obrotu? Okazuje




sig, ze dla I < 30 jadro !*°Er ma ksztalt cygara obracajacego sig
wokol osi prostopadiej do osi symetrii cbrotowej. Natomiast

dla I > 30 przyjmuje ono ksztalt dysku i wtedy moment pgdu
jest catkowicie ztozony z momentow pedu wielu porozrywanych
par nukleonow. Stad tez pochodzg nieregularnosci pasma
rotacyjnego zwigzane z takim ,,niekolektywnym obrotem.
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Rys. 6. Zaleznosé¢ momentu bezwladnodci jadra '36Er od predkosci katowej
obrotu. Dla liczby kwantowej momentu pgdu I < 30 jadro to ma ksztalt cygara
obracajacego si¢ wokdl osi prostopadiej do osi symetrii obrotowej, w ktérym
rozerwaniu ulega para neutrondéw (I = 12) i protondw (I = 22), Powyiej

I = 30 jadro to przybiera ksztalt dysku, a jego moment pgdu utworzony jest

z momentdw pedu wielu porozrywanych par nukleondw,

Inny charakter ma pasmo rotacyjne jadra '*®*Hg (rys. 7). Jadro to
ma w stanie podstawowym ksztalt lekko splaszczonej kuli, co
prowadzi do pasma rotacyjnego odpowiadajacego obrotowi
wokol osi 0 najmniejszym momencie bezwladnosci. Niezaleznie
od tego obserwujemy pasmo o znacznie wiekszym momencie
bezwladnosci przecinajace si¢ z pierwszym juz dla 7 = 4. Okazuje
sig, ze drugie pasmo odpowiada obrotowi jadra o ksztalcie cygara
wokot osi prostopadlej do jego osi symetrii obrotowej. Jadro
188 g moze wiec istnie¢ rownoczeénie w stanach o réznym
ksztalcie. Niezaleznie od takiego wspolistnienia ksztaltow
widzimy ,,normalne” przegigcie wsteczne w pasmie
odpowiadajacym ksztaltowi splaszczonemu dla 7 ~ 10.

Calkiem niedawno odkryto jeszcze jeden typ struktury pasma
rotacyjnego. Jadro 2Dy (rys. 8) az do I = 40 ma nieregularne
niekolektywne pasmo rotacyjne odpawiadajace ksztattowi
splaszczonemu. Jednoczesnie wystepuje niezwykle regularne
pasmo boczne o ogromnym momencie bezwladnoéci. Tak duzy
moment bezwladnosci sugeruje olbrzymia deformacje¢ tego
jadra — wydaje sie, Ze ma ono w pasmie tym ksztatt cygara

o dlugosci dwa razy wigkszej niz jego grubosc! Zachowanie sig
tego jadra przy szybkim obrocie przypomina... zachowanie si¢
gwiazdy. Astronomowie od dawna wiedzieli o tak zwanej
niestabilnosci Jacobiego. Polega ona na tym, ze gwiazda kurczac -
si¢ obraca si¢ coraz szybciej i bedac najpierw kula przyjmuje
nastepnie ksztalt coraz bardziej splaszczonego dysku wirujacego
wokol osi symetrii obrotowej, by nagle zmienié¢ si¢ w cygaro
wirujace wokot osi prostopadlej do jego osi symetrii obrotowej,
a w koncu rozerwac sie¢ tworzac uklad dwu gwiazd wirujacych
wokot wspolnego §rodka masy. Podobnie jest z jadrem 12Dy —
przewiduje sie, ze dla momentow pedu okolo 80# powinno ono
rozszczepiaé sie na dwa niezalezne fragmenty. Fizycy poznali
w?rcu juz prawie caly zakres momentoéw pedu dostgpnych temu
Ja
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Rys. 7. Zaleznoéé energii od liczby kwantowej momentu pedu w pasmach jadra
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Rys. 8. Zaleznos¢ energii od Inczby kwantowej pedu w p h

jadra '52Dy. Oprécz dpowiadaj obrotom niekolektywnym przy

ksztalcie splaszczonym (czarne kotka) oraz ,,normalnego’’ pasma obrotu
kolektywnego dla ksztaltu wydluZzonego (linia czarna) obserwujemy pasmo
odpowiadajace obrotowi jadra o gigantycznej deformacji, kiedy ma ono ksztait
cygara o osi dlugiej, dwukrotnie wigkszej niz o§ krotka.

Badanie szybko obracajacych si¢ jader atomowych jest pote¢znym
narzedziem poznawania ich budowy i struktury. Za jego pomoca
udalo si¢ uzyska¢ potwierdzenia naszych wyobrazen o tym,

w jaki sposdb nukleony ukiadaja si¢ w przestrzeni tworzac
na]bardnej gesta ,».grudke” materii, z ktorej zlozony jest nasz
$wiat i my sami. Czy narzedzie to zostato juz zuzyte do konca?
Nalezy w to watpi¢. Dostarczy jeszcze ono fizykom wielu
informacji i wielu niespodzianek...



7 Rozwigzanic zadania M 504, Tak, Ustawiajqc
odpowiednio kije mozna zmierzyc¢ sumg oraz
roznice ich diugosci. Jedli w wyniku pomiardw
otrzymamy liczby s i r, to uznamy, ze

dluzszy kij ma dlugosc 5 (s+r), krotszy zas

1 ’ ;
5 (s—r). Oznaczmy przez d i k rzeczywiste

dlugosci kijow. Mamy s = d+k+ X,

r = d—k+ Y, gdzie X, ¥ 53 niezaleznymi
zmiennymi losowymi, EX = EY = 0,
DX = DY = o2, Stad

i(m r)=d+ .-‘-.-(x + Y.

ke + —(h Y).

—(s-')

% i
Biad pomiaru jest zmienng losowa niA(X+ Y).
Z niezalegnosci X i ¥ wynika, e
{1
D x+1)) =
3 ] !

1 D2 DIY) = g
T( X+L =

Odchylenie standardowe bledu wynosi wigc
a
V2

dwdch pomiaréw dlugodei kazdego kija.

. Taki wynik wymagaiby przeprowadzenia

Gry

Zacznijmy od przyk}a.dé\#.

Przykiad 1: A i B graja w nastgpujgca gre. Biora liczbe naturalng # i jeden z graczy odejmuje
od niej jedna z liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Drugi z graczy odejmuje jedna z tychze liczb od
wyniku otrzymanego przez przeciwnika i tak na przemian. Wygrywa ten, kto poda w wyniku
liczbe 0. Jaka jest strategia w tej grze? To proste. Musimy, o ile to mozliwe, podawaé .
przeciwnikowi liczby podzielne przez 10. Jesli poczatkowe warunki gry (liczba #) pozwola nam
poda¢ mu liczbe zakoficzong zerem, to w odpowiedzi dostaniemy liczbe z ostatnia cyfra rozna
od zera i znéw podamy liczbg z zerem na koricu. W ten sposob napiszemy w koricu liczbe 0

i wygramy.

Przykiad 2: Zasady podobne, z tym ze od liczby, ktorg podal nam przeciwnik, mozemy odjacé
Jej dzielnik pierwszy lub liczbg 1. Dobra strategia nie jest tu od razu widoczna, ale jest
zaskakujaco prosta, Musimy podawaé¢ przeciwnikowi liczby podzielne przez 4. Rzeczywiscie,
dajgc przeciwnikowi liczb¢ podzielng przez 4 otrzymamy w odpowiedzi liczbg niepodzielng przez
4 (bo nie mozna odejmowac wielokrotnosci liczby 4), a wiec:

- albo liczbe postaci 4k + 1 i wtedy podamy 4k = dk+1—1,

albo liczbe postaci 4k +2 i wiedy podamy 4k = 4k+2—2,

albo liczbg postaci 4k +3 i wtedy podamy 4k + 3 —p, gdzie p jest dzielnikiem pierwszym liczby
4k + 3 dajacym z dzielenia przez 4 reszt¢ 3 (taki - dzielnik zawsze istnieje), czyli mozemy znowu
da¢ w odpowiedzi liczbe podzielna przez 4.

Te dwa przyklady pokazujg, jak mozna tworzy¢ nowe gry. Wystarczy umowié sie, jakie liczby
mozna odejmowac od jakich i gra gotowa. Znalezienie strategii w takiej grze to zbadanie,

ktore liczby sa wygrywa_]aoe (w pierwszym przykladzie sa to liczby podzielne przez 10, a w druglm
podzielne przez 4).

1 kolejny temat pracy konkursowej mamy gotowy: wymysli¢ i zbada¢ kilka tego typu gier.

J.W.

Kto ma racje

2n—2
Wsréd zadan na pisemnym egzaminie wstepnym na matematykq 3 - 2 % )
bylo tez nastgpujace: znowu jest ( ) mozliwoséci. W efekcie p = n
Zbior N = (1,2, ..., 2n} podzielono losowo na dwa podzbiory g ( n )

n-elementowe. Obliczy¢ prawdopodobienstwo p.zdarzenia, ze
1 i 2 znalazly si¢ réwnoczesnie w jednym z podzbioréw.

Po egzaminie podstuchalem taka, mniej wiecej, rozmowe.
— Z rachunku to mam chyba dobrze.

— Ja chyba tez. Ile ci wyszlo?
2n-—2)
J
: n
S 2n
4

— To mi co innego. Jak robile$?

— Wszystkich mozliwych podzialow jest oczywiscie tyle, ile jest
sposobow wyboru n-elementowego podzbioru X ze zbioru N,

2n
a wiec ( ) Zdarzeniu sprzyja ten wybor, dla ktorego
n

— Chyba dobrze. Ja liczylem ,,od przeciwnego', czyli
- znajdowatem najpierw prawdopodobiedstwo tego, ze 112 sa
w roznych podzbiorach. Tak jak i u ciebie mys$limy o wybieraniu

; 2n
n-elementowych podzbiorow. Wszystkich wyboréw mamy ( )
n

Zdarzeniu sprzyja wybor takiego podzbioru X, ze 1 e X 12¢ X
lub2eXil¢X Znaczy wigc, ze jeden element zbioru X
pochodzi ze zbioru {1, 2}, pozostale zas (jest ich n— 1) ze zbioru

7 : 2n—
{3,4,...,2n}. Mamy wigc 2(

(7)

2
l ) takich mozliwosci. Stad

dostajemy, ze p = 1 —

{1,2} = NN\ Xlub {1,2} = X. Pierwszy z tych warunkow e

oznacza, ze X < {3,4, ..., 2n} i mamy tu (

Teraz {1,2} < X oznacza, ze N\ X < {3

) mozliwodci. Rozmowa toczyla si¢ dalej, az do wyjasnienia, kto ma racjg.
R -

el e o T R. 5z,



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 1988 . ;
Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do kofica miesigca n+ 2. Szkice rozwigzan
zamieszczamy w numsrze n+ 4, Moina nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech, dwdch lub jednego zadania (kazde
na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dbwolnymi przerwami. Rozwigzania zadaf z matematyki

i z Fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F,
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspdlczynnik trudnoécei danego
zadania: WT = 4-3 SN, gdzie § oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z d numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktow
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 pinktow, w dowolnym czasie i w ktorejkolwiek z dwdch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktdw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Zadania z fizyki nr 67, 68
Redaguje dr Andrzej NADOLNY

67. W najprostszym polprzewodnikowym zlaczu p—n istnieje przestrzenny rozklad fadunku,
w przyblizeniu taki, jak na rysunku; x jest tu odleglodcia od ,,Srodkowej plaszczyzny'™ zlacza,
0 d — gruboscia obszaru zlacza, o — gestoscia ladunku. Przyjmujac, ze stala dielektryczna

potprzewodnika wynosi &, przedstawic zaleznos¢ natezenia pola elektrycznego od
wspolrzednej x.

Q
68. Wyznaczy¢ stosunek $rednich gestosci Stonica i Ziemi, korzystajac wylacznie z ponizszych
-d/2 danych:
ds/2 % promien Ziemi — 6,4 - 10° m,
; przyspieszenie ziemskie — 9,8 m-s~2,
Qo $rednica katowa Slofica ogladanego z Ziemi — 9,3 - 10~ rad,

I rok =~ 3,2:107s.

Rozwiazania-zadan z fizyki z numeru 12/1987

Przypominamy tres¢ zadan:
P v 60. Rozpatrzmy nieskoficzony solenoid majacy n zwojéw na jednostke

59. Rysunek przedstawia dwa uklady drgajace (a) i (b) z klockiem poruszajacym —  diugosci, przez ktory plynie prad o natgzeniu J; niech wewngtrzna Srednica

sig pod wplywem dzialania sprezyny (sprezyn) po poziomej prostej. W ukiadzie solenoidu bgdzie réwna D. We wnstrzu solenoidu znajduje sig rdzen

(b) zastosowane spregiyng z ukladu (a) — o dlugodci swobodnej /, rozcigty na o przenikalnosci magnetycznej 4 w postaci nieskoficzonego walca o $rednicy d.
dwie jednakowe czgsci o dlugosci swobodnej I/2. Obliczy¢ stosunek Znalezé natezenie pola tycznego wewnatrz rdzenia oraz w obszarze
czestotliwodci drgan swobodnych tych ukladéw przy zalozeniu, e masy wewnatrz solenoidu, poza rdzeni Pordwnad tg ostatnig wiclkosé

klockdéw sq jednakowe. Masg sprgiyn oraz tarcie klockéw o podioze nalezy z natgieniem pola magnetycznego wewnatrz solenoidu bez rdzenia.

zaniedbaé. Czy wynik zmieni sig i jak, j2éli sprezyna zostanie rozcigta na dwie Przeprowadzi¢ jakosciowe pordéwnanie dla przypadku skoficzonej dlugosci
niejednakowe czesci? solenoidéw i rdzenia. 3

59. Oznaczmy przez k wspolczynnik sprezystosci sprezyny o diugosci / (rowny wartosci
bezwzglednej stosunku sity sprezystosci przy pewnym wydiuzeniu sprezyny do tego wydluzenia).
Czesc tej sprezyny, o dlugoscei I, bedzie miata wspolczynnik sprezystosci k//[I'.

—
Okres drgan swobodnych ukladu (a) okresla wzor T, = 27 V %, ich czestotliwos¢ jest wiec
1 k

27 m’
W uktadzie (b) kazda ze sprezyn ma wspolczynnik sprezystosci- 2k. Wypadkowa stata
sprezystosci ukladu sprezyn jest rowna sumie stalych sprezystosci obu sprezyn, wynosi wigc 4k.

1 4k

27 m

Y Czgstotliwosc drgan swobodnych tego ukiadu jest rowna v, =

& 14
W rezultacie — = 2.

W przypadku rozcigcia sprezyny na niejednakowe czesci /, i /, ich wspolezynniki'sprezystosci

= beda k, = kl/l, oraz k, = kl|l,. Stosunek czestotliwosci wyniesie :—" = .
b a f| !2

linie sit wektora H Latwo sprawdzic¢, ze jest on najmniejszy dla /; = /;.

1

60. Z nieskonczonego solenoidu linie sit pola magnetycznego nie wychodza na zewnatrz. Jako
model takiego solenoidu mozemy przyjac solenoid w ksztalcie torusa o srednicy znacznie
wigkszej od srednicy solenoidu. Fragment toroidalnego solenoidu moze by¢ dowolnie zblizony
t do walca, dotyczy to rowniez rdzenia (o$ rdzenia powinna by¢ rownolegla do osi solenoidu).
Rozpatrzmy dwa kontury zaznaczone na rysunku. Skladowa wektora natezenia pola
magnetycznego H wzdluz konturu jest rozna od zera tylko na odcinkach rownoleglych do osi
solenoidu znajdujacych si¢ w jego wnetrzu (4B i EF). Oznaczajac wartosé

natgzenia pola magnetycznego wewnatrz solenoidu przez H mamy na podstawie prawa
Ampére’'a Hi = nll niezaleznie od tego, czy kontur przechodzi przez rdzen czy tez nie. Wynika
stad natezenie pola H = nl, takie samo wewnagtrz rdzenia, jak i poza nim. Gdyby rdzenia nie
bylo, natgzenie pola magnetycznego wewngtrz solenoidu byloby takie samo.

W przypadku solenoidéw o skonczonej dlugosci linie sil pola magnetycznego wychodza na
zewnatrz. Powoduje to zmniejszenie nat¢zenia pola magnetycznego wewnatrz solenoidu

w porownaniu z nieskoniczonym solenoidem (wystarczy przeanalizowa¢ opisane wyzej kontury,
uwzgledniajac nieznikajace pole magnetyczne na zewnatrz soler.oidu).

14
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Rozwigzania zadan z matematyki

Przypominamy tre$¢ zadan:

Czoldwka ligi szadaniowe] "Klub 44 K"
po uwzglgdnieniu ocen roswigsad
gadad 157 /WT=3,83/ 1 158 /WT=1,89/
2 numeru 10/1987 ¢

Mirostaw Mikucki =~ Augustéw  44,5Tpkt
Konrad Piéro - Warszawa 43,95pkt
Tadeusz Jésefezyk - Pogznar 43,15pkt
Piotr Wach . = Katowice 41,59pkt
Krzysztof Jedziniak- Eatowice  39,85pkt
Adam Rusgzel - Erosno 38,97pkt

Pan M, Mikucki - numer 52 w Klubie 44 M,

Cgotéwka 1ligli zadaniowej "Klub 44 F"
po uwgglednieniu ocen rozwigszan
zadari 55 /WI=1,94/ 1 56 /WI=3,21/
¢ numeru 10/1987
Dziertysiaw
Lipniacki = Lublin 36,22pkt
Bogustaw Mikielewicz- Brodnica 31,59pkt

Janusz Osada - Legnica  24,0Tpkt
Roman MusiaX - EKatowice 21,98pkt
Andrgze) Eilmes - Gorlice 20,82pkt
Piotr Korczyrski - Warssawa 19,T6pkt
Piotr Bala = Torund 19,31pkt

Z powodu nieumiesgzczenia w "Delcie"
nr 2/1988 czoléwki ligl fisyczne]
nie zostal odnotowany fakt wejécia
do Elubu 44 F = numerem dsmym

pana Jacka Stelmacha z Zabrza.
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Zadania z matematyki nr 169, 170 .

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

169. Dany jest wieloscian wypukly. W kazdym wierzchotku schodzg si¢ co najmniej 4 krawedzie.
Dowieéé, ze co najmniej 8 scian to trojkaty.

170. a) Niech Z bedzie takim podzbiorem plaszczyzny, ze

(1) nie istnieje prosta zawierajaca zbior Z,

(2) odleglo$¢ miedzy kazdymi dwoma punktami zbioru Z jest liczba naturalng.
Udowodnié, ze Z jest zbiorem skorficzonym.

b) Dla dowolnie zadanej liczby naturalnej n = 3 poda¢ przyklad n-punktowego podzbioru
plaszczyzny o wilasnosciach (1) i (2).

Zadanie 170 zaproponowal pan Marcin Mazur z Bialegostoku.

z numeru 12/1987 (dwuargumentowego) w zbiorze
uzyciem liczb 0 i 1) wyrazié
ie pary m, n liczb calkowitych nieujemnych takie, 2e

& —
az } n+ ) m sg obie calkowite.

161. Wymogom zadania czyni zado$¢ na przykiad operacja

d b
asb=1{ a—b ey ’

0 gdy a=b
Odejmowanie i dodawanie wyrazaja sig¢ przez * w sposob oczywisty:
: a—b = (a*b)s0, a+b = a—(0—b) = (a*((0+b)s0))+0

(wzory stuszne dla wszystkich a, b). Jeszcze prosciej wyraza si¢ branie odwrotnosci:
: :
— = a0  (dla wszystkich a # 0).
a

Pozostaje dowies¢, ze mnozenie wyraza sie przez * To za$ wynika z napisanych wyzej formut
i z nastepujacych tozsamosci:

dlaa#0,a#1l

a— 1
A ol . I ——  daax0
3 -1 R [ e SR
M S 4 ) —a a
0 dlaa=0
0 dlaa=0
1 dlaa=1
—b)*—a?)-b? ?
2) ab = — i(.‘i__).___)__ (dla wszystkich a, b).

2

Dowéd jest w tym momencie w zasadzie zakoriczony; nie ma konieczno$ci wykonywania
wszystkich podstawieri. Moze jednak ciekawe bgdzie spostrzezenie, ze na przyklad prawe strony
rownosci (1) (w przypadku, gdy a # 0, 1) zapisza sie jako

3) (a*((a*0)*(ax1)))*0,  (0xa)x(a*0).

Tozsamosé (2) — po uwzglednieniu rownoéci wezesniejszych — prowadzi do wzoru

A jeslia#0,a#1,b#0,b#1, avb #0, ash # 1
B jeSlia#0,a#1,b#0,b#1, asb=1
C jeslia#0,a# 1,020, b#1, asb=10
(4) ab=la jedlib=1
b - jedli a=1 *
0 jeslib=0
0 jelia=0

gdzie 4 oraz B sa wyrazeniami wypisanymi na tylnej okladce tego numeru, C za$ oznacza napis
(3). Formulg dla ilorazu a/b (dla b # 0) otrzymamy z (4) zastepujac wszedzie b przez (b+0).

162. Przypusémy, ze liczby calkowite m, n = 0 spelniaja podany warunek. Liczby ¥ {_n, |/; sa
wigc calkowite. Mozna przyjac, ze m < n. Oczywiscie para (m, n) = (0, 0) jest rozwiagzaniem
zadania. Zakladajmy w dalszym ciagu, ze n > 0. Mamy nieréwnosc:

n m—yn<yn — HZL<i_
VirVm—-yVn<Vntyn—vn =l <3

Wyrazenie po lewej stronie jest liczba catkowita nieujemna i wobec ofrzymanej nierdwnosci
anusi by¢ zerem, a to znaczy, ze m = 0. Zadany warunek przybiera posta¢ zadania, by liczby
|/; i V/n byly catkowite. Stad odpowiedz: para (m, n) jest rozwiazaniem zadania wtedy i tylko
wtedy, gdy jedna z liczb m, n jest rébwna zeru, a druga jest czwarta potega liczby caltkowite;.




Wedlug obserwacji wykonanych przez Voyagera 2 Hyperion,
jeden z satelitéw Saturna, jest zblizony do elipsoidy o osiach
200 x 240 x 350 km. Niepodobna natomiast okresli¢ jego
predkodci rotacji. Wyglada na to, ze okres jego obrotu waha sie
nieregularnie w granicach od 10 dni do nieskoficzonosci.
Przyczyna jest zapewne zmienne oddzialywanie nan ze strony
Saturna i Tytana (najwigkszego satelity Saturna).

Rownanie 12422+ ... +n* = m*> ma w liczbach naturalnych
tylko dwa rozwiazania: (1, 1) i (24, 70). Natomiast suma
kolejnych szeécianow (od jedynki) jest zawsze kwadratem.
Konkretnie 13423+ ... +n®* = (1+2+ ... +n)% Suma
pierwszych poteg, czyli 142+ ... +n, jest kwadratem dla
nieskoniczenie wielu n. Jakie to liczby?

Do obracajacej sig sfery przymocowano o$ drugiej idéntycznej
sfery (to znaczy nie tylko tych samych rozmiardw, ale tez
zlozonej z tych samych punktow). Druga sfera obraca si¢
jednostajnie na swojej osi z prgdkoscia rowna predkosci

- pierwszej sfery, ale w przeciwng strone. Jesli osie obrotu

pierwszej i drugiej sfery nie pokrywaja sie ani nie sg prostopadte,
to dowolny punkt rownika drugiej sfery zakreia w przestrzeni
zakrzywiong 6semke, bedaca przecigciem sfery (obojetnie ktorej)
z pewnym walcem (o jakim promieniu?). Rzecz zostala
udowodniona przez Eudoksosa podczas jego studiow w Akademii
Platona. A caly ten model zostal skonstruowany dla objasnienia
ruchu Jowisza na niebie (bylo to 500 lat przed Ptolemeuszem).

Sa powazne przeslanki za tym, ze rOwniez Neptun ma pierscier.
Kilkakrotnie obserwowano spadek jasnoéci gwiazd, w poblizu
ktorych Neptun przechodzit. Ocenia sig, ze piericien ma
szerokos$¢ do 20 km i promien 76 000 km. Jednak pierscien
powinien zazwyczaj przestoni¢ gwiazde dwukrotnie (chyba ze
stycznie o nia si¢ ,,ociera’™), co nie zawsze zauwazano.
Przypuszcza sie w zwigzku z tym, Ze jest on niejednorodny

i miejscami po prostu zbyt cienki lub rzadki, by spowodowac
zauwazalny spadek jasnosci zaslanianej gwiazdy. W sierpniu
1989 r. bedzie tam Voyager 2 i wtedy dowiemy sig, jak jest
naprawde. -

Wyrazne echo styszymy tylko wtedy, gdy fala odbita powraca do
nas co najmniej po czasie potrzebnym na wymowienie jednej
sylaby, tj. po okoto 0,2 s. Odpowiada to odleglosci przeszkody
odbijajacej dzwick wigkszej niz 34 m. Przy mniejszych
odleglosciach juz dla jednej sylaby fala odbita powraca w czasie
jej wymawiania, co daje efekt tzw. poglosu. Gdy $ciany dobrze
odbijaja d2wiek, poglos moze trwaé bardzo dlugo, np. w
baptysterium jednego z kosciolow w Pizie czas poglosu siega .
20s.

Nie jest fatwo stwierdzi¢ obecnos¢ pola magnetycznego u bialego
~ karla — efekt Zeemana (rozszczepienie linii widmowych w silnym
polu magnetycznym) jest bowiem skutecznie zaklocany przez
poszerzenie linii wskutek silnej grawitacji i szybkiej rotacji
gwiazdy. Dlatego bezposrednio mierzalne sq obecnie pola
magnetyczne dopiero powyzej kilku milionéw gaussow.

W gwiazdozbiorze Smoka w odleglosci 13 pc lezy biaty karzel

o numerze katalogowym GrW +70°8247 z polem magnetycznym
siggajacym 350 MGs. Jest to o rzad wielkosci wigcej niz u innych
gwiazd tego rodzaju.

Pierwsza fotografia barwna, wykonana w 1861 roku przez
Jamesa Clerka Maxwella, przedstawia fragment szkockiego
tartanu (kraty). Maxwell naswietlil trzy plyty fotograficzne
kolejno przez filtry: czerwony, zielony i niebieski. Uzyskane
zdjecia wyswietlone na ekranie przez te same filtry daly barwny
obraz. Po pewnym czasie okazalo si¢ jednak, ze uzywane przez
Maxwella plyty fotograficzne byly zupelnie nieczule na kolor
czerwony! Dopiero sto lat pdzniej w Laboratorium Badawczym
Kodaka wyjasniono, iz czerwona czesc fotografii uzyskat Maxwell
dzigki odbijanemu przez czerwony barwnik tartanu
promieniowaniu ultrafioletowemu.
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Jesli przez $rodek cigciwy
AB paraboli poprowadzimy
prosta rownolegla do jej
osi i prosta ta przetnie
parabolg w punkcie C, to
pole trojkata ABC bedzie

3

rowne o pola-

ograniczonego przez
parabole i cieciwe. Ciekawe,
Ze wynik nie zalezy ani od
wyboru paraboli, ani od
wyboru cigciwy. A jeszcze
ciekawsze, ze dostrzegl to
i udowodnit juz
Archimedes.

W niektorych pracowniach fizycznych mozna jeszcze znaleZé :
tzw. przyrzad Trevelyana. Jest to metalowa sztabka o przekroju
przedstawionym na rysunku.

AR s

Po silnym rozgrzaniu nalezy ja polozy¢ na ofowianej blasze.
Przechylona w lewo sztabka rozgrzewa powierzchnig olowiu,
ktéry rozszerzajac si¢ w miejscu styku powoduje przechylenie
sztabki w prawo itd. Stygnieciu towarzyszy wyrazny dzwick.
Podobne d#wieki mozna czasami ustysze¢ podczas stygnigcia
metalowych przedmiotow.



Przewrét w przemysle stoczniowym

Odkrycie nadprzewodnictwa w wysokich temperaturach wzbudzilo ogromne zainteresowanie
mozliwymi zastosowaniami nowych materiatow. Poza ,,oczywistymi’” pomystami uzycia nowych
nadprzewodnikéw do przesylania i magazynowania energii elektrycznej rozwazane s3 m.in.
projekty budowy pociagdw unoszacych si¢ na ,,poduszce’™ magnetycznej oraz statkow
poruszajacych si¢ dzigki istnieniu sity Lorentza. Oba te pomysly powstaly przed odkryciem
wysokotemperaturowego nadprzewodnictwa, ale ich realizacja byla bardzo kosztowna
(zastosowanie cieklego helu do chlodzenia), a uzyskiwane parametry eksploatacyjne budowanych
urzadzen byly mato atrakcyjne.

Idea dzialania statku ,,napedzanego” sila Lorentza jest bardzo prosta. Schemat takiego statku
przedstawia rysunek,

KIERUNEK
RUCHU STATKU

L6di napedzana sita Lorentza

Silny magnes (cewka z nadprzewodnika) wytwarza pionowe pole magnetyczne. W dnie statku,
wzdtuz jego burt, umieszczone sa elektrody. Wytworzenie réznicy potencjalow miedzy
elektrodami powoduje przeplyw pradu w (stonej) wodzie morskiej prostopadle do osi statku. Na
przewodnik z pradem (wodg) w polu magnetycznym dziala sita Lorentza prostopadia do kierunku
pola i kierunku pradu. W przypadku jak na rysunku odpycha ona wode w kierunku rufy

statku. Pole magnetyczne dziala wigc tu jak ,,wiosto™.

W 1980 roku model statku o dlugosci 3,6 m, skonstruowany przez profesora Saji z Kobe,
osiagnal predkos¢ 2,5 km/h. W roku 1990 ma by¢ wodowany eksperymentalny statek
o dlugosci 25 m i wypornosei 150 t.

A M.

Nikt i nic (poza prawem zachowania energii) nie zabrania, by istnialo perpetuurn mobile.

A poniewaz prawo zachowania energii nie ma mocy prawnej (tylko tak si¢ nazywa), wiec
czemuzby perpetuum mialo nie istnie¢. Tym bardziej ze konstruktorow takiego urzadzenia jest
wielu. Wszyscy jednak wiemy, jakie klody rzucano konstruktorom pod nogi do niedawna. My
rowniez, w redakcji, odrzucaliémy wielokrotnie nadsylane nam projekty.

Pora jednak z tym skoriczy¢. Na okladce przedstawiamy ideg jednej z otrzymanych przez nas
konstrukeji. Na pewno jest dobra — przeciez dwa lata przelezala na redakcyjnych potkach.
Fakt, Ze jej autora znamy jedynie z pseudonimu ,,1—9—6—9—2—0...”, ktérym sygnowat
swoje listy, najlepiej $wiadczy, Zze w minionym okresie bycie konstruktorem nie tylko nie bylo
oplacalne, lecz nawet moglo byé niebezpieczne.

A oto zasada dziatania Samoczynnego Urzadzenia Grawitacyjnego. Urzadzenie uruchamia sie
przez lekkie pchnigcie ramienia R dzwigni D, w gore. Uderzenie w iglice I; zwalnia cigzsze
rami¢ dzwigni D;, po ktorej zaczyna si¢ stacza¢ kulka K,;. Kulka spadajac na ramie R nadaje
mu ruch w dol, ktory za posrednictwem zgbatki Z i trybu T przenosi si¢ na kolo urzadzenia W.
Ruch zgbatki powoduje takZe podniesienie dzwigni O, dzigki czemu, po zatrzymaniu si¢ ramienia
R, mozliwy jest jego powrot do pierwotnego polozenia. Ruch wsteczny zebatki nie powoduje
obrotu kola w przeciwng strong¢ dzigki zapadce B i konstrukcji trybu 7. Podnoszace si¢ rami¢ R
uderza w iglice kolejnej dzwigni D,, przy czym kulka K, ktorej energia zostala juz
wykorzystana, wraca do kola W. Cykl si¢ zamknal. Dopracowanie szczegbléw konstrukcji
urzadzenia nie powinno stanowi¢ dla zdolnego mechanika wiekszej trudnoéci.
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