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Christian Huygens {(1629—1695), uczony
holenderski, znany ze swej zasady rozchodzenia
sie fal. Skonstruowal wahadlo izochroniczne
(tj. takie, ktérego okres drgan nie zaleiy od
amplitudy). Wiasnie do tej konstrukcji byly

mu potrzebne wlasnosci ewolwent.

Alexis-Claude Clairaut (1713—1765),
matematyk francuski, zajmowal si¢ m.in.
krzywymi przestrzennymi, powierzchniami
obrotowymi (takie ksztaltem Ziemi) i ruchem
Ksigzyca. Pierwsza prace o krzywych napisat
majac 12 lat, ksiazke o krzywych wspomniang
w tekicie obok — cztery lata poiniej, w wicku
lat 17 zostal czlonkiem Paryskiej Akademii

" Nauk.

Gaspard Monge (1746—1818), matematyk,
fizyk, chemik i inzynier francuski. Za czaséw
Napoleona minister marynarki, byl jednym z
zalozycieli akademii wojskowej Ecole
Polytechni W tyce zajmowal sig
geometria i réwnaniami roéZniczkowymi.

Leonhard Euler (1707—1783), jeden

z najwigkszych matematykow XVILL wieku,
Zajmowal sie wicloma dziedzinami
matematyki.

Ewolwenta krzywej.

Huygens wykazal, ze jesli B — A, to I dazy
do pewnej granicy D. Jest to dowod istnienia
srodka krzywizny.

Okrag scisle styczny i promien kreywizny
krzywej € w punkcie p,

Plaszczyzna scisle styczna.

Krzywe o stalej krzywiznie i stalym
skreceniu — to linie srubowe. Krzywe
o0 zerowym skreceniu to krzywe plaskie.
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Krzywizna

Dr Jerzy KONARSKI

W jezyku potocznym termin krzywizna ma, przynajmniej w odniesieniu do linii krzywych, dos¢
jasne znaczenie. W geometrii rozniczkowej nazwa ta okresla si¢ roézne wielkosci zwigzane z
krzywymi i powierzchniami (a takZe innymi obiektami geometrycznymi) i majace uogolniac to
najprostsze, intuicyjne znaczenie. Omowimy tutaj w skrocie 10zwdéj tych pojecé, zajmujacych
centralne miejsce w geometrii rozniczkowej, ograniczymy sie jednak tylko do krzywych

i powierzchni.

Najpierw zajmiemy si¢ krzywymi plaskimi. Zaczniemy od roku 1673, w ktorym Christian Huygens
opublikowal pracg o ewolwentach. Przypomnijmy, ze ewolwenta (,,odwijana”) danej krzywej
plaskiej nazywamy krzywa, ktéra zakresli ,,koniec sznurka, pierwotnie przyklejonego wzdtuz
danej krzywej, a nastepnie z niej odrywanego”. Mozna powiedziec, ze rysowanie ewolwenty
przypomina kreslenie okregu, ale ze zmiennym $rodkiem przesuwajacym si¢ wzdluz danej

krzywej i 0 zmiennym promieniu. W swojej pracy Huygens m.in. udowodnil, ze mozliwa jest

tez konstrukcja odwrotna: dla danej krzywej mozna znalez¢ nowa krzywa (tzw. ewolute), ktorej
ta pierwsza jest ewolwenta. Znaczy to, Ze jesli przez wybrany punkt p na krzywej poprowadzimy
do niej prosta prostopadla, to mozna na niej znalez¢ , Srodek owego 7mieniajacego si¢ okregu”
wystepujacego w konstrukcji ewolwenty. Srodek i promieni tego okregu nazwano pozniej
odpowiednio $rodkiem i promieniem krzywizny krzywej w punkcie p. Odwrotno$¢ dlugosci
promienia krzywizny nazywa si¢ krzywizna krzywej w punkcie p, a sam okrag — okrggiem

$cisle stycznym do krzywej w tym punkcie. Ta ostatnia nazwa pochodzi stad, ze jak w kilka lat po
Huygensie wykazal Newton, miedzy tym okregiem a krzywa nie da si¢ ,,zmiescic” Zadnego

innego okregu stycznego. Okrag $cisle styczny najlepiej ze wszystkich okregow przybliza krzywa

w okolicy danego punktu. Zauwazmy, ze powyzsza definicja krzywizny zgadza si¢ z okresleniem
potocznym: za krzywizne okregu przyjmujemy odwrotno$¢ jego promienia (im promiert wigkszy,
tym krzywizna mniejsza), a za krzywizng krzywej — krzywizng okregu, ktory ja przybliza.

Przejdzmy do krzywych przestrzennych. Pomysl, aby okregli¢ dla nich dwie krzywizny, pojawit si¢
po raz pierwszy w ksiazce A. C. Clairaut, jednak proponowana przez niego metoda badania
“krzywych za pomoca ich rzutdw na plaszczyzny rozpigte przez osie ukladu wspolrzednych nie data
dobrych wynikéw. Krzywizne krzywej przestrzennej jako pierwsi okreslili G. Monge i L. Euler
w roku 1775. Pierwszy z nich uogéinit geometryczny dowod Huygensa, rozpatrujac zamiast
prostych prostopadlych — plaszczyzny prostopadie do krzywej. Drugi zaproponowal nastepujacy
sposob. Sparametryzowal krzywa dlugoscia tuku, co umozliwia traktowanie jej jako drogi punktu
poruszajacego si¢ w przestrzeni ze stala szybkoscia (skalarng). To nam daje wektor styczny do
krzywej w kazdym jej punkcie (jednostkowy, bo szybkos¢ jest stala). Pomyst Eulera polegal na
tym, Zeby mierzy¢ krzywizne szybkoscia zmian kierunku tego wektora. Scislej mowiac, Euler
przeniost ten wektor do poczatku ukladu wspotrzednych. Koniec tego wektora opisywal zatem
pewna nowa krzywa, tzw. indykatryse sferyczna, na slerze jednostkowej. Krzywizna byla okresiona
jako stosunek diugosci krociutkiego odcinka indykatrysy sferycznej do dlugosci odpowiadajacego
mu tuku danej krzywe;j.

Krzywa i jej indykatrysa sl‘cryéma. Na tuku miedzy v, a v; krzywizna jest matu, migdzy v a vs — duza.

Druga krzywizng, zwang pozniej skreceniem, wprowadzil dopiero uczen Monge’a, M. Lancret.
Gdy- poruszamy si¢ po krzywej, wektory styczne w ,,sasiednich™ punktach (takiej terminologii
wowczas uzywano) wyznaczaja tzw. plaszczyzne Scisle styczna. Jesli np. krzywa jest plaska, to
zawierajaca ja plaszczyzna jest jednoczes$nie plaszczyzna Scisle styczna w kazdym jej punkcie.
Dzisiaj powiedzielibySmy, ze plaszczyzna ta jest rozpigta na wektorze stycznym (wektorze
predkosci) i na wektorze przyspieszenia punktu poruszajacego si¢ po krzywej. Lancret nazwatl
kierunek prostopadty do krzywej i lezacy w plaszczyZnie $ciSle stycznej kierunkiem normalnym
gloéwnym (jesli poruszamy si¢ ze stala szybkoscia skalarna, jest to dokladnie kierunek wektora
przyspieszenia), a kierunek prostopadly do plaszczyzny scisle stycznej — kierunkiem binormalnym.
Druga krzywizna, czyli skrecenie, miala mierzy¢, na ile dana krzywa nie jest plaska. O ile

- krzywizna byla okredlona jako szybkoéé zmian wektora stycznego, skrecenie zostalo zdefiniowane

jako szybkoé¢ zmian plaszczyzny $cisle stycznej lub, co na jedno wychodzi, jednostkowego
wektora binormalnego. Jakie jest znaczenie skrecenia? Ot6z okazuje sig, ze znajomos¢ krzywizny
i skrecenia (w przypadku plaskim — samej krzywizny) wystarcza juz do pelnego opisu krzywej,
oczywiscie tylko z dokladnoscia do jej polozenia w przestrzeni. '



N
tg2ep = 72 Z okresowosci funkcji tangens wynika, ze istnieja dwa prostopadie (!) rozwiazania.

Znaczy to, ze jesli w jednym z kierunkéw krzywizna przekroju jest najwieksza, to w prostopadiym
do niego — najmniejsza. Kierunki t& nazywaja sie obecnie kierunkami gléwnymi, a odpowiednie
krzywizny przekrosu — krzywiznami gtownymi. Latwo je dostrzec np. na walcu: krzywizna
przekroju waha si¢ tam od zéra (przekrdj réwnolegle do osi) do odwrotnosci promienia
«podstawy” (przekroj prostopadle do osi). Na sferze wszystkie przekroje sa jednakowe, wiec
wszystkie kierunki sa glowne. -

Rownolegle z teoria krzywych zaczela sig rozwijaé teoria powierzchni. Za tworce jej podstaw
nalezy uzna¢ L. Eulera. Powierzchnie w okolicy danego punktu badat rozpatrujac wszystkie
mozliwe przekroje tej powierzchni plaszczyznami prostopadlymi do niej i przechodzacymi przez
dany punkt. Wsrod tych plaszczyzn wybral jedna, a pozostale parametryzowal za pomocg kata ¢,
R ktory tworza one z ta wybrana. Nastgpnie znalazl zaleznoS¢ krzywizny otrzymanego przekroju
prostopadiego od kata ¢. Byla ona postaci x = L+ Mcos2¢+ Nsin2¢, gdzie L, M, N oznaczaly
pewne wspolczynniki zalezgce od danej powierzchni. Aby znalezé wartosci ekstremalne krzywizny
przekroju, Euler zrozniczkowal to wzgledem ¢, przyrownal do zera i otizymal réwnanie
@

Krzywizna przekroju normalnego walca waha

: 1
sigod 0 do —.
r

Skoro mowimy o krzywiznie przekroju plaszczyzna, to warto wspomnieé rowniez twierdzenie
udowodnione przez matematyka francuskiego Meusnier’a i mowiace o przekroju dowolna
plaszczyzng (niekoniecznie prostopadia). Otoz jesli taka plaszczyzna jest odchylona od kierunku
prostopadiego o kat §, to aby obliczy¢ kraywizng otrzymanego przekroju, prowadzimy najpierw
przekréj plaszczyzna prostopadla w tym samym kierunku stycznym, obliczamy jego krzywizne,

a nastepnie dzielimy ja przez cos . Nalezy rowniez doda¢, Ze juz wtedy rozpatrywano krzywizny
gléwne opatrzone znakiem. W zaleznosci od tego, czy odpowiednie $rodki krzywizny lezaly po tej
samej, czy po przeciwnych stronach powierzchni, krzywizny glowne byly tego samego albo
roznych znakow. Na przyklad na torusie po stionie zewnetrznej (dalszej od érodka] obie krzywizny
sg tego samego znaku, a po stronie wewnetrznej — réznych, znakow. Widaé wiec, ze powierzchnia
ma lokalnie ksztalt ,,gérki” (lub ,,dolka™), jesli krzywizny glowne sa jednego znaku i ksztalt
,.przeleczy”, gdy sa réznych znakow.

_ #(c) Meusnier udowodnil jeszcze inne ciekawe twierdzenie. Wykazal mianowicie, ze jesli powierzchnia
el Sy Jjest ograniczona krzywa zamknigta i ma najmniejsze pole sposrod powierzchni ogramczonych ta

krzywa (np. blonka mydlana rozplqta na petelce z drutu), to w kazdym punkcie tej powierzchni
suma krzywizn glownych wynosi zero.

Decydujacego kroku w rozwoju teorii powierzchni dokonal Gauss. Miedzy innymi wprowadzil

nowy rodzaj krzywizny, dzisiaj zwany krzywizna Gaussa. Mianowicie, rozpatrywal na

powierzchni jednostkowe pole normalne, tzn. w kazdym punkcie powierzchni zaczepil jednostkowy

; wektor prostopadly. Nastepnie skorzystal z pomys}u Eulera zdefiniowania krzywizny krzywych za

Myoxp > 0 pomoca indykatrysy sferycznej. Przypomnijmy, ze tam krzywizna byla mierzona szybkoscia zmian

wektora stycznego. Tutaj — szy bkoscia zmian pola normalnego. Gauss przenids! wektory normalne

do poczatku ukladu wspolrzednych i otrzymal tzw. odwzorowanie sferyczne % z powierzchni

w sfere jednostkowa, przyporzadkowujace punktowi na powierzchni koniec wektora normalnego

w tym punkcie (przesunic¢tego do poczatku ukladu). Nastepnie dla dowolnego punktu p rozpatrzyl

jego male otoczenie U na powierzchni i porownal jego pole powierzchni z polem powlerzchm jego

le n(U)

obrazu n(U). Krzywizng powierzchni w punkcie p okreslil jako granice ilorazu —-—IT przy U
pole

malgjacym do punktu p (zaopatrzona jeszcze w znak ,,—", jesli odwzorowanie sferyczne zmienia
A1 oy 0 ; orientacje, tzn. w przypadku powierzchni typu ,,przel¢cz”). Zobaczmy to na kilku przyktadach.

pole yil) ole g V)
7 mate. Kreywizna Gaussa wiehsza, bo—n~ ————  wicksze.

kreywizna Gaussa mata, bo ——
& pole U g pole ¥

Dla plaszczyzny odwzorowanie sferyczne jest stale, zatem krzywizna Gaussa jest rowna zeru
(n(U) jest zawsze jednym punktem). Dla walca obrazem 7% jest kolo wielkie na sferze i znowu
obraz dowolnego otoczenia ma zerowa powierzchnie. Krzywizna Gaussa, jak poprzednio, wynosi
ZEro.

\#\ © 8 @

(L) = punkt =K =0 AU} = kreywa = K = 0
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Sumi wazystkich wystepujacych tu katow
wewnetrznych wynosi 2nW.

: = = :
Dla sfery o promieniu » odwzorowanie sferyczne jest jednokladnoscia o skali —, a wiec dla
r

: 1 1
dowolnego U pole n(U) = e pole U. Wynika stad, 7e krzywizna Gaussa jest rowna ==
r ~ ¥

1
K=—

Gauss podal wzor pozwalajacy wyliczy¢ krzywizne dowolnej powierzchni, gdy dana jest jej
parametryzacja. Ze wzoru tego wyprowadzil wniosek, ze nowa krzywizna jest akurat rowna
iloczynowi krzywizn glownych okreslonych pot wieku wezedniej przez Eulera, K = %, - %,. Latwo
to sprawdzié¢ na przykladach rozpatrzonych przed chwila. Wynikiem, ktory Gaussowi sprawil
najwieksza radosé, bylo twierdzenie mowiace, ze nowa krzywizna nie zmienia si¢ przy

sginaniach powierzchni (bez rozciagania). Sam okreélil je jako ,,theorema egregium”

(1wiirdzenie wspaniale, chwalebne). Wyobrazmy sobie np. kawalek gumowej pilki. Gdy probujemy
ja wjednym kierunku nieco wyprostowac, w drugim zagina si¢ sama — a krzywizna Gaussa,
czyli iloczyn krzywizn gléwnych, nie zmienia si¢. Inny przykiad: rury walcowej nie da si¢ zagiac
bez jej rozciagania — inaczej krzywizna Gaussa musialaby si¢ zmieni¢. Z tych samych powodow
nie da sie wykona¢ mapy kuli ziemskiej (ani jej czesci) z zachowaniem wszystkich odleglosci.

k>0 k=0

Aby wspomnie¢ o jeszcze jednym z wynikow Gaussa, przypomnijmy najpierw, Zze geodezyjna na
powierzchni nazywamy krzywa, ktora spelnia jeden z rownowaznych warunkéw: 1) lokalnie
minimalizuje odleglos¢ migdzy swoimi punktami, 2) jej plaszczyzny $cisle styczne sa prostopadie
do powierzchni (tzn. posuwajac sie po niej nie skrecamy na boki). Ot6z wspomniany wynik
Gaussa mowi, ze jesli na powierzchni dany jest trojkat geodezyjny A4 (tzn. figura ograniczona
trzema geodezyjnymi), to catka z krzywizny Gaussa po tym trojkacie jest rowna sumie jego katow
wewnetrznych minus 7. Wynika stad np., ze na sferze suma katow trojkata geodezyjnego
jest zawsze wieksza niz .

Postaramy sie teraz scalkowaé krzywizne Gaussa na dowolnej domknietej i ograniczonej
powierzchni M. Najpierw dzielimy ja na trojkaty geodezyjne M = uA,;. Oznaczmy przez W, B
1 § odpowiednio liczbe wierzchotkow, krawedzi i écian tego podzialu. Ze wzoru Gaussa mamy

ffK = Z”K = 2iW—nS = 2n(W—B+S8) = 2ax(M).
M A .

Skorzystali$my tu z tego, ze kazdy trojkat ma trzy boki, a kazda krawedz jest bokiem dwoch
3
trojkatow, co daje B = E-S. Liczba y(M) = W+ B+ S nazywa si¢ charakterystyka Eulera

powierzchni M i wiadomo o niej, Ze nie zalezy od podziatu na trojkaty, a ponadto, Ze nie zmienia
sie przy pewnych ciaglych odksztalceniach M (mozna rozciagad, ale nie przecinac ani sklejac).
Jest wigc tzw. niezmiennikiem topologicznym. Wynika z tego bardzo ciekawy wniosek, Ze catka
krzywizny Gaussa jest tez takim niezmiennikiem. Zatem obliczajac te catke gubimy niemal
wszystkie informacje o geometrii powierzchni (potrzebne do obliczenia samej krzywizny)!

I & = 4n, bo ogérek ~ sfera, wiec x = 2. fI K =0, bo babka ~ torus, wiec x — 0.

Na zakoficzenie wymienmy jeszcze twierdzenie Mindinga mowiace o tym, ze dwie powierzchnie
o stalej i rownej krzywiznie Gaussa lokalnie powstaja jedna z drugiej przez zginanie.

W szczegolnosci aby wiedzie¢, czy dana powierzchnia rozwija sig¢ na plaszczyzne, wystarczy
sprawdzi¢, czy jej krzywizna Gaussa jest rowna zeru. Ten przyklad, jak i inne wspomniane
poprzednio, $wiadczy o duzym znaczeniu roéznych rodzajow krzywizny w geometrii.



Uran widziany z Voyagera-Z

Jak juz pisaliSmy (Delta 8/1986) — 24 1 1986 amerykarska sonda
Voyager 2 mingla Urana (rys. 1). Spotkame zakoniczylo sie pelnym
sukcesem, co jest tym bardziej 1rnponumcc Ze po spotkaniu

z Saturnem w 1981 r. ulegly awarii radioodbiorniki Voyagera

oraz mechanizm sterujacy kamerami telewizyjnymi. Usterki te
zostaly zdalnie usuniete, tak ze przelot kolo Urana zostal w peini '
wykorzystany. Zauwazmy przy tym, Ze sygnal radiowy do Saturna
leci juz ponad 10 minut, do Urana za$ dwukrotnie dtuze].

Rys. . Trasa preclotu Voyagera 2w poblizu Urana.

Obserwacje prowadzone z Ziemi nawet za pomoca
najpotezniejszych teleskopow nie sa w stanie ujawni¢ zadnych
szczegOlow na tarczy Urana. Okazalo sie, ze ta wodorowo-helowa
planeta nawet z bliska ma wyglad zielono-niebieskiej, niemal
jednolitej kuli, czyli chmur w atmosferze praktycznie nie widac.
Za te barwg odpowiedzialny jest nastepny (po wodorze i helu)
skiadnik atmosfery Urana — metan — ktory szczegoOlnie silnie
absorbuje promieniowanie czerwone. Sporadycznie dostrzegalne
chmury pozwolily na bezpoérednie sprawdzenie okresu rotacji
Urana, a w kazdym razie jego wysokich warstw atmosfery. Okres
ten jest rzedu — 16" i jest roZny w réznych szerokosciach
uranograficznych, przy czym roznice siegaja godziny. Dowodzi to
istnienia silnych systematycznych wiatrow.

Ujemny okres obrotu oznacza, ze planeta wiruje w kierunku
wstecznym, czyli przeciwnym do kierunku obiegu wokol Stonica.
Potnocny biegun $wiata na Uranie ma wspolrzedne o = 17"09™,

& = —15°05 i lezy zaledwie 8° na polnoc od plaszczyzny orbity,
blisko gwiazdy nOph. Voyager 2 zblizajac si¢ do Urana ,,widzial”
w pelni o$wietlona jego poludniowa potkule.

Osobny problem to wyznaczenie okresu rotacji sztywnego wngtrza
planety. Wyznaczono go z obserwacji zmian pola magnetycznego
i zmian gesto$ci uwiezionych w nim czastek natadowanych, gdyz
rozsadnym wydaje sie zalozenie, iz pole magnetyczne jest sztywno
zwiazane z ,,twardym” (prawdopodobme skalnym) jadrem planety
(rys. 2). Jako wymk otrzymano — 17"14™. Widac, ze atmosfera
rotuje szybciej, inaczej mowigc — wiatry wieja przewaznie

w kierunku obrotu Urana. Jak wiadomo na Ziemi rowniez mamy
przewage wiatrow zachodnich, kiopot jednak w tym, ze Ziemia
jest nagrZewana gtéwnie w strefie rownikowej, podczas gdy Uran
gléwnie w strefach polarnych. Badacze zwiazani z misja

Voyagera twierdza zatem, ze mechanizm tego zjawiska jest — jak
na razie — nieznany.

Uran jako caloé¢ jest w rownowadze termodynamicznej

z otoczeniem, tzn. z padajacym nan promieniowaniem stonecznym.

N:emmc_] jednak sondowania atmosfery planety wykazaly pewne
jej lokalne osobliwoéci. Sondowania te polegaly na obserwacji
krawedzi tarczy Urana w podczerwieni, przesledzeniu przebiegu
zakrycia gwiazdy yPeg w nadfiolecie oraz obserwacji z Ziemi
promieniowania radiowego nadajnikow sondy, gdy znikala za
tarcza Urana, a nastepnie pojawiata si¢ ponownie. Okazalo sig,
7e najwyisze warstwy atmosfery na oéwietlonej stronie maja
temperaturg 750 K, podczas gdy na stronie ciemnej 1000 K.
Przypuszcza sie, ze nieo$wietlone, a bardzo rozrzedzone gorne
warstwy atmosfery po prostu bardzo powoli stygna. Nizej
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Rys. 2. Ustawicnie dipola i schemat pola magnetycsnego Ziemi, Jowiszu,

. Saturna i Urana.Zwraca uwage wyjatkowa niezgodnosc osi dipola

magnetycznego i 0si rotacji Urana — kat miedzy nimi wynosi okolo 60°.

- temperatura dos¢ gwaltownie spada i na poziomie cisnienia 0,1

bara osiaga minimum rowne 51 K. Glebiej znowu roénie.
Temperatury rownika i bieguna sa tam praktycznie jednakowe.
Osobliwos¢ stanowia pierscieniowe obszary woko! obu biegunow
z temperaturg o kilka stopni nizsza (w szerokosciach +30°).

Obszerna magnetosfera Urana obejmuje wszystkie jego pierscienie
i wigkszos¢ satelitow. Sklad chemiczny plazmy wewnatrz
magnetosfery okazal sie zdecydowanie inny niz na zewnatrz,
mianowicie wewnatrz stwierdzono niedobor cigzkich jonow helu,
wegla i tlenu. Liczba protonow i elektronéw natomiast jest nie
zmieniona. Poniewaz cigzkie jony pochodza z wiatru stonecznego,
wida¢, ze magnetosfera skutecznie ostania Urana przed jego
wplywem. Protony i elektrony znajdujace si¢ wewnatrz
magnetosfery musza zatem pochodzi¢ z samego Urana, z wysokich
warstw jego atmosfery. Nie moga natomiast pochodné z lodowych
powierzchni ksigzycow, bowiem obfitos¢ protonow kioci sig tu

z niedoborem jondw tlenu.

Od 1977 r. znanych bylo dziewie¢ pierScieni otaczajacych Urana

-w plaszczyznie jego réwnika (patrz tabelka i rys. 3). Voyager 2

odkry! dziesiaty pierscien oznaczony 1986UIR. W tej chwili jest
zupeina zagadka, jaki mechanizm powoduje, Ze sa one tak
waskie i majg tak ostre brzegi, np. pierscien ¥ ma zaledwie 700 m
szerokosci. Analiza odbitego od nich $wiatla dowodzi, ze skiadajq
si¢ one z brylek o rozmiarach rzedu metra. Struktura piercieni
wyglada inaczej, gdy oglada si¢ je na tle samego Urana,

a inaczej — odtworzona na podstawie zakrycia gwiazdy lub przy
patrzeniu ostro ,,pod Slofice”. Okazalo sig, Ze przestrzen migdzy
dziesiecioma dobrze widocznymi pierScieniami wypelniona jest
wieloma innymi, bardziej rozmytymi i zbudowanymi

z mniejszych czastek. Przy korzystnym o$wietleniu caly uklad
pierscieni Urana przypomina wrecz pierscienie Saturna.

Osobny wreszcie rozdzial ,,uranologii” to jego satelity (patrz
tabelka). Dotychczas wiadomo bylo o nich wlasciwie tylko tyle, ze
ich rozmiary zawieraja si¢ migdzy 500 a 1600 km oraz Ze ich
powierzchnie pokrywa 16d. Zupelnym zaskoczeniem okazalo sig
wykrycie przejawow geologicznej aktywnoéci na tych zamrozonych
globach. Otoz np. na Oberonie, na bialym, a wigc pokrytym
rozkruszonym lodem, dnie niektorych kraterow uderzeniowych
zaobserwowano ciemne plamy zinterpretowane jako osady
pochodzace z brudnej wody wyciekajacej z tych kraterow. Jest to
jakby lodowy odpowiednik dzialalnosci wulkamczne] Powstanie
niektorych rowow na Titanii (rys. 4) i Arielu przypisuje sig
rozsadzaniu zewnetrznej skorupy przez wode zamarzajaca w glebi
gruntu. Niestety, nie bardzo przy tym wiadomo, jakie moglyby
by¢ przyczyny okresowego topnienia zmarzliny. Umbriel,
najciemniejszy z pigciu wielkich satelitow, pozbawiony jest
,-promieni” pokruszonego lodu rozchodzacych si¢ od kraterow
uderzeniowych; nie wiadomo w tej chwili, dlaczego tak jest.
Sciéle mowiac, tylko jeden jego krater ma biale dno, tzn. tylko
jeden krater ukazuje czysty 16d spod ciemnej warstwy pytu
pokrywajacego calego satelite. Najbardziej zagadkowe formacje
geologiczne znaleziono na Mirandzie (rys. 5). Szeregi
réwnoleglych watow i rowow ukladaja sig tam w jakies dos¢



regularne f ligury. Przypuszcza sie, ze Miranda p’uowsta!a ze
zlepienia sig wielkich bryt skalnych i lodowych i owe
geometryczne wzory sa wynikiem tomecta bryl skalnych
w bardziej plastycznym lodzie.

Satelity i pierscienie Urana

Nazwa lub oznaczenie Promien orbity
(R oznacza pierscien) lub promien pierscienia (km)
R 6 41 837
R=> 42 235
R 4 42 571
R 44 717
R 8 45 659
Ry | 47174
Ry 47 622
R & 48 296
1986 U7 49 284
R e © 51145
1986U8 53 290
1986019 59 080
1986U3 61 740
1986U6 ; 62 690
198602 64 340
1986U1 66 080
1986U4 69 910
1986U5 75 080
1985U1 85970
Miranda 129 400
Ariel 191 000
Umbriel 266 300 Rys. 4. Titania widziana z odleglosci 370 000 km.
Titania 435 900
Oberon 583 400

Rys. 5. Osobliwe formacje geologiczne na Mirandzie.

Misja Vovagera 2 dostarczyla wiele nowych informacji o siddmej
planecie Ukladu Stonecznego, ale oczywiscie nie wyjasnila
wszystkich zagadek. Ciagle np. nie wiemy rzeczy chyba
najwazniejszej, mianowicie dlaczego Uran ma tak osobliwie
ustawiong plaszczyzng rownika, w dodatku zgodna z plaszczyzna
orbit satelitow. Tak zreszta najczescie] jest, Zze nowe obserwacje
stawiaja badaczowi nowe pytania. Z cala pewnoscia powtorzy sig
Rys. 3. Dziewigé pierécieni widocznych na tle tarczy Urana. to przy okazji spotkania Voyagera z Neptunem w 1989 r.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 TV 1988

-
- 1
_EJ— Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice rozwigzan
ZAMIESZCZAMY W NUMErze ﬂ-‘i—-t. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwaéch lub jednego zadania (kaide
na oddzielnej kartce), moina to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki

i z lizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4—3 §/N, gdzie S oznacza sumeg ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe osdb, kidre
nadesfaly rozwiazanie chocby jed y zadania z d y numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktow
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Zadania z fizyki nr 63 i 64
Redaguje dr Andrzej NADOLNY

63. Na poziomym stole spoczywa ,,kielich” o masie M. Jego wewnetrzna powwrzchma jest
paraboloida obrotowa, ktérej przekroj plaszczyzng przechodzaca przez o$ paraboloidy jest
(w ukladzie zwigzanym z , kielichem™ — rysunek 1) okreslony réwnaniem

5= k& (—a< &<a)

Na brzegu paraboloidalnej powierzchni umieszczono maly klocek o masie m i puszczono go.
Okresli¢ charakter 1uchu wykonywanego przez ten klocek przy zaniedbywalnym tarciu klocka
o ,.kielich” oraz ,kielicha™ o stol i znalez¢ rownanie toru klocka (traktowanego punktowo)
w ukladzie zwigzanym ze stolem.

64. Zestawiono obwod jak na rysunku 2, zlozony ze Zrodia napiecia o sile elektromotorycznej

18 V i oporze wewnetrznym 3 £2, kondensatora o pojemnosci 40 mF oraz opornika (o

nominalnej mocy 0,5 W) o oporze 10 £2 wiszacego na przewodach migdzy baterig a kondensatorem.
O ile wzrosnie temperatura opornika po zamknieciu obwodu, jesli jego masa wynosi 0,7 g,

a cieplo wlasciwe — przy traktowaniu opornika jako ciala termicznie jednorodnego —

0,7 Jg=* K='? Czy wzrost temperatury opornika bylby taki sam, mniejszy czy tez wigkszy,

gdyby jego opér wynosit 10 k27?7

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 10/1987 W jaki sposdb postepowaé, aby tego dokonaé za pomoca jak najmniejszej liczby

Przypominamy treé¢ zadan:

pomiarow?

56. Patrzac preymruzonymi oczyma na odlegle latarnie widzimy zwykle

55. Danych jest 15 opornikéw, z ktérych jeden rozni sig oporem od pozostalych. dodatkowo ,,promienie” odchodzace ze irddla swiatla w gére 1 w dol. Podac
Dysponujac ogniwem, galwanometrem (z Zerem posrodku skali) i przewodami do wyjasnienie tego zjawiska, mozliwie poparte wlasnymi obserwacjami.

polaczen nalezy zidentyfikowaé odmienny opornik i okreslic, czy jego opor jest Wskazéwka: powierzchnia rogéwki oka jest zawsze pokryta warstwa Sluzowatej
wigkszy, czy tez mniejszy od oporu pozostalych opornikéw. cieczy.

Sluz Rys. 4

35. Numerujemy oporniki kolejno od 1 do 15, oznaczajac ich opory odpowiednio przez R,
R;, ... Rs. Nastepnie taczymy po trzy oporniki szeregowo i zestawiamy uklad mostkowy jak na
rysunku 3, stosujgc trzy kombinacje wyrazone w ponizszej tabelce.

Ry Rp R, Ra

I Ri+R;+Ry | Re+ Rs+Rs | R:+Ra+Rs Rig+ Ry + Rz
II || Riy+Ry+Ry | Ry+Rs+Rg | Ryp+ Ry 4+ Ryz | Rys+Rys+Rys
I . Ri+Rs+Rs | R+ Ry+Ry | Rig+ Ry +Ryz2 | Ria+ Ria+Rys Rys. 3

Za kazdym razem notujemy wskazanie galwanometru: brak wychylenia $wiadczy o tym, ze
nietypowy opornik znajduje sie poza mostkiem, wychylenie ,,+ " oznacza, ze jeden z oporow R,,
R; ma mniejsza warto$¢ lub jeden z oporow R,. R. ma wigksza warto$¢ od pozostatych,
wychylenie ,,—* oznacza stwierdzenie przeciwne. Na podstawie tych trzech — co najwyzej —
pomiarow znajdujemy trojke opornikow zawierajaca nietypowy opornik i okreslamy, czy jego
opor jest wigkszy, czy tez mniejszy od oporu pozostalych opornikow. e

Na przyklad wyniki I,,+", I ,,+ ", III ,,—" wskazuja, ze nietypowy opornik znajduje si¢

w trojce Ry, Rs, R i jest wigkszy, w przypadku wskazan I ,,+”, I1 ,,—" poszukiwany opornik
znajduje si¢ wsiod Ry, Ry, R,. i jest mniejszy (pomiar IIT niepotrzebny). !

W koficu rozlaczamy nietypowa trojke i dwa z opornikow wstawiamy do mostka jako R. 1 R,
dajac w miejsce R, i R; dwie inne — identyczne — tréjki (lub tez pojedyncze oporniki). Ten
czwarty pomiar umozliwia ostateczna identyfikacje nietypowego opornika wraz z okresleniem
znaku odchylki jego oporu wzgledem reszty opornikow.

56. Sluzowata ciecz pokrywajaca rogdwke oka tworzy przy powiekach pryzmatyczny menisk,
ktory zalamuje $wiatlo (patrz rysunek 4). Przy dolnej powiece promienie ulegajzg zalamaniu w dot
dajac taki efekt, jakby przychodzily z gory — stad te widziane »»promienie” odchodzace od
ogladanego rodla w gore. Podobme pryzmat cieczowy przy gornej powiece odchyla promienie do
gory, dajac wrazenie »»promieni” odchodzacych od Zrédla w dét. Warunkiem zajécia tego zjawiska
jest, oczywiscie, aby pryzmat cieczy znajdowal si¢ w obrebie Zrenicy, co wystepuje wiasnie przy
przymruzonych powiekach. Podczas przekrecania glowy ,,promienie” rowniez przekrecaja sig,
gdyZ pozostajg prostopadle do krawedzi powiek. Poniewaz krawedzie te sa zaokraglone,
obserwowane wigzki ,,promieni” sa lekko rozbiezne, a podczas patrzenia katem oka pochylaja

sie wzgledem siebie.



® Zadania z matematyki nr 165, 166

dodatnich, spetnia warunek: lim (f(x)+f'(x)) = 0. Czy stad wynika, ze lim f(x) = 0?

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA
= 165. Funkcja f o wartosciach rzeczywistych, okre$lona i rozniczkowalna w zbiorze liczb
®

X A=+ o

166. W przestrzeni tréjwymiaiowej z ustalonym kartezjanskim ukiadem wspotrzednych :
rozpatrujemy zbior punktow kratowych, tj. punktow, ktorych wszystkie wspotrzedne s liczbami

Czotdwka ligl sadaniowe] "Elub 44 M"
pe uwzglednieniu ecen reswigzasd
gadad 153 Ta1,51/ 4 154 /WI=2,52/
2z numeru 8/1987

Marein Maszur
Piotr Kumer - (Olsztym , 47,51pkt
Jan Ciach =0strewiec S 44,1Tpkt
Mirestaw Mikueki - Augustéw  42,68pkt

catkowitymi. Niech K bedzie szescianem jednostkowym o wierzcholkach w punktach lgs_).fowych
i niech bgdzie dany dowolny punkt kratowy P. Udowodnié, ze sposrod oémiu odleglosci punktu
P od wierzchotkow szescianu K co najmniej cztery sa liczbami niewymiernymi.

- Bialystok 47,59pkt Zadanie 166 zaproponowal pan Werner Mnich z Opola.

Pietr Wach - Eatewice 41,35pkt ROZwigzania zadaf z matematyki z numeru 10/1987

Edward COrzechewski - Warszawa  41,15pkt
Tadeuss Jézefczyk - Poznan
Erzysstof Jedziniak- Eatowice 39,85pkt

Sume 44 punktdw preekracszaja: pan Masur
po raz trzeci /damy Weteran Klubu 44/,
pan Kumer po raz plerwszy i pan Ciach
po rag drugi.

158. Liczby x, i x, sa pierwiastkami trojmianu kwadratowego
St) = 12— (e +x0) t+x, X, Zatem f(1) < 0dla z € (x5 x0),
astad 0= fOr)+ ... +1(xn) = Ta2— (x;+ X)X+ 10X Xy =

= 31 x7+nx, x,, przy czym nierownosé jest ostra, jesli cho¢ jedna
z liczb x; nalezy do przedzialu otwartego (x,; x.). Innymi slowy:
nierdownos¢ przechodzi w rownoéc wtedy i tylko wtedy, gdy

XL = = XX = s = Xpdlapewnego ke {l, oon—1%

157. Przypusémy, Ze nie istnieje koo o promieniu r zawarte w W,
Wowczas kazdy punkt wielokata W jest odlegly nie wigcej niz

o r od brzegu. To znaczy, ze jesli wezmiemy paski szerokosci r
wzdtuz kazdego boku, to one (w zasadzie) pokryja W. Problem
pojawia sie przy wierzchotkach, gdzie trzeba dokonaé
staranniejszej kalkulacji. Mianowicie, jesli mamy bok od 4 do B,

budujemy nie pasek, ale zbior punktow odleglych o <r od AB

41,10pkt  Przypominamy tres$¢ zadan:
157. Wielokat W ma pole S i obwdd d. Dowiesé, ze W zawiera kolo o promieniu > 5/d.
158. Dane liczby rzeczywiste x; = ...

< xy, X xi = 0. Dowies¢, ze X x7 £ —nxyxp i ustalic, kiedy zachodzi rownosc.

i lezacych pomigdzy dwusiecznymi katow A i B. Pole tego zbioru

rowna sie r - (dlugosé AB)+ (dwa przyczynki przy koncach). Jesli
kat przy wierzchotku (np. 4) jest <m, musimy odja¢ trojkat
prostokatny o wysokosci r i kacie 4/2; ma on pole wigksze niz
zawarty w nim wycinek kota o polu (r*/4) (m— A). Jesli kat przy
wierzcholku (np. B) jest = x, musimy doda¢ wycinek kola

o rozwartoséci katowej (B—m)/2, o polu (r*/4) (B—m). Lacznie
wigc, pelna powierzchnia tych zbioroéw jest ograniczona przez

r- obwod — (r2/2) (suma katow zewnetrznych) = r - obwod —mr?,
a poniewaz z zalozenia suma tych zbiorow zawiera caly wielokat,
widzimy, ze pole <r - obwod —mr?. Skoro to jest prawda dla
wszystkich r przekraczajgcych maksymalny promieni kota
wpisanego, zatem S/d jest dolnym ograniczeniem diugosci tego
promienia.

Czytelnicy zapewne zauwazyli, ze podane tu rozwigzanie zadania
157 rozni sig stylem i charakterem od wigkszosci prezentowanych
w lidze rozwiazan. By¢ moze, zauwazyli tez, Ze jest ano w ogole
niepoprawne. Zadanie to zostalo zaczerpniete z pewnego
amerykanskiego zbioru zadan. Znajduje sie ono tam wraz

z rozwiazaniem, ktorego dostownym tlumaczeniem jest przytoczony
tekst. O tym, 7e zawiera ono istotny biad (niedoktadnosc? luke?)
przekonalismy si¢ dopiero przy opracowywaniu rozwigzan do
naszego numeru, gdy temu rzeczywiscie sugestywnemu
rozumowaniu probowaliémy nada¢ bardziej precyzyjna forme.
Uznali$my jednak, ze warto to ,,firmowe” rozwiazanie pokazaé -
Czytelnikom, zachecajac ich do przyjrzenia sie mozliwym
sytuacjom, wykrycia luki i do proby znalezienia poprawnego
rozwiazania. Dowod, ktory nam sie udalo dopracowac (zreszta

Przy redakcji "Delty" powstal ZERO KOPRU, czyli Zespd
Rozpowszechniania Eonkursu Prac Uczniowskich, z¥ozony £ laureatdw
dotychczasowych konkurséw. Cztonkowie zaspciu beds wyjeidzad

do szkdéY Srednich na spotkania z uczniami, wystarczy tylko, aby
zainteresowane takim spotkaniem szkoly skontaktowaly sie

% redakcja "Delty" w celu usgodnienia szcsegdtdw wizyty.

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glowny Polskiego
Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesigcznika Delta, przy poparciu
Ministerstwa Oswiaty i Wychowania.

2. W konhursie moga braé udzial uczniowie wszystkich typow szkél.

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finahu.

4. W eliminacjach bierze udzial uczen, ktéry w terminie do dnia 1 maja przesle
pod adresem Redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do
pracy nalezy dolaczyé nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa,
nazwa i adres szkoly, imig, nazwisko i adres nauczyciela — opiekuna pracy.,

5. Praca powinna zawieraé samodzielny wkiad ucznia i pelng informacje

o irddiach, z ktérych korzystat jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda
dopuszczone do finalu konkursu.

6. Prace nadeslane na eliminacie zostang ocenione przez Komisjg Konkursu

i kompetentnych recenzentow. Te sposrdd prac, ktdre spelniaja warunki !
konkursu, Zostang przedstawione Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze
prace do finalu, ktory odbedzie si¢ w trakcie dorocznej Sesji Naukowej
Polskiego Towarzystwa Matematycznego. :

7

oparty generalnie na tym samym pomyéle ,,brania paskow wzdluz
bokow) jest — nie bedziemy tego ukrywacé — dosc zawily.
Przedstawimy go Czytelnikom w odrebnym artykule w drugiej
polowie roku.

Moze uda sie komu$ z Czytelnikow znaleZ¢ rozwigzanie niezbyt
skomplikowane, a przy tym bezblgdne. Prosimy wowczas

o przystanie; oczywiscie juz nie w ramach konkursu ligowego
(zreszta, w chwili, gdy piszemy te stowa, nie wiemy jeszcze, co
znajduje si¢ w korespondencji od uczestnikow ligi). Jesli przystane
rozwiazanie okaze sig istotnie prostsze czy nawet tylko istotnie
rozne od znalezionego przez nas, chetnie je wydrukujemy.
Problem wydaje nam si¢ na tyle ciekawy, ze warto do niego
powracac.

~

Liczymy na to, e uda nam sig zachgeié ucznidw do szerssego
nit dotychezas udsiatu w konkursie, a co najwatniejsze -
poméc w wyborze interesujacego tematu pracy konkursowej.
Przypominamy, ze Konkurs Prac Uczniowskich z Matematyki
jest organizowany corocsnie, a szczegdtowy regulamin ukazak
sie w "Delcie" 2/1987, ukase sig takie w "Delcie® 2/1988,

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostang przestane autorom prac
oraz nauczycielom — opiekunom prac przed koncem roku szkolnego.

8. Finalisci i nauczyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja od Zarzadu
Giéwnego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.

9, Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez ucznia, podczas
specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz

15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji na temat, ktéremu poswigcona byla praca.
10, Rezultaty finatu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprocz
merytorycznej wartosci pracy, rowniez samodzielnosé i oryginalnoéé ujecia
tematu oraz przebieg referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny

i brazowy, wyrdznienia oraz nagrody pienigzne fundowane przez Ministerstwo
Edukacj i Narodowej. x

11. Ogloszenie wynikéw finalu nastgpuje w trakcie Walnego Zgromadzenia
Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medalé wrecza Prezes Towarzystwa.
Wszyscy uczestnicy finalu otrzymuja dyplomy. :

12. Wyniki konkursu i skrot zwycigskiej pracy beda opublikowane w miesigezniku
Delta.

13. Komisje Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje Zarzad Glowny PTM

na wniosek Komitetu Redakecyjnego Delty.



Od tyl

Najpierw ,,0d przodu”. Jak podzieli¢ figure z rysunku 1
na dwie jednakowe? A jak podzieli¢ na dwie jednakowe
figure z rysunku 2? Zadania te nie wydaja sie bardzo
proste. :

Rys. 1

Rys. 2

1 jest prosto

Zamiast je rozwigzywac sprobujmy najpierw zastanowic
sig, jak ukladac takie zadania. Pomyst nasuwa si¢ od
razu. Bierzemy byle jaka figure i przeksztalcamy ja
izometrycznie (to znaczy bez zmiany jakiejkolwiek
odlegtosci) tak, by jej otrzymany drugi egzemplarz nie
nakladat si¢ na pierwotng figure bardziej niz brzegiem.

Rys. 3

Suma pierwotnej figury i jej obrazu dzieli si¢ w sposdb
oczywisty na dwie figury. Jesli jest to sytuacja

z rysunku 3, to zadnego zadania nie ma — podzial jest
widoczny na pierwszy rzut oka. Zadanie ,,robi si¢”
dopiero wtedy, gdy obie czgsci majg wiekszy kawalek
brzegu wspdlny, a my nie zaznaczymy, gdzie jest brzeg,
a gdzie wnetrze figury. Nasze doswiadczenie wzrokowe
latwo podpowiada nam podzial wtedy, gdy uzyta
izometria jest przesunigciem lub symetria. Gorzej, gdy
uzyjemy obrotu lub symetrii z poslizgiem. Wlasnie te
gorsze sytuacje przedstawiajg rysunki 1 i 2.

Rys. 4. Figura uzyskana z takiej samej figury pierwotnej jak na

rysunku 3.



Ale jak zabra¢ sig do rozwigzywania zadania, a nie do
jego ukladania? Wydaje sig, Ze najlepiej wyrdznic

w brzegu figury, ktorg mamy podzieli¢, jakis
charakterystyczny fragment i do tego taki, ktory
powtarza si¢ dwa razy. Nastgpnie nalezy okreslic, jaka
izometria f naklada te wybrane frdgmenty brzegu. Gdy
‘takg izometri¢ znajdziemy, musimy ja ,,przepolowic”,

to znaczy znalez¢ rozwigzanie rownania

S = gg,

gdzie g oznacza szukang izometrie.

Ale co dalej? Poddajmy teraz wyrdzniony fragment
brzegu znalezionemu przeksztalceniu g. Uzyskana linia
dzieli figure na dwie jednakowe lub przynajmniej

(jesli wziglisSmy zbyt maly fragment brzegu) wskazuje,
jak taki podzial ma wygladac.

Naturalne wyrdznienie obu bokoéw .,z haczykami™
figury z rysunku 1 wskazuje nam, ze f jest obrotem o 90°
\azgl@dcm »rogu” figury. Rozwiazaniem naszego
réwnania jest wobec tego obrot o 45° wzglgdem tego
samego punktu.

Ciekawa sytuacja powstaje wowczas, gdy nasze réwnanie
ma dwa rozwigzania. Tak jest w przypadku figury

z rysunku 2. Nasuwajace si¢ uznanie za f przesuniecia
powoduje, Ze jako g mozemy wzia¢ zaréwno przesuniecie
(o wektor o potowe zmniejszony), jak tez i symetrie

z poslizgiem. W tym konkretnym przypadku tylko ta
druga mozliwo$¢ nadaje si¢ do podzielenia figury. Ale
nietrudno zmodyfikowa¢ rysunek tak, by byly mozliwe
oba podzialy (rys. 8).

Rys. 9

Rys. 5

Rys. 6

Rys. 7. Linia przerywana na rysunku lewym nie wyznacza
podziatu figury, bo wybiega poza nig.

1 powstaje szereg pytan. Czy rownanie f = gg (dla f nie
bedacego identycznoscia) moze mie¢ wigcej niz dwa
rozwigzania? Czy figura moze si¢ da¢ podzieli¢ na dwie
jednakowe na wigksza od dwoch, ale skonczona, liczbg
sposobdéw (bo nikt przeciez nie zada, by uzy¢
zaproponowanego tutaj sposobu)? Jak poznaé, ze

figura nie da si¢ podzieli¢ na dwie jednakowe? Po czym
poznac, ze figurg mozna podzieli¢ na nieskonczenie
wiele sposobow (wystarczy np. by miala srodek

symetrii, ale czy innych nie ma?)? Pozostawiajac te
pytania Czytelnikom zwréémy uwage na fakt, ze
znalezienie odpowiedniego fragmentu brzegu (aby dala
si¢ zastosowac zaproponowana metoda) mozZe nastreczaé
trudnosci. Figura z rysunku 9 daje sig¢ podzieli¢ na dwie
jednakowe i to naszag metoda — ale jak wskaza¢ dwa
fragmenty brzegu, ktére trzeba na%oiyc'? Dla
wszystkiego odp0w1edz jest zamieszczona w tym
numerze.

Malq Delte opracowal Marek KORDOS



Rozwigzanie zadania z Malej Delty.

K.}

Rozwigzanie zadania M 496. Rozpatrzmy dwie
dowolne dziury. Zbidér punktdéw przestrzeni
réwno odleglych od érodkéw obu dziur jest
plaszezyzna; punkty, polozone bliZzej jednej

z dziur, tworza polprzestrzen, ktdra jest
zbiorem wypuklym. Wieloscian, zawierajacy
dang dziure, jest zbiorem punktéw, ktérych
odleglosci od srodka danej dziury sg mniejsze
niz od srodkdéw pozostalych dziur. Taki
wieloscian jest wypukly, poniewaz jest czescig
wspolng zbioréw wypuktyeh (polprzestrzeni).

Rozwigzanie zadania M 498. Przypusémy, ze
pionkow jest skorficzenie wiele i rozpatrzmy
najwyzszy wiersz szachownicy, w ktdrym
jeszcze 54 pionki. Ostatni pionek z lewej strony
musi mieé¢ co najmniej pigciu sasiadow — witedy
jednak ma sasiada z lewe] SPrzecznosc,

Latwo sobaceyd, ze liczby 5 w sformulowaniu
zadaniu nie da sig zastgpi¢ przez mniejsza.

O pewnym hokus-pokus w kombinatoryce

Dr Jerzy RUTKOWSKI

Jednym z dzialéw kombinatoryki jest teoria tozsamos$ci kombinatorycznych, czyli takich
e 5 : n . = 4
tozsamosci, w ktorych wystepuja symbole Newtona (k) Do tozsamosci kombinatorycznych

naleza np. rownosci

L n n+1
m (k)+(k+1)"(k+1) (neN, k eNu{0)),

" 2 P,
2= - (neNU0)
= i it f:
Q. ‘k N
k=0
Teoria tozsamo$ci kombinatorycznych jest bogata w metody i wyniki (utworzona przez
matematyka amerykanskiego Goulda lista najwazniejszych tozsamosci kombinatorycznych
zawiera ich 500). Z tozsamosci kombinatorycznych korzysta sig w rachunku prawdopodobienstwa,
teorii grafow, algebrze abstrakcyjnej, analizie matematycznej i w innych dzialach matematyki.
Przypomnijmy, zZe jesli x e N, to
x(x—1)- ... ~(x—k+1) i Sl
X Ge) ( , Jesli keN,
k — =D e =i

1, Jesli k = 0.

Powyzsze okreslenie wartosci symbolu Newtona ma sens dla dowolnej (niekoniecznie naturalnej!)
liczby rzeczywistej x. Stuzy wiec ono za definicje wartosci (k) dla dowolnych x e R, k e Nu {0}.

Jako tatwe ¢wiczenie polecam Czytelnikowi sprawdzenie, ze

R [ () ()-o
(_kl)= (=1 (_kk)= (—1)"(22_1) (k e NU{0}).

X
Przyporzadkowanie dowolnej liczbie x € R przy ustalonym k € Nu {0} wartosci (k) jest funkcja.

x) ut .
Oczywiscie funkcja (k) jest wielomianem stopnia k. Np.

Ehes AT R R R T
(0)—1, (l)—x, (2)—?(): Ix], (3)— 133 = 6(x 3x% 4 2x).

Rowniez dla tak ogolnych symboli Newtona stuszne sa pewne tozsamosci. Dla przykladu
sprawdzimy, ze

X x x+1 -
3 (k) +(k+1) = (k+l) (xeR, keNu{0)

(porownaj te tozsamosé z (1)). Jesli k = 0, to (3) redukuje sie do rownosci 14+x = x+1. Jesli
za$ k €N, to

() ()= 6+ G - b = ()

A oto dalsze przyklady:

e ny fx X+h =
) Z’(k)(k)=( . )—1 (neN, xeR),

k=1

) Z(xzk) - (x+:+l)-—l P A

k=1

Przejdzmy wreszcie do naszego hokus-pokus. Otoz zaklecie & (,,4” jak hokus-pokus) przemienia
w Scisle okreslony sposob wieldbmiany w liczby. Jesli w jest wielomianem, to h(w) Jest jego
wspolczynnikiem przy zmiennej w pierwszej potedze, czyli jesli w(x) = cotc1x+ ... +cnx",

to A(w) = c;.

Zaklecie to ma bardzo pozadana wlasno$é — jest ono liniowe. Oznacza to, ze dla dowolnych liczb
by, ..., by i dowolnych wielomianow w,, ..., w, zachodzi réwnosé¢

h(by - wi+ ... +bntwy) = by B(w)+ ... +ba- h(w,).

10



FIZYCZNE NOLWINKI

Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL

CO NOWEGO W
KWAZIKRYSZTALACH ?

Kwazikrysztaly sa to krysztaly o
"niedozwolone)” przez prawa klasyczne)
krystalografii symetru. Jako pierwsze
odkryto kwazkrysztaly o symetrii
pleciokrotne) zbudowane z 14% manganu i
86% alurnimurn (patrz artykul w Delcie nr 8
z 1986 r ), a péznie) z innych stopdw
metali przejsciowych. W 1985 roku Leonid
Benderski z Uniwersytetu w Baltimore
{Maryland, USA) wykonal serig badan
stopdw manganu i glinu za pomocs
rnikroskopu elektronowego o wysokiej
zdolnosci rozdzielczej. Udowodnil on, iz ze
wezrostem koncentracji manganu
kwazikrysztaly o symetrii pieciokrotne]
“przechodza” w kwazikrysztaly o os1
dziesieciokrétne). Nasteprie mieszana grupa 2z
Politechniki w Zurychu (Szwajcaria) i
Uniwersytetu w Nagoja (Japonia) znalazla
badajac stopy niklu i1 chromu pewne dowody
na istnenie kwazikrysztaléw o symetrn
dwunastokrotne] Z kolel do badan wigczyli
si¢ uczeni z Laboratorium Mikroskopii
Elektronowe) Chinskiej Akademii Nauk w
Pekinie, ktorzy najplerw potwierdzili fakt
istnienia kwazikrysztaléw o symetrii
dziesigciokrotne ). Ostatnio zas oglosili o
odkryciu kolejnego, nbwegd gatunku
kwazikrysztalow o symetru osmiokrotne;
(Warto doda¢, ze mozliwosc 1stnienia takich
kwazikrysztaléw byla w 1986 roku
postulowana w pracach tecretycznych ) Sa
to zndw stopy metali przejsciowych o
skladach CrQN:35i2 oraz VlsNini.

Otrzymywano je w postaci cienkich warstw
przez gwaltowne schiadzanie rozpylonych
metali i krzemu. Nastepnie probki byly
badane przy uzyciu dyfrakeji elektronéw
oraz mikroskopu elektronowego o wysokiej
zdolnogel rozdzielczej (okolo 0.25 nm).
Otrzymane widma dyfrakcyjne wykazujs
bardzo wyraznie symetrie oSmickrotna. Ten.
53 identyczne po obrocie o kat 2n/8 czyli
45°. Z kolei obrazy otrzymane w

transmisy jnym mikroskopie elektronowym
wykazuja brak symetrii periodycznej, co
Jest wspdlna cecha wszystkich
kwazikrysztaléw. Obrazy te moga bye
natomiast symulowane za pomoca
nieperiodyczne) sieci otrzymanej z
kwadratéw oraz rombéw o identycznym jak
kwadraty boku i kacie 45°. batwo narysowac
sobie taka sie¢ i przekonac sig, 2e istnieja w
niej punkty o symetrii osmiockrotnej.
Obecnie jedynie slawny chemnik i
krystalograf, laureat nagredy Nobla, Linus
Pauling w dalszym ciagu konsekwentnie
twierdzi, ze kwazikrysztaly hie istnieja i
usiluje wyjasni¢ istniejace dane
eksperymentalne przez wystepowanie w nich
tzw . wielokrotnych zblizniaczeri. Natorniast
wigkszode krystalograféw i fizykéw ciala
stalego przekonana duzs iloscig fakisw
eksperymentalnych, jak i analiz
teoretycznych "pogodzila sie” z faktem
realnego istnienia kwazikrysztaléw. Zapewnie
wige w nowych podrecznikach z fizyki
kwazikrysztaly znajda nalezne sobie rmiejsce.

Fakt ten wynika wprost z definicj1 & oraz z okreslenia odpowiednich dzialan.

Istotna role w naszych czarach odgrywac bedzie nastepujace

Twierdzenie. Niech a bedzie dowolna liczba rzeczywista i niech k € N. Wtedy
(—1)tkst § E

can b
b( k ) & k-1

A oto dowod. Z definicji symbolu Newtona mamy

_, jesli ae {0,1, ..., k—1}

jesli a¢ {0,1, ..., k—1}

xX+a 1
( k ) = F[x+a]- [x+(@-11-... - [x+(@a=k+1)]
Zauwazmy, ze po wykonaniu mnoZen w iloczynie dwumianow (x+a;) - (x+a3) - ... - (x+ay)

otrzymamy wielomian, ktorego wspolczynnik przy x jest suma k iloczynow postaci

ay ... @1 Qpert ... cax (= 1,2, ..., k) — niech Czytelnik sprawdzi todla k = 2,3 i 4.
Rozwazmy teraz dwa przypadki: : :
Przypadek I — ktoras z liczb a,, ..., ax, np. a, jest zerem. Wtedy wszystkie iloczyny zawierajace
czynnik a; sa rowne 0 i wspolczynnik przy x redukuje si¢ do jednego iloczynu

- s ] ] x+a
Gy ... *Qp_1* @iyt ... - ax. W szczegdlnoscl dla rozwazanego przez nas wielomianu ( X )
przy 2alozeniu, Ze a € {0, 1, ..., k—1} mamy

_al- (k—a—1)1- (=1)""%+t =

1 1
¢ =Fa. ta—=B s s = sla=k i = i

(_ l)ﬁ-{' k41
=
k
a
Przypadek II — kazda z liczb a,, ..., & jest rozna od 0. Wspomniana wyZej sumg iloczynow
mozemy w tym przypadku przeksztalci¢ nastgpujaco ¢

k k k
. f St Y | B T dy 1
Ay e " 0jo1 Gert o TGk = E =day* .. & E —
s aj 4 aj
j=1 J=1 J=1
i g x+a
Stad dla naszego wielomianu ( X ) mamy
k-1 k—1
g @) @kt Y —— = (4 :
cg=—a-(@a-1-..-(@a— = :
o EE < a—j  \k|] & a—j

.,
Il
[=]

~

To koniczy dowod naszego twierdzenia.

Z twierdzenia tego widad, Ze zaklgcie & przemienia kazdorazowo wyrazenie kombinatoryczne:
x+a ol e ; Tl e % : : : :
( 2 ) w wyrazenie réwniez kombinatoryczne. Teraz, gdy jesteSmy juz wtaiemniczeni w dzialanie

zaklecia k, mozemy przystapi¢ do robienia sztuczek. Wezmy jako rekwizyt tozsamosé (4).
Zaklinajac lewa strone rownosci (4) otrzymujemy

(30)6)-

1

n

(- S0 - 50

k=1 k=1 =1

a zaklinajac strone prawa (4) dostajemy

h((x:n)_l) = h((x:n)) k(i) = (:);j nil —0 = 2%

W efekcie otrzymaliémy nastepujaca, zupelnie ﬁiepodobnq do (4) tozsamo$¢ kombinatoryczna :

n

D R

k=1

Jedli w rownosei {4) podstawimy x—1 w miejsce x (wszak (4) jest rownoscia wielomianow), to
otrzymamy nastepujaca tozsamo$¢ wyjsciowa

2 PE =



Czyniac teraz hokus-pokus, otrzymujemy tozsamos$é
n k
n 1 1
Sl 551 wem
k=1 gt -

(szczegbly pozostawiam Czytelnikowi).
Czytelnik moze tez sprawdzic, ze z (5) mozna wyczarowac tozsamosé

n k 1 n+1 1
D=+ Y — @eN.
k=1j=1 7/ i=2 J

Np. dla n = 4 zachodzi réwnos¢
1+ 1+l+l+l : 1+l : 1)-—51 AL
2 L Pt B e Tee o bl Ui i sty &

Takich zastosowan funkcji 2 (bo czymze jest A, jak nie funkcia?) jak te powyisze moina wskazaé
jeszcze wiele.

e {700

-iZadania '

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 496. Udowodﬁic’:, ze prostopadlo$cienny ser szwajcarski mozna rozciaé¢ na wielosciany wypukle
w taki sposob, by w kazdym z nich znalazla sie dokladnie jedna dziura (dziury sa kuliste).
Rozwiazanie na str. 10

M 497. Niech x > 0 bedzie liczba niewymierng. Udowodnié, ze migdzy kazda para-kolejnych
liczb naturalnych znajduje si¢ dokladnie jeden wyraz jednego z ciagow

1+x, 2(1+x), 3A+2), ...
i o | R

el 2(t+—), 3(1+ —),
X X X

M 498. Na nieskoniczonej szachownicy ustawiono pionki w taki sposob, ze kazdy ma co najmniej
pieciu sasiadow (przyjmujemy, ze kazde pole ma osiem poél sasiednich). Udowodnié, ze pionkow
jest nieskoriczenie wiele.

Rozwiazanie na str. 14

(Wlodzimierz Smoleniski)
Rozwigzanie na str. 10

\ Redaguje dr Rafal STARONSKI

| ! - F 238. Miedzy dwa polaryzatory P i P’ (patrz rysunek), ktorych osie (kierunki polaryzacji
B ezesizrovizress B §wiatla przepuszczanego przez pryzmaty) tworza kat 45°, wstawiona jest rurka o diugosci
5 U V777777l [_' o] ! = 0,5 m wypelniona dwusiarczkiem wegla CS,. Zewnetrzne pole magnetyczne o indukcji B

P ¢ P skierowane jest rownolegle do osi rurki. Jakie powinny by¢ zwrot i warto$¢ wektora B, aby jak
najwigkszy strumien §wiatla docieral z punktu S do punktu O? Co si¢ stanie, gdy zamienimy
polozenia Zrodla $wiatla S i punktu obserwacji O bez zmiany pozostalych elementow ukladu?
Stala opisujaca zalezno$¢ kata skrecenia plaszczyzny polaryzacji $wiatla w CS; od dlugosci drogi
$wiatla i nateZenia pola magnetycznego (stala Verdeta) wynosi V = 42°- 103 T-'-m~'.
Rozwigzanie na str. 17 ' : “

F 239. Jadro atomu wodoru (proton) i jadro atomu deuteru przyciaggaja elektron z taka sama
silg. Czy widma obu atomoéw bedg takie same? -
Rozu&izanie na str. 14
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Os obrotu

Rys. 1. Trzy kulki 4, B i C polgczone
sztywnymi pretami stanowig makroskopowy
model molekuly liniowej. O$ symetrii tego
ukladu (o4 z na rysunku) jest, oczywiicie, jego
osig gléwna. Pozostale dwie osie gléwne (x i »)
sa prostopadie do osi symetrii i przecinaja

ja w drodku masy Rp. Jesli $rodek tadunku
Rg ukiadu nie pokrywa si¢ ze srodkiem masy,
10 obrét wokét osi x (jak na rysunku)
spowoduje efektywny ruch tadunku
wypadkowego po okregu.

* Patrz M. Kopernik O obrofach sfer
niebieskich (pierwsza czes¢ ukazala sie
w ubieglym roku nakladem Ossolineum).

O obrotach cial niewielkich (1)

Dr Jacek DOBACZEWSKI
Dr hab. Witold NAZAREWICZ

Wszyscy wiemy, ze Ziemia sig kreci*. Wirowaé moga tez mniejsze ciala, jak na przyklad grajace
baki, jojo, hula-hoop oraz latajace talerze. Czy mozemy jednak zaobserwowaé wirujgca molekule?
atom? jadro atomowe? A jakZe — mozemy. Obroty cial niewielkich maja jednak swoje cechy
szczegdlne, jakich prozno by szuka¢ w makroéwiecie. Zapytacie, jakie? Zaraz, zaraz, najpierw
przypomnijmy sobie, jak opisuje si¢ obroty ciat ,,zwyklych”.

Obrot ciala charakteryzuja trzy wielkosci fizyczne: predkosé katowa @, moment pedu 7 i moment
bezwladnoéci J. Uklad wspélrzednych mozemy zawsze wybra¢ w taki sposob, aby skladowa Ix
momentu pedu zalezala tylko od skladowej x predkosci katowej i aby tak samo bylo dla
skladowych y i z (uklad osi glownych):

(1) I =Lo-L=Lo,, L =Ja.,

Liczby Jx, J, i J: nazywamy glownymi momentami bezwladnosci ciala sztywnego. Energie ruchu
obrotowego mozemy obliczyé ze wzoru:

IZ 2 % 1

27, i4 27 % 27 2

ktory w przypadku J. = J, = J. = J sprowadzi si¢ do

(2b) Eopr = 12/2J.

Ruch ciala sztywnego — nawet wtedy, gdy nie dzialaja na nie zadne sily — moze by¢ bardzo
skomplikowany. Pewne wyobrazenie o jego zlozonosci mozemy uzyska¢ wprawiajac w ruch
obrotowy podrzucany w reku przedmiot. Ruch ten wyglada ,,prosto™, gdy uda nam sie¢ wprawic
cialo w obrot wokol jednej z jego osi glownych. Wtedy o$ obrotu nie zmienia swojego kierunku
w przestrzeni, a wektory predkosci katowej i momentu pgdu sa réwnolegle. Jesli cialo ma trzy
rozne gléwne momenty bezwladnosci J. > J, > J, to nie bedzie sig ono trwale obraca¢ wokol
osi 0 posrednim momencie bezwladnoéci J, — obrotami stabilnymi mogg by¢ tylko obroty wokot
osi 0 najmniejszym i najwiekszym momencie bezwladnosci.

(2a) Eopr =

Zajmijmy sig teraz cialami, dla ktérych dwa glowne momenty bezwladnosci sg identyczne,

a trzeci jest inny (ciala takie nazywa si¢ bakami symetrycznymi). Przyjmijmy, ze J. = J, > J..
Rysunek 1 przedstawia cialo, ktore jest bakiem symetrycznym. Sa to trzy kulki 4, B i C polaczone
sztywnym pretem. Osig glowna tego ciala bedzie, oczywiscie, jego o$ symetrii OZ polozona
wzdluz preta oraz dowolne dwie osie prostopadle lezace w plaszczyznie prostopadiej do OZ.
Poczatek ukladu wspéhrzednych umiesciliSmy w Srodku masy ciala oznaczonym na rysunku

przez Ry Zalozmy réwniez, ze kulki naladowane s3 tadunkami Q4, Qg i Qc. Na osi OZ
zaznaczyliSmy $rodek ladunku tego ciala, Rq.

-Mégiby sig kto$ zapytad, po co ,,komplikowac’” nasz przyklad przez dodanie ladunkow
elektrycznych. Jakie to ma znaczenie? =

Jak wiadomo, tadunek elektryczny (lub ukiad tadunkoéw) poruszajacy sie¢ z przyspieszeniem
wysyla falg elektromagnetyczng.

Czestotliwodé tej fali zalezy od ruchu fadunku, natomiast rozklad katowy promieniowania
okreslony jest przez rozklad przestrzenny fadunkow zrédlowych. Najprostszym przykladem jest
promieniowanie dipolowe wysylane przez ladunek drgajacy wzdluZz prostej lub przez elektrony
w antenie (dipol elektryczny). Skomplikowany uklad ladunkéw moze wysyla¢ promieniowanie

o bardzo zlozonym charakterze (kwadrupolowe, oktupolowe i in.). Jeéli obracajace sig cialo jest
naladowane, bedzie, oczywiscie, emitowalo fale elektromagnetyczng, gdyz ladunki elektryczne
znajdujgce si¢ w ciele poruszaja si¢ z przyspieszeniem. Z promieniowaniem zwigzana jest energia
pola elektromagnetycznego, ktéra wysylana jest w przestrzen. Zgodnie z zasadg zachowania
energii cialo bedzie stopniowo tracilo energi¢ ruchu obrotowego, bedzie hamowane przez
promieniowanie. W tym miejscu bystry Czytelnik moze zada¢ pytanie: a co si¢ stanie z momentem
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Rozwigzanie zadania M 497. Czesé calkowita
liczby a bedziemy oznaczaé przez [a].
Zauwaimy, ze zaden z wyrazdéw obu ciagow

nie jest liczba catkowita. Niech n bedzie liczba
naturalng. Jest [n/(1 + x)] wyrazoéw pierwszego

4 o 3 { 1) "
ciggu mniejszych od n i In;(l 4 -JJ wyrazow
| x

drugiego ciggu mniejszych od n.

Jednakze
n n = A
T+x 1 T+x  1+x -

Liczby nj(1 +x) i nl {I + —) maja niezerowe
I X

czesci ulamkowe, ktoérych suma na mocy
powyzszej rownosci wynosi 1. Zatem

[nf(1 +.¥)]+[n/(| + %” = n—1, czylijest

n—1 wyrazéw obu ciagéw mniejszychod nin
wyrazow mniejszych od n+ 1, co konczy
dowaod.

\'!-.__..""\.___ e L
Rys, 2. Molekula dwutlenku wegla CO5.
Odleglosci miedzy jadrami podane sg na
rysunku w angstremach. Linig przerywana
zaznaczono schematycznie rozmiar obszaru
zajmowanego przez elektrony molekut. Male
kulki reprezentujace jadra atomowe s3,
oczywiscie, na rysunku duzo za duze.

Rozwiazanie zadania F 239, Atom deuteru ma

jadro dwa razy ciezsze od jadra atomu wodoru.
_ Jesli przyjmiemy, Ze elektron porusza sie wokot

nieruchomego jadra, to oba widma powinny

by¢ identyczne. W rzeczywistosci elektron

i jadro poruszaja sie wokol wspdlnego srodka

masy. Poziomy energetyczne takiego vkladu sg

identyczne z poziomami energetycznymi ciala

o tadunku rownym ladunkowi elektronu ¢

i masie

Mm

L M+m'

gdzie M — masa jadra, m — masa elektronu.
Energia fotonu wypromieniowanego przy
przejiciu ze stanu opisanego liczba kwantows
n, do stanu ny (#,-> n;) wynosi

: Het [ 1 1

Enina = Sane (’” E ]

gdzie £, — przenikalnoéé dielektryczna préozni,
h —stala Plancka. Widma obu atomow beda
wigc rdzne.

pedu? Przeciez jesli na cialo nie dziala zewnegtrzny moment sil, moment pedu baka nie powinien
ulec zmianie. Nie uwzgledniliSmy jednak tego, Ze z falg elektromagnetyczng tez zwiazany jest
moment pedu. A zatem wysylane promieniowanie zabiera zaréwno energie, jak i moment pedu
bagka. I nie ma paradoksu.

Wrocmy teraz do przykladu z rysunku 1. Wprawmy nasze ciato w obrot wokot osi OX i spojrzmy
na nie z kierunku wyznaczonego przez o§ OY. Co widzimy? Oto wokél pewnego nieruchomego
punktu w przestrzeni (Ry) drga punkt Rg, w kt6rym jest umieszczony wypadkowy fadunek

Q = Q4+0s+0Qc. Jaki efekt musi sie pojawi¢? Oczywiscie, uklad bedzie emitowat
promieniowanie elektromagnetyczne. Poniewaz promieniowanie to pochodzi od obracajacego si¢
dipola elektrycznego, bedzie to promieniowanie dipolowe. Rozpatrzmy teraz sytuacje, gdy masy,
tadunki i odleglo$ci miedzy nimi sq takie, ze §rodek masy i $rodek tadunku znajduja sie w tym
samym punkcie. Teraz nie ma juz wirujacego dipola elektrycznego. Uklad wyglada raz jak
ladunek skupiony blisko punktu R = Ry (wtedy, gdy pret ustawiony jest w naszym kierunku),
a raz jak ladunek rozloZzony po obu stronach tego punktu (wtedy, gdy pret jest ustawiony
prostopadle do kierunku, z ktorego patrzymy). Wyglada to zupehie jak pulsowanie ladunku na
boki i do §rodka. Taki zmienny rozktad ladunku bedzie réwniez Zrodlem fali elektromagnetycznej

' — bedzie emitowal tzw. promieniowanie kwadrupolowe.

Przejdzmy teraz do $wiata drobin i molekul. Sa one ukladami atomoéw zwiazanych sitami
elektromagnetycznymi, ktore utrzymuja atomy skladowe w okreslonych wzajemnych
odlegloiciach. Dla przykladu rozwazmy czasteczke dwutlenku wegla CO,. Ma ona budowe
liniowa, przy czym atom wegla znajduje si¢ mi¢dzy atomami tlenu i w stanie rownowagi
polozony jest dokladnie w srodku masy czasteczki (rys. 2). Ze wzglgdu na symetrig ukladu
moment dipolowy tej czasteczki jest w stanie rownowagi dokladnie rowny zeru. Odlegtosci
miedzy atomami tlenu a atomem wegla wynosza 1,16 A (1A = 10~'° m), sa wiec male i do
rozwazanego ukladu trzeba stosowa¢ prawa mechaniki kwantowej opisujacej uklady
mikroskopowe. Okazuje sie, Zze energia ruchu obrotowego kwantowego baka wyraza si¢ wzorem
podobnym do wzoru (2b). Jedyna roznica polega na tym, ze moment pedu ukladu
mikroskopowego jest skwantowany, czyli moze przyjmowac tylko pewne szczegdlne wartosci:

(3) AES T = RIFDH ~—dla I'=0,1,2;3, ...,

gdzie # jest stalg Plancka (f = 1,05- 10~3# J - 5), natomiast liczbe calkowita I nazywamy liczba
kwantowa momentu pedu. Energie obrotowa czasteczki mozemy wiec przedstawi¢ w nastepujacy
sposob:

_ #?
4) Eyp(I) = > I(J+1).

Zbior dyskretnych stanéw (poziomow) rotacyjnych tworzy pasmo rotacy_mc Zgodnie ze wzorem
(4) roznica energii kolejnych stanéw pasma:

ﬁz
lub
ﬁz
(5b) Eopr(D)— Eope(I—2) = 2(21—115,

jest liniowa funkcja liczby kwantowej momentu pedu I. Uklad kwantowy przechodzac z danego
poziomu na poziom nizszy emituje kwant promieniowania elektromagnetycznego. Energia tego
kwantu musi by¢ dokladnie rowna réznicy energii miedzy poziomami, a moment pedu kwantu
musi by¢ doktadnie réwny réznicy momentoéw pedu dwu pozioméw. W kwantowej teorii pola
elektromagnetycznego fale elektromagnetyczng mozemy opisa¢ jako zbidr czastek, fotonow.
Foton ma energie fiw, ped fiw/c oraz moment pedu, ktory jest wielokrotnoscia /. Najmniejszy
moment pedu fotonu réwny jest 14 i foton taki nazywamy fotonem dipolowym. Fotony

o momencie pedu 2/ nazywa sie fotonami kwadrupolowymi, o momencie pedu 3/ —
oktupolowymi, itd.

Analizujac promieniowanie emitowane z gazowego dwutlenku wegla mozemy zaobserwowac
kwanty o okreslonych energiach i okreslonych momentach pgdu i z tych obserwacji ,,ulozy¢”
cale pasmo rotacyjne. Wyniki takiego pomiaru przedstawione sa na rysunku 3a. Jak widzimy,
pasmo rotacyjne sklada si¢ wylacznie ze stanow o parzystych momentach pedu. Energie
emitowanych kwantow promieniowania przedstawione sa na rysunku 3b. Ze znakomita
doktadnoscia rosna one liniowo wraz ze wzrostem momentu pedu — upewnia nas to o tym, ze
znalezliSmy prawdziwe pasmo rotacyjne. Dwutlenek wegla emituje wylacznie kwanty o momencie
pedu 24. Dlatego momenty pedu stanéw w pasmie zmieniaja sig co 2, a stanOw o nieparzystym
momencie pedu po prostu nie ma. Przypomnijmy sobie nasza analize ukladu kul na precie —
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wystegpowanie promieniowania kwadrupolowego przekonuje nas o tym, e czasteczka dwutlenku

e a
rhcn‘; 10 wegla nie ma momentu dipolowego, a wige potwierdza to hipoteze, ze atomy tlenu polozone sa
cm7ta symetrycznie po dwu stronach atomu wegla.
b
30 —— 30 4
Rys. 3. Pasmo rotacyjne gazowego dwutlenku ':s\ o0 g
wegla CO; (a) otrzymane z jego widma 2 1
absorpcyjnego (b). 8
=i | &l f P‘ | i
6 g J‘ 15
PV
ol 1030 1040 1050 1060 1070 1080 cr
e :
— Czasteczka CO; jest bialym krukiem w $wiecie molekul — wigkszos$¢ z nich ma w rownowadze
gt —— 0 niezerowe momenty dipolowe. Dla przyktadu popatrzmy na wyniki pomiaru promieniowania
COp tlenku azotu N,O (rysunki 4a i 4b). Pasmo rotacyjne zawiera teraz poziomy o wszystkich liczbach

£ =03931(1+1)
he

kwantowych I; roéznice momentéw pedu migdzy kolejnymi poziomami sa réwne 1, a wigc kazdy
z kwantéw promieniowania musi unosi¢ moment pedu 14. Czasteczki N,O emitujg wiec
promieniowanie dipolowe, a zatem maja w rownowadze niezerowy moment dipolowy. Jest tak
dlatego, ze w czasteczce tlenku azotu atomy azotu sa po tej samej stronie atomu tlenu (rys. 5).

_E_ e a
e 10 b
fem™) =
WoF = 3 e 50
= Rys. 4. Pasmo rotacyjne gazowego N;O (41,0
otrzymane z widma absorpcyjnego (b). E_ 55
1%
of —t—g 2 :
g
1260 1270 1280 1290 . 1300 130 cm
-7
20r o Dotychczas mowilismy tylko o obrotach wokot osi prostopadtej do osi symetrii. Uklad pretow
" i kul makroskopowych, o jakim moéwilismy na poczatku, moze sie, oczywiscie, obraca¢ réwniez
_J_s i wokot swojej osi symetrii. Mozna byloby wiec oczekiwaé podobnego ruchu w przypadku
i e 3 ukiadu mikroskopowego. Natrafiamy tu jednak na powainy problem zwiazany z niemoznoscia
odroznienia czgsteczki liniowej od takiej samej czasteczki obroconej o jakis kat wokot osi
""_"g symetrii. W przypadku ukladu pretéw i kul rozroznienia takiego mozemy dokona¢; na przyktad
ol -____ZOI stawiajac pedzelkiem mala kropeczke na jednej z kul uktadu i obserwujac jej polozenie.
NsO Czasteczki liniowe maja idealna symetrig obrotowa i z punktu widzenia mechaniki kwantowej
£ 204162 I041) ruch obrotowy wokot ich osi symetrii po prostu nie istnieje. Natomiast kazde odstepstwo od
e liniowosci czasteczki prowadzi do pojawienia sig kilku pasm rotacyjnych.
Jr/-‘_“-"“"’ S ais Znajac energie emitowanych kwantow i warto$¢ stalej Plancka mozemy wyznaczy¢ momenty
f N N .0 "} bezwiadnosci rozmaitych molekul. Dla naszych-czasteczek CO; i N,O wynosza one odpowiednio
3 115 123 ) 0,72+ 10~** kg - m* oraz 0,67 - 10~** kg - m?, a wiec sa bardzo male. Nie oznacza to jednak, ze
‘....____,-,..,____,/--..__," czasteczki obracaja si¢ wolno! Aby przy tak malym momencie bezwladnosci méc zmagazynowaé
,»az” jednostke # momentu pedu, musza one wykonywaé okoto 10'° obrotow na sekunde, co przy
Rys. 5. Molekula tlenku azotu.

ich malych rozmiarach wymaga, by skrajne atomy poruszaly si¢ z catkiem spora predkoscia
kilkunastu metrow na sekunde. Z jeszcze wigkszymi predko$ciami katowymi wiruja jadra
atomowe!

Czytelnicy pisza

75812394
— 49321857

"~ 26490537
+73509462

99999999

Rozwazmy nastepujace zadanie: od danej liczby parzystocyfrowej, ktérej pierwsza cyfra jest
wicksza od ostatniej, odejmijmy liczbg powstala z wyjéciowej przez zapisanie jej cyfr w odwrotnym
porzadku. Do otrzymanej w ten sposob liczby dodajmy liczbe z niej powstala znéw przez
zapisanie jej cyfr w odwrotnym porzadku (jesli roznica miala mniej cyfr niz liczba, z ktorej
startowaliSmy, to dopisujemy jej na poczatku 0 i dopiero ,,odwracamy”). Okazuje sig, ze jesli
zaczynaliSmy od liczby 2a-cyfrowej, to w 45" przypadkach nasze postepowanie da w wyniku
liczbe 2n-cyfrowa skladajaca sie z samych dziewiatek. Wynik taki otrzymamy, jezeli tylko liczba,
iqd l;t(‘;rej rozpoczeliSmy, spelnia nastepujace warunki (a; oznacza i-ta od korica cyfre danej

iczby s

—

Qzn > 4y, Q20-1 < A2, Oan-2 > Qa, ..., Guy1 > dn, jeSli 1 nieparzyste,

; a dpyy < an, gdy n parzyste.
Jesli zas liczba nie spelnia powyzszych warunkéw, to opisane postepowanie prowadzi do liczby,
w ktorej zapisie nie wystepuja cyfry 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Wynik ten wraz z dowodem przekazat nam pan Tadeusz Boncler. Sadzimy, ze publikowanie
dowodu zepsuloby Czytelnikom przyjemno$¢, jaka bedzie przeprowadzenie go samodzielnie.
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DROBIAZG

Jedyna instytucja Watykanu zajmujaca si¢ badaniami
w dziedzinie nauk fizycznych jest zalozone w 1891 roku przez
papieza Leona XIIT Watykanskie Obserwatorium Astronomiczne.

QD FAON -

Liczby kardynalne to obiekty matematyczne odpowiadajace
liczebnoéci zbiorow: dwom zbiorom odpowiada ta sama liczba
kardynalna wtedy i tylko wtedy, gdy s3 one réwnoliczne. Na
liczbach kardynalnych mozna rachowaé (dodawac¢, mnozyc,
potegowac) — np. sumg dwoch liczb kardynalnych,
odpowiadajacych roztacznym zbiorom A4 i B, jest liczba kardvnalna
odpowiadajaca zbiorowi 4UB. Najbardziej znanymi liczbami
kardynalnymi sa liczby naturalne. Mozna je wyrézni¢ sposrod
innych liczb kardynalnych wlaénie za pomoca dodawania: liczba
kardynalna a jest naturalna wtedy i tylko wtedy, gdy

a+a # a.

Zauwazmy, ze 0 — liczba kardynalna odpowiadajgca zbiorowi
pustemu — nie spetnia tego warunku. Dlatego tez wigkszos¢

matematykow nie uwaza zera za liczbe naturalna.

Badanie wlasnosci mikroobwodow elektronicznych wymaga
stosowania bardzo krétkich impulsow elektrycznych.

W laboratorium IBM w Zurychu opanowano technike wytwarzania '

rekordowo kroétkich impulséw trwajacych poét pikosekundy
(510713 x)

\D FAON -

Dzu;kl ogromne] ilosci Swiatla dochodzacej ze Stofica mozna przy
jego obserwacjach stosowac obiektywy o niezwykle diugich
ogniskowych otrzymujac w ten sposob duza skale obrazu Slorica.
Bardzo dlugi teleskop bylby jednak bardzo niewygodny w uzyciu,
dlatego teleskop sloneczny jest z reguly nieruchomy (role tubusa
spelnia czesto tunel prowadzacy w glab Ziemi), a §wiatlo
stoneczne kierowane jest don przez uklad dwoch plaskich luster,
tzw. celostat. Najwigkszy tego rodzaju teleskop znajduje sig w
obserwatorium na Kitt Peak (Arizona) i ma ogniskowa 90 m.

D FAON A

Wodor neutralny w stanie podstawowym nie powinien — na
zdrowy rozum — wysyla¢ Zadnego promieniowania, poniewaz stan
podstawowy ma energi¢ najnizszg z mozliwych dla danego atomu.
Jednak w stanie podstawowym wodoru mozliwe sa dwa ustawienia
spinéw protonu i elektronu: rownolegle i antyrownolegle, przy
czym w pierwszym przypadku energia calego atomu jest odrobine
wyzsza niz w drugim. Przejéciu migdzy tymi poziomami odpowiada
emisja (lub absorpcja) kwantu o dlugosci fali 21 cm. Dlatego
neutralny, chtodny wodor mozna obserwo metodami
radioastronomicznymi. Istnienie promieniowania wodorowego o
fali 21 cm przewidzial teoretycznie holenderski astronom

H.C. van de Hulst w 1945 r. Obserwacje tego promieniowania
ogromnie przyczynily si¢ do poznania budowy naszej Galaktyki.
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W wielu przypadkach prawa opisujace zjawiska fizyczne sg
roéwnowazne pewnej zasadzie wariacyjnej, to znaczy zasadzie
okreslajacej, ze pewna wielkos¢ fizyczna przyjmuje wartosé
minimalna lub maksymalng dla rzeczywistego przebiegu zjawiska.
Na przyklad: w stanie rownowagi ukladu mechanicznego warto$c¢
energii potencjalnej jest ekstremalna (dia minimum jest to
réwnowaga trwala); przy zadanym rozkladzie ladunku potencjal
elektrostatyczny @(r) ma taki rozklad, ze wielkos¢

1
5 f (Vo)*dV— f o(p(dV

ma warto$¢ minimalng (g, — jest przenikalnoscia dielekiryczng
prézni, o(r) gestoécia ladunku); prad plynie przez przewodnik
w taki sposob, ze cieplo wydzielone w jednostce czasu ma wartos¢
minimalng .... Tak sformulowane prawa sa punktem wyjscia
wielu metod znajdowania rozwigzan przyblizonych. Okreslamy
wowczas pewng klasg ,,funkcji probnych™ o szczegolnie prostej
postaci, zblizonej przy tym do spodziewanego rozwiazania (np.
postaci rozkladu potencjatu @(r)) i wéréd nich znajdujemy taka,
ktora odpowiada minimum z zasady wariacyjnej. O ile nie

wybralidmy zbyt waskiej klasy funkcji, to tak znalezione
rozwiazanie dobrze przybliza rozwigzanie ogolne.

Istnieja prostokaty, ktore mozna podzieli¢ na skoﬁczonq liczbe
roznych kwadratow (najmniejsza ich liczba to 9). Natomiast

prostopadtodcianu nie mozna podzieli¢ na roZne szefciany.

Nel#/[le\Nla = 5%

Srednia energia kinetyczna protonéw we wnetrzu Slofica

(~1,3 keV) jest nieporéwnanie mniejsza od energii odpychania
kulombowskiego (= 0,48 MeV) podczas zblizenia ich na odleglosé,
przy ktorej moga zaczaé dziata¢ sily jadrowe. Czy w zwigzku

z tym temperatura we wnetrzu Slorica nie jest zbyt niska, by
mogly zachodzi¢ tam procesy jadrowe? Odpowiedz przeczaca

daje mechanika kwantowa, ktorej prawom podlegaja czastki
mikrokosmosu, a wiec i protony w gwiazdach. Bariera potencjahy,
stanowigca przeszkode nie do przebycia dla czastki klasycznej,
staje sie przepuszczalna — zachodzi tu efekt tunelowy. Choé
prawdopodobienistwo przenikniecia przez bariere potencjatu dla
pojedynczej czastki wynosi w procesie tego rodzaju zaledwie

10~ na sekunde i tak moZzemy spodziewac si¢ kilkuset tysiecy
takich procesow w ciagu godziny, skoro we wnetrzu Slonca

w reakcjach biora udziat setki miliardéw protonow.

D PN

Ktéra z liczb 5+ YV 22+2 /5, V1142 Y29+
]/16 22942 Y 55—10 /29 jest wigksza?

Wystarczy w tozsamosci (dla ¢? = d)

e Fl/'—

wziaé ¢ = 22, d = 20 i nastepnie sprawdzi¢ (podnoszac obie
strony do kwadratu), Ze

Vi+ l/ﬁ:_iy_?a; - ]/16—2 Y2942/ 55—-10y/25.

Tak wigc dwie poczatkowe liczby sa rowne.

Nelg/eNle=
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Rozwigzanie zadania F 238, Plaszczyzna
polaryzacji éwiatla rozchodzacego si¢ w rurce
z CS, ulegnie skreceniu o kat 0 = V- B- L.
Kierunek obrotu plaszezyzny polaryzacji jest
taki jak kierunek pradu elektrycznego
wytwarzajacego pole B; dla obserwatora

w punkcie O skrecenie nastapi w stroneg
prawa, gdy pole skierowane jest od O do S.
Strumien swiatla docierajacy do O jest
maksymalny, gdy po przejéciu przez CS;
§wiatlo spolaryzowane jest rownolegle do osi
polaryzatora P’, a wiec gdy kat 0 = 45°,
Odpowiednia wartoé¢ pola B wynosi wowczas

]
B=

=013 T.
V- !

Kierunek obrotu plaszczyzny polaryzacji zalezy
od zwrotu wektora B. Swiatlo wychodzace

z punktu O nie dotrze do S (jesli zwrot

i wartoéé pola B pozostanie bez zmian), gdyz
bedzie spolaryzowane prostopadle do osi
polaryzatora P. Uklad opisany w zadaniu jest
wiec ,,wentylem optycznym’ przepuszczajacym
swiatlo tylko w jednym kierunku.

Patrz w niebo

Miloénicy astronomii nie powinni mie¢ trudno$ci w odnalezieniu na niebie jednej z najbardziej
osobliwych gwiazd zmiennych — & Aurigae. Lezy ona w bliskim sasiedztwie bardzo jasnej
gwiazdy — Capelli (Kozy) i wraz z dwiema stabszymi gwiazdkami (1 i { Aurigae) tworzy maly
trojkat zwany KozZletami. W maksimum blasku e Aurigae jest najja$niejsza wérod Kotlat

(3,5 mag), podczas gdy w minimum — najstabsza (4,3 mag). Okres zmian jej blasku jest bardzo
dlugi — ponad 27 lat — nie sg wiec mozliwe amatorskie obserwacje zmiennosci. Warto jednak

wiedzie¢, jak astronomowie thumacza jej szczegdlne zachowanie, bowiem przez kilkadziesiat lat
sprawiala im niemalo klopotow.

Podczas ostatniego za¢mienia, ktore trwato od lata 1982 roku do wiosny 1984 roku,
przeprowadzono szereg cennych obserwacji, ktore przyczynily si¢ do powstania modelu tej
gwiazdy. Oto jak si¢ on przedstawia:

Glowna gwiazda jest nadolbrzymem typu widmowego F, 120 000 razy jasniejszym od Stonica.
Tak duza moc promieniowania stawia ja wérod najjasniejszych gwiazd w Galaktyce. Przy swej
ogromnej jasno$ci nie jest zbyt goraca (typ widmowy F), a wigc jej rozmiary musza by¢
kolosalne — $rednicg szacuje si¢ na 2 j.a. Gdyby znalazla si¢ w miejscu Storica, pochionglaby trzy
najblizsze planety, w tym Ziemie.

Do ciaglych, choé¢ stosunkowo niewielkich zmian jej blasku przyczyniaja sie pulsacje (o okresie
3 miesigcy), a takze blyski na powierzchni trwajace po kilka minut. Prawdopodobnie gwiazde
otacza gazowy pierscien Swiecgcy dzieki promieniowaniu odbitemu od jego powierzchni.

Duza masa (15—30 M) jest przyczyna szybkich (w skali czasu Zycia gwiazd) zmian
ewolucyinych. Cho¢ zaledwie pare milionoéw lat temu opuscila ciag gléwny, przeszia juz faze

czerwonego olbrzyma i moze wkrétce skurczy¢ sig do stadium bialego karta lub innej zwartej
gwiazdy.

Duza jasno$¢ i masa glownej gwiazdy ukladu & Aurigae oraz jej silnie zaawansowany stan
ewolucyjny sprawiaja, ze jest ona rzadkoscia wsrod gwiazd, jest jednak catkowicie ,,pospolita”
W porownaniu ze swym ciemnym towarzyszem.

To, ze jest on ciemny, wiemy w oczywisty sposob z faktu, ze wywoluje za¢mienia. Jest zapewne
rozlegly, bowiem za¢mienia trwaja dlugo — ponad rok. Zaburzenia, ktére wywoluje w ruchu
orbitalnym nadolbrzyma, wskazuja, Zze powinien by¢ to obiekt do§¢ masywny — o masie rzedu
kilkunastu M. Zasadniczy problem dla astronomow stanowilo stworzenie modelu obiektu
laczacego wszystkie te cechy. Do rozwiazania zagadki przyczynily si¢ obserwacje dokonane

w zakresie podczerwieni za pomocy satelity TRAS. Wynika z nich, Zze podczas zaémienia przed
tarcza nadolbrzyma przesuwa si¢ chlodne cialo o temperaturze ~500 K. Nie jest to gwiazda, ale
dysk, ktérego rozmiary szacuje si¢ na 9 j.a. $rednicy i 1 j.a. grubosci. W ciagu 27,1 lat okraza on
$rodek masy ukladu po niemal kolowe;j orbicie o promieniu ~25 j.a. Sam dysk nie moglby
jednak oprze¢ si¢ dzialaniu ogromnej sity grawltacyjnej nadolbrzyma. Wyglada na to, ze co$
masywnego znajduje sie w jego centrum. To ,,cos niedostepne bezpos$rednim obserwacjom,
powinno promiemowaé malo energii, bo inaczej nawet catkowicie zaslonigte przez dysk,
pobudzaloby go do $wiecenia, czego nie obserwuje si¢. Poczatkowo przypuszczano, ze jest to
czarna dziura, jednak wobec braku potwierdzenia w postaci promieniowania rentgenowskiego

i ultrafioletowego hipoteze t¢ odrzucono. W tej sytuacji jedyny, zgodny z obserwacjami, model
przewiduje istnienie w centrum dysku dwéch gwiazd ciagu gléwnego, kazda o masie 8 Mo.

Caly uklad zawiera wigc trzy gwiazdy, dwa dyski i prawdopodobnie jako cato$¢ otoczony jest
chmurg gazu. W dodatku zaden z dysk6éw nie jest rownolegly do plaszczyzny orbity ukiadu.
Piersciefi wokot nadolbrzyma jest silnie nachylony, znacznie jednak ciekawsze efekty obserwacyjne
wywoluje niewielkie nachylenie dysku otaczajacego uklad podwdjny. Podczas ostatniego za¢mienia
zaobserwowano pojasnienie ukladu w centralnej fazie zjawiska, poprzednio — w 1956 roku —
pojasnienie bylo znacznie slabsze, a w 1928 roku nie obserwowano go w ogole. Te fakty
obserwacyjne interpretuje si¢ wlasnie jako powolna (o okresie okoto 1000 lat) zmiang orientacji
(precesje) dysku, wskutek czego gwiazdy w jego centrum sa czasem zupelnie niewidoczne, innym
znoéw razem, przy wigkszym nachyleniu dysku, mozna zarejestrowa¢ promieniowanie pochodzace
bezposrednio od nich. Astronomowie przewiduja, ze do nastgpnego za¢mienia dysk przechyli sig
jeszcze bardziej, a wigc silniej niz ostatnio wzros$nie na pare miesiecy jasno$¢ ukladu podczas
centralnej fazy zac¢mienia.

Spogladajac noca na te niepozorng gwiazdke — & Aurigae — nie domysliliby$my sie, jak zlozona
Jest jej budowa, ile ciekawych procesow zachodzi w tym ukladzie. Nie nalezy jednak sadzi¢, ze
astronomowie widza go ,,bezposrednio” tak, jak np. na naszym rysunku na okladce. To, co
zostalo opisane wyzej, to tylko model, ktory, jak w przypadku tysiecy innych gwiazd, powstaje
na podstawie obserwacji nate¢zenia ich promieniowania, jego polaryzacji czy wygladu widma.
Wszystkie gwiazdy, nawet w najpotezniejszych teleskopach, sa obiektami punktowymi, trzeba
wiec rzetelnej wiedzy (i duzej fantazji, rzecz jasna), by pogodzi¢ wszelkie dane obserwacyjne

w modelach nierzadko bardzo skomplikowanych. Kolejne generacje astronomow, stosujac
nowoczesne techniki obserwacyjne, beda weryfikowaly poprawno$¢ modelu & Aurigae. Do
najblizszego za¢mienia w 2010 roku zostalo jeszcze sporo czasu, moze wigc Ty, Czytelniku,
bedziesz mial swoj udzial w rozwiazywaniu tajemnic tego osobliwego ukladu.

ADAICSIN, (TN




