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Mgr Joanna UDALSKA

Henrietta S. Leavitt (z prawej)
i Annie J. Cannon (z lewej).

Gwiazdy zmienne pulsujace, zwane cefeidami (od pierwszej odkrytej tego typu
gwiazdy — 6 Cefeusza), zwracaly w pierwszej polowie naszego wieku szczegolna
uwage astronoméw zajmujacych si¢ wyznaczaniem odleglosci sasiednich galaktyk.
W 1912 roku Henrietta S. Leavitt z obserwatorium harwardzkiego odkryla bardzo
ciekawg i zarazem niezmiernie uzyteczng ich wlasnos¢ analizujac wyniki obserwacji
grupy gwiazd zmiennych z Malego Obloku Magellana. Wykazala ona, Ze istnieje
$cista korelacja miedzy obserwowang jasnoscig tych gwiazd a okresem zmian ich
blasku. Cefeidy pulsuja — tzn. okresowo zmienia si¢ ich objetosé. Zmianom tym
towarzysza zmiany temperatury, a co za tym idzie — zmiany jasnosci
‘powierzchniowej. Pani Leavitt zauwazyla, ze zmiany blasku jasniejszych cefeid
odbywaja sie w dluzszym czasie. W czasach, gdy dokonata tego odkrycia, bylo juz
wiadomo, ze Obloki Magellana sa obiektami pozagalakty¢znymi, a wigc z dobrym
przyblizeniem mozna bylo uznaé, ze wszystkie cefeidy z Malego Obloku Magellana
znajduja si¢ w jednakowej odlegtosci od Ziemi. Stad prosty wniosek: okresy

cefeid sg skorelowane z rzeczywista iloscia emitowanego przez nie Swiatfa.

Autorem pomyshu, Ze obserwacje cefeid moga postuzy¢ do wyznaczania odlegtosci
we Wszechéwiecie, byt Ejnar Hertzsprung. Zaproponowatl on nastgpujgcg metode.
Z bezposrednich obserwacji mozna wyznaczy¢ jasno$¢ obserwowana cefeid.
Odkryta przez panig Leavitt zalezno$¢ okres-jasnos¢ daje mozliwos¢ wyznaczenia
ich jasnosci rzeczywistej ($cislej — bardziej uzytecznej w astronomii tzw. jasnosci
absolutnej zdefiniowanej jako jasno$¢ danej gwiazdy ogladanej z odleglosci
dziesieciu parsekéw). PoniewaZ natezenie $wiatla maleje wprost proporcjonalnie do
kwadratu odleglosci badanego obiektu (to prawo znano juz od dawna) — ]
znajomos¢ jasnoéci absolutnej i obserwowanej wystarcza do stwierdzenia, jak
bardzo oddalona jest cefeida, a tym samym galaktyka, w ktorej dana cefeida si¢
znajduje. Zalezno$¢é migdzy jasnoscia obserwowana (m), jasnoscig absolutng (M) ~
i odlegloscia (r) — wyrazong w parsekach — opisuje zwiazek

|

M=m+5-5"logr.

W ten sposob powstaly podstawy teoretyczne niezmiernie cennej metody mierzenia
Wszechswiata, albo raczej tych jego czgsci, w ktorych mozna stwierdzic istnienie
cefeid. Jednak metoda ta od momentu odkrycia przysporzyla astronomom

. niemato klopotu. Odkrycie pani Leavitt ograniczato si¢ do stwierdzenia istnienia
zaleznosci migdzy okresem i jasnoscig absolutng cefeid. Pozostawat problem
wykalibrowania tej zaleznosci — tzn. zmierzenia jasnosci absolutnej przynajmniej
jednej gwiazdy tego typu. Inaczej mozna powiedzie¢: nalezalo wyznaczy¢ punkt
zerowy skali zdefiniowany jako jasno$¢ absolutna cefeidy, dla ktorej okres zmian
blasku jest réwny jeden dzien. Tego zadania jako pierwszy podjat si¢ Harlow
Shapley. ;

Tak sie nieszczesliwie skiada, Ze nie ma w ogole cefeid w bliskim sgsiedztwie
Slofica — na tyle bliskim, by mozna bylo zastosowa¢ do badania ich odlegtosci
dobrze znang metode paralaksy trygonometrycznej. W dodatku cefeidy nie
wystepuja w ukladach podwéjnych czy gromadach otwartych gwiazd, dla ktérych
metody wyznaczania odleglosci sa réwniez stosunkowo proste. Shapley wyznaczat
odlegtosci cefeid za pomoca zlozonej metody statystycznej opierajacej si¢ na -
pomiarach predkosci radialnych i ruchéw wiasnych. Wyniki swej pracy przedstawit
w latach dwudziestych naszego wieku: cefeidy pulsujace w okresie jednego dnia
maja jasnos¢ absolutng 0,0 mag. Wynik byl rzeczywiscie szalenie ,.elegancki”,
choé, niestety, niezupetnie poprawny. Ale nie uprzedzajmy faktow.
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Zaleinosé jasnosci absolutnej (M) od okresu
(P).

Od momentu, gdy zalezno$¢ okres-jasnosé¢ absolutna dla cefeid zostala
wykalibrowana, astronomowie z zapalem przystapili do wykorzystywania jej

w badaniach odleglosci rozmaitych galaktyk. Na pierwszy ogien poszly, rzecz
jasna, najblizsze — tj. Obloki Magellana i galaktyka w Andromedzie. Wspélna
zastugg Harlowa Shapleya i Edwina P. Hubble’a bylo oszacowanie odlegtosci
Oblokow Magellana na 100 000 lat $wietlnych i galaktyki w Andromedzie na

900 000 Iat $wietlnych. Dalszym wyznaczaniem odleglosci galaktyk zajat si¢ przede
wszystkim Hubble. Badajac takze widma tych galaktyk doszedt do sformulowania
w 1929 roku slynnego prawa: predkos¢ ucieczki galaktyki od nas jest
proporcjonalna do jej odlegiosci. Matematyczna posta¢ tego prawa jest-
nastepujaca

Vi=H<R,

gdzie ¥V — predkos¢ oddalania si¢ galaktyki, R — odleglo$é galaktyki, H — stala
Hubble’a. Parametr zwany stala Hubble’a okresla tempo ekspansji
Wszech$wiata, a wielko$¢ do niego odwrotna (1/H) interpretuje si¢ jako wiek
Wszechswiata. Z pomiaréw przeprowadzonych przez Hubble’a wynikalo, ze

= 560 km - s~! - Mpc™!, co oznacza, Zze od Wielkiego Wybuchu uplyneto
1,8 miliarda lat. W latach trzydziestych znane byly réwniez wyniki datowania skat
ziemskich na podstawie radioaktywnego rozpadu pierwiastkéw. Okazaly si¢ one
w peini zgodne z oszacowaniami wieku Wszech§wiata dokonanymi przez Hubble’a.
Zgodnosé t¢ powszechnie demonstrowano jako wspaniale potwierdzenie
poprawnosci dwéch nowych, zupelnie niezaleznych metod badania wieku
Wszechswiata.

Zadowolenie jednak nie trwato dlugo. Juz w drugiej potowie lat czterdziestych,
dzigki zastosowaniu ulepszonych technik obserwacyjnych (na Mount Palomar
powstat wiasnie 508-centymetrowy teleskop), a takze na skutek zastosowania
innych metod badania odlegtosci (np. na podstawie obserwaql gwiazd nowych) na
zalezno$¢ okres-jasnos¢ absolutna dla cefeid padt cied nieufnosci. Astronomowie
raczej nie kwestionowali podstaw teoretycznych samej metody, tylko — co zresztg
okazalo si¢ stuszne — watpliwosci budzita doktadno$¢ wyznaczenia punktu
zerowego. Poprawieniem dokladnosci tej kalibracji zajat sic Walter Baade.

Podstawowym wynikiem jego pracy bylo odkrycie istnienia dwoch populacji
gwiazdowych. Fakt ten tylko pozornie pozostaje bez zwiazku z obserwacjami
cefeid. W czasach wczesdniejszych wszystkie cefeidy ,,wrzucano do jednego worka”
1 starano si¢ ,,naciagna¢” zwiazek okres-jasnosc tak, by stanowit lini¢ ciggla dla
gwiazd od okresow najkrotszych (2 godziny) do najdtuzszych (40—50 dni).
Tymczasem okazalo sig, ze takie postepowanie nie jest stuszne. Baade wykazal, ze
gwiazdy populacji I (mtode) i populacji-iI (stare) réznia si¢ zasadniczo i nie ma
zadnego powodu, by dla obydwu tych grup zaleznos$é okres-jasno$é miata by¢
identyczna. Wedhig zaproponowanej przez niego, a obowiazujacej do dzis,
klasyfikacji oprdcz cefeid populacji II i pod wieloma wzgledami podobnych do
nich gwiazd typu RR Lyrae istniejg takze tzw. cefeidy klasyczne — te z populacji I.
W grupie pierwszej rzeczywiscie gwiazdy o okresie jednego dnia majg jasnos¢
absolutna 0,0 mag, ale blad tkwil w wyznaczeniu punktu zerowego dla cefeid
klasycznych. Dla tych gwiazd krzywa okres-jasno$¢ absolutna nalezalo podniesé
o 1,5 mag. Wydaje sig, Ze to niewiele, ale.w efekcie nalezato podwoi¢ wszystkie
odlegloscj wyznaczone na podstawie obserwacji cefeid klasycznych.

Sposrod szeregu konsekwencji, jakie pociagnelo za soba poprawienie skali
odleglosci, zwr6émy uwage na zmiang wartosci stalej Hubble’a. Zmalata ona
dwukrotnie, a jednoczesnie szacowany wiek Wszechswiata wzrdst do 3,6 miliarda
lat. Na szczgscie, bo przez pewien czas poréwnania oszacowan astronomlcznych

i ulepszonych metod datowania skat prowadzily do wniosku, Ze Ziemia jest starsza
od Wszechswiata!

Wsréd astronoméw panuje dzis powszechne przekonanie, ze zalezno$é
okres-jasnos¢ absolutna dla cefeid jest poprawnie skalibrowana, a punkt zerowy
obecnie wyznaczony z duza dokladnoscia jest bardzo bliski oryginalnej wartosci
podanej przez Baadego. Co do wartosci stalej Hubble’a powszechnej zgody nie

ma — zwykle przyjmuje sig, Ze jest ona w granicach 50—100 km s~ - Mpc™?, co
odpowiada wiekowi Wszechswiata od 10 do 20 miliardéw lat. Wiadomo jednak, ze
nie powinna by¢ ona wyznaczana na podstawie tak ,,malych” odleglosci, na jakie
pozwala metoda obserwacji cefeid. W tej skali ekspansja Wszechéwiata jest zbyt
silnie zakl6cana przez oddzialywania grawitacyjne galaktyk.
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Rys, 1

Rys. 2. Startujac z punktu X i poruszajac si¢
zgopdnie ze strzalkami przechodzimy trzy
kolejne skrzyzowania gora.

&

Rys. 3

996\,3

Rys. 4

Dr Pawel TRACZYK

W ostatnich trzech latach dokonala si¢ prawdziwa rewolucja w teorii wezlow. Ponizej
przedstawiamy jedno z najbardziej spektakularnych osiagnie¢ — pozytywne rozstrzygniecie tzw.
hipotez Taita. Przypomnijmy, Ze splotem nazywamy pewna liczb¢ parami rozlacznych okregow
zanurzonych w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej: Splot o jednej skladowej nazywamy
wezlem. Dwa sploty uwazamy za réwnowazne, gdy mozna jeden przeprowadzi¢ na drugi bez
rozcinania, stopniowo go tylko deformujac.

Bardzo pogladowy i najczesciej stosowany sposob przedstawiania splotu polega na podaniu jego
diagramu na plaszczyZnie. Jest to rzut splotu na wybrana plaszczyzne, z zaznaczeniem, ktora '
z krzyzujacych sie nitek przechodzi gora, a ktora dolem. Diagram nazywamy alternujacym, jezeli
ma te wlasnos¢, ze startujac z dowolnego miejsca i poruszajac sie wzdluz diagramu przechodzimy
kolejne skrzyzowania raz gora, raz dotem — na zmiang¢. Tak na przykiad diagram na rysunku 1
jest alternujacy, a na rysunku 2 — nie. Istnieja wezly, ktore w ogodle nie dadza si¢ przedstawié¢

w postaci diagramu alternujacego (rys. 3).

Jest intuicyjnie do$¢ naturalne uwazac diagramy alternujace za bardziej zagmatwane niz
niealternujgce. W teorii wezlow czekalo od okoto stu lat na rozstrzygniecie kilka hipotez,
pochodzacych od Taita, nawiazujacych do tej intuicji (i do dos$wiadczenia eksperymentatorow
zestawiajacych pierwsze tablice wezléw). Hipotezy te sformulujemy ponizej juz jako twierdzenia.
Przedtem jednak potrzebna bedzie jeszcze jedna definicja.

Diagram alternujacy wydaje si¢ wprawdzie na oko mocno splatany, ale jest od tej reguly jedno
oczywiste odstepstwo. Ot6z np. diagram na rysunku 4 jest jak najbardziej alternujacy, a weale
nie jest splatany, przeciwnie, przedstawiony wezel jest, oczywiscie, trywialny. Z kolei diagram na
rysunku 5 mozna latwo uprosci¢ — wystarczy we wskazany sposob obrocié zawartosé
Zaznaczonego przerywang linia prostokata i w ten sposob skasowaé skrzyzowanie X (zauwainiy,
ze takie uproszczenie przerabia diagram alternujacy na diagram w dalszym ciagu alternujacy).

O

Rys. 5

Diagram nazwiemy zredukowanym, jezeli nie mozna w nim dokona¢ zadnego uproszczenia tego
typu.

Mozemy teraz sformulowac zapowiedziane twierdzenia (udowodnione niezaleznie przez
Murasugiego, Kauffmana i Thistlethwaite’a):

‘1. Kazde dwa zredukowane diagramy alternujace, przedstawiajgce ten sam wezel, majg taka sama

liczbe skrzyzowan.

2. Zredukowany diagram alternujacy ma minimalng liczbg skrzyzowan wsréd wszystkich
diagramoéw reprezentujacych dany wezel.

Udowodnienie hipotez Taita zostalo przyjete przez specjalistow od teorii weztow z wielkim
entuzjazmem, Nie tylko dlatego, ze poddala si¢ w konicu stara i czcigodna hipoteza, ale rowniez
z tego powodu, ze poddala sie w zasadzie bez walki: w dowodzie sg uzyte tylko bardzo
elementarne metody. =

Gléwnym narzedziem jest tzw. wielomian Kauffmana. Jest to bardzo prosty niezmiennik
zorientowanych splotoéw (tzn. splotéw z wyrdznionym kierunkiem obiegu). Jest on zdefiniowany
przez podanie przepisu pozwalajacego dla dowolnego diagramu zorientowanego splotu obliczy¢
pewien odpowiadajacy mu wielomian fzmiennych 4 i A~! o wspolczynnikach catkowitych.
Przepis ten jest tak sprytnie sporzadzony, ze dla dwoch diagramow reprezentujacych ten sam
zorientowany splot otrzymujemy ten sam wielomian, cho¢ diagramy mogg by¢ na oko zupelnie
niepodobne (takie wlasnie jest znaczenie stowa niezmiennik — wielomian si¢ nie zmienia, jezeli do
obliczf:ﬁ wezmiemy inny diagram tego samego splotu).



Rozszezepienie skrzyzowan

=

ujemne (idac od nitki dolnej do gérnej

w prawo nie napotykamy kreski i rozciecia),

=

dodatnie.

Fundamentalne dla teorii wezléw twierdzenie

=

Reidemeistera mowi, 2e dwa diagramy
przedstawiajgce ten sam splot moga byé
uzyskane jeden z drugiego przez ciag tzw.

ruchdéw Reidemeistera — prostych, pokazanych

P

ponizej przerdbek diagramdw.

b |

i

B = OC
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S S

(Jak i w wielu innych sytuacjach pokazalidmy

tylko te fragmenty diagramow, ktére sg
istotne, fragmenty pominiete maja by¢ po

prostu dokladnie takie same dla lewej i prawej

strony.)

Oczywiscie w twierdzeniu Reidemeistera
dopuszcza si¢ oprécz tych trzech typow
ruchéw takie deformacie diagramdw, np,

=

)

Jak zmieni si¢ nawias Kauffmana, gdy do

AT L

diagramu 1y trywialng petelke
0 ujemnym skrzyzowaniu? . -

.
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A oto przepis.

Najpierw zdefiniujemy tzw. nawias Kauffmana, kt6ry kazdemu niezorientowanemu diagramowi
przyporzadkowuje wielomian wedlug nastepujacych regut:

X0 460 4400

=20y

(YO -Ca AN Y)

W pierwszej réwnosci podany jest zwiazek migdzy wartodciami nawiasu Kauffmana dla trzech
diagramow, ktore sa identyczne poza fragmentami uwidocznionymi w kélkach zaznaczonych
kropkowang linig, przy czym drugi diagram powstaje przez rozszczepienie dodatnie pierwszego,
a trzeci przez ujemne. 1 :

Warunek 2 to tzw, warunek normalizacji; trywialnemu diagramowi w postaci jednego zwyklego -
okregu odpowiada jedynka. :

W trzecim warunku rozpatrujemy diagram powstajacy przez dolgczenie do diagramu % osobno
polozonego okrggu (na podstawie tego warunku i warunku 2 mozna latwo obliczy¢ nawias
Kauffmana dla ukiadu n osobno lezacych okregdw — wynosi on (—A-2— A3,

Powyisze warunki pozwalajg obliczyé nawias Kauffmana dla dowolnego diagramu. Konfiguracja
skiadajaca si¢ z n okregéw, a otrzymana w wyniku wykonania k dodatnich i m ujemnych ciet,
wnost do nawiasu Kauffmana wyj$ciowego diagramu skladnik A*~"(— A2 — 431,

Rewelacyjng cecha nawiasu Kauffmana jést latwosé udowodnienia, ze jest on nie.zmienﬁiczy ze
wzgledu na II i ITI ruchy Reidemeistera:

G0-A¢D) ACH)-AUE) A N A AEH A E)-
AAGE) ACA-BED) A AL AED)-
A A0
(XA AT - A6 A0 466 46D 64
Nawias Kauffmana nie jest jednak prawdziwym niezmiennikiem: nie jest 'niezmienni_czy zé

wzgledu na I ruch Reidemeistera. Aby usuna¢ tg niedogodnoé¢, wprowadza sie nastgpujace
udoskonalenie:

Niech " bedzie diagramem zorientowanym.

Skrzyzowania typu /\/ nazywamy ujemnymi, a typu /\ dodatnimi.

Przez w(f") oznaczamy sume znakéw skrzyzowan. Definiujemy
S )= (= Ay -

({2£") oznacza, oczywiicie, nawias Kauffmana diagramu 2 bez orientacji). Wielomian f jest juz
prawdziwym niezmiennikiem: wystarczy sprawdzié niezmienniczo$¢ ze wzgledu na I ruch
Reidemeistera. I fu okazuje sig, ze jesli do diagramu ¢ dolaczymy petle o ujemnym
skrzyzowaniu, a otrzymany diagram nazwiemy %, to ¢

f(&) = (A 3D L L) = (—A) 3= (= 4)~3-LH) = (= A3 (A = f(X).
Podobnie nie zmienia wartosci wielomianu Kauffmana dolaczenie petli o skrzyzowaniu
dodatnim,

Pokazemy teraz, jak si¢ dowodzi pierwszej hipotezy Taita. Idea jest bardzo prosta. Okazuje sie, 7e
dla zredukowanego diagramu alternujacego o s skrzyzowaniach rozpieto$é nawiasu Kauffmana
(tzn. roinica migdzy najwyzszym a najnizszym wykladnikiem) jest réwna 4s. Nawias Kauffmana
nie jest wprawdzie niezmiennikiem, ale jego rozpigtosé jest — bo jest taka sama jak rozpietosé
wielomianu f. W takim razie kazdy zredukowany diagram alternujacy reprezentujacy dany wezet
musi mieé taka sama liczbg skrzyzowan (1/4 rozpietoéci wielomianu f).

Pozostaje wiec udowodni¢, ze rozpigtosé nawiasu Kauffmana jest istotnie rowna 4s. Okazuje sie,
ze mozna wskaza¢ wprost te koficowe konfiguracje okregéw, z ktorych pochodzs: wyraz

w najwyzszej potedze i wyraz w najnizszej potedze w nawiasie Kauffmana. Jak latwo sig domysli¢,
najwyzsza potega pochodzi od tej konfiguracji, ktérg sie otrzymuje przez dodatnie

rozszczepienie wszystkich skrzyzowan, najnizsza — przeciwnie. Zeby sie o tym przekonaé,



pokolorujmy obszary, na ktore nasz diagram dzieli plaszczyzneg, w szachownicg, to znaczy, ze dwa
obszary stykajace sie wzdluz linii maja miec¢ roéine kolory, a dwa obszary stykajace si¢ narozami
- maja mie¢ ten sam kolor. Np. rysunek 6 przedstawia diagram z rysunku 1 pokolorowany
Q w szachownicg. Jezeli w rozpatrywanym diagramie wezla jest s skrzyzowan, a w naszej szachownicy
s \ b pol bialych i ¢ p6l czarnych, to s = b+¢—2. Latwo to udowodni¢ przez indukcje wzgledem s.
C/ Jezeli s = 0, to oczywiscie nasz diagram jest po prostu pojedynczym okregiem i s3 dwa obszary,
jeden czarny, drugi bialy. Zatem b+c—2 = 14+1—2 = 0 = 5. A teraz krok indukcyjny. WeZmy
dowolne skrzyzowanie i rozszczepmy je tak, aby uzyska¢ znowu diagram pewnego wezla (to

Rys. 6. Kolory zostaly rozmieszczone w taki zawsze jest mozliwe; rozsz.c'zepiajac dowolne skrzyz?wame na dv.v& fno?.hwe sposo?y uzyskujemy
sposdb, ze kazde rozszczepienie dodatnie raz wezel, a raz splot o dwoch skladowych). Po takim rozszczepieniu liczba skrzyzowarn spada
powoduje polaczenie bialych obszarow. o 1, ale takze liczba obszarow zmniejsza si¢ 0 jeden!

Dla diagramow alternujacych sytuacja jest pod pewnym wzgledem szczegblna: mozna rozmiescié
kolory w szachownicy tak, aby rozszczepienie dodatnie powodowalo zawsze polaczenie bialych
obszaréw, a rozszczepienie ujemne polaczenie czarnych obszaréw (wystarczy dobrze zacza¢ od
jednego skrzyzowania, dalej juz wyjdzie samo).
Rozszczepmy wszystkie skrzyzowania w sposob dodatni. Otrzymamy jedno pole biale i —
w dalszym ciggu — ¢ pol czarnych — po prostu czarne pola nie mialy okazji, zeby sie laczy¢é.
W uzyskanej konfiguracji jest wiec ¢ okregow, a jej wklad do nawiasu Kauffmana wyjsciowego
diagramu wynosi 4°(— A4~%— A4%)°~'. Najwyisza potega zmiennej 4 w tym wyrazeniu jest
e | s+2c—2. Pokazemy, ze zadna inna konicowa konfiguracja nie moze juz wnie$¢ zmiennej 4 w tak
: wysokiej potedze. Przyjrzyjmy si¢ najpierw konfiguracjom powstalym przez rozszczepienie s— 1
skrzyzowan w sposob dodatni i jednego w sposob ujemny. Otéz w takiej konfiguracji jest jedno
Rys. 7. Jezeli pewien obszar szachownicy biale pole, ale polczarnych juz tylko c— 1. (Tutaj korzystamy dwukrotnie z zalozenia, ze diagram
i:‘;i:;;?ﬂ;“ﬁogmd;’i::;‘c:’é:;z Fe jest zredu.km‘uany. Np. f:'zarnych pol jest dlatego c— 1, ze dokladml? raz, przy u_]er.r]n.ym :
ST Wil s e e rozszczepieniu polaczyliSmy dwa czarne pola wyjsciowej szachownicy. Ale na wyjsciowej
skrzyzowanie. szachownicy zaden obszar nie styka si¢ ze soba, zatem polaczyliSmy dwa rozne czarne obszary,
tym samym zmniejszajac ich liczbe o 1.) Wklad nowej konfiguracji do nawiasu Kauffmana jest
wiec rowny A*~2(—A-2— A4%)°~2 i A nie pojawia si¢ w potedze wyzszej niz s+ 2c—6.
A teraz zobaczmy, co bedzie sie dzialo dalej, jezeli jeszcze jakie$ inne skrzyzowania
zdecydujemy si¢ rozszczepi¢ ujemnie zamiast dodatnio. Ot6z przy kazdej takiej zmianie liczba
okregdbw moze wzrosnac co najwyzej o 1, natomiast suma znakow rozszczepien musi spas¢ o 2.
Nowa konfiguracja nie moze wigc dostarczy¢ zmiennej 4 w potedze wyzszej niz poprzednia.
Zatem maksymalny stopien, w ktorym zmienna A pojawia si¢ w nawiasie Kauffmana naszego
didgramu, jest rowny s+ 2c—2.
Analogicznie najnizszy stopien jest rowny —s—2b+2 (pochodzi on od ujemnych rozszczepien).
Rozpigtos¢ wielomianu jest wigc rowna s+2¢—24+5+2b—2 = 25+ 2(b+c—2) = 4s, co wlasnie .
chcieli$my udowodnié.

v N

Nietrudno skonstruowac¢ trojkat, jesli dany jest jego jeden bok 4B,  Z drugiej sirony migjscem geometrycznym takich punktow X, ze
suma dwoch pozostalych ¢ oraz kat miedzy nimi «. Szukany AX+ BX = c, jest ¢lipsa (interesuje nas tylko jej polowa), a takich

wierzcholek mozna znale#¢ w kazdej z dwoch polplaszezyzn punktow ¥, ze ¥ AYB = «, jest luk okregu (innego niz
o brzegu AB, dlatego dalej szuka¢ go bedziemy tylko w jednej poprzednio) o cigciwie 4B (rys. 2). Elipsa przecina okrag w co
z nich. Rozwiazywa¢ mozemy tak (rys. 1): znajdujemy punkty najwyzej dwoch punktach...

przeciecia tuku okregu, z ktoérego odcinek 4B wida¢ pod katem il s . i Rasilie, Hic ot
/2, z polokregiem o srodku A i promieniu c. Takie punkty sa na S n
ogol-dwa — oznaczmy je D i D'. Punkt C, w ktorym symetralna
odcinka BD przecina prosta AD, jest trzecim wierzcholkiem
trojkata. Powtarzajac to samo dla punktu D’ otrzymujemy drugie
rozwigzanie C’. Ale cala konstrukcje mozna rozpocza¢ od punktu
B zamiast A — sa wigc cztery rozwigzania. ..

Odpowiedz jest prosta. Punkty C, i C; skonstruowane dla
wierzchotka B pokrywaja sie z punktem C’ i C (mimo Ze punkty

D, i D; saroine od D i D’) (rys. 3). Okazuje sig, ze dzieki temu
mozna uprosci¢ konstrukcje z rysunku 1. Punkt C lezy na ;
przecigciu odcinkéw AD i BD;, a punkt C’ na przecigciu AD" i BD,.

doc. dr Edmund PUCZYLOWSKI
’/w-\\
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Dr Jakub TATARKIEWICZ

Gdy Redakcja Delty oglosita konkurs na zrobienie zabawki, ktora kreci sig tylko w jedng strong
lub sama zmienia kierunek obrotéw, nikt nie przypuszczal, Ze niemalze w tym samym czasie
zostanie opublikowana pelna teoria obrotow takich bryl. Wszyscy zyjemy w przekonaniu, ze
mechanika klasyczna jest dziedzina zamknigta — co bylo do obliczenia, to dawno obliczono, co
trzeba bylo udowodni¢, dawno juz udowodniono. A jednak nie! Przez 90 lat konkursowy
problem Delty pozostawal nie rozwigzany. Po raz pierwszy pojawit si¢ on bowiem w pracy

G. T. Walkera, opublikowanej w tomie 28 Journal of Pure and Applied Mathematics z roku 1896.
Precyzyjne rozwiazanie, jak powiedzieliSmy, zostato podane dopiero w 1986 roku przez Sir
Hermana Bondi, FRS (czlonek Royal Society) z Churchill College w Cambridge i opisane

w tomie A405 Proceedings of the Royal Society of London. Wprawdzie matematyka w artykule
Bondiego jest prosta, niemniej liczba przeksztalcen potrzebnych do osiagnigcia koficowych
wnioskOw jest znaczna. Dlatego tez w tym krotkim artykule przedstawimy tylko zarys metody
majac nadziejg, iz pracowici Czytelnicy sami wykonaja wiasciwe rachunki.

Najprzod napiszemy uklad rowna, opisujacych ruch obrotowy dowolnej bryly na gladkiej

- plaszczyznie. Uzyjemy nastepujacej notacji:

5 — polozeme $rodka masy, ds/dt = o,
r — wektor laczacy $rodek masy z punktem styku bryly i plaszczyzny,
— sila oddzialywania plaszczyzny na bryle,

o — predkosé katowa bryly,

h — moment pedu bryly,
M — masa bryly,

u — pionowy wersor (wektor jednostkowy), skierowany do gory.
Uklad rownan ruchu wyglada wtedy tak

Mdo|dt = F— Mgu
v+oxr=0,
dh/dr = rxF.

Przez ,, x " oznaczyliémy mnozenie wektorowe. Przypomnijmy, ze pierwsza rownos¢ to znane
rownanie Newtona, gdzie uwzgledniono op6r ruchu. Druga réwnos¢ oznacza, ze punkt kontaktu
z plaszczyzna ma predkoéé zerowa. Trzecia zas to konsekwencja zasady zachowania momentu
pedu — przeksztalcajac ja z uzyciem pierwszego réwnania otrzymujemy

dh/dt = Mrx [do/dr+gu].
Tak wiec skladowa pionowa momentu pgdu ma postac
d(s: h)/dt = M(uxr)- do/ds,

gdzie przez ,, -” oznaczyliémy mnozenie skalarne wektorow.

Jezeli bryla toczy sig i wiruje (ruch uogélniony), to mamy par¢ mozliwosci. Po pierwsze wektor r .
moze byé zawsze pionowy (Srodek cigzkosci jest zawsze nad punktem stycznosci bryly z
plaszczyzng) — wtedy u x r znika i pionowa skladowa momentu pedu jest stata w czasie. Jest to
typowy ruch, z jakim spotykamy si¢ codziennie, wigc intuicyjnie dobrze wyczuwamy jego
charakter. Oczywiscie wektor u x r moze by¢ w ruchu uogdlnionym niezerowy. Jezeli jednak nie
jest on w sposob systematyczny zwiazany ze zmianami predkosci ruchu bryly (tzn. ze zmianami
do/dt), to wtedy moment pedu zmienia si¢ w sposob chaotyczny. Ten przypadek tez znamy

z dziecinstwa: bak puszczony na krzywej podlodze skacze, kiwa sig i drga. Natomiast jezeli
wektor #x r jest zwigzany z do/dt, to fatwo mozna otrzymaé olbrzymie wahania pionowej
skladowej momentu pedu. W ten sposéb moze nawet dojs¢ do zmiany kierunku obrotow.

Duzo trudniejszym problemem jest pokazanie, ze uklad moze mie¢ kretnos¢, czyli preferowac
jeden kierunek obrotéw. Ale przeciez mamy juz dwa uklady odniesienia. Jeden jest zwiazany

z ukladem wspéhrzednych, zaczepionym w punkcie stycznosei bryly z plaszezyzna. Drugi za$
powiazemy z lokalnymi osiami symetrii bryly w miejscu styku z podiozem. W pierwszym
przyblizeniu powierzchnia bryly moze byé opisana réwnaniem kwadratowym (elipsoida). Bondi,
podobnie jak i Walker, zauwaza, ze w ogélnosci wektor r w stanie spoczynku nie musi by¢



Rewelacyjne ,, kamienie™ nadestal na nasz
konkurs (Delta 12/1986) Janusz Sokot

z Przeworska. Sa znacznie'lepsze nie tylko od
tych, ktore wykonali$my w redakeii, ale takize
od opisanych w literaturze (Secientific
American, pazdziernik 1979), Wedtug relacji
konstruktora jeden z kamieni obrocil sig w
kierunku przeciwnym do pierwotnego az 29
razy. Nam nie udalo sie powtdrzyé tego
wyniku, poniewaz, wykonane ze skorupki

jajka i patyczka z plastelinowymi cigzarkami,
kamienie dotarly do redakeji w stanie
uszkodzonym. Uzyskaliémy ,,tylko" 19 pelnych
obrotow,. Zwycigzey gratulujemy i przyznajemy
nagrode — miernik uniwersalny.

drgzek taczgcy
obcigzniki

- plastelinowe

. pét. joja ;
Jeden z kamieni nadeslanych przez Janusza
Sokola,

zwigzany Z gléwnymi osiami momentu bezwladnosci bryly. Jednakze trudno jest wyobrazié sobie
plynny ruch obrotowy bez ich zgodnosci, co zalozono w dalszych rachunkach. Wybiera sie ukiad
wspolrzednych w bryle zwiazany z jej Srodkiem cigzkosci i rownolegly do glownych osi
bezwladnosci powierzchni przyblizajacej okolice punktu styku bryly z podiozem. Osie momentu
bezwladnosci wybieramy tak, ze skladowe tego momentu spekniaja warunek A4 > B, a of
odpowiadajaca skladowej C jest skierowana pionowo w dol (przez 4, B oraz C oznaczono
dhugoséé glownych osi elipsoidy momentu bezwladnosci). W takim ukladzie wspoirzednych

- powierzchnia okolic styku bryly z pediozem moze byé opisana w przyblizeniu kwadratowym jako

z = al[l—(p[2)(x[a)* —gxy|a*—(s/2)(y/a)*],

gdzie a jest spoczynkowa odlegloscig Srodka cigzkosci od punktu stycznodci; p, g oraz s to pewne
parametry. Czlon liniowy w rozwinieciu réwnania powierzchni znika, gdyz w miejscu styku

x = y = 0. Powierzchnia jest wypukia, gdy p > 0, s > 0 oraz ps > ¢* (sprawdzenie tych
warunkow pozostawiamy Czytelnikom). Ponadto polozenie spoczynkowe jest stabilne, gdy
promien krzywizny jest nie mniejszy niz a, mamy wigc dodatkowe warunki: 1 > p, 1 > s,
(1—p)(1—s) > g2 Stad od razu widzimy, ze uktad wykazuje kretnosé, o ile tylko ¢ = 0. Witedy
bowiem nie mamy peinej symetrii ukladu: intuicja podpowiada, ze ksztatt powierzchni zabawek,
przygotowanych przez Czytelnikoéw, podobny do kilu jachtowego, wyrdznia pewna linie styku,
lezaca w plaszezyznie symetrii bryly. Jest to zasadnicze odstgpstwo od geometrii typowego baka,
ktory wprawdzie moze mie¢ plaszézyzne syrhetrii, lecz zwykle ma ostry czubek, na ktérym sie
obraca.

Chciatbym w tym miejscu uczynié pewne wyznanie. Ot6z pamietam z dziecifistwa, jak dziwilo
mnie, gdy mdj Ojciec, ktory zajmuje si¢ mechanika teoretyczna, siadat na podlodze i puszczal
baczki. A mial ich wiele, zrobionych specjalnie z drewna przez stolarza. Dodatkowo jeszcze
obciazal je plasteling. Wydawalo mi si¢ wtedy, ze takie zabawy to $wietne zajecie, szczegdlnie gdy
za nie placg. Dzi$ wiem, Ze nasza intuicja jest niezmiernie uboga. By ja wzbogacié, nalezy
dokonywa¢ doswiadczen. Jezeli ktos§ akurat opracowuje teorie baka, to nie ma lepszego
doSwiadczenia niz opisana powyzej zabawa. Mam nadzieje, ze i Czytelnicy Delry bedg mogli
podobne zabawy przenie$¢ w $wiat swych zaje¢ zawodowych!

Dalej w teorii mamy juz tylko proste rachunki (hm, trzeba by¢ Fellow of the Royal Society, by
tak twierdzi¢ ...). Bondi rozwija rownania ruchu w szeregi Taylora i opuszcza wszystkie cziony
rzedu trzeciego i wyzszych w rozwiniqciach pochodnych czasowych x, y oraz z. Na pigciu stronach
przechodzi do kolejnych warunkéw na parametry rownania ruchu uktadu. Wprowadzajac liczne
parametry pomocnicze uzyskuje podziat plaszczyzny parametréw ruchu na kilka odrebnych
obszaréw (zainteresowanych Czytelnikow odsylamy do stron 267—272 tomu A 405

Proceedings of the Royal Society). W kazdym z nich ruch bryly odbywa si¢ inaczej. Przejscie od
jednego do drugiego obszaru moze m.in. prowadzié¢ do zmiany kierunku obrotéw. Dla tych
Czytelnikow, ktérym nie chcialo sig zrobi¢ wlasnych modeli zabawki, podajemy przyblizony opis
tego ruchu: w zaleznosci od predkosci zakrgcenia zabawka moze obracaé sig, jednoczesnie
wykonujgc ruchy kolebigce, by w konicu zmieni¢ kierunek obrotu. Moze tez, przy zbyt wolnym
zakreceniu, stosunkowo szybko zatrzymaé sie — istotne jest kolebanie si¢ zabawki, gdyz to ono
wiasnie powoduje zmiane kierunku obrotu!

Z teorii wynika wiec, Ze obserwowane zjawisko jest skutkiem ruchu obrotowego bryty, 5
polaczonego z toczeniem. Warunkiem koniecznym odwracania kierunku wirowania jest brak
symetrii momentu bezwladnosci wokol pionowej osi obrotu (warunek 4 > B) oraz.
niepokrywanie si¢ elipsoidy, przyblizajacej powierzchnie bryly w miejscu styku, z elipsoida
momentu bezwladnosci (warunek g # 0). W praktyce nie sa wazne warto$ci asymetrii —
dlatego tez stosunkowo latwo jest zrobi¢ odpowiednia zabawke, o ile wie sie, ze jest to mozliwe.
Jak przekonali si¢ Czytelnicy, o wiele wazniejszy jest ksztalt powierzchni styku niz rozklad
momentu bezwladnosci w bryle. Przy zbyt matej krzywiZnie powierzchni zawsze otrzymamy
niestabilnosci krecenia sig bryly w obu kierunkach, Jednoczesnie przy wilasciwej predkosei
zakrecenia bryla jeden kierunek ruchu bedzie stabilny, drugi za$ nie, co wynika wprost z teorii.
Istotny jest tez wiasciwy wspolczynnik tarcia miedzy zabawka a podlozem: gdy powierzchnia
zabawki jest zbyt chropowata, to zabawka zatrzyma sie bez zmiany kierunku obrotu, niezaleznie
od poczatkowej predkosci obrotowej. Zbyt maty wspolczynnik tarcia tez nigdy nie pozwoli na
zmiang kierunku obrotu — nie sadze jednak, by zabawki wykonywane w warunkach domowych
byly tak dobrze wypolerowane.

Na koniec uwaga dla prawdziwie ambitnych: ciagle jeszcze nie opracowano teorii ruchu bryt,
ktorych gtowna o§ momentu bezwladnoéci w stanie spoczynku nie jest pionowa. Moze kto$
z Czytelnikow ...



Wedhg newtonowskiego prawa grawitacji

przyspleszenle a, wywierane przez mase m w odleglosci
r, wyraza si¢ wzorem

gdzie G = 6,67 107! m3/kg - s2 jest stala grawitacji.
Odwrotna proporcjonalnos¢ do kwadratu odleglosci jest
charakterystyczna dla grawitacji oraz oddziatywan
elektro- i magnetostatycznych. Nikt dobrze nie wie,
dlaczego tak rozne oddzialywania podlegaja dokladnie
takiemu samemu prawu.,

Oddziatywanie grawitacyjne Ksigzyca wywoluje na
Ziemi przyplywy i odplywy mérz — zaraz sie zreszta
_sami przekonamy, Ze rzeczywiscie giéwnie Ksiezyc jest
ich przyczyna. Zjawisko polega na tym, Zze w punkcie 4
(patrz rysunek) przyspieszenie grawitacyjne ze strony
Ksigzyca jest silniejsze niz w punkcie O z prostego
powodu, Ze A jest blizej Ksiezyca. Analogicznie
w punkcie B ,,przyspieszenie ksiezycowe” jest slabsze
niz w O, gdyz B jest dalej. Jest to wigc — jak to si¢
mowi — efekt roznicowy, skutek nieréwnoscei
przyspieszen w roznych punktach globu ziemskiego.
W rezultacie, jak wida¢ z rysunku, Ksiezyc usituje
rozciggna¢ powierzchni¢ oceandw (sama skorupe
ziemska zreszta tez) wzdhuz linii taczacej go ze srodkiem
Ziemi. Ruch wirowy Ziemi powoduje, ze wybrzuszenia
przyplywowe nie leza dokladnie na tej linii, a w kazdym
miejscu, gdzie plywy sa odczuwalne, mamy dwa
przyplywy i dwa odplywy w ciggu doby.

Ziemia




Przyspieszenie w punkcie O wynosi a, = Gm/r{, gdzie my jest masa KsigZyca, a r, — jego odlegioéciq od Ziemi.

: s 3 ; Gm
Przyspieszenie w punkcie 4 wynosi a; = (r—;)z ,.gdzie p jest promieniem Ziemi. Rdoznica tych przyspieszen wynosi
| : k
B
: \ L
day = a4—ap = C:‘Tk R Ci-Tk L ;
Fa
(1—_9_) e 2
ry Fi i

Ale Jesh - £ 1, to caly drugi utamek jest réwny w przybliZeniu 2—- zatem Aa, = et Gm"q--.

F e
Czytelnik 1atw0 sprawdzi, ze wynik jest taki sam dla @, —ap. Tak wiec réznica przyspieszen odpowiedzialna za plywy
na Ziemi jest odwrotnie proporcjonalna do trzeciej potegi odleglosci ciata powodujacego plywy, tu — Ksiezyca,

a wybrzuszenie oceandw jest (w tym przybltZenlu} symetryczne po obu stronach Ziemi,

A jakie jest plywowe dzialanie Storica? JeZeli przez m;
i rs oznaczy¢ odpowiednio jego masg i odleglos¢, to
oczywiscie

stosunek Aay/4a; jest wige réwny =

Aae _my (1)
LT A
W licznych tablicach kazdy moze znalez¢ niezb¢dne
dane. Stonce jest 2,7 x 107 razy masywniejsze od
Ksigzyca i znajduje sig 390 razy dalej. Zatem
Aa,
: Aay
Tak wigc Stonce wywiera na Ziemi dwukrotnie stabsze
dzialanie ptywowe niz Ksigzyc!

e M

Niepodobna zaobserwowa¢ osobno plywéw
ksigzycowych i osobno stonecznych — mozemy
obserwowac¢ jedynie ich nakladanie si¢. Znajac
meéchanizm zjawiska latwo teraz przewidziec, ze gdy
Stonce, Ziemia i Ksigzyc znajda si¢ na jednej prostej
(obojetne w jakiej kolejnoscei), to pltywy beda
silniejsze. Mianowicie podczas nowiu i pelni ptywy
powinny by¢

2,18+1

7 T -

razy silniejsze niz podczas kwadr. W rzeczywistosci nie .
jest tak dokltadnie, gdyz ogromne znaczenie ma tu
chociazby uksztaltowanie dna morskiego. Dlatego

. maksymalna amplituda plywéw na Ziemi sigga 20 m, co
jest znacznie wigcej niz warto$¢ wynikajaca z teorii.
W Polsce, tzn. na Baltyku plywy sa wlasciwie

: niewyczuwalne, gdyz Baltyk jest morzem niemal
) odcietym od oceanu $wiatowego.

A co bedzie, jezeli plywy ksigzycowo-stoneczne zostang
wzmocnione przez planetarne? Biorgc z tablic masy

i odlegtosci planet kazdy bez trudu obliczy, ze ich
dziatanie jest calkiem znikome w poréwnaniu

z dziataniem Ksiezyca. Tak wigc budzace niekiedy
obawy ,,ustawienie si¢ planet na jednej prostej”” poza
ladnym widokiem na niebie nie ma szans wywrzec¢
znaczacego wplywu na Ziemi.

Malq Delte przygotowal Tomasz KWAST



Albert Einstein (1879—1955). Najslynniejszy
fizyk wszystkich czasow. Odkryl, 2e E = mc?
i 2e przestrzen jest zakrzywiona.

Fryderyk Engels (1829—1895). Znany
z portretdow pierwszomajowych [ilozof.
Przyjaciel i wspolpracownik Marksa.

Antonin Iwanowski (7— 7). Nie ma go
w encyklopedii. Nic 0 nim nie wiem.

Prof. dr Iwo BIAL‘YNICKI—BIRULA,_cz{onek korespondent PAN

O zwiazku matematyki z fizyka mozna nieskoniczenie... Zagadnienie to bylo od stuleci
przedmiotem dociekan wybitnych matematykow, fizykow i filozofow. Teksty napisane na ten
temat wypelnilyby kilka grubtych toméw. Wydaje sie, ze wszystko na ten temat zostalo juz
powiedziane i napisane, co wcale nie oznacza, e panuje w tej dziedzinie pelna zgodnos¢
pogladdéw. Ba, wrecz przeciwnie, mozna znalez¢ poglady krancowo rozne: od twierdzenia, Ze
czysta matematyka, nie oparta na rzeczywistosci, wrecz nie ma sensu (Engels), do twierdzenia, e
swiat rzeczywisty jest jedynie odbiciem swiata bytow matematycznych (Kepler). Przekorny
Czytelnik moze uznaé zreszta, ze obie te tezy sa wilasciwie rOwnowazne. -

Moim zdaniem zagadnienie zwigzku fizyki z matematyka ma charakter filozoficzny i nie mozna
go, w zwigzku z tym, rozstrzygnac ani na gruncie matematyki, ani na gruncie fizyki i kazdy ma
pelne prawo do stworzenia wlasnego, odrebnege pogladu na to zagadnienie. Aby ulatwi¢
Czytelnikowi to zadanie, podam tutaj wybor wypowiedzi uczonych na ten temat, ograniczajac do
minimum-swoj komentarz.

Zaczne od oczywistego dosyc¢ stwierdzenia, iz na to, by rozwaza¢ zagadnienie zwiazku matematyki
i fizyki, trzeba najpierw mozliwie precyzyjnie okresli¢, co to jest matematyka i co to jest fizyka.
Czasami juz w samych tych definicjach tkwi istotna informacja na temat owego zwiazku. I tak na
przyklad-Albert Einstein tak zdefiniowat fizyke w swoim artykule o podstawach fizyki
teoretycznej: ; :

To, co nazywamy fizyka, stanowi te grupe nauk przyrodniczych, ktorych pojecia oparte sq na
pomiarach i kidre to pojecia oraz twierdzenia dajg sie sformulowaé matematycznie. Zgodnie z tym,
zakres fizyki jest zdefiniowany jako ta czesé naszej pelnej wiedzy, ktdra jest mozliwa do wyrazania

- W matematycznej postaci.

Takie okreélenie fizyki wyznacza, w znacznej mierze, zwiazek matematyki z fizyka, pod
warunkiem, oczywiscie, ze wiemy juz skadinad, co to jest matematyka. Na ten temat tez wystepuja
roznice zdan. Skrajny poglad glosil wspomniany wyzej Fryderyk Engels, ktory uwazal, ze -
matematyka traci caly sens, gdy odrywa sie od fizycznej rzeczywistosci. W Dialektyce Przyrody
tak, na przyklad, pisal on o matematyce i o ... matematykach:

Gdy jednak matematycy zamykajq sie w swej niedostepnej twierdzy abstrakcji, w tak zwanej
matematyce czystej, zapominajq o tych wszvstkich analogiach (chodzi tu o analogie z fizyka,
przyp. moj); nieskoriczonosé staje sie czyms zgola tajemniczym, a sposob, w jaki si¢ niq operuje

w analizie, wydaje sie czyms$ zupelnie niepojetym, sprzecznym z wszelkim doswiadczeniem

i sensem...

Nieskoriczono$é matematyczna zostata zapozyczona z rzeczywistoSci chociaz nieswiadomie —

i dlatego moze byé wytlumaczona tylko na podstawie rzeczywistosci, a nie sama przez sie, nie przez
abstrakcje matematyczng. : E

Engels nie neguje jednak znaczenia i wagi matematyki w badaniach przyrodniczych, a jedynie
gani tych, ktorzy zapominajq, Ze cala tak zwana matematyka czysta zajmuje si¢ abstrakcjami, Ze
wszystkie jej wielkosci sq, $cisle biorge, wielkosciami wyimaginowanymi i Ze wszystkie abstrakcje
doprowadzone do skrajnosci zamieniajq sie w absurd lub w swe przeciwienstwo.

Jeszcze bardziej skrajne stanowisko zajal Antonin Iwanowski, ktérego poglady moglem poznaé
z wydanej w Warszawie w 1922 roku w niewielkim nakiadzie ksiazki Podstawowe zagadnienia
fizyki w filozoficznym oswietleniu. Pisal on tam migdzy innymi:

Kazdego badacza, zglebiajqacego nie jakies poszczegdlne galezie fizyki, lecz pragngcego ogarngé

ogolny zarys tej najwazniejszej z ludzkich umiejetnosci, uderza niepewnosé i chwiejnosé podstaw,
na kidrych fizyka swéj olbrzymi gmach buduje, razi brak skoordynowania i uzgodnienia
poszczegolnych skrzydel i przybudéwek owego gmachu, a juz wprost oszalamiajg sprzecznodci

w punktach wyjscia, z ktérych wywodzq swéj rodowdd poszczegdlne galezie fizyki. Pojedyncze —
niestety bardzo nieliczne — pawilony lub skrzydla stuzq ludzkosci i przynoszq pozytek, ale calosé
gmachu fizyki tylko zastania widok i przeszkadza oku ogarngé szersze horyzonty.

A pracownicy nauki z gorgczkowym pospiechem wcigz zﬁméq i znoszq potworne ilosci nowych _
materjalow, wcigz cos burzq lub przebudowujq...

Zas$ czyniq to nie tylko bez planu, lecz nawet bez jakiejkolwiek ogdinej dyrektywy, jakby klecenie
coraz to nowych, chaotycznie nagromadzonych ubikacji, samo sobie mialo by¢ celem...

Procz gldwnego #rédia zla, to jest procz braku skoordynowania punkiow wyjfcia fizyki,
dostrzegam groZne bledy metodyezne, kidre mszcza sie dotkliwie i nieraz piekne zawigzki
najglebszych idei niweczq i wypaczajq.



Johannes Kepler {1571 —1630). Niemiecki
astronom. Odkrywea trzech praw ruchu
planst. Ostatnie lata swego Zycia spedzil w
Zaganiu jako nadworny astrolog ksiecia
Wallensteina.

Gustaw Hertz (18837—1975). Niemiecki fizyk.
Laureat nagrody Nobla za odkrycie (wraz

z Franckiem) praw rzadzacych zderzeniami
elektrondw z atomami.

James Jeans (1877—1946). Angielski fizyk
iastrofizyk. Autor hipotezy kosmogonicznej

i gloszacej, iz nasz uklad planetarny powstat
w wyniku przéjicia innej gwiazdy w poblizu
Stofica.

O gnozie z Princeton i innych ciekawych

rzeczach z filozofii fizyki mozna przeczytaé

w ksigzce Michala Tempczyka Fizyka a swiat
- realny, PWN, Warszawa 1986.

Richard Feynman (ur. 1918). Amerykanski
fizyk-teoretyk. Laureat nagrody Nobla
(wspolnie ze Schwingerem i Tomonaga) za
sformulowanie wspolczesnej wersiji
elektrodynamiki kwantowej.

Eugene Wigner (ur. 1902). Amerykariski
fizyk-teoretyk, urodzony w Budapeszcie.
Laureat nagrody Nobla za wyjasnienie wielu
wlasnosci atomow i jader za pomoca teorii
Erup.

Filozofia jest to naduzywanie terminologii
wymyslonej wlasnie w tym celu.

Czyz nie jest pigkne twierdzenie o funkcjach
analitycznych, ktére glosi, ze funkcja taka jest
juz jednoznacznie wyznaczona wszedzie, jezeli
tylko okreilimy jg w dowolnie malym
obszarze.

Najpierwszym i najpowszechniejszym bledem metodycznym w fizyce jest przedwczesne stosowanie
matematyki. Powodem tego bledu jest przecenianie (i to bardzo znaczne!) samej wartosci
matematyki i niewlasciwy poglad na wywody matematyczne, jako na cos nie podlegajqcego
watpliwosci... ;

Ze zas$ nie tylko sama technika naszych Srodkéw matematyeznych ma olbrzymie braki i luki, lecz,
Ze — co gorsza — ubdstwo tych Srodkdéw stoi w razqcym przeciwienstwie do bogactwa zjawisk,
wiec po zamknigciu takiej nowej mysli w nazbyt sztywnym pancerzu matematycznym, my$l ta, ezy
idea traci wszelkq gigtkosé i Zywosé, staje sig nieruchawq, martwieje, rychlo schnie i wreszcie
zamiera przed wydaniem owocu, ktory moglby sie staé nasieniem jakiej$ nowej, jeszcze
doskonalszej mysli lub i calej teorii. ..

Jakiez to szczescie dla ludzkosci, Ze nie wszystkie nauki stosujg matematyke!

W tym duchu napisana jest cala rozprawa Iwanowskiego. Ale jako odtrutke na takie kraficowe
poglady mozna z kolei przytoczy¢ stowa Johannesa Keplera:

Bog byl zbyt wielki, by pozostawaé bezczynnie; zaczql uprawiaé gre symboli, a $wiat stal sie
odbiciem tej gry. Podejrzewam, Ze cala przyroda wraz z pelnym wdzigku niebem wywodza sie
z geometrii,

czy tez stowa Gustawa Hertza:

Nie mozna oprzeé sig wrazeniu, Ze te formuly matematyczne majq niezaleiny od nas byt

i inteligencje, Ze sq madrzejsze niz my sami, nawet madrzejsze niz ich odkrywey, i ze mozemy
wywnioskowac z nich wiecej niz poprzednio w nich zawarto.

Podobnie James Jeans pisal:

Cytuje si¢ Kroneckera, ktory mial powiedziec, ze w arytmetyce Bog stworzyl liczby calkowite,
a wszystko pozostale jest dziefem czlowieka. W tym samym duchu mozemy prawdopodobnie
powiedzieé, ze w fizyce Bog stworzyl matematyke, za$ cala reszta jest dzielem czlowieka.

S3 to poglady dokladnie przeciwstawne tym, ktore z taka swadg przedstawil w swoim
filozoficznym traktacie nasz rodak Iwanowski, ale checiatbym zwroci¢ uwage na to, ze ogloszony
przez niego antymatematyczny poglad na fizyke wcale nie jest calkowicie odosobniony. Podobny
poglad jest wspolczesnie gloszony przez uczonych wyznajacych filozofie tak zwanej nowej gnozy

z Princeton. Uczeni ci uwazajg, e matematyczny opis charakteryzujacy starq metode badawczq
powinien by¢ zastagpiony przez o wiele doskonalszq metode polegajaca na bezposrednim kontakcie
wewnegtrznym ze Swiadomoscig Wszech$wiata, gdyz teorie typu matematycznego nie moga tego
kontaktu zapewnic.

Oczywiscie ogromna wigkszos¢ fizykéw wyznaje poglady umiarkowane, ktére mozna chyba
dobrze wyrazi¢ slowami Richarda Feynmana :

Jest rzeczq w pelni oczywistq, ze rozumowania matematyczne, kidre zostaly rozwiniete, majq wielka
moc i uzyteczno$é dla fizykéw. Z drugiej strony, czasami rozumowania fizykow sq uzyteczne dla
matematykdw.

Trzeba jednak przyznac, Ze tak skromne i wywazone sformutowanie pozostawia uczucie —
niedosytu. Czyzby bylo to rzeczywiscie wszystko, co na pewno mozna o zwiazku miedzy
matematyka i fizyka powiedzie¢? Czyzby nie tkwila w tym zagadnieniu zadna gigboka
tajemnica? Tajemnice taka wydoby! na $wiatlo dzienne i przeanalizowal Eugene Wigner

w fascynujacym artyKule zatytulowanym O niepojetej efektywnosci matematyki w naukach
przyrodniczych. Juz sam tytul artykulu Wignera zawiera, moim zdaniem, bardzo trafne wskazanie
najciekawszego problemu, przed ktorym stoimy analizujac zwigzki matematyki z fizyka. Artykut
zaczyna si¢ od zabawnej, ale tez i doskonale ilustrujacej problem, anegdoty. Dwaj koledzy z lawy
szkolnej spotykaja sie po latach i rozmowa schodzi na ich prace. Jeden z nich zostal statystykiem
i zajmuje si¢ badaniem zmian populacji. W odbitce swojego artykutu, ktorg pokazuje swojemu
dawnemu koledze, juz na poczatku pojawia sie rozklad Gaussa. W trakcie wyjasnien, co
oznaczaja rézne symbole, kolega humanista zaczyna podejrzewac, ze statystyk postanowil zakpic¢
Z jego matematycznej ignorancji. Ujrzawszy w pewnym momencie mgliscie kojarzacy mu sig ze
szkota symbol pi pyta. No a to, co u ciebie oznacza? Nie pamietasz? — odpowiada statystyk. To
Jest przeciez stosunek obwodu kola do jego $rednicy. Teraz to juz wiem na pewno, ze robisz ze
mnie balona — wola humanista. Co ma ludnos¢ do obwodu!

No wiasnie! Co ma ludnos¢ do obwodu, co ma fizyka do matematyki.,

Zagadke te czyni Wigner jeszcze bardziej bulwersujaca przez zwrocenie uwagi na nastepujace
elementy’tworczosci matematykow. Parafrazujac uzyta kiedy$ zartobliwa definicje filozofii
Wigner okresla matematyke jako nauke o bieglym postugiwaniu sie pojeciami i regutami
wynalezionymi wlasnie do tego celu. Pojetia matematyczne — twierdzi Wigner — wprowadzane
s3 po to, by mozna byto o nich dowodzi¢ ciekawych twierdzen. Najlepszym przykiadem sa liczby
zespolone. Nic, co postrzegamy, nie sugeruje wprowadzenia takich obiektow. Gdyby spytac
matematyka, po co wlasciwie zajmuje si¢ teorig liczb zespolonych, wskazalby z oburzeniem na
wiele pieknych twierdzen z tej dziedziny. A jednak obickty te wprowadzone do matematyki
wylacznie ze wzgledu na — jak pisze Wigner — ich przydatnosé do ciekawych przeksztalcen i ich
role w uderzajqcych, blyskotliwych rozumowaniach, okazaly sie konieczne do sformulowania praw

mechaniki kwantowei.
o



dwiema wielkoéciami, ktory kojarzy mu si¢ z czyms$ znanym juz z matematyki, to wyciaga z tego
natychmiast wniosek, ze zwiazek ten jest dokladnie tym, co opisuje matematyka.
Tlumaczenie to nie moze wyjasni¢ jednak, dlaczego powstala w ten spos6b koncepcja przekracza
bardzo czgsto wszelkie narzucone poczatkowo granice stosowalnosci i prowadzi do nowych,
zaskakujacych wnioskow przy opisie zjawisk, o ktorych nie $nilo sig twércom teorii. Doskonalym
przykiadem owego wychodzenia teorii fizycznej poza wszelkie poczatkowo pomyslane ramy jest
wspomniana juz mechanika kwantowa. Cele, jakie stawiali sobie jej tworcy, byly poczatkowo doéé |
ograniczone, a mimo to sformulowana przez nich teoria przekroczyla ich naj$mielsze oczekiwania. -
Nie moze by¢ mowy o prymitywnym dopasowywaniu teorii do danych, gdy do$wiadczenia nie
zostaly jeszcze przeprowadzone i ich wyniki nie sa znane przy formulowaniu teorii lub znane
jedynie w grubym przyblizeniu. Newton podal prawo powszechnego ciazenia dysponujac danymi
doswiadczalnymi obarczonymi okolo czteroprocentowym bledem. Pozniejsze obserwacje
potwierdzily jego teorig z dokladnoscia do dziesigciotysigcznej czesci procenta. Elektrodynamika
kwantowa, ktora wlasciwie zostata stworzona wylgcznie na zasadzie analogii z mechanikg
kwantowa, tam gdzie mozna ja w pelni wykorzysta¢, daje zgodnoé¢ z doswiadczeniem z
doktadnoécia do stutysiecznej czesci procenta. Kilka prostych nieraz obserwacji zamienionych na

Mozna to prébowaé thumaczy¢ brakiem wyobrazni u fizykéw. Gdy fizyk dostrzega zwiazek mlcdzyg,
!
|

- sformulowane matematycznie prawo fizyczne tworzy podstawe teorii, ktora dzigki stosowaniu

matematycznych meted wnioskowania udaje sie rozszerza¢ na ogromne obszary zjawisk. Dlaczego
tak jest? Nikt nie wie, ale mysle¢ o tym warto!

Napisatem na poczatku, ze zwiazek fizyki i matematyki to zagadnienie z dziedziny filozofii
i staralem sie utrzyma¢ ten artykulik w konwencji eseju filozoficznego, stad liczne przypisy.

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 487. W przestrzeni dane sg trzy wzajemnie prostopadie polproste, wychodzace z jednego
punktu. Udowodni¢, ze dowolny trojkat ostrokatny mozna umiesci¢ tak, by kazdy jego
wierzcholek lezal na innej polproste;j.

Rozwigzanie na str. 6

M 488. Niech S,(t) = sinz+sin2¢+ ... +sinat, Udowodnié, ze dla kazdego ¢ ciag (S»(7)) jest
ograniczony.
Rozwigzanie na str. 6

M 489. Wykazaé, ze $rednia warto$¢ minimum k-elementowego podzbioru zbioru {1, N ey B
. n+1 -
wynosi ——.
s

Rozwigzanie na str. 6

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 232. Obwad elektryczny skladajacy sie z cewki o indukeyjnosci L, kondensatora o pojemnoéci C
i diody D (patrz rys. 1) jest podiaczany za pomocs klucza K przez czas v do baterii o SEM &,

a nastepnie odlaczany. Znale#é zalezno$¢ napiecia na kondensatorze od czasu po wylaczeniu
obwodu. Opor wewnetrzny baterii i opor omowy cewki mozna zaniedbac.

'Rozwiazanie na str. 7 -

F 233. W obwodzie przedstawionym na rysunku 2 skiadajacym si¢ z dwoch baterii, diody,
kondensatora o pojemnosci € i cewki o indukcyjnosci L, SEM &, baterii pierwszej jest wigksza
niz SEM & drugiej. Nalezy okresli¢ ladunek, ktory przeplynie przez bateri¢ o SEM & przy
zamykaniu klucza K. Opoér wewnetrzny obu baterii mozna zaniedba¢. Kondensator do momentu
zamkniecia klucza byl nie naladowany.

Rozwigzanie na str. 14



NADPFRZEWODNICTWO W WYSOKICH
TEMPERATURACH

przez J. 6. Bednorza i
K.A. Millera z laboratorium IBM w Zurychu

Ogioszenie
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Nadeszla pora roku, w ktorej warto zwroci¢ uwage na najjasniejsza dlugookresowa gwiazde
zmienna, nie bez powodu zwana Cudowna. W rzeczywistosci byla ona pierwsza odkryta gwiazda
zmienng, choé o jej zmiennosci nie od razu si¢ przekonano. Odkryl ja 13 sierpnia 1596 roku
holenderski pastor David Fabricius, uznajac za gwiazdg¢ nowa trzeciej wielkosci. Wkrotce zostala
oznaczona symbolem o Ceri w atlasie nieba sporzadzonym przez niemieckiego astronoma
Johannesa Bayera. Przez blisko 40 lat nikt si¢ nig nie zajmowat i nie zauwazano, ze jest ona
gwiazda zmienna. Dopiero w 1638 roku Phocylides Holwarda stwierdzil, ze blask jej zmienia sig¢
regularnie, a okolo 1660 roku ustalono, ze okres tych zmian jest rowny 11 miesiecy. W 1662 roku
Jan Heweliusz poswigcil jej rozprawe zatytulowang Historiola Mirae Stellae i w ten sposob nazwa
Mira (Cudowna) przylgneta do tej gwiazdy.

Dla stwierdzenia, w jakim czasie odbywa si¢ pelny cykl zmian blasku Miry, potrzebna jest
rzeczywiscie wyjatkowa wytrwalos¢. Szczegodlnie, ze przez wigksza czes$é tego dlugiego okresu jest
ona staba gwiazdka dziewiatej wielkosci, dostrzegalng wylacznie przez dosé silne teleskopy.

- Zaledwie przez kilka tygodni w roku wida¢ ja dobrze golym okiem. W maksimum blasku,

nastepujacym po czterech miesigcach od poczatku rozjasniania, moze $wieci¢ jako jasna gwiazda
drugiej wielkosci. Ilos¢ swiatla, ktora emitowana jest wtedy z jej powierzchni, kilkaset razy
przewyzsza ilos¢ $wiatla emitowana podczas minimum blasku.

Mira jest gwiazda-olbrzymem o objetosci 30 miliondéw razy wiekszej od objetosci Slorica, za to
znacznie od niego rzadszg i chtodniejsza. Ma bliskiego towarzysza — biatego karla i razem
stanowia jakby ,,zle dobrang pare”, jesli wzia¢ pod uwage dysproporcje w ich budowie fizycznej.
Cho¢ wiec jest to ukiad podwdjny, nie moze byé obserwowany jako gwiazda za¢mieniowa,
bowiem udzial bialego karla w calkowitej jasnosci tej pary jest zaniedbywalny. Zmiany blasku
Cudownej Wieloryba tlumaczy si¢ w inny sposob.

Jest ona typowa przedstawicielka, a nawet prototypem, klasy gwiazd zmiennych
diugookresowych. Wydaje sig, ze zasadniczg przyczyna zmiennosci tych gwiazd sa pulsacje, choé
zadowalajgca teoria jeszcze nie istnieje. W duzym uproszczeniu mozna powiedzie¢, ze na skutek
okresowych zmian objgtosci zmienia sig¢ ich temperatura i jasnos¢ powierzchniowa. Zmiany blasku
tych gwiazd odbywaja si¢ zwykle niezbyt regularnie. Na przyklad w przypadku Miry zar6wno
okres zmiennosci ulega wahaniom, odchylajac si¢ do 15 dni od wartosci sredniej, jak rowniez
wielkosci gwiazdowe w minimum i maksimum blasku przyjmuja odmienne wartosci w réznych
cyklach zmiennosci. Zwykle uwaza sig, ze w maksimum powinna by¢ ona gwiazda drugiej
wielkoéci, choé w 1779 roku William Herschel zaobserwowal ja, gdy byla prawie tak jasna jak
Aldebaran, kiedy indziej z kolei bywa w maksimum ledwie dostrzegalna golym okiem. Gwiazdy
zmienne dlugookresowe charakteryzuja si¢ bardzo niskimi temperaturami powierzchniowymi.
Mira w maksimum blasku ma temperature 2600 K, a w minimum 1900 K. W zwiazku z tym
maksimum energii wysylanej w dowolnej fazie przypada daleko w podczerwieni, a obserwacje
wizualne tych obiektow dotycza zawsze obszarow polozonych daleko od maksimum energii po
krotkofalowej jego stronie.

Systematyczne obserwacje, dokonywane chocby golym okiem, zima tego roku; pozwola przekonaé
si¢ 0 zmiennosci Cudownej Wieloryba. Podczas tegorocznego maksimum, ktére nastapi
najprawdopodobniej na przelomie grudnia i stycznia, Wieloryb wschodzi przed zapadnigciem
zmroku i goruje tuz po zachodzie Storica. Cho¢ jest to czwarty co do wielkosci (pod wzgledem
zajmowanej powierzchni) gwiazdozbiér na niebie, nie zawiera wielu jasnych gwiazd — zaledwie
dwie drugiej wielkosci i dziewie¢ wielkosci trzeciej i czwartej. Zidentyfikowanie jasnej Miry nie
powinno wigc stanowic istotnego problemu. Lezy ona niemal dokladnie w $rodku odcinka
wyznaczonego przez gwiazdy 6 i { Wieloryba (obydwie czwartej wielkosci) tworzac wraz z nimi
jego szyje.

Mire widaé na poludmu 25 grudnia okolo
godziny 20°°,

Tym, ktérzy nie beda mieli okazji zaobserwowa¢ tegorocznego maksimum Miry, proponujemy
powrdcenie do tego zagadnienia za 11 miesiecy.

mgr Joanna UDALSKA
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Oto zadanie, ktére kilkanascie lat temu krazylo po Wydziale Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego: znale7é granice ciagu

]/n sin . sm]

Jaki$ czas zadanie nie poddawalo sie, potem znane byly dtugie i niezbyt zgrabne rozwiazania,
Kilka lat temu okazalo sig, 7e istnieje naprawde elegancka metoda.

. Potrzebne nam bedzie kilka faktow.

1° Twierdzenie o ciagu $rednich arytmetycznych:

1t ey | Lo Lo . 4 -
— tez jest zbiezny i to do tej samej granicy.
n=1

Jesli ciag (an)n=1 jest zbiezny, to ciag (
n

2° Ze wzoru Taylora dia funkcji sinus wynika, ze

-~

= i x3
lm x=3 - |sinx—x+ --_) =0,
x—0 3! J

3° Ciag (ba)n=1 okreslony wzorem rekurencyjnym b; = sinl, by, ; = sinb, dlan = 1,2, ... jest
zbiezny do zera.

Mamy znalezé granice ciagu (b, /E)E‘Ll. Zamiast tego bedziemy szukaé granicy ciagu

I \=» 1
( 7 ) . Na mocy 1° wystarczy znalez¢ granice ciagu (c,)n-1, gdzie ¢, = —
2.

Nin=1 s b%-'
1 - dl 2z 3 . Ale
i =——— =
o ek
1 1 el 1 b?_,—sin%b,_,
Cp = = e e e = e
ERREE S R T T bs_ 1+ sincby.;
i (na mocy 3°)
b2 —sinZh, . x%—sin?x
lime, = lim -7=hm— —— =
n—oo H—ra0 bn sin b,. x—0 S SImn°x
; o
i = i x+sinx i Ry b X )
= lim - lim - lim :
10 SiN®x  xp X x—0 x3 31 K3

1
Pierwsza z granic po ostatniej réwnosci jest rowna 1, druga 2, a trzecia (na mocy 2°) = Mamy
wigc
T i =
lim 5 = czyli  lim ]/n b ]/3.

»
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Warto udowodni¢ twierdzenie o granicy ciagu $rednich arytmetycznych, bywa ono — jak widaé
Z powyzszego przykladu — bardzo przydatne.
Niech lim a, = g. Zalozmy, Ze |g| < 0. WeZzmy dowolne & > 0 i wybierzmy taka liczbe k, Ze

n—oo
€ . e -
dla n > k mamy |a,—g| < 5 Oszacujmy réznicg | ———— —g|. OtoZ
| n

|ar+ ... +ax+aws i+ ... +an—ng| < lat .. ta—kel +_|ﬂ‘_i'1__.£|_

= i +
| o : n
& las—g| = lay+ ... +ax—kg| +i’
n n 2
. o . 2 . ai+ ... +an -
czyli dla takiego n, ze n> — - |a,+ ... ax—kg| i n > k mamy . —g| < g, co
£

konczy dowdd.
Przypadek, gdy g = + o0, pozostawiamy Czytelnikowi.

Czasem przy obliczaniu granic przydaje sie twierdzenie Stolza, bedace uogolnieniem powyzszego

- twierdzenia:

: : Xn = Xn— 3 R
Jesli ciag (yu)n=1 jest rosnacy i nieograniczony, to ze zbieznosci ciagu y" 5 = wynika zbieznos¢
¥ nTFa-1
X
ciagu -, przy czym obie granice s3 rowne.
¥

n
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 1988

V11-44

Czotbwka ligi zadaniowej "klub 44 K"

po uwzglgdnieniu ocen rozwigzah
zadadi 149 /WT=2,48/ i 150 /WT=1,76/
£ numeru 4/1987

Karol Jachacy = Tiuszcsz 46,21pkt
krzysztof Zawistawski-Warssawa- 45,TOpkt
Dariusz Kurpiel - Zarszyn 44 ,90pkt
Jergy Janowicsz - Bolesawiecd 3, T5pkt
Grzegorz Zakrzewski- Trzclanka 4<,44pkt
Stawomir Solecki = Ostrdéw Wkp 41,84pkt
Edward Orsechowski - Warssawa  41,15pkt
Jan Clach - Ostrowiee 40,630kt

Panowie Jachacy i Zawistawaki - to nowe
twarze w Klubie 44, Pam Kurpiel - juz
po ras drugi,

G

Jak udowodnic, ze jesli liczby p, g sa dodatnie oraz p+g = 1, to dla dowolnych liczb naturalnych

n, m = 2 zachodzi nieréwnos¢

A=p Y +(1—g") > 12

Wystarczy spojrze¢ na t¢ nierownos¢ oczami probabilisty.

W klatkach prostokatnej tablicy o n wierszach i m kolumnach umieszczamy 1

z prawdopodobieristwem p i 0 z prawdopodobienistwem g. Prawdopodobieristwo, ze w ustalonym
wierszu pojawi sie przynajmniej jedna jedynka, jest rowne 1 —4™, a ze tak sie zdarzy we
wszystkich wierszach (1 —¢™)". Analogicznie, prawdopodobienstwo, iz w kazdej kolumnie znajdzie
si¢ przynajmniej jedno 0, jest rowne (1 —p™)™.

' Zauwazmy teraz, ze jezeli w jakims$ wierszu nie ma ani jednej jedynki — sa same zera, to w kazdej

kolumnie jest przynajmniej jedno zero. Tak wiec zdarzenie, ze kazdy wiersz zawiera jedynke lub
kazda kolumna zero, jest pewne, czyli

(1-p)"+(1=g")" > 1,
gdyz P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB).

doc. dr Edmund PUCZYLOWSKI

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki Informatyki i Mechaniki;
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n+ 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n+ 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide
na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadas z matematyki

i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Kiub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspolezynnik trudnosci
danego zadania: WT = 4—3S/N, gdzie § oznacza sumg ocen za rozwiazanie tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktore nadeslaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu, Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1987.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

159. Na plaszczyznie dany jest zbidr Z zlozony z n punktoéw (n = 3), przy czym zadne trzy z nich
nie sg wspolliniowe. Wykazaé, ze | £ POR| < 180°/n dla pewnej trojki punktéow P, Q, Re Z,
2

160. Ciag nieskonczony (x,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym x,;; = +7; X1, X3 53
g XnT Xt
danymi liczbami dodatnimi. Udowodni¢ zbiezno$¢ tego ciagu. A

Zadanie 160 przysial pan Dzierzystaw Lipniacki z Lublina.

Redaguje dr Andrzejf NADOLNY

57. W narozniku $cian poziomej i pionowej umieszczono jednorodna kule obracajaca sie

z poczatkowa predkoscia katowa o wokol osi przechodzacej przez jej srodek i réwnoleglej do
krawcdzi naroznika, kierunek obrotow jak na rysunku. Wspolczynnik tarcia kinetycznego kuli
o §ciany naroznika wynosi f. Obliczy¢ czas, jaki uplynie do zatrzymania ruchu obrotowego kuli

_ oraz kat, o ktory sie w tym czasie kula obroéci.

58. Pionowy cylinder, wypelniony powietrzem o ci$nieniu atmosferycznym p, i temperaturze Ty,
zamknigty jest od gory poczatkowo unieruchomionym tlokiem o masie m. W polowie wysokosci
cylindra znajduje si¢ nieruchoma przegroda z malym otworem. W pewnej chwili tlok zostaje
zwolniony i opada, dochodzac do przegrody.

Wyznaczy¢ konicowa temperature powietrza w cylindrze przy zaniedbaniu tarcia tioka o $cianki
cylindra oraz wymiany ciepla miedzy powietrzem a $ciankami cylindra, przegroda i tlokiem.
Jaka bylaby koficowa temperatura powietrza, gdyby otwor w przegrodzie byl duzy?



Dla dowolnego n-kata wypuklego oznaczmy przez r promien
najwiekszego kola mieszczacego si¢ w tym wielokgcie, a przez

R — promien najmniejszego kola zawierajacego ten wielokat.
Waowczas pole P i obwod O tego wielokata speiniaja nierdwnosci

2n

T " p2
nritg— < P < — R%sin —,
n 2 n

] .9
2nrtg — < O < 2nRsin —.
n n

Wszystkie te nierownosci staja sie rownosciami tylko dla
wszystkich wielokatow foremnych. Wynika stad np., ze ri R
spelniaja zawsze nierownosc

1 4
r < Rcos
n

Mniej widoczne jest, ze mozna w zalnzemach (oznaczeniach)
opusci¢ warunki ,,nzuwn:kszego i,,najmniejszego’ bez szkody
dla zadnej z nieréwnosci, a nawet w pierwszej nierdwnosci
zamieni¢ kola na elipsy — wtedy r i R nie maja sensu, zamiast

7% E =
nich trzeba uzyé V —;— i 'l/i , gdzie e i E to odpowiednio pola

elipsy zawartej w wielokacie i zawierajacej go. A swoja droga
ciekawe, ze dla takich elips mamy

T
e = Fcos® .
n

Oczywiscie od czasow Keplera wiemy, ze orbity planet nie sa
kolami, lecz elipsami. Wiemy tez, ze Slotice nfe znajduje si¢ -
w srodku elipsy, a w jednym z ognisk. Gdyby$my jednak
narysowali okrag o promieniu 7 cm (najwigkszy, jaki si¢ zmiesci

' na zeszytowej kartce), to odpowiadajacy mu skalg rysunek orbity
Wenus nie odbiegatby od tego okregu wigcej niz na grubos¢ linii
oldéwkowej, a potozenie Stonca nalezaloby na tym rysunku odsunaé
od $rodka okrggu o niecate pol milimetra. Wenus ma orbite
najblizsza okrggu, ale dla Neptuna czy Ziemi sytuacja nie rozni si¢
istotnie. ,,Prawdziwe" elipsy zakreslajg tylko Merkury i Pluton.

Zgodnie z przewidywaniami szczegélnej teorii wzglednosci energia
fotonu (&) w ukladzie poruszajacym si¢ z predkoscia v wzgledem
laboratorium wiaze si¢ w nastepujacy spos6b z energig fotonu,
mierzong w laboratorium (&,):

¢ = eoy(1+Pcosh),

gdzie 6 jest katem migdzy kierunkiem ruchu fotonu i wektorem

predkosci, f = v/c (c — predkos¢ $wiatla), a y = lf]/l - B2

W ubieglym roku przeprowadzono w Los Alamos (USA)

eksperyment majacy na celu zweryfikowanie tej relacji. Wiazke

relatywistycznych atoméw wodoru wzbudzano $wiatlem lasera.

Atomy mialy energig kinetyczna rowna 800 MeV, co odpowiada

predkosci v = 0,84 c. Laser emitujacy fotony o energii

go = 4,66 eV oswietlal wiazke atomoéw pod roznymi katami 8, co

pozwalalo zmienia¢ energie fotonow w ukladzie poruszajacym sig

razem z wigzka od 1,4 ¢V do 15,8 eV. Wzbudzane atomy byly

nastepnie jonizowane i na podstawie liczby protonéw wyznaczano
wartosc e.

Uzyskana warto$¢ stosunku zmierzonej energii do energu

wynikajacej ze szczegolnej teorii wzglednosci jest rowna 1,00004

z blgdem +0,00027.

W najblizszym czasie dokladnos$¢ pomiardw zostanie zwigkszona

tysigc razy.

s
i

Rewolucja przemystowa kofica XVIII i poczatku XIX wieku

i towarzyszace jej poszukiwania nowych zl6z surowcow
pociagnely za soba szybki rozwoj badan geologicznych.
Probowano zrozumieé procesy powstawania roznych typow skat
oraz poznaé skalg czasows ich przebiegu. Badania tempa
procesOw wietrzenia skatl i przyrostu mutéw w deltach rzek oraz
rozmieszezenia i grubosci warstw skal osadowych pozwolily
ustali¢, ze powstawaly one przez ponad 200 min lat. Dla fizykéw
byl to okres ogromnie diugi, nie do pogodzenia z ich éwczesnym
stanem wiedzy. William Thomson (lord Kelvin), postugujac sie
wynikami przeprowadzonych w 1858 roku pomiaréw
temperatury wnetrza Ziemi obliczal, ze czas jej stygniecia od
stanu plynnego byl krotszy od 200 min lat (w ostatecznej wersji
obliczen czas ten byl krotszy od 40 min lat). Hermann von
Helmholtz zalozyl, Ze energia wypromieniowana przez Slonce
powstaje w procesie jego kurczenia sie pod wplywem sily
grawitacji 1 oszacowal wiek Slorica na nie wiecej niz 30 min lat.
Bardziej wydajne energetycznie procesy nie byly wowczas znane.
Wobec sprzecznosci tych wynikow z ocenami geologéw Kelvin
zadal rewizji geologii i na zebraniu Towarzystwa Geologicznego
w Glasgow w 1866 roku stwierdzil:

Wydaje sie, ze jest nieZbedna istotna zmiana geologicznych
spekulacji. Brytyjska geologia w chwili obecnej jest w calkowirej
sprzecznosci z zasadami filozofii natury (1j. fizyki).

Tym razem Kelvin, oczywiscie, nie mial racji. Dopiero jednak po
odkryciu w 1896 r. przez Becquerela zjawiska
promieniotworczosci fizycy poznali procesy, ktorych wydajnosé
energetyczna i skala czasowa pozwolily pogodzi¢ fizyke i geologie,
a prace Hansa Bethego i Carla Friedricha Weizsickera z lat
1937—38 wyjasnily procesy produkcji energii we wnetrzu Storica.
Dzi$ oceniamy wiek Ziemi na 4,5 miliarda lat.

Czy w jakims$ miesiacu moze nie hyé ani chne_l pelni Ksiezyca?
Oczywiscie jedynym mozliwym kandydatem jest luty. Miesiac
synodyczny (okres przebiegu pelnego cyklu faz ksiezycowych)
trwa 29,531 dni, a wiec dluzej niz luty — nawet jesli jest to luty
roku przestgpnego. Lata, w ktorych w lutym nie ma pelni,
wypadaja bardzo rzadko — zaledwie kilka w stuleciu. Najblizszy

luty bez pelni bedzie dopiero w 1999 roku. Z tego samego powodu |

luty jest jedynym miesigcem w roku, w ktorym nie moga wystapic
dwie jednakowe fazy Ksigzyca.

Zrozumiale jest, Ze przesuniecie linii widmowych gwiazdy
wzgledem ich polozen laboratoryjnych éwiadczy, ze gwiazda
porusza si¢ radialnie wzgledem obserwatora (efekt Dopplera).
Jezeli widmo w calosci przejawia przesuniecie zmienne, to oznacza,
ze predko$¢ radialna gwiazdy zmienia sig, gdyz np. gwiazda jest
skiadnikiem ukladu podwojnego. Bywa jednak i tak, ze niektore
linie widma gwiazdy wykazuja poczerwienienie, podczas gdy
jednoczesnie inne linie wykazuja poniebieszczenie. Po jakim$
czasie przesuniecia tych zespolow linii zmieniaja znaki i zjawisko
okresowo si¢ powtarza. Tak zachowuja si¢ widma gwiazd
pulsujacych, cefeid. Dzieje sie tak, poniewaz jedne linie widmowe
powstaja wysoko w atmosferze cefeidy, inne w glgbszych jej
warstwach, warstwy te za$ pulsuja nie w fazie. Np. kiedy
zewnetrzna atmosfera si¢ zapada, gigbsze jej warstwy akurat
ekspanduja.

Jesli kto$ zna wzor na pole A
trojkata (polowa iloczynu

podstawy przez wysoko$€), to

moze udowodnié¢ twierdzenie

Talesa w nastepujacy sposob:

AP pole A APQ

PB -~ pole A PBQ

pole 4 AQP  AQ ;

" poledOCP ~ QC° 5
Pierwsza i trzecia rownosé wynika z pomnozenia (podzielenia)
przez wspolna wysokos¢ trokatow, a druga — z rownoleglosei

BC i PQ: wysokosci trojkatow PBQ i QCP opuszczone
na wspolna podstawe PQ sa rownej dlugosci.

Euklides znat wzor na pole trojkata, wiec w Elementach (300 r.
p.n.e.) tak wiaénie dowodzil twierdzenia Talesa. Ale czyzby
autorzy podrecznikéw szkolnych wzoru na pole trojkata nie
znali?
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~Najblizsze bogate gromady galaktyk

(w rzucie na ptaszczyzne Drogi Mlecznej)
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