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Mgr Joanna UDALSKA

Henrietta S. Leavitt (z prawej)
i Annie J. Cannon (z lewej).

Gwiazdy zmienne pulsujace, zwane cefeidami (od pierwszej odkrytej tego typu
gwiazdy - b Cefeusza), zwracaly w pierwszej polowie naszego wieku szczególna
uwage astronomów zajmujacych sie wyznaczaniem odleglosci sasiednich galaktyk.
W 1912 roku Henrietta S. Leavitt z obserwatorium harwardzkiego odkryla bardzo
ciekawa i zarazem niezmiernie uzyteczna ich wlasnosc analizujac wyniki obserwacji
grupy gwiazd zmiennych z Malego Obloku Magellana. Wykazala ona, ze istnieje
scisla korelacja miedzy obserwowana jasnoscia tych gwiazd a okresem zmian ich
blasku. Cefeidy pulsuja - tzn. okresowo zmienia sie ich objetosc. Zmianom tym
towarzysza zmiany temperatury, a co za tym idzie - zmiany jasnosci
powierzchniowej. Pani Leavitt zauwazyla, ze.zmiany blaSku jasniejszych cefeid .
odbywaja sie w dluzszym czasie. W czasach, gdy dokonala tego odkrycia, bylo juz
wiadomo, ze Obloki Magellana sa obiektami pozagalaktycznymi, a wiec z dobrym
przyblizeniem mozna bylo uznac, ze wszystkie cefeidy z Malego Obloku Magellana
znajduja sie w jednakowej odleglosci od Ziemi. Stad prosty wniosek: okresy
cefeid sa skorelowane z rzeczywista iloscia emitowanego przez nie swiatla.

Autorem pomyslu, ze obserwacje cefeid moga posluzyc do wyznaczania odleglosci
we Wszechswiecie, byl Ejnar Hertzsprung. Zaproponowal on nastepujaca metode·
Z bezposrednich obserwacji mozna wyznaczyc jasnosc obserwowana cefeid.
Odkryta przez pania Leavitt zaleznosc okres-jasnosc daje mozliwosc wyznaczenia
ich jasnosci rzeczywistej (scislej - bardziej uzytecznej w astronomii tzw. jasnosci
absolutnej zdefiniowanej jako jasnosc danej gwiazdy ogladanej z odleglosci
dziesieciu parseków). Poniewaz natezenie swiatla maleje wprost proporcjonalnie do
kwadratu odleglosci badanego obiektu (to prawo znano juz od dawna) ­
znajomosc jasnosci absolutnej i obserwowanej wystarcza do stwierdzenia, jak
bardzo oddalona jest cefeida, a tym samym galaktyka, w której dana cefeida sie
znajduje. Zaleznosc miedzy jasnoscia obserwowana (m), jasnoscia absolutna (M) ,
i odlegloscia (r) - wyrazona w parsekach - opisuje zwiazekI

M = m+5-5 ·logr.

W ten sposób powstaly podstawy teoretyczne niezmiernie cennej metody mierzenia
Wszechswiata, albo raczej tych jego czesci, w których mozna stwierdzic istnienie
cefeid. Jednak metoda ta od momentu odkrycia przysporzyla astronomom

. niemalo klopotu. Odkrycie pani Leavitt ograniczalo sie do stwierdzenia istnienia
zaleznosci miedzy okresem i jasnoscia absolutna cefeid. Pozostawal problem
wykalibrowania tej zaleznosci - tzn. zmierzenia jasnosci absolutnej przynajmniej
jednej gwiazdy tego typu. Inaczej mozna powiedziec: nalezalo wyznaczyc punkt
zerowy skali zdefiniowany jako jasnosc absolutna cefeidy, dla której okres zmian
blasku jest równy jeden dzien. Tego zadania jako pierwszy podjal sie Harlow
Shapley.

Tak sie ni~szczesliwie sklada, ze nie ma w ogóle cefeid w bliskim sasiedztwie
Slonca - na tyle bliskim, by mozna bylo zastosowac do badania ich odleglosci
dobrze znana metode paralaksy trygonometrycznej. W dodatku cefeidy nie
wystepuja w ukladach podwójnych czy gromadach otwartych gwiazd, dla których
metody wyznaczania odleglosci sa równiez stosunkowo proste. Shapley wyznaczal
odleglosci cefeid za pomoca zlozonej metody statystycznej opierajacej sie na ­
pomiarach predkosci radialnych i ruchów wlasnych. Wyniki swej pracy przedstawil
w latach dwudziestych naszego wieku: cefeidy pulsujace w okresie jednego dnia
maja jasnosc absolutna 0,0 mag. Wynik byl rzeczywiscie szalenie "elegancki",
choc, niestety, niezupelnie poprawny. Ale nie uprzedzajmy faktów.
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Od momentu, gdy zaleznosc okres-jasnosc absolutna dla cefeid zostala
wykalibrowana, astronomowie z zapalem przystapili do wykorzystywania jej
w badaniach odleglosci rozmaitych galaktyk. Na pierwszy ogien poszly, rzecz
jasna, najblizsze - tj. Obloki Magellana i galaktyka w Andromedzie. Wspólna
zasluga HarIowa Shapleya i Edwina P. Hubble'a bylo oszacowanie odleglosci
Obloków Magellana na 100000 lat swietlnych i galaktyki w Andromedzie na
900000 lat swietlnych. Dalszym wyznaczaniem odleglosci galaktyk zajal sie przede
wszystkim Hubble. Badajac takze widma tych galaktyk doszedl do sformulowania
w 1929 roku slynnego prawa: predkosc ucieczki galaktyki od nas jest
proporcjonalna do jej odleglosci. Matematyczna postac tego prawa jest
nastepujaca

V= H'R,

gdzie V-predkosc oddalania sie galaktyki, R - odleglosc galaktyki, H - stala
Hubble'a. Parametr zwany stala Hubble'a okresla tempo ekspansji
Wszechswiata, a wielkosc do niego odwrotna (1 jH) interpretuje sie jako wiek
Wszechswiata. Z pomiarów przeprowadzonych przez Hubble'a wynikalo, ze
H = 560 km' S-l. Mpc-l, co oznacza, ze od Wielkiego Wybuchu uplynelo
1,8 miliarda lat. W latach trzydziestych znane byly równiez wyniki datowania skal
ziemskich na podstawie radioaktywnego rozpadu pierwiastków. Okazaly s~ one
w pelni zgodne z oszacowaniami wieku Wszechswiata dokonanymi przez Hubble'a.
Zgodnosc te powszechnie demonstrowano jako wspaniale potwierdzenie
poprawnosci dwóch nowych, zupelnie niezaleznych metod badania wieku
Wszechswiata.

Zadowolenie jednak nie trwalo dlugo. Juz w drugiej polowie lat czterdZIestych,
dzieki zastosowaniu ulepszonych technik obserwacyjnych (na Mount Palomar
powstal wlasnie 508-centymetrowy teleskop), a takze na -skutek zastosowania
innych metod badania odleglosci (np. na podstawie obserwacji gwiazd nowych) na
zaleznosc okres-jasnosc absolutna dla cefeid padl cien nieufnosci. Astronomowie
raczej nie kwestionowali podstaw teoretycznych samej metody, tylko - co zreszta
okazalo sie sluszne - watpliwosci budzila dokladnosc wyznaczenia punktu
zerowego. Poprawieniem dokladnosci tej kalibracji zajal sie Walter Baade.

Podstawowym wynikiem jego pracy bylo odkrycie istnienia dwóch populacji
gwiazdowych. Fakt ten tylko pozornie pozostaje bez zwiazku z obserwacjami
cefeid. W czasach wczesniejszych wszystkie cefeidy "wrzucano do jednego worka"
i starano sie "naciagnac" zwiazek okres-jasnosc tak, by stanowil linie ciagla dla
gwiazd od okresów najkrótszych (2 godziny) do najdluzszych (40-50 dni).
Tymczasem okazalo sie, ze takie postepowanie nie jest sluszne. Baade wykazal, ze
gwiazdy populacji I (mlode) i populacjdI (stare) róznia sie zasadniczo i nie ma
zadnego powodu, by dla obydwu tych grup zaleznosc okres-jasnosc miala byc
identyczna. Wedlug zaproponowanej przez niego, a obowiazujacej do dzis,
klasyfikacji oprócz cefeid populacji II i pod wieloma wzgledami podobnych do
nich gwiazd typu RR Lyrae istnieja takze tzw. cefeidy klasyczne - te z populacji I.
W grupie pierwszej rzeczywiscie gwiazdy o okresie jednego dnia maja jasnosc
absolutna 0,0 mag, ale blad tkwil w wyznaczeniu punktu zerowego dla cefeid
klasycznych. Dla tych gwiazd krzywa okres-jasnosc absolutna nalezalo podniesc
o 1,5 mag. Wydaje sie, ze to niewiele, ale w efekcie nalezalo podwoic wszystkie
odleglosci wyznaczone na podstawie obserwacji cefeid klasycznych.

Sposród szeregu konsekwencji, jakie pociagnelo za soba poprawienie skali
o,dleglosci, zwrócmy uwage na zmiane wartosci stalej Hubble'a. Zmalala ona
dwukrotnie, a jednoczesnie szacowany wiek Wszechswiata wzrósl do 3,6 miliarda
lat. Na szczescie, bo przez pewien czas porównania oszacowan astronomicznych
i ulepszonych metod datowania skal prowadzily do wniosku, ze Ziemia jest starsza
od Wszechswiata!

Wsród astronomów panuje dzis powszechne przekonanie, ze zaleznosc
okres-jasnosc absolutna dla cefeid jest poprawnie skalibrowana, a punkt zerowy
obecnie wyznaczony z duza dokladnoscia jest bardzo bliski oryginalnej wartosci
podanej przez Baadego. Co do wartosci stalej Hubble'a powszechnej zgody nie
ma - zwykle przyjmuje sie, ze jest ona w granicach 50-100 km' S-l. Mpc1, co
odpowiada wiekowi Wszechswiata od 10 do 20 miliardów lat. Wiadomo jednak, ze
nie powinna byc ona wyznaczana na podstawie tak "malych" odleglosci, na jakie
pozwala metoda obserwacji cefeid. W tej skali ekspansja Wszechswiata jest zbyt
silnie zaklócaaa przez oddzialywania grawitacyjne galaktyk.



Rys. l

Rys. 2. Startujac z punktu X i poruszajac sie
zgodnie ze strzalkami przechodzimy trzy
kolejne skrzyzowania góra.

Dr Pawel TRACZYK

W ostatnich trzech latach dokonala sie prawdziwa rewolucja w teorii wezlów. Ponizej
przedstawiamy jedno z najbardziej spektakularnych osiagniec -pozytywne rozstrzygniecie tzw.
hipotez Taita. Przypomnijmy, ze splotem nazywamy pewna liczbe parami rozlacznych okregów
zanurzonych w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej; Splot o jednej skladowej nazywamy
wezlem. Dwa sploty uwazamy za równowazne, gdy mozna jeden przeprowadzic na drugi bez
rozcinania, stopniowo go tylko deformujac.

Bardzo pogla'dowy i najczesciej stosowany sposób przedstawiania splotu polega na podaniu jego
diagramu na plaszczyznie. Jest to rzut splotu na wybrana plaszczyzne, z zaznaczeniem, która
z krzyzujacych sie nitek przechodzi góra, a która dolem. Diagram nazywamy alternujacym, jezeli
ma te wlasnosc, ze startujac z dowolnego miejsca i poruszajac sie wzdluz diagramu przechodzimy
kolejne skrzyzowania raz góra, raz dolem - na zmiane. Tak na przyklad diagram na rysunku l
jest alternujacy, a na rysunku 2 - nie. Istnieja wezly, które w ogóle nie dadza sie przedstawic
w postaci diagramu alternujacego (rys. 3).

Jest intuicyjnie dosc naturalne uwazac diagramy alternujace za bardziej zagmatwane niz

niealternujace. W teorii wezlów czekalo od okolo stu lat na rozstrzygniecie kilka hipotez,
pochodzacych od Taita, nawiazujacych do tej intuicji (i do doswiadczenia eksperymentatorów
zestawiajacych pierwsze tablice wezlów). Hipotezy te sformulujemy ponizej juz jako twierdzenia.
Przedtem jednak potrzebna bedzie jeszcze jedna definicja.

Diagram alternujacy wydaje sie wprawdzie na oko mocno splatany, ale jest od tej reguly jedno
oczywiste odstepstwo. Otóz np. diagram na rysunku 4 jest jak najbardziej alternujacy, a wcale
nie jest splatany, przeciwnie, przedstawiony wezel jest, oczywiscie, trywialny. Z kolei d.iagram na
rysunku 5 mozna latwo uproscic - wystarczy we wskazany sposób obrócic zawartosc
zaznaczonego przerywana linia prostokata i w ten sposób skasowac skrzyzowanie X (zauwazmy,

ze takie uproszczenie przerabia diagram alternujacy na diagram w dalszym ciagu alternujacy).
Rys. 3

Rys. 4 Rys. 5

Diagram nazwiemy zredukowanym, jezeli nie mozna w nim dokonac zadnego uproszczenia tego
typu.

Mozemy teraz sformulowac zapowiedziane twierdzenia (udowodnione niezaleznie przez
Murasugiego, Kauffmana i ThistIethwaite'a):

·1. Kazde dwa zredukowane diagramy alternujace, przedstawiajace ten sam wezel, maja taka sama
liczbe skrzyzowan.

2. Zredukowany diagram alternujacy ma minimalna liczbe skrzyzowan wsród wszystkich
diagramów reprezentujacych dany wezel.

Udowodnienie hipotez Taita zostalo przyjete przez specjalistów od teorii wezlów z wielkim
entuzjazmem. Nie tylko dlatego, ze poddala sie w koncu stara i czcigodna hipoteza, ale równiez
z tego powodu, ze poddala sie w zasadzie bez walki: w dowodzie sa uzyte tylko bardzo
elementarne metody.

Glównym narzedziem jest tzw. wielomian Kauffmana. Jest to bardzo prosty niezmiennik
zorientowanych splotów (tzn. splotów z wyróznionym kierunkiem obiegu). Jest on zdefiniowany
przez podanie przepisu pozwalajacego dla dowolnego diagramu zorientowanego splotu obliczyc
pewien odpowiadajacy mu wielomian/zmiennych A i A-lO wspólczynnikach calkowitych.
Przepis ten jest tak sprytnie sporzadzony, ze dla dwóch diagramów reprezentujacych ten sam
zorientowany splot otrzymujemy ten sam wielomian, choc diagramy moga byc na oko zupelnie
niepodobne (takie wlasnie jest znaczenie slowa niezmiennik - wielomian sie nie zmienia, jezeli do

obliczen wezmiemy inny diagram tego samego splotu).



Rozszczepienie skrzyzowan

-1-
ujemne (idac od nitki dolnej do górnej
w prawo nie napotykamy kreski i rozciecia),

-1-
dodatnie,

A oto przepis.

Najpierw Zdefiniujemy tzw. nawias Kauffmana, który kazdemu niezorientowaneinu diagramowi
przyporzadkowuje wielomian wedlug nastepujacych regul:

1. <:x> = A <~<)+ A-' (>:<:)

2. (9)=1

3. «(/;/-(9:) = (-A' -A' )( (/;/-)

Natomiast

Jak zmieni sie nawias Kauffmana, gdy do

diagramu dodamy trywialna petelke
o ujemnym skrzyzowaniu?

Fundamentalne dla teodi wezlów twierdzenie
Reidemeistera mówi, ze dwa diagramy
przedstawiajace ten sam splot moga byc
uzyskane jeden z drugiego przez ciag tzw.
ruchów Reidemeistera - prostych, pokazanych
ponizej przeróbek diagramów.

dodatnimi.xX nazywamy ujemnymi, a typu

Niech % bedzie diagramem zorientowanym.

Skrzyzowania typu

(~:; = A <~) +A~'(~) = A (A (~J+A" <t» +A-l(A({}) +A-'(~) ) =

=A (A (?SJ +A-'(-A-'-A')(g» +A"(A ({}) +A-'<X.» =

~-A-'(~)+ (U) +A-'(:X> =(E)

<~~)=A f~l +A-tt.~:l = A (gl +A'<~>=A (~) +A-'(~~~>= <~~)
Nawias Kauffmana nie jest jednak prawdziwym niezmiennikiem: nie jest 'niezmienniczy ze

wzgledu na I ruch Reidemeistera. Aby usunac te niedogodnosc, wprowadza sie' nastepujace
udoskonalenie:

W pierwszej równosci podany jest zwiazek miedzy wartosciami nawiasu Kauffmana dla trzech

diagramów, które sa identyczne poza fragmentami uwidocznionymi w kólkach-zaznaczonych
kropkowana linia, przy czym drugi diagram powstaje przez rozszczepienie dodatnie pierwszego,
a trzeci przez ujemne.

Warunek 2 to tzw. warunek normalizacji: trywialnemu diagramowi w postaci jednego zwyklego.
okregu ódpowiada jedynka.

W trzecim warunku rozpatrujemy diagram powstajacy przez dolaczenie do diagramu qy osobno
polozonego okregu (na podstawie tego warunku i warunku 2 mozna latwo obliczyc nawias
Kauffmana dla ukladu n osobno lezacych okregów - wynosi on (_A-z_Az)n-l).

Powyzsze warunki pozwalaja obliczyc nawias Kauffmana dl;!.dowolnego diagramu. Konfiguracja
skladajaca sie z n okregów, a otrzymana w wyniku wykonania k dodatnich i m ujemnych ciec,
wnosi do nawiasu Kauffmana wyjsciowego diagramu skladnik Ak-m(_A-z_Az)n-t.

Rewelacyjna cecha nawiasu Kauffrnana jest latwosc udowodnienia, ze jest on niezmienniczy ze
wzgledu na II i III ruchy Reidemeistera:

Przez w(%) oznaczamy sume znaków skrzyzowan. Definiujemy

1(%):= (_A)-3W(J(').(%)

( %) oznacza, oczywiscie, nawias Kauffmana diagramu % bez orientacji). Wielomian 1jest juz

prawdziwym niezmiennikiem: wystarczy sprawdzic niezmienniczosc ze wzgledu na I ruch
Reidemeistera. I tu okazuje sie, ze jesli do diagramu % dolaczymy petle o ujemnym
skrzyzowaniu, a otrzymany diagram nazwiemy 2, to

1(2) = (-A)-3W(.!l')·(2) = (_A)-3(W(J(')-i). (_A)-3.(%) = (_A)-3W(J(').(%) =/(%) .

Podobnie nie zmienia wartosci wielomianu Kauffmana dolaczenie petli, o skrzyzowaniu
dodatnim .

Pokazemy teraz, jak sie dowodzi pierwszej hipotezy Taita. Idea jest bardzo prosta. Okazuje sie, ze
dla zredukowanego diagramu alternujacego o s skrzyzowaniach rozpietosc nawiasu Kauffmana
(tzn. róznica miedzy najwyzszym a najnizszym wykladnikiem) jest równa 4s. Nawias Kauffmana

nie jest wprawdzie niezmiennikiem, ale jego rozpietosc jest - bo jest taka sama jak rozpietosc
wielomianu f. W takim razie kazdy zredukowany diagram alternujacy reprezentujacy dany wezel
musi miec taka·sama liczbe skrzyzowaó. (1/4 rozpietosci wielomianu/).

Pozostaje wiec udowodnic, ze rozpietosc nawiasu Kauffmana jest istotnie równa 4s. Okazuje sie,
ze mozna wskazac wprost te koncowe konfiguracje okregów, z których pochodza: wyraz

w najwyzszej potedze i wyraz w najnizsz,ej potedze w nawiasie Kauffmana. Jak latwo sie dOIllyslic,
najwyzsza potega pochodzi od tej konfiguracji, która sie otrzymuje przez dodatnie
rozszczepienie wszystkich skrzyzowan, najnizsza - przeciwnie. Zeby sie o tym przekonac,

(;li")........

f IF

§
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JJ('-

,)(y_/
J/('- /

*

Obliczmy

o

(~)=A <:8:)+A-l (~:)=

= A C') + A-'( -A-' -A' ) ( ....) =

=-A-3f)

(Jak i w wielu innych sytuacjach pokazalismy
tylko te fragmenty diagramów, które sa
istotne, fragmenty pominiete maja byc po
prostu dokladnie takie same dla lewej i prawej
strony.)
Oczywiscie w twierdzeniu Reidemeistera

dopuszcza sie oprócz tych trzech typów
ruchów takze deformacje diagramów, np.
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Rys. 6. Kolory zostaly rozmieszczone w taki
sposób, ze kazde rozszczepienie dodatnie
powoduje polaczenie bialych obszarów.

-------1
I I

X 1

Rys. 7. Jezeli pewien obszar szachownicy
styka sie ze soba, to diagram nie jest
zredukowany. Mozemy obrócic czesc diagramu
zawarta w prostokacie kasujac zaznaczone
skrzyzowanie.

pokolorujmy obszary, na które nasz diagram dzieli plaszczyzne, w szachownice, to znaczy, ze dwa
obszary stykajace sie wzdluz linii maja miec rózne kolory, a dwa obszary stykajace sie narozami
maja miec ten sam kolor. Np. rysunek 6 przedstawia diagram z rysunku 1 pokolorowany
w szachownice. Jezeli w rozpatrywanym diagramie wezla jest s skrzyzowan, a w naszej szachownicy

b pól bialych i c pól czarnych, to s = b+c-2. Latwo to udowodnic przez indukcje wzgledem s.
Jezeli s = O, to oczywiscie nasz diagram jest po prostu pojedynczym okregiem i sa dwa obszary,
jeden czarny, drugi bialy. Zatem b+ c- 2 = 1+ 1- 2 = O = s. A teraz krok indukcyjny. Wezmy
dowolne skrzyzowanie i rozszczepmy je tak, aby uzyskac znowu diagram pewnego wezla (to
zawsze jest mozliwe; rozszczepiajac dowolne skrzyzowanie na dwa mozliwe sposoby uzyskujemy
raz wezel, a raz splot o dwóch skladowych). Po takim rozszczepieniu liczba skrzyzowan spada
o 1, ale takze liczba obszarów zmniejsza sie ó jeden!

Dla diagramów alternujacych sytuacja jest pod pewnym wzgledem szczególna: mozna rozmiescic
kolory w szachownicy tak, aby rozszczepienie dodatnie powodowalo zawsze polaczenie bialych'
obszarów, a rozszczepienie ujemne polaczenie czarnych obszarów (wystarczy dobrze zaczac od
jednego skrzyzowania, dalej juz wyjdzie samo).
Rozszczepmy wszystkie skrzyzowania w sposób dodatni. Otrzymamy jedno pole biale i -

- w dalszym ciagu -.:. c pól czarnych ~ po prostu czarne pola nie mialy okazji, zeby sie laczyc.
W uzyskanej konfiguracji jest wiec c okregów, a jej wklad do nawiasu Kauffmana wyjsciowego

diagramu wynosi AS(_A-2_A2Y-I. Najwyzsza potega zmiennej A w tym wyrazeniu jest
s+2c-2. Pokazemy, ze zadna inna koncowa konfiguracja nie moze juz wniesc zmiennej A w tak

wysokiej potedze. Przyjrzyjmy sie najpierw konfiguracjom powstalym przez rozszczepienie s-l
skrzyzowan w sposób dodatni i jednego w sposób ujemny. Otóz w takiej konfiguracji jest jedno
biale pole, ale pól-czarnych juz tylko c-l. (Tutaj korzystamy dwukrotnie z zalozenia, ze diagram
jest zredukowany. Np. czarnych pól jest dlatego c - l, ze dokladnie raz, przy ujemnym
rozszczepieniu polaczylismy dwa czarne pola wyjsciowej szachownicy. Ale na wyjsciowej
szachownicy zaden obszar nie styka sie ze soba, zatem polaczylismy dwa rózne czarne obszary,
tym samym zmniejszajac ich liczbe o 1.) Wklad nowej konfiguracji do nawiasu Kauffmana jest
wiec równy A.s-2( _A-2 - A2y-2 i A nie pojawia sie w potedze wyzszej niz s+2c-6.
A teraz zobaczmy, co bedzie sie dzialo dalej, jezeli jeszcze jakies inne skrzyzowania

zdecydujemy sie rozszczepic ujemnie zamiast dodatnio. Otóz przy kazdej takiej zmianie liczba
okregów moze wzrosnac co najwyzej o 1, natomiast suma znaków rozszczepien musi spasc o 2.
Nowa konfiguracja nie moze wiec dostarczyc zmiennej A w potedze wyzszej niz poprzednia.
Zatem maksymalny stopien, w którym zmienna A pojawia sie w nawiasie Kauffmana naszego
diagramu, jest równy s +2c - 2.
Analogicznie naj nizszy stopien jest równy - s - 2b +2 (pochodzi on od ujemnych rozszczepien).

Rozpietosc wielomianu jest wiec równa s+2c-2+s+2b-2 = 2s+2(b+c-2) = 4s, co wlasnie
chcielismy udowodnic.

Nietrudno skonstruowac trójkat, jesli dany jest jego jeden bok AB,
suma dwóch pozostalych c oraz kat miedzy nimi IX. Szukany
wierzcholek mozna znalezc w kazdej z dwóch pólplaszczyzn
o brzegu AB, dlatego dalej szukac go bedziemy tylko w jednej
z nich. Rozwiazywac mozemy tak (rys. 1): znajdujemy punkty
przeciecia luku okregu, z którego odcinek AB widac pod katem
IX/2, z pólokregiem o srodku A i promieniu c. Takie punkty sa na
ogól ,dwa - oznaczmy je D i D'. Punkt C, w którym symetralna
odcinka BD przecina prosta AD, jest trzecim wierzcholkiem
trójkata. Powtarzajac to samo dla punktu D' otrzymujemy drugie
rozwiazanie C. Ale cala konstrukcje mozna rozpoczac od punktu
B zamiast A - sa wiec cztery rozwiazania, ..

Z drugiej strony miejscem geometrycznym takich punktów X, ze
AX +BX = c, jest elipsa (interesuje nas tylko jej polowa), a takich
punktów Y, ze 1: AYB = IX, jest luk okregu (innego niz

poprzednio) o cieciwie AB (rys. 2). Elipsa przecina okrag w co
najwyzej dwóch punktach ...

Cos wiec sie tu nie zgadza, ale co?

Odpowiedz jest prosta. Punkty CI i C; skonstruowane dla
wierzcholka B pokrywaja sie z punktem C i C (mimo ze punkty
Dl i D; sa rózne od D i D') (rys. 3). Okazuje sie, ze dzieki temu

mozna uproscic konstrukcje z rysunku 1. PUl!kt C lezy na
przecieciu odcinków AD i BD;, a punkt C na przecieciu AD' i BDI'

Rys. 3

Rys. 2

I)d'a II X7

doc. dr Edmund PUCZYLOWSKI



A jednak sie kreci (w jedna trone!)

w PI.C trZl.n

Dr Jakub TATARKIEWICZ

Gdy Redakcja Delty oglosila konkurs na zrobienie zabawki, która kreci sie tylko w jedna strone
lub sama zmienia kierunek obrotów, nikt nie przypuszczal, ze niemalze w tym samym czasie

zostanie opublikowana pelna teoria obrotów takich bryl. Wszyscy zyjemy w przekonaniu, ze
mechanika klasyczna jest dziedzina zamknieta - co bylo do obliczenia, to dawno obliczono, co
trzeba bylo udowodnic, dawno juz udowodniono. A jednak nie! Przez 90 lat konkursowy
problem Delty pozostawal nie rozwiazany. Po raz pierwszy pojawil sie on bowiem w pracy
G. T. Walkera, opublikowanej w tomie 28 Journal ofPure and Applied Mathematics z roku 1896.
Precyzyjne rozwiazanie, jak powiedzielismy, zostalo podane dopiero w 1986 roku przez Sir
Hermana Bondi, FRS (czlonek Royal Society) z Churchill College w Cambridge i opisane
w tomie A405 Proceedings of the Royal Society of London. Wprawdzie marematyka w artykule

Bondiego jest prosta, niemniej liczba przeksztalcen potrzebnych do osiagniecia koncowych
wniosków jest znaczna. Dlatego tez w tym krótkim artykule przedstawimy tylko zarys metody
majac nadzieje, iz pracowici Czytelnicy sami wykonaja wlasciwe rachunki.

'.1 ~~8 n
W

Najprzód napiszemy uklad równan, opisujacych ruch obrotowy dowolnej bryly na gladkiej
plaszczyznie. Uzyjemy nastepujacej notacji:

s - polozenie srodka masy, dsfdt = v,

r - w~ktor laczacy srodek masy z punktem styku bryly i plaszczyzny,
F - sila oddzialywania plaszczyzny na bryle,
w - predkosc katowa bryly,
h - moment pedu bryly,

M - masa bryly,

u - pionowy wersor (wektor jednostkowy), skierowany do góry.
Uklad równan ruchu wyglada wtedy tak

Mdvfdt = F-Mgu,

v+wxr=O,

dhfdt = rx F.

Przez" x " oznaczylismy mnozenie wektorowe. Przypomnijmy, ze pierwsza równosc to znane
równanie Newtona, gdzie uwzgledniono opór ruchu. Druga równosc ozn(lcza, ze punkt kontaktu
z plaszczyzna ma predkosc zerowa. Trzecia zas to konsekwencja zasady zachowania momentu
pedu - przeksztalcajac ja .z uzyciem pierwszego równania otrzymujemy

dhjdt = Mrx [dv/dt+gu].

Tak wiec skladowa pionowa momentu pedu ma postac

d(u' h)fdt = M(u x r)' dvfdt,

gdzie przez,,·H oznaczylismy mnozenie skalarne wektorów.

Jezeli bryla toczy sie i wiruje (ruch uogólniony), to mamy pare mozliwosci. Po pierwsze wektor r
moze byc zawsze pionowy (srodek ciezkosci jest zawsze nad punktem stycznosci bryly z
plaszczyzna) - wtedy u x r znika i pionowa skladowa momentu pedu jest stala w czasie. Jest to
typowy ruch, z jakim spotykamy sie codziennie, wiec intuicyjnie dobrze wyczuwamy jego
charakter. Oczywiscie wektor u x r moze byc w ruchu uogólnionym niezerowy. Jezeli jednak nie
jest on w sposób systematyczny zwiazany ze zmianami predkosci ruchu bryly (tzn. ze zmianami
dvfdt), to wtedy moment pedu zmienia sie w sposób chaotyczny. Ten przypadek tez znamy
z dziecinstwa: bak puszczony na krzywej podlodze skacze, kiwa sie i drga. Natomiast jezeli
wektor u x r jest zwiazany z dv/dt, to latwo mozna otrzymac olbrzymie wahania pionowej
skladowej momentu pedu. W ten sposób moze nawet dojsc do zmiany kierunku obrotów.

Duzo trudniejszym problemem jest pokazanie, ze uklad moze miec kretnosc, czyli preferowac

jeden kierunek obrotów: Ale przeciez mamy juz dwa uklady odniesierua. Jeden jest zwiazany
z ukladem wspólrzednych, zaczepionym w punkcie stycznosci bryly z plaszczyzna. Drugi zas

powiazemy z lokalnymi osiami symetrii bryly w miejscu styku z podlozem. W pierwszym
przyblizeniu powierzchnia bryly moze byc opisana równaniem kwadratowym (elipsoida). Bondi,
podobnie jak i Walker, zauwaza, ze w ogólnosci wektor r w sranie spoczynku nie musi byc
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Rewelacyjne "kamienie" nadeslal,na nasz

konkurs (Delta 12/1986) Janusz Sokól
z Przeworska. Sa znacznie'!epsze nie tylko od
tych, które wykonalismy w redakcji, ale takze
od opisanych w literaturze (Scientifie
Ameriean, pazdziernik 1979). Wedlug relacji
konstruktora jeden z kamieni obrócil sie w
kierunku przeciwnym do pierwotnego az 29
razy. Nam nie udalo sie powtórzyc tego
wyniku, poniewaz, wykonane ze skorupki
jajka i patyczka z plastelinowymi ciezarkami,
kamienie dotarly do redakcji w stanie
uszkodwnym. Uzyskalismy "tylko" 19 pelnych
obrotów. Zwyciezcy gratulujemy i przyznajemy
nagrode - miernik uniwersalny.

drazek lqczqcy

Jeden z kamieni nadeslanych przez Janusza
Sokola.

I

zwiazany z glównymi osiami momentu bezwladnosci bryly. Jednakze trudno jest wyobrazic sobie
plynny ruch obrotowy bez ich zgodnosci, co zalozono w dalszych rachunkach. Wybiera sie uklad
wspólrzednych w bryle zwiazany z jej srodkiem ciezkosci i równolegly do glównych osi
bezwladnosci powierzchni przyblizajacej okolice punktu styku bryly z podlozem. Osie momentu

bezwladnosci wybieramy tak, ze skladowe tego momentu spelmaja warunek A > B, a os
odpowiadajaca skladowej C jest skierowana pionowo w dól (przez A, B oraz C oznaczono

dlugosc glównych osi elipsoidy momentu bezwladnosci). W takim ukladzie wspólrzednych

powierzchnia Okolic styku bryly z podlozem moze byc opisana w przyblizeniu kwadratowym jako

z = a[I-(pf2)(xfa)Z-qxyfaZ-(sf2)(yfa)zj,

gdzie a jest spoczynkowa odlegloscia srodka ciezkosci od punktu stycznosci; p, q oraz s to pewne
parametry. Czlon liniowy w rozwinieciu równania powierzchni znika, gdyz w miejscu styku
x = y = O. Powierzchnia jest wypukla, gdy p > O, s > O oraz ps > qZ (sprawdzenie tych
warunków pozostawiamy Czytelnikom). Ponadto polozenie spoczynkowe jest stabilne, gdy
promien krzywizny jest nie mniejszy niz a, mamy wiec dodatkowe warunki: l > p, I > s,
(l-p)(l-s) > qZ. Stad od razu widzimy, ze uklad wykazuje kretnosc, o ile tylko q i= O. Wtedy
bowiem nie mamy pelnej symetrii ukladu: intuicja podpowiada, ze ksztalt powierzchni ~abawek,
przygotowanych przez Czytelników, podobny do kilu jachtowego, wyróznia pewna linie styku,
lezaca w plaszczyznie symetrii bryly. Jest to zasadnicze odstepstwo od geometrii typowego baka,
który wprawdzie moze miec plaszczyzne symetrii, lecz zwykle ma ostry czubek, na którym sie
obraca.

Chcialbym w tym miejscu uczynic pewne wyznanie. Otóz pamietam z dziecinstwa, jak dziwilo
mnie, gdy mój Ojciec, który zajmuje sie mechanika teoretyczna, siadal na podlodze i puszczal

baczki. A mial ich wiele, zrobionych specjalnie z drewna przez stolarza. Dodatkowo jeszcze
obciazal je plastelina. Wydawalo mi sie wtedy, ze takie zabawy to swietne zajecie, szczególnie gdy

za nie placa. Dzis wiem, ze nasza intuicja~est niezmiernie uboga. By ja wzbogacic, nalezy
dokonywac doswiadczen. Jezeli ktos akurat opracowuje teorie baka, to nie ma lepszego
doswiadczenia niz opisana powyzej zabawa. Mam nadzieje, ze i Czytelnicy Delty beda mogli
podobne zabawy przeniesc w swiat swych zajec zawodowych!

Dalej w teorii mamy juz tylko proste rachunki (hm, trzeba byc Fellow of the Royal Society, by
tak twierdzic' ... ). Bondi rozwija równania ruchu w szeregi Taylora i opuszcza wszystkie czlony
rzedu trzeciego i wyzszych w rozwinieciach pochodnych czasowych x, y oraz z. Na pieciu stronach
przechodzi do kolejnych warunków na parametry równania ruchu ukladu. Wprowadzajac liczne
parametry pomocnicze uzyskuje podzial plaszczyzny parametrów ruchu na kilka odrebnych
obszarów (zainteresowanych Czytelników odsylamy do stron 267-272 tomu A 405
Proceedings oj the Royal Society). W kazdym z nich ruch bryly odbywa sie inaczej. ·Przejscie od
jednego do drugiego obszaru moze m.in. prowadzic do zmiany kierunku obrotów. Dla tych
Czytelników, którym nie chcialo sie zrobic wlasnych modeli zabawki, podajemy przyblizony opis
tego ruchu: w zaleznosci od predkosci zakrecenia zabawka moze obracac sie, jednoczesnie
wykonujac ruchy kolebiace, by w koncu zmienic kierunek obrotu. Moze tez, przy zbyt wolnym
zakreceniu, stosunkowo szybko 25atrzymac sie - istotne jest kolebanie sie zabawki, gdyz to ono
wlasnie powoduje zmiane kierunku obrotu!

Z teorii wynika wiec, ze obserwowane zjawisko jest skutkiem ruchu obrotowego bryly,
polaczonego z toczeniem. Warunkiem koniecznym odwracania kierunku wirowania jest brak
symetrii momentu bezwladnosci wokól pionowej osi obrotu (warunek A > B) oraz
nicpokrywanie sie elipsoidy, przyblizajacej powierzchnie bryly w miejscu styku, z elipsoida
momentu bezwladnosci (warunek q i= O). W praktyce nie s~ wazne wartosci asymetrii -

dlatego tez stosunkowo latwo jest zrobic odpowiednia zabawke, o ile wIe sie, ze jest to mozliwe.
Jak przekonali sie Czytelnicy, o wiele wazniejszy jest ksztalt powierzchni styku niz rozklad
momentu bezwladnosci w bryle. Przy zbyt malej krzywiznie powierzchni zawsze otrzymamy
niestabilnosci krecenia sie bryly w obu kierunkach. Jednoczesnie przy wlasCiwej predkosci
zakrecenia bryla jeden kierunek ruchu bedzie stabilny, drugi zas nie, co wynika wprost z teorii.
Istotny jest tez wlasciwy wspólczynnik tarcia miedzy zabawka a podlozem: gdy powierzchnia
zabawki jest zbyt chropowata, to zabawka zatrzyma sie bez zmiany kierunku obrotu, niezaleznie
od poczatkowej predkosci obrotowej. Zbyt maly wspólczynnik tarcia tez nigdy nie pozwoli na
zmiane kierunku obrotu - nie sadze jednak, by zabawki wykonywane w warunkach domowych
byly tak dobrze wypolerowane.

Na koniec uwaga dla prawdziwie ambitnych: ciagle jeszcze nie opracowano teorii ruchu bryl,
których glówna os momentu bezwladnosci w stanie spoczynku nie jest pionowa. Moze ktos
z Czytelników ...



mala delia

Wedlug newtonowskiego prawa grawitacji
przyspieszenie a, wywierane przez mase m w odleglosci
r, wyraza sie wzorem

gdzie G = 6,67' 10-11 m3/kg· S2 jest stala grawitacji.
Odwrotna proporcjonalnosc do kwadratu odleglosci jest
charakterystyczna dla grawitacji oraz oddzialywan
elektro- i magneto statycznych. Nikt dobrze nie wie,
dlaczego tak rózne oddzialywania podlegaja dokladnie
takiemu samemu prawu.

Oddzialywanie grawitacyjne Ksiezyca wywoluje na
Ziemi przyplywy i odplywy mórz - zaraz sie zreszta
sami przekonamy, ze rzeczywiscie glównie Ksiezy<: jest
ich przyczyna. Zjawisko polega na tym, ze w punkcie A
(patrz rysunek) przyspieszenie grawitacyjne ze strony
Ksiezyca jest silniejsze niz w punkcie O z prostego
powodu, ze A jest blizej Ksiezyca. Analogicznie
w punkcie B "przyspieszenie ksiezycowe" jest slabsze
niz w O, gdyz B jest dalej. Jest to wiec - jak to sie

mówi - efekt róznicow~, skutek nierównosci
przyspieszen w róznych punktach globu ziemskiego.
W rezultacie, jak widac z rysunku, Ksiezyc usiluje
rozciagnac powierzchnie oceanów (sama skorupe _
ziemska zreszta tez) wzdluz linii lacr.rcej go ze srodkiem
Ziemi. Ruch wirowy Ziemi powoduje, ze wybrzuszenia
przyplywowe nie leza dokladnie na tej linii" a w kazdym
miejscu, gdzie plywy sa odczuwalne, mamy dwa
przyplywy i dwa odplywy w ciagu doby.

Ksiezyc
r

A

Ziemia

B



Przyspieszenie w punkcie O wynosi ao = Gmk/r~, gdzie mk jest masa Ksiezyca, ark - jego odlegloscia od Ziemi.

Przyspieszenie w punkcie A wynosi aA = --C Gmk)2 "gdzie e jest promieniem Ziemi. Róznica tych pr~yspieszen wynosirk - e

e e22-- - ---

Llak = aA -ao = G~k [ __ 1__2 -1] = Gn;k rk r~rk - ( e ) rk e e2
1--- 1-2-+-2~ ~ ~

Al ' 'l' e l d . l k " bl" 2 e· A 2Gmk ee Jes l - ~ l, to ca y rugI u ame Jest rowny w przy lzemu -, zatem LJ ak = --3--'~ ~ ~
Czytelnik latwo sprawdzi, ze wynik jest taki sam dla ao - aB, Tak wiec róznica przyspieszen odpowiedzialna za plywy
na Ziemi jest odwrotnie proporcjonalna do trzeciej potegi odleglosci ciala powodujacego plywy, tu - Ksiezyca,
a wybrzuszenie oceanów jest (w tym przyblizeniu) symetryczne po obu stronach Ziemi.

A jakie jest plywowe dzialanie Slonca? Jezeli przez m.
i rs oznaczyc odpuwiednio jego mase i odleglosc, to
oczywiscie

stosunek LIak/LI as jest wiec równy

. Llak _ mk (r.)3LIas -m~ rk- .

W licznych tablicach kazdy móze znalezc niezbedne
dane. Slonce jest 2,7 x 107 razy masywniejsze od
Ksiezyca i znajduje sie 390 razy dalej. Zatem

_LI ak = 2,18.
Lla.

Tak wiec Slonce wywiera na Ziemi dwukrotnie slabsze
dzialanie plywowe niz Ksiezyc!

Niepodobna zaobserwOwac osobno plywów
ksiezycowych i osobno slonecznych - mozemy
obserwowac jedynie ich nakladanie sie. Znajac
mechanizm zjawiska latwo teraz przewidziec, ze gdy
Slonce, Ziemia i Ksiezyc znajda sie na jednej prostej
(obojetne w jakiej kolejnosci), to plywy beda
silniejsze. Mianowicie podczas nowiu i pelni plywy
powinny byc

2,18+ l = 2,7
2,18-1

razy silniejsze niz podczas kwadr. W rzeczywistosci nie,
jest tak dokladnie, gdyz ogromne znaczenie ma tu
chociazby uksztaltowanie dna morskiego. Dlatego
maksymalna amplituda plywów na Ziemi siega 20 m, co
jest znacznie wiecej niz wartosc wynikajaca z teorii.
W Polsce, tzn. na Baltyku plywy sa wlasciwie
niewyczuwalne, gdyz Baltyk jest morzem niemal
odcietym od oceanu swiatowego,

A co bedzie, jezeli plywy ksiezycowo-sloneczne zostana
wzmocnione przez planetarne? Biorac z tablic masy
i odleglosci planet kazdy bez trudu obliczy, ze ich
dzialanie jest calkiem znikome w porównaniu
z dzialaniem Ksiezyca. Tak wiec budzace niekiedy
obawy "ustawienie sie plfinet na jednej prostej" poza
ladnym widokiem na niebie nie ma szans wywrzec
znaczacego wplywu na Ziemi.

Mala Delte przygotowal Tomasz KW AST



Albert Einstein (1879~1955). Najslynniejszy

fizyk wszystkich czasów. Odkryl, ze E = mc'

i ze przestrzen jest zakrzywiona.

Fryderyk Engels (1829-1895). Znany

z portretów pierwszomaj,,)wych filozof.

Prlyjacicl i wspólpracownik Marksa.

Antonin Iwanowski (?-- '?). Nie ma go

w encyklopedii. Nic o nim nie wiem.

Pro! dr Iwo BIALYNICKI-BIRULA, czlonek korespondent PAN

o zwiazku matematyki z fizyka mozna nieskonczenie ... Zagadnienie to bylo od stuleci

przedmiotem dociekan wybitnych matematyków, fizyków i filozofów. Teksty napisane na ten
temat wypelnilyby kilka grul:1ych tomów. Wydaje sie, ze wszystko na ten temat zostalo juz

powiedziane i napisane, co wcale nie oznacza, ze panuje w tej dziedzinie pelna zgodnosc
pogladów. Ba, wrecz przeciwnie, mozna znalezc poglady krancowo rózne: od twierdzenia, ze

czysta matematyka, nie oparta na rzeczywistosci, wrecz nie ma sensu (Engels), do twierdzenia, ze
swiat rzeczywisty jest jedynie odbiciem swiata bytów matematycznych (KepIer). Przekorny
Czytelnik moze uznac zreszta, ze obie te tezy sa wlasciwie równowazne.

Moim zdaniem zagadnienie zwiazku fizyki z matematyka ma charakter filozoficzny i nie mozna

go, w zwiazku z tym, rozstrzygnac ani na gruncie matematyki, ani na gruncie fizyki i kazdy ma

pelne p~awo do stworzenia wlasnego, odrebnego pogladu na to zagadnienie. Aby ulatwic
Czytelnikowi to zadanie, podam tutaj wybór wypowiedzi uczonych na ten temat, ograniczajac do
minimum.swój komentarz.

Zaczne od oczywistego dosyc stwierdzenia, iz na to, by rozwazac zagadnienie zwiazku matematyki

i fizyki, trzeba najpierw mozliwie precyzyjnie. okreslic, co to jest matematyka i co to jest fizyka.
Czasami juz w samych tych definicjach tkwi istotna informacja na temat owego zwiazku. I tak na
przyklad Albert Einstein tak zdefiniowal fizyke w swoim artykule o podstawach fizyki
teoretycznej:

To, co nazywamy fizyka, stanowi te grupe nauk przyrodniczych, których pojecia oparte sa na

pomiarach i które to pojecia oraz twierdzenia daja sie sformulowac matematycznie. Zgodnie z tym,
zakres fizyki jest zdefiniowany jako ta czesc naszej pelnej wiedzy, która jest mozliwa do wyrazania

. w matematycznej postaci.

Takie okreslenie fizyki wyznacza, w znacznej mierze, zwiazek matematyki z fizyka, pod
warunkiem, oczywiscie, ze wiemy juz skadinad, co to jest matematyka. Na ten temat tez wystepuja
róznice zdan. Skrajny poglad glosil wspomniany wyzej Fryderyk Engels, który uwazal, ze
matematyka traci caly sens, gdy odrywa sie od fizycznej rzeczywistosci. W Dialektyce Przyrody

tak, na przyklad, pisal on o matematyce i o ... matematykach:
Gdy jednak matematycy zamykaja sie w swej niedostepnej twierdzy abstrakcji, w tak zwanej

matematyce czystej, zapominaja o tych wszystkich analogiach (chodzi tu o analogie z fizyka,
przyp. mój); nieskonczonosc staje sie czyms zgola tajemniczym, a sposób, w jaki sie nia operuje

w analizie, wydaje sie czyms zupelnie niepojetym, sprzecznym z wszelkim doswiadczeniem
i sensem ...

Nieskonczonosc matematyczna zostala zapozyczona z rzeczywistosci chociaz nieswiadomie -

i dlatego moze byc wytlumaczona tylko na podstawie rzeczywistosci, a nie sama przez sie, nie przez
abstrakcje matematyczna.

Engels nie neguje jednak znaczenia i wagi matematyki w badaniach przyrodniczych, a jedynie

gani tych, którzy zapominaja, ze cala tak zwa,na matematyka czysta zajmuje sie abstrakcjami, ze
wszystkie jej wielkosci sa, scisle biorac, wielkosciami wyimaginowanymi i ze wszystkie ab~trakcje

doprowadzone do skrajnosci zamieniaja sie w absurd lub w swe przeciwienstwo.

Jeszcze' bardziej skrajne stanowisko zajal Antonin Iwanowski, którego poglady moglem poznac
z wydanej w Warszawie w 1922 roku w niewielkim nakladzie ksiazki Podstawowe zagadnienia
fizyki wfilozoficznym oswietleniu. Pisal on tam miedzy innymi:
Kazdego badacza, zglebiajacego nie jakies poszczególne galezie fizyki, lecz pragnacego ogarnac
ogólny zarys tej najwazniejszej z ludzkich umiejetnosci, uderza niepewnosc i chwiejnosc podstaw,

na których fizyka swój olbrzymi gmach buduje, razi brak skoordynowania i uzgodnienia

poszczególnych skrzydel iprzybudówek owego gmachu, a juz wprost oszalamiaja sprzecznosci
w punktach wyjscia, z których wywodza swój rodowód poszczególne galezie fizyki. Pojedyncze­

niestety bardzo nieliczne - pawilony lub skrzydla sluza ludzkosci iprzynosza pozytek, ale calosc
gmachu fizyki tylko zaslania widok iprzeszkadza oku ogarnac szersze horyzonty.
A pracownicy nauki z goraczkowym pospiechem wciaz zwoza i znosza potworne ilosci nowych

materjalów, wciaz cos burza lub przebudowuja ...
Zas czynia to nie tylko bez planu, lecz nawet bez jakiejkolwiek ogólnej dyrektywy, jakby klecenie

coraz to nowych, chaotycznie nagromadzonych ubikacji, samo sobie mialo byc celem ...

Prócz glównego zródla zla to jest próc7 braku skoordynowania punktów wyjscia fizyki,
dostrzegam grozne bledy metodyczne, które mszcza sie dotkliwie i nieraz piekne zawiazki

najglebszycn idei niwecza i wypaczaja.



Johannes Kepler (1571-1630). Niemiecki

astronom. Odkrywca trzech praw ruchu

planet. Ostatnie lata swego zycia spedzil w

Zaganiu jako nadworny astrolog ksiecia
Wallensteina.

Gustaw Hertz (1887-1975). Niemiecki fizyk.

Laureat nagrody Nobla za odkrycie (wraz

z Franckiem) praw rzadzacych zderzeniami
elektronów z atomami.

James Jeans (1877-1946). Angielski fizyk

iastrofjzyk. Autor hipotezy kosmogonicznej

gloszacej, iz nasz uklad planetarny powstal

w wyniku przejscia innej gwiazdy w poblizu
Slonca.

o gnozie z Prince ton i innych ciekawych

rzeczach z filozofii fizyki mozna przeczytac
w ksiazce Michala Tempczyka Fizyka a swiat
realny, PWN, Warszawa 1986.

Richard Feynman (ur. 1918). Amerykanski

fizyk-teoretyk. Laureat nagrody Nobla

(wspólnie ze Schwingerem i Tomonaga) za

sformulowanie wspólczesnej wersji

elektrodynamiki kwantowej.

Eugene Wig ner (UL 1902). Amerykanski
fizyk-teoretyk, urodzony w Budapeszcie.

Laureat nagrody Nobla za wyjasnienie wielu

wlasnosci atomów i jader za pomoca teorii
grup.

Filozofia jest to naduzywanie terminologii
wymyslonej wlasnie w tym celu.

Czyz nie jest piekne twierdzenie o funkcjach

analitycznych, które glosi, ze funkcja taka jest

juz jednoznacznie wyznaczona wszedzie, jezeli
tylko okreslimy ja w dowolnie malym
obs:.curze.

Najpierwszym i najpowszechniejszym bledem metodycznym w fizyce jest przedwczesne stosowanie

m(Jtematyki. Powodem tego bledu jest przecenianie (i to bardzo znaczne!) samej wartosci
matematyki i niewlasciwy poglad na wywody matematyczne, jako na cos nie podlegajacego
watpliwosci ...

Ze zas nie tylko sama technika naszych srodków matematycznych ma olbrzymie braki i luki, lecz,

ze - co gorsza - ubóstwo tych srodków stoi w razacym przeciwienstwie do bogactwa zjawisk,

wiec po zamknieciu takiej nowej mysli w nazbyt sztywnym pancerzu matematycznym, mysl ta, czy
idea traci wszelka gietkosc i zywosc, staje sie nieruchawa, martwieje, rychlo schnie i wreszcie

zamiera przed wydaniem owocu, który móglby sie stac nasieniem jakiejs nowej, jeszcze
doskonalszej mysli lub i calej teorii ...

Jakiez to szczescie dla ludzkosci, ze nie wszystkie nauki SlOSUjamatematyke!'

W tym duclWJlapisana jest cala rozprawa Iwanowskitigo. Ale jako odtrutke na takie krancowe
poglady mozna z kolei przytoczyc slowa Johannesa KepIera :
Bóg byl zbyt wielki, by pozostawac bezczynnie; zaczatuprawiac gre symboli, a swiat stal sie

odbiciem tej gry. Podejrzewam, ze cala przyroda wraz z pelnym wdzieku niebem wywodza sie
z geometrii,

czy tez slowa Gustawa Hertza:
Nie mozna oprzec sie wrazeniu, ze te formuly matematyczne Irwja niezalezny od nas byt
i inteligencje, ze sa madrzejsze niz my sami, nawet madrzejsze niz iel; odkrywcy, i z.e mozemy
wywnioskowac z nich wiecej niz poprzednio w nich zawarto.

Podobnie James Jeans pisal:
Cytuje sie Kroneckera, który mial powiedziec, ze w arytmetyce Bóg stworzyl liczby calkowite,

a wszystko pozostale jest dzielem czlowieka. W tym samym duchu mozemy prawdopodobnie
powiedziec, ze wfizyce Bóg stworzyl matematyke, zas cala reszta jest dzielem czlowieka.

Sa to poglady dokladnie przeciwstawne tym, które z taka swada przedstawil w swoim
filozoficznym traktacie nasz rodak Iwanowski, ale chcialbym zwrócic uwage na to, ze ogloszony
przez niego antymatematyczny poglad na fizyke wcale nie jest calkowicie odosobniony. Podobny

poglad jest wspólczesnie gloszony przez uczonych wyznajacych filozofie tak zwanej nowej gnozy
z Princeton. Uczeni ci uwazaja, ze matematyczny opis charakteryzujac.y stara metode badawcza

powinien byc zastapiony przez o wiele doskonalsza metode polegajaca na bezposrednim kontakcie
wewnetrznym 'ze swiadomoscia Wszechswiata, gdyz teorie typu matematycznego nie moga tego
kontaktu zapewnic.

Oczywiscie ogromna wiekszosc fizyków wyznaje poglady umiarkowane, które mozna chyba
dobrze wyrazic slowami Richarda Feynmana:
Jest rzecza w pelni oczywista, ze rozumowania matematyczne, które zostaly rozwiniete, maja wielka

moc i uzytecznosc dla fizyków. Z drugiej strony, czasami rozumowania fizyków sa uzyteczne dla
matematyków.

Trzeba jednak przyznac, ze tak skromne i wywazone sformulowanie pozostawia uczucie '-'
niedosytu. Czyzby bylo to rzeczywiscie wszystko, co na pewno mozna o zwiazku miedzy
matematyka i fizyka powiedziec? Czyzby nie tkwila w tym zagadnieniu zadna gleboka
tajemnica? Tajemnice taka wydobyl na swiatlo dzienne i przeanalizowal Eugene Wigner
w fascynujacym artykule zatytulowanym O niepojetej efektywnosci matematyki w naukach
przyrodniczych. Juz sam tytul artykulu Wignera zawiera, moim zdaniem, bardzo trafne wskazanie

najciekawszego problemu, przed którym stoimy analizujac zwiazki matematyki z fizyka. Artykul
zaczyna sie od zabawnej, ale tez i doskonale ilustrujacej problem, anegdoty. Dwaj koledzy z lawy
szkolnej spotykaja sie po latach i rozmowa schodzi na ich prace. Jeden z nich zostal statystykiem
i zajmuje sie badaniem zmian populacji. W odbitce swojego artykulu, która pokazuje swojemu
dawnemu koledze, juz na poczatku pojawia sie rozklad Gaussa. W trakcie wyjasnien, co
oznaczaja rózne symbole, kolega humanista zaczyna podejrzewac, ze statystyk postanowil zakpic

z jego matematycznej ignorancji. Ujrzawszy w pewnym momencie mgliscie kojarzacy mu sie ze
szkola symbol pi pyta. No a to, co u ciebie oznacza? Nie pamietasz? - odpowiada statystyk. To
jest przeciez stosunek obwodu kola do jego srednicy. Teraz to juz wiem na pewno, ze robisz ze
mnle balona - wola humanista. Co ma ludnosc do obwodu!

No wlasnie! Co ma ludnosc do obwodu, co ma fizyka do matematyki.

Zagadke te czyni Wigner jeszcze bardziej bulwersujaca przez zwrócenie uwagi na nastepujace
elementy'twórczosci matematyków. Parafrazujac uzyta kiedys zartobliwa definicje filozofii
Wig ner okresla matematyke jako nauke o bieglym poslugiwaniu sie pojeciami i regulami
wynalezionymi wlasnie do tego celu. PojeCia matematyczne - twierdzi Wigncr - wprowadzane
sa po to, by mozna bylo o nich dowodzic ciekawych twierdzen. Najlepszym przykladem sa liczby
zespolone. Nic, co postrzegamy, nie sugeruje wprowadzenia t'akich obiektów. Gdyby spytac
matematyka, po co wlasciwie zajmuje sie teoria liczb zespolonych, wskazalby z oburzeniem na
wiele pieknych twierdzen z tej dziedziny. A jednak obiekty te wprowadzone do matematyki
wylacznie ze wzgledu na - jak pisze Wigner - ich przydatnosc do ciekawych przeksztalcen i ich
role w uderzajacych, blyskotliwych rozumowaniach, okazaly sie konieczne do sformulowania praw
mechaniki kwantowej.



Rys. l

Mozna to próbowac tlumaczyc brakiem wyobrazni u fizyków. Gdy fizyk dostrzega zwiazek miedzy
dwiema wielkosciami, który kojarzy mu sie z czyms znanym juz z matematyki, to wyciaga z tego
natychmiast wniosek, ze z w i a z e k t e n j e s t d o kla d n i e t y m, co opisuje matematyka.
Tlumaczenie to nie moze wyjasnic jednak, dlaczego powstala w ten sposób koncepcja przekracza
bardzo czesto wszelkie narzucone poczatkowo granice stosowalnosci i prowadzi do nowych,
zaskakujacych wniosków przy opisie zjawisk, o których nie snilo sie twórcom teorii. Doskonalym
przykladem owego wychodzenia teorii fizycznej poza wszelkie poczatkowo pomyslane ramy jest
wspomniana juz mechanika kwantowa. Cele, jakie stawiali sobie jej twórcy, byly poczatkowo dosc
ograniczone, a mimo to sformulowana przez nich teoria przekroczyla ich naj smielsze oczekiwania.
Nie moze byc mowy o prymitywnym dopasowywaniu teorii do danych, gdy doswiadczenia nie
zostaly jeszcze przeprowadzone i ich wyniki nie' sa znane przy formulowaniu teorii lub znane
jedynie w grubym przyblizeniu. Newton podal prawo powszechnego ciazenia dysponujac danymi
doswiadczalnymi obarczonymi okolo czteroprocentowym bledem. Pozniejsze obserwacje
potwierdzily jego teorie z dokladnoscia do dziesieciotysiecznej czesci procenta. Elektrodynamika
kwantowa, która wlasciwie zostala stworzona wylacznie na zasadzie analogii z mechanika
kwantowa, tam gdzie mozna ja w pelni wykorzystac, daje zgodnosc z doswiadczeniem z
dokladnoscia do stutysiecznej czesci procenta. Kilka prostych nieraz obserwacji zamienionych na

sformulowane matematycznie prawo fizyczne tworzy podstawe teorii, która dzieki stosowaniu
matematycznych metod wnioskowania udaje sie rozszerzac na ogromne obszary zjawisk. DTaczego
tak jest? Nikt nie wie, ale myslec o tym warto!

Napisalem na poczatku, ze zwiazek fizyki i matematyki to zagadnienie z dziedziny filozofii
i staralem sie utrzymac ten artykulik w konwencji eseju filozoficznego, stad liczne przypisy.

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 487. W przestrzeni dane sa trzy wzajemnie prostopadle pólproste, wychodzace z jednego
punktu. Udowodnic, ze dowolny trójkat ostrokatny mozna umiescic tak, by kazdy jego
wierzcholek lezal na innej pólprostej.
Rozwiazanie na str. 6

M 488. Niech Sn(t) = sint+sin2t+ ... +sinnt. Udowodnic, ze dla kazdego t ciag (Sn(t» jest
ograniczony ..
Rozwiazanie na str. 6

M 489. Wykazac, ze srednia wartosc minimum k-elementowego podzbioru zbioru {l, i, ...,n}
n+l

wynosi--.
k+l

RozwiaZanie na str. 6

Redaguje dr Rafal STARONSKJ

F 232. Obwód elektryczny skladajacy sie z cewki o indukcyjnosci L, kondensatora o pojemnosci C
i diody D (patrz rys. l) jest podlaczany za pomoca klucza K przez czas 7: do baterii o SEM (f,
a nastepnie odlaczany. Znalezc zaleznosc napiecia na kondensatorze od czasu po wylaczeniu
obwodu. Opór wewnetrzny baterii i opór omowy cewki mozna zaniedbac.
Rozwiazanie na str. 7

Rys. 2

F 233. W obwodzie przedstawionym na rysunku 2 skladajacym sie z dwóch baterii, diody,

kondensatora o pojemnosci C i cewki o indukcyjnosci L, SEM (f o baterii pie~wszej jest wieksza
niz SEM e drugiej. Nalezy okreslic ladunek, który przeplynie przez baterie o SEM (f o przy
zamykaniu klucza K. Opór wewnetrzny obu baterii mozna zaniedbac. Kondensator do momentu
zamkniecia klucza byl nie naladowany.
Rozwiazanie na str. 14



Nadeszla pora roku, w której warto zwrócic uwage na najjasniejsza dlugookresowa gwiazde
zmienna, nie bez powodu zwana Cudowna. W rZl?czywistosci byla ona pierwsza odkryta gwiazda
zmienna, choc o jej zmiennosci nie od razu sie przekonano. Odkryl ja 13 sierpnia 1596 roku
holenderski pastor David Fabricius, uznajac za gwiazde nowa trzeciej wielkosci. Wkrótce zostala
oznaczona symbolem o Ceti w atlasie nieba sporzadzonym przez niemieckiego astronoma
Johannesa Bayera. Przez blisko 40 lat nikt sie nia nie zajmowal i nie zauwazano, ze jest ona
gwiazda zmienna. Dopiero w l 638 roku Phocylides Holwarda stwierdzil, ze blask jej zmienia sie
regularnie, a okolo 1660 roku ustalono, ze okres tych zmian jest równy 11 miesiecy. W 1662 roku
Jan Heweliusz poswiecil jej rozprawe zatytulowana Historiola Mirae Stellae i w ten sposób nazwa
Mira (Cudowna) przylgnela do tej gwiazdy.

Dla stwierdzenia, w jakim czasie odbywa sie pelny cykl zmian blasku Miry, potrzebna jest

rzeczywiscie wyjatkowa wytrwalosc. Szczególnie, ze przez wieksza czesc tego dlugiego okresu jest
ona Slaba gwiazdka dziewiatej wielkosci, dostrzegalna wylacznie przez dosc silne teleskopy.
Zaledwie przez kilka tygodni w roku widac ja dobrze golym okiem. W maksimum blasku,
nastepujacym po czterech miesiacach od poczatku rozjasniama. moze swiecic jako jasna gwiazda
drugiej wielkosci. Ilosc swiatla, która emitowana jest wtedy z jej powierzchni, kilkaset razy
przewyzsza ilosc swiatla emitowana podczas minimum blasku.

Mira jest gwiazda-olbrzymem o objetosci 30 milionów razy wiekszej od objetosci Slonca, za to
znacznie od niego rzadsza i chlodniejsza. Ma bliskiego towarzysza - bialego karla i razem
stanowia jakby "zle dobrana pare", jesl( wziac pod uwage dysproporcje w ich budowie fizycznej.
Choc wiec jest to uklad podwójny, nie moze byc obserwowany jako gwiazda zacmieniowa,
bowiem udzial bialego karla w calkowitej jasnosci tej pary jest zaniedbywalny. Zmiany blasku
Cudownej Wieloryba tlumaczy sie w inny sposób.

NADPRZEWODNICTWO W WYSOKICH

TEMPERATiJkACH

Mire widac na poludniu 25 grudnia okolo
godziny 2000•Mira

o

Pd
1

Jest ona typowa przedstawicielka, a nawet prototypem, klasy gwiazd zmiennych

dlugookresowych. Wydaje sie, ze zasadnicza przyczyna zmiennosci tych gwiazd sa pulsacje, choc
zadowalajaca teoria jeszcze nie istnieje. W duzym uproszczeniu mozna powiedziec, ze na skutek
okresowych zmian objetosci zmienia sie ich temperatura i jasnosc powierzchniowa. Zmiany blasku
tych gwiazd odbywaja sie zwykle niezbyt regularnie. Na przyklad w przypadku Miry zarówno
okres zmiennosci ulega wahaniom, odchylajac sie do 15 dni od wartosci sredniej, jak równiez
wielkosci gwiazdowe w minimum i maksimum blasku przyjmuja odmienne wartosci w róznych
Cyklach zmiennosci. Zwykle uwaza sie, ze w maksimum powinna byc ona gwiazda drugiej
wie~sci, choc w 1779 roku William Herschel zaobserwowal ja, gdy byla prawie tak jasna jak

A1debaran, kiedy indziej z kolei bywa w maksimum ledwie dostrzegalna golym okiem. Gwiazdy
zmienne dlugookresowe charakteryzuja sie bardzo niskimi temperaturami powierzchniowymi.
Mira w maksimum blasku ma temperature 2600 K, a w minimum 1900 K. W zwiazku z tym

maksimum energii wysylanej w dowolnej fazie przypada daleko w podczerwieni, a obseiwacje
wizualne tych obiektów dotycza zawsze obszarów polozonych daleko od maksimum energii po
krótkofalowej jego stronie.

Systematyczne obserwacje, dokonywane chocby golym okiem, zima tego roku; pozwola przekonac
sie o zmiennosci Cudownej Wieloryba. Podczas tegorocznego maksimum, które nastapi
najprawdopodobniej na przelomie grudnia i stycznia, Wieloryb wschodzi przed zapadnieciem
zmroku i góruje tuz po zachodzie Slonca. Choc jest to czwarty co do wielkosci (pod wzgledem
zajmowanej powierzchni) gwiazdozbiór na niebie, nie zawiera wielu jasnych gwiazd - zaledwie
dwie dr!!giej wielkosci i dziewiec wielkosci trzeciej i czwartej. Zidentyfikowanie jasnej Miry nie
powinno wiec stanowic istotnego problemu. Lezy ona niemal dokladnie w srodku odcinka
wyznaczonego przez gwiazdy o i t; Wieloryba (obydwie czwartej wielkosci) tworzac wraz z nimi
jego szyje.

(wrzesien 1986)
laboratoriów do

ow,·
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Oto zadanie, które kilkanascie lat temu krazylo po Wydziale Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego: znalezc granice ciagu

vn's~.~n1.
n

Jakis czas zadanie nie poddawalo sie, potem znane byly dlugie i niezbyt zgrabne rozwiazania.
Kilka lat temu okazalo sie, ze istnieje naprawde elegancka metoda.

Potrzebne nam bedzie kilka faktów.

l ° Twierdzenie o ciagu srednich arytmetycznych:

Jesli ciag (an):'=l jest zbiezny, to ciag ( al + ... +an)oo tez jest zbiezny i to do tej samej granicy.n n:::: 1

2° Ze wzoru Taylora dla funkcji sinus wynika, ze

- ( - X3)

lim X-3• sinx-x+ - = O.
x--->O 3!

3° Ciag (bn):'=l okreslony wzorem rekurencyjnym bl = sinI, bn+l = sinbn dla n = 1,2, ... jest
zbiezny do zera.

Mamy znalezc granice ciagu (b" . vn):'= 1. Zamiast tego bedziemy szukac granicy ciagu

( l )00 l-2 .-- . Na mocy l ° wystarczy znalezc granice ciagu (en):'= l, gdzie CI = -2 '
bn n n=l bl

l l.
c" = -2- -2- dla n = 2, 3, ... Ale

bn bn-l

l l l l b~_I-sin2bn_l

en = ---, - -b2- = . 2b - - -b2'- = -b2 . 2bbn n -1 SIU n-l n -1 n -1 . SIn IJ- 1

x2 x+sinx ( -sinx+x- -~~ x3)lim -- . lim ----·!im . + -_-- .
x--->o sin2x x--->o X x--->o x3 3!' x3

.. b~- sin2bn
hm c" = 11m 2 • 2

n--->oo n->oo bn' sm bn

x2-sin2x
lim----=
x--->o x2• sin"x

l
Pierwsza z granic po ostatniej równosci jest równa l, druga 2, a trzecia (na mocy 2°) - . Mamy

6
wiec

l
lim----

n--->co n' b~ 3 '
czyli lim Vr;· bn = V"3.

n--->co

Warto udowodnic twierdzenie o granicy ciagu srednich arytmetycznych, bywa ono - jak widac
z powyzszego przykladu - bardzo przydatne.

Niech lim an = g. Zalózmy, ze.lgl < 00. Wezmy dowolne e> O i wybierzmy taka liczbe k, ze
n--> co

e I al +, ... +an Idla n> k mamy lan-gl < -. Oszacujmy róznice.!----- -g. Otóz2 n I

[al + ... +ak+ak+! + ... +an-ng l' lal + ... +ak-kgl lak+! -gl
------------ ~ -------+ ----+ ... +

< n n n
lan-gl lal + '" +m,-kgl e+--- ~----~-- +-,

n n 2

2 lal+ ... +an Iczyli dla takiego n, ze n > --;;' lal + ... ak-kgl i n > k mamy n -g < e, co
konczy dowód.

Przypadek, gdy g = ± 00, pozostawiamy Czytelnikowi.

Czasem przy obliczaniu granic przydaje sie twierdzenie Stolza, bedace uogólnieniem powyzszego
- twierdzenia:

x -x
Jesli ciag (Yn):'= l jest rosnacy i nieograniczony, to ze zbieznosci ciagu n n-l wynika zbieznosc

Yn-Yn-l
x

ciagu - ".., przy czym obie granice sa równe.
Yn

J.R.



Jak udowodnic, ze jesli liczby p, q sa dodatnie oraz p + q = l, to dla dowolnych liczb naturalnych
n, m ;;. 2 zachodzi nierównosc

(1- p")m + (1- qm)" > l?
Wystarczy spojrzec na te nierównosc oczami probabilisty.

W klatkach prostokatnej tablicy o n wierszach i m kolumnach umieszczamy l
z prawdopodobienstwem p i O z prawdopodobienstwem q. Prawdopodobienstwo, ze w ustalonym
wierszu pojawi sie przynajmniej jedna jedynka, jest równe l - qm, a ze tak sie zdarzy we
wszystkich wierszach (l_qm)". Analogicznie, prawdopodobienstwo, iz w kazdej kolumnie znajdzie
sie przynajmniej jedno O, jest równe (I _ p")m .

. Zauwazmy teraz, ze jezeli w jakims wierszu nie ma ani jednej jedynki - sa same zera, to w kazdej
kolumnie jest przynajmniej jedno zero. Tak wiec zdarzenie, ze kazdy wiersz zawiera jedynke lub
kazda kolumna zero, jest pewne, czyli

(1- p.)m + (1-qm). > l,
gdyz P(AvB) = P(A)+P(B)-P(AnB).

doc. dr Edmund PUCZYLOWSKI

Klub 44 Liga .ladanio\\a Wyd.lialu ~latematyki Informatykl i Mechaniki,

yd,lialu Fi,lyki Uniwerc;,ytetu Warszawskiego i RedakCji Delty
Termin nadsylania rozwiazan: 31 I 1988

Czolówka ligi Zaddniowej 1l1.1ub 44 I'jll

po uwzglednieniuoc~n rozwiazan

zadan 149 /WT=2,48/ i 150 /dT=1,76/

z numeru 4/1987

Karol Jachacy - Tluszcz 46.21pkt
Krzysztof ZawiBlawskl-Warszawa· 45,70pkt
Dariusz Kurpiel - Zarszyn 44,90pkt
Jerzy Janowicz - Boleslawiec43,75pkt

Grzegorz Zakrzewski- Trzcianka 4~,44pkt

Slawomir Soleckl - Ostrów Wkp 41,84nkt
Edward OrzechowBki - WarBzawa 41,15pkt
Jan Ciach - Ostrowiec 40,63nkt

PanowiB Jachacy 1Zawialawakl - to nowe
twarze w Klubie 44. Pan Kurpiel - juz

po raz drugi •

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n W terminie do konca miesiaca n +2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde
na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od Odo I z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci
danego zadania: WT = 4-3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazanie tego zadania, a N -liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1987.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

lS9. Na plaszczyznie dany jest zbiór Z zlozony z n punktów (n ;;. 3), przy czym zadne trzy z nich
nie sa wspólliniowe. Wykazac, ze I ~ PQRI .;:; 1800 In dla pewnej trójki punktów P, Q, REZ.

2
160. Ciag nieskonczony (x.) okreslony jest wzorem rekurencyjnym X"+2 = ----; Xl, X2 sa

• X"+X"+1

Skrót regulaminu

danymi liczbami dodatnimi. Udowodnic zbieznosc tego ciagu.

Zadanie 160 przyslal pan Dzierzyslaw Lipniacki z Lublina.

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

S7. W narozniku scian poziomej i pionowej umieszczono jednorodna kule obracajaca sie
z poczatkowa predkoscia katowa w wokól osi przechodzacej przez jej srodek i równoleglej do
krawedzi naroznika, kierunek obrotów jak na rysunku. Wspólczynnik tarcia kinetycznego kuli
o sciany naroznika wynosi f. Obliczyc czas, jaki uplynie do zatrzymania ruchu obrotowego kuli
oraz kat, o który sie w tym czasie kula obróci.

S8. Pionowy cylinder, wypelniony powietrzem o cisnieniu atmosferycznym Po i temperaturze To,
zamkniety jest od góry poczatkowo unieruchomionym tlokiem o masie m. W polowie wysokosci
cylindra znajduje sie nieruchoma przegroda z malym otworem. W pewnej chwili tlok zostaje
zwolniony i opada, dochodzac do przegrody.
Wyznaczyc koncowa temperature powietrza w cylindrze przy zaniedbaniu tarcia tloka o scianki
cylindra oraz wymiany ciepla miedzy powietrzem a sciankami cylindra, przegroda i tlokiem.
Jaka bylaby koncowa temperatura powietrza, gdyby otwór w przegrodzie byl duzy?

. " , ,- -
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Dla dowolnego n-kata wypuklego oznaczmy przez r promien
najwiekszego kola mieszczacego sie w tym wielokacie, a przez
R - promien naj mniejszego kola zawierajacego ten wielokat.
Wówczas pole P i obwód O tego wielokata spelniaja nierównosci

2n n2·2n
nr tg - .;; p .;; - R sm -,

n 2 n

n n
2nrtg - .;; O.;; 2nRsin-.

n n

Wszystkie te nierównosci staja sie równosciami tylko dla
wszystkich wielokatów foremnych. Wynika stad np., zeI i R
spelniaja zawsze nierównosc

n
r';; Rcos-.

n

Mniej widoczne jest, ze mozna w zalozeniach (oznaczeniach)
opuscic warunki "najwiekszego" i "najmniejszego" bez szkody
dla zadnej z nierównosci, a nawet w pierwszej nierównosci
zamienic kola na elipsy - wtedy r i R nie maja sensu, zamiast

nich trzeba uzyc V~ i V~'gdzie e i E to odpowiednio pola'
elipsy zawartej w wielokacie i zawierajacej go. A swoja droga
ciekawe, ze dla takich elips mamy

e .;; Ecos2 !:-.
n

Oczywiscie od czasów Kepiera wiemy, ze orbity planet nie sa
kolami, lecz elipsami. Wiemy tez, ze Slonce nfe znajduje sie
w srodku elipsy, a w jednym z ognisk. Gdybysmy jednak
narysowali okrag o promieniu 7 cm (najwiekszy, jaki sie zmiesci

. na zeszytowej kartce), to odpowiadajacy mu skala rysunek orbity
Wenus nie odbiegalby od tego okregu wiecej niz na grubosc linii
olówkowej, a polozenie Slonca nalezaloby na tym rysunku odsunac
od srodka okregu o niecale pól milimetra. Wenus ma orbite
najblizsza okregu, ale dla Neptuna czy Ziemi sytuacja nie rózni sie
istotnie. "Prawdziwe'~ elipsy zakreslaja tylko Merkury i Pluton.

Zgodnie z przewidywaniami szczególnej teorii wzglednosci energia
fotonu (s) w ukladzie poruszajacym sie z predkoscia v wzgledem
laboratorium wiaze sie w nastepujacy sposób z energia fotonu,
mierzona w laboratorium (so):

s = s~y(l+/kosO),

gdzie O jest katem miedzy kierunkiem ruchu fotonu i wektorem
predkosci, f3= vlc (c - predkosc swiatla), a y = 11yI- {Ji.
W ubieglym roku przeprowadzono w Los Alamos (USA)
eksperyment majacy na celu zweryfikowanie tej relacji. Wiazke
relatywistycznych atomów wodoru wzbudzano swiatlem lasera.
Atomy mialy energie kinetyczna równa 800 MeV, co odpowiada
predkosci v = 0,84 c. Laser emitujacy fotony o energii
So = 4,66 eV oswietlal wiazke atomów pod róznymi katami O, co
pozwalalo zmieniac energie fotonów w ukladzie poruszajacym sie
razem z wiazka od 1,4 eV do 15,8 eV. Wzbudzane atomy byly
nastepnie jonizowane i na podstawie liczby protonów wyznaczano
wartosc s.
Uzyskana wartosc stosunku zmierzonej energii do energii
wynikajacej ze szczególnej teorii wzglednosci jest równa 1,00004
z bledem ±0,00027.
W najblizszym czasie dokladnosc pomiarów zostanie zwiekszona
tysiac razy.

Rewolucja przemyslowa konca XVIII i poczatku XIX wieku
i towarzyszace jej poszukiwania nowych zlóz surowców
pociagnely za soba szybki rozwój badan geologicznych.
Próbowano zrozumiec procesy powstawania róznych typów skal
oraz poznac skale czasowa ich przebiegu. Badania tempa
procesów wietrzenia skal i przyrostu mulów w deltach rzek oraz
rozmieszczenia i grubosci warstw skal osadowych pozwolily
ustalic, ze powstawaly one przez ponad 200 mln lat. Dla fizyków
byl to okres ogromnie dlugi, nie do pogodzenia z ich ówczesnym
stanem wiedzy. William Thomson (lord Kelvin), poslugujac sie
wynikami przeprowadzonych w 1858 roku pomiarów
temperatury wnetrza Ziemi obliczal, ze czas jej stygniecia od
stanu plynnego byl krótszy od 200 mln lat (w ostatecznej wersji
obliczen czas ten byl krótszy od 40 mln lat). Hermann von
Helmholtz zalozyl, ze energia wypromieniowana przez Slonce
powstaje w procesie jego kurczenia sie pod wplywem sily
grawitacji i oszacowal wiek Slonca na nie wiecej niz 30 mln lat.
Bardziej wydajne energetyczni e procesy nie byly wówczas znane.
Wobec sprzecznosci tych wyników z ocenami geologów Kelvin
zadal rewizji geologii i na zebraniu Towarzystwa Geologicznego
w Glasgow w 1866 roku stwierdzil:
Wydaje sie, ze jest nieZ5edna istotna zmiana geologicznych
spekulacji. Brytyjska geologia w chwili obecnej jest w calkowitej
sprzecznosci z zasadami filozofii natury (tj. fizyki).
Tym razem Kelvin, oczywiscie, nie mial racji. Dopiero jednak po
odkryciu w 1896 r. przez Becquerela zjawiska
promieniotwórczosci fizycy poznali procesy, których wydajnosc
energetyczna i skala czasowa pozwolily pogodzic fizyke igeologie,
a prace Hansa Bethego i Carla Friedricha Weizsackera z lat
1937-38 wyjasnily procesy produkcji energii we wnetrzu Slonca.
Dzis oceniamy wiek Ziemi na 4,5 miliarda lat.

Czy w jakims miesiacu moze nie byc ani jednej pelni Ksiezyca?
Oczywiscie jedynym mozliwym kandydatem jest luty. Miesiac·
synodyczny (okres przebiegu pelnego cyklu faz ksiezycowych)
trwa 29,531 dni, a wiec dluzej niz luty - nawet jesli jest to luty
roku przestepnego. Lata, w których w lutym nie ma pelni,
wypadaja bardzo rzadko - zaledwie kilka w stuleciu. Najblizszy
luty bez pelni bedzie dopiero w 1999 roku. Z tego ~amego powodu
luty jest jedynym miesiacem w roku, w którym nie moga wystapic
dwie jednakowe fazy Ksiezyca.

Zrozumiale jest, ze przesuniecie linii widmowych gwiazdy
wzgledem ich polozen laboratoryjnych swiadczy, ze gwiazda
porusza sie radialnie wzgledem obserwatora (efekt Dopplera).
Jezeli widmo w.calosci przejawia przesuniecie zmienne, to oznacza,
ze predkos9 radialna gwiazdy zmienia sie, gdyz np. gwiazda jest
skladnikiem ukladu podwójnego. Bywa jednak i tak, ze niektóre
linie widma gwiazdy wykazuja poczerwienienie, podczas gdy
jednoczesnie inne linie wykazuja poniebieszczenie. Po jakims
czasie przesuniecia tych zespolów linii zmieniaja znaki i zjawisko
okresowo sie powtarza. Tak zachowuja sie widma gwiazd
pulsujacych, cefeid. Dzieje sie tak, pon,iewaz jedne linie widmowe
powstaja wysoko w atmosferze cefeidy, inne w glebszych -jej
warstwach, warstwy te zas pulsuja nie w fazie. Np. kiedy
zewnetrzna atmosfera sie zapada, glebsze jej warstwy akurat
ekspanduja·

Jesli ktos zna wzór na pole
trójkata (polowa iloczynu
podstawy przez wysokosc), to
moze udowodnic twierdzenie
Talesa w nastepujacy sposób:

AP pole LI APQ

PB - pole LI PBQ

pole A AQP AQ

pole LI QCP QC C B

Pierwsza i trzecia równosc wynika z pomnozenia (podzielenia)
przez wspólna wysokosc trókatów, a druga - z równoleglosci
BC i PQ: wysokosci trójkatów PBQ i QCP opuszczone
na wspólna podstawe PQ sa równej dlugosci.

Euklides znal wzór na pole trójkata, wiec w Elementach (300 r-.
p.n.e.) tak wlasnie dowodzil twierdzenia Talesa. Ale'czyzby
autorzy podreczników szkolnych wzoru na pole trójkata nie
znali?



Najblizsze bogate gromady galaktyk

(w rzucie na p~aszczyz ne Drogi Mlecznej)
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