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tw6rca algebraicznej teorii rachunku operator6w.

Jego ksiazka "Rachunek operator6w" doczekala sie najwiekszej liczby tlumaczen

sposr6d wezystkich pol.kich ksiazek matematycznych.

Prz.z szereg lat prowadzil w Instytucie Matematycznym PAN seminarium

z runkcji uog6lnionych /w szczeg6lnosci dystrybucji/, kt6re gromadzilo

nie tylko jego uczni6w, ~. r6wniez wielu wybitnych matematyk6w z calej Polski

i które przyczynilo sie do rozwoju metod algebraicznych w analizie.
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Wreszcie superno,va widoczna golym okiem

Dr Tomasz KW AST

Wybuch gwiazdy supernowej to jedno z najbardziej efektownych zjawisk astronomicznych.
Jego "efektownosc" jest tak wysoka, ze aby to docenic, warto znajdowac sie dostatecznie daleko

od wybuchajacej gwiazdy. Byloby po prostu zle, gdyby jako supernowa wybuchla naj blizsza
Sloncu gwiazda. Jest nia rx.Centauri- odlegly o okolo l pc uklad potrójny, którego zreszta
zaden skladnik nie kwalifikuje sie na supernowa w ciagu najblizszycl.1 kilku miliardów lat. Ale
zalózmy! W maksimum blasku supernowe swieca z moca taka, jak cala przecietna galaktyka,
czyli rzedu 1037 W. Z odleglosci l pc = 3, 1016 m dawaloby to na Ziemi oswietlenie okolo
l kW (m2, czyli porównywalne z oswietleniem dawanym przez Slonce. Komentarz tu chyba jest
zbyteczny, a )lie wspomnielismy nawet o lawinie wysokoenergetycznych czastek towarzyszacej
takiemu wybuchowi.

Historia ludzkosci zanotowala piec widocznych golym okiem rozblysków.supernowych w naszej
Galaktyce (patrz drobiazg nr 100 z Delty 6/1986). Podejrzewa sie, ze w ciagu ostatniego
tysiaclecia nastapil w naszej Galaktyce przynajmniej jeszcze jeden wybuch gwiazdy supernowej.
Przypuszcza sie mianowicie, ze mglawica Cassiopeia A (silne radiozródlo) jest pozostaloscia
po wybuchu, który mial miejsce okolo, roku, 1670. Zjawisko to przeszlo niezauwazone.
byc moze dlatego. ze rozbieganiu sie otoczki gwiazdy po wybuchu towarzyszylo powstanie
ogromnej ilosci pylu który promieniowan:e widzialne przetworzyl na podczerwone.

Gdyby polegac na tak ubogiej statystyce, nalezaloby obecnie spodziewac sie rozblysku nastepnej

supernO\vej. I rzeczywiscie! W nocy 23i24 lutego 1987 r. pojawila sie supernowa widoczna golym
okiem, co prawda nie w naszej Galaktyce, lecz tez niedaleko, bo w Wielkim Obloku Magellana.
Jak widac, mamy tu podobnego pecha jak z kometa Halleya - najciekawsze rzeczy dzieja sie

ostatnio na niebie poludniowym. Supernowa nazwana SN 1987A jako pierwszy zarejestrowal
na swoim zdjeciu lan Shelton z.Uniwersytetu w Toronto przebywajacy akurat w Obserwatorium

Las Campanas w Chile.

Wspólrzedne supernowej wynosza: rx.= Sh3SmSO', <5 = -69°17'58". Znajduje sie ona w Wielkim
Obloku Magellana niedaleko jasnej mglawicy 30 Doradus (zwanej tez "Tarantula")
w gwiazdozbiorze Zlotej Ryby (D,orado). Przypadkowo Shelton sfotografowal ten sam obszar
nieba dobe wczesniej i dlatego wiadomo, ze gwiazda pojasniala co najmniej o 8 mag. O ile
identyfikacja jest poprawna, to jest to gwiazda Sanduleak - 69°202 (od nazwiska autora
katalogu goracych gwiazd na poludniowym niebie), która przed wybuchem byla niebieskim
nadolbrzymem typu B3 o widomej jasnoscrokolo 12 mag. W marcu 1987 r. jej jasnosc
utrzymywala sie na poziomie 4,S mag, co przy jej odleglosci 160000 lat swietlnych (SO kpc) daje
jasnosc absolutna -14 mag.

I ta wlasnie jasnosc stanowi pierwsza zagadke gwiazdy. Nie ulega watpliwosci, ze mamy do
czynienia rzeczywiscie z supernowa. Dowodzi tego jej widmo, w którym linie przesuniete sa
o wielkosc wskazujaca na predkosc rozbiegania sie otoczki, przewyzszajaca 20000 km/s. Jest to

predkosc absolutnie nieosiagalna przy wybuchach np. gwiazd nowych. Tymczasem jasnosc tej
supernowej jest o kilka wielkosci gwiazdowych nizsza od oczekiwanej dla obiektu tego rodzaju,

Obecna klasyfikacja dzieli supernowe na dwa typy. Tzw. typ·1 to stare gwiazdy malo masywne,

prawdopodobnie biale karly, które osiagaja mase· krytyczna (tzw. mase Chandrasekhara)
i zapadaja sie tworzac gwiazde neutronowa. Charakterystyczny dla bialych karlów brak (prawie)
wodoru przejawia sie jako brak linii Balmera w ich widmach. Jest to grupa gwiazd o cechach
dosc zblizonych. Natomiast w typie II mamy obiekty bardziej róznorodne. Sa to w ogóle gwiazdy
masywniejsze, które szybko przeewoluowaly do stadium nadolbrzyma wytwarzajac
wielowarstwowe (w sensie skladu chemicznego) jadro. Jadro to wreszcie detonuje (jesli jest

weglowe) lub zapada sie (jesli jest zelazne) nawet do stadium czarnej dziury. Otóz w widzialnej
czesci widma SN 1987A widac wyraznie linie wodorowe, co przemawia za typem II, natomiast
widmo nadfioletowe jest (lub raczej bylo) dosc typowe dla przypadku akrecji materii przez

bialego karla, co swiadczyloby za typem I.

Jeszcze jedna zagadka SN 1987A wiaze sie z obserwacjami neutrinowymi. Mianowicie w czasie,
gdy jasnosc gwiazdy rosla, dwa laboratoria zaobserwowaly dwa impulsy neutrin: wpierw
francuskie, a w kilka godzin pózniej japonskie, przy czym japonskie rejestrowalo neutrina
o wyzszych energiach niz francuskie. N,a razie nie zostalo wyjasnione, dlaczego aparatura
francuska zarejestrowala tylko impuls "slabszych" neutrin, a nie jednych i drugich.

Tak wiec oczekiwane od kilkuset lat zjawisko przynioslo - jak na razie - wiecej pytan niz

odpowiedzi, a przedstawilismy tu; oczywiscie, nie wszystkie. Co wiecej, pytania te dotycza nie
tylko przebiegu wybuchu tej akurat supernowej, lecz równiez np. masy obserwowanych neutrin,
a w dalszej konsekwencji podstawowych zagadnien fizyki czastek elementarnych i kosmologii.



• Jezeli atom jako calosc pozostaje w spoczynku .

•• W czasie rzedu 10-8 s (jest to czas, w którym swiatlo przebywa odleglosc 3 m).

Atom wodoru nie moze istniec (w stanie podstawowym).

•

UCZlny SIe

n = 1,2, ...En = -RjnZ

Doc. dr Jan GAJ

Obalamy prawa fizyki albo
pokory wobec przyrody

R, czyli stala Rydberga, wynosi 13,6 eV i jest energia wiazania elektronu z protonem w naj nizszym

stanie, zwanym podstawowym, opisanym liczba n równa I. Te wlasnosc energii atomu wodoru
po raz pierwszy opisal w swoim modelu Niels Bohr, a wspólczesna mechanika kwantowa równiez
przewiduje skwantowanie energii atomu wodoru, wprowadzajac do oryginalnego wzoru Rydberga

szereg bardzo malych poprawek, o których 'tupie bedziemy mówic, oraz zwracajac uwage, ze
kazdej energii En odpowiada 2nz róznych stanów o róznych wartosciach momentu pedu. Atomy
wodoru o temperaturze na przyklad pokojowej wystepuja z reguly w stanie podstawowym
(n = 1), co najlatwiej poznac po tym, ze wodór nie swieci, chyba ze go pobudzimy dostarczajac
mu w jakis sposób energii (silnym podgrzaniem, wyladowaniem elektrycznym, swiatlem itd).
Pobudzony wraca szybko*· do stanu podstawowego wysylajac swiatlo o dlugosciach fali
ukladajacych sie w serie Lymana, Balmera itd. Promienie orbit elektronowych w stanach
opisanych kolejnymi wartosciami n wynosza nao, gdzie ao = 0,53 A jest promieniem Bohra,
czyli zasiegiem elektronu w stanie podstawowym.

Co \ni"'my O rzeczyw;stosci?
Wodór rzadko wprawdzie obserwuje sie w stanie atomowym (chetnie laczy sie w czasteczki Hz),

ale jego wlasnosci w tym stanie sa tak proste i ciekawe, ze zostaly dosc szczególowo zbadane.
Stwierdzono, ze elektron i proton, zwiazane silami przyciagania elektrostatycznego, nie moga
przyjmowac dowolnych energii*, ale tj'lko scisle okreslone wartosci opisane wzorem Rydberga

Nie'do wiary, jak zarozumialy jest czlowiek. Swoje nad wyraz skromne doswiadczenia zdobyte
na Ziemi - tym pylku w Kosmosie - próbuje zastosowac do calego swiata nie baczac, ze zna
tylko bardzo mala jego czastke, a wiedza ta jest daleka od doskonalosci. Jednym z rezultatów
tego zarozumialstwa jest pewna maniera spotykana wsród fizyków, zarówno teoretyków, jak
i eksperymentatorów, polegajaca na utozsamianiu tworów mysli ludzkiej - modeli i teorii

fizyqnych - z rzeczywistoscia, która te modele i teorie maja opisywac. Pisze: maja, bo nie
watpie ze nasze teorie sa ulomne i niekompletne, a ich liczne wady z pewnoscia bedzie wymienial
z pamieci uczen w szkole za kilkaset, a moze juz za kilkadziesiat lat, jezeli nasza zarozumialosc
nie doprowadzi przedtem do katastrofy obecnej cywilizacji. Powtarzam: prawa Newtona,
Maxwella i Einsteina to nie rzeczywistosc, tylko nasze nieudolne próby jej opisu. Aby Cie,

Czytelniku, przekonac do mojego spojrzenia na te sprawy i zachecic do wspólnej nauki pokory
wobec przyrody, przedstawiam Ci dzisiaj niezbity, dotychczas nigdzie nie publikowany dowód, ze

Atak: wodór nie moze istniec w stanie podstawowym
Przed przeprowadzeniem dowodu przypomnimy sobie podstawowe prawo fizyki statystycznej,
które mówi, ze jezeli uklad fizyczny moze przebywac w stanach o róznych energiach, to dla

równowagi termodynamicznej w temperaturze T prawdopodobienstwo znajdowania sie ukladu
w jakims. st,anie jest proporcjonalne do e-E/kT, gdzie E jest energia tego stanu. T oznacza
temperature (w skali bezwzglednej), a k nosi nazwe stalej Boltzmanna i wynosi 8,6' 10- 5 eV jK.

Na przyklad w temperaturze pokojowej (T ~ 290 K) kT ~ 25 meV. Oczywiscie jezeli chcemy
obliczyc wartosc prawdopodobienstwa, musimy podzielic to wyrazenie przez sume takich samych

, wyrazen obliczonych dla wszystkich stanów ukladu·. (Zeby nie sklaniac Cie, Czytelniku, do
kierowania energii intelektualnej w niewlasciwa strone, wyjasniam od razu, ze powyzsze prawo
i wynikajacy z niego wzór na prawdopodobienstwo obsadzenia stanu nie beda tu kwestionowane.)

Dalsze rozumowanie jest proste. Zgodnie z tym, co powiedziellsmy powyzej:

PI = e-El/kTj};e-EtlkT,

gdzie sumowanie odbywa sie po wszystkich stanach atomu wodoru.

• W ten sposób zapewniamy, z~ suma wszystkich prawdopodobienstw wynosi l.
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tych stanów jest nieskonczenie wiele, a kazdy wyraz sumy w mianowniku jest wiekszy od jednosci
(bo wszystkie Et sa ujemne*). A wiec suma jest nieskonczona, czyli caly ulamek (to znaczy
prawdopodobienstwo, ze uklad znajduje sie w stanie podstawowym) równa sie zeru.

• W zasadzie powinnismy uwzglednic takze stany o dodatnich energiach, ale uczyniloby to sume jeszcze wieksza.

Konsekwencja: nowa bron (kosmiczna?)

Kazdy, kto slyszal kiedykolwiek o laserze i jego zasadzie dzialania, zawola natychmiast w tym
miejscu: Alez to jest inwersja obsadzen! Wodór w stanie równowagi termodynamicznej nadaje
sie do zbudowania lasera, w którym kazdy atom w niezwykle krótkim czasie wypromieniuje
energie 13,6 eV w postaci promieniowania nadfioletowego. Oznacza to, ze kilogram wodoru,
czyli okolo 1000 moli wyrzuci z siebie energie 1000 NA . 13,6 eV = 103. 6,02' 1023. 13,6 eV :::;
:::;1028 eV = 1028. 1,6' 10-19 J = 1,6' 109 J. Gdyby impuls laserowy trwal na przyklad 10-8 s,
oznaczaloby to moc ponad 1016 W, a wiec znacznie wiecej niz moc wszystkich elektrowni na
swiecie lacznie z Czernobylem i Three Mile Island, a takze wiecej niz moc wszystkich

samochodów, samolotów i statków. Nie zycze zadnemu zolnierzowi armii zaprzyjaznionej lub
obcej, aby jego przeciwnik dysponowal taka bronia!

\.

Obrona: \V"lech"'wlat jest za mah

Suma, która wystepuje w mianowniku wyrazenia na prawdopodobienstwo obsadzenia stanów,
nazywa sie suma statystyczna. Jest to bardzo wazna wielkosc charakteryzujaca uklad fizyczny.

Stwierdzilismy powyzej, ze jest ona nieskonczona, to znaczy: dodajac kolejne wyrazy tej sumy
mozemy osiagnac dowolnie wielka liczbe - a wiec w szczególnosci dowolnie duza w porównaniu
z czlonem pochodzacym od stanu podstawowego. Jakkolwiek beznadziejnie wygladaloby
sumowanie nieskonczonej liczby wyrazów; spróbujmy sie do niego zabrac. Niech nasz wodór ma
temperature pokojowa (T:::; 290 K). Najnizsza energie El = -13,6 eV (n = 1) maja wlasciwie
dwa stany o przeciwnych kierunkach momentu pedu (spinowego). Wyraz odpowiadajacy tej
energii wyniesie wiec 2 . e13.6eY/O.-02SeV= 2eS44. Jak zauwazyles, Czytelniku, zamiast rozwazac
wyrazy sumy statystycznej, odpowiadajace pojedynczym stanom, grupuje je w czlony
odpowiadajace kolejnym energiom.

Nastepnej energii E2 = -13,6 eV /4 = - 3,4 eV (n = 2, czyli S stanów o róznych momentach
pedu) odpowiada..wyraz S . e3.4/0.02S = Se136. Jest on, oczywiscie, 1/4e408, czyn 6,3 . 10169 razy
mniejszy od pierwszego. Jak wielka jest to liczba, trudno sobie wyobrazic. Ocenia sie, ze masa
dostepnej naszym obserwacjom czesci Wszechswiata jest rzedu 1051 kg*, co w przeliczeniu na
atomy wodoru daje liczbe rzedu 1078. Gdybysmy wzieli tyle Wszechswiatów, ile atomów wodoru
'odpowiada masie calego Wszechswiata, i wszystkie te Wszechswiaty rozdrobnili na atomy
wodoru, to liczba tych ostatnich bylaby jeszcze kilkadziesiat bilionów razy mniejsza od
wyliczonego powyzej stosunku pierwszego do drugiego wyrazu sumy statystycznej. Jezeli drugi
wyraz sumy statystycznej jest tak niewiarygodnie maly w porównaniu z pierwszym - powiesz

z pewnoscia - to jak ogromna liczbe wyrazów musze wziac, aby ich suma przewyzszyla wartosc
pierwszego wyrazu, a chocby stala sie z nim porównywalna!

Nie bede Cie zanudzal rachunkami: jesli zechcesz, sprawdzisz, ze aby suma kolejnych wyrazów,
nie liczac pierwszego, dorównala jego wartosci, trzeba dojsc do wartosci n rzedu 1079, a wiec
wiekszej niz liczba atomów wodoru, które zlozylyby sie na mase Wszechswiata.

Mozesz jeszcze, Czytelniku, zapytac, jakie rozmiary mialaby orbita elektronu odpowiadajaca tak
wielkiej liczbie n? Odpowiedz jest latwa - trzeba promien stanu podstawowego

aD = 0,53 A = 0,53' 10-10 m pomnozyc przez wyliczona liczbe n. Otrzymujemy atom wodoru
wielkosci rzedu 1069 m = 1053 lat swietlnych, a wiec monstrum o rozmiarach liniowych
przewyzszajacych 1043 razy promien dostepnego naszej obserwacji Wszechswiata. Takiego atomu
wodoru nikt nigdy nie widzial i na pewno niepredko zobaczy! Teraz juz chyba widzisz, co
mialem na mysli mówiac o zarozumialosci fizyków - rozciagniecie zakresu stosowania modelu
poza wszelkie granice zdrowego rozsadku wykonujemy mimochodem, nawet tego nie
zauwazajac. Przetestowalem opisany powyzej paradoks na wielu fizykach - przekonujac sie na
ogól, ze teoria zwyciezyla nad faktami w ich umyslach**. Poniewaz, jak wiadomo, zmienic cokolwiek
w nauce mozna tylko czekajac, az wymra zwolennicy starych pogladów, nie bede tracil energii r.a
przekonywanie fizyków juz uksztaltowanych, lecz zwracam sie do Ciebie, przyszly fizyku: spójrz
ze mna z pokora i szacunkiem na przyrode, a z nieufnoscia na ludzka o niej wiedze.

• Struktura materii - przewodnik encyklopedyczny, PWN Warszawa 1980, str. 809.

•• Nie swiadczy to wcale o niskim poziomie intelektualnym moich rozmówców. Nie kto inny niz Hegel odpowiadajac
na zarzut, ze fakty przecza jego teoriom, rzekl: "tym gorzej dla faktów",



Andrzej Szczepan Bialynicki-Birula urodzil sie
w Nowogródku 26 grudnia 1935 r. Studia
matematyczne ukonczyl na Wydziale
Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu
Warszawskiego w 1956 roku. Jego glównym
Ulinteresowaniem po ukonczeniu studiów byly
logika matematyczna i algebra. Zapewne duzy
wplyw na taki wybór miala osobowosc
profesora Andrzeja Mostowskiego. Jednak
pózniejsze studia, szczególnie studia
doktoranckie na Uniwersytecie w Berkeley
(USA), wplyn~ly na wyrazna zmiane
zainteresowan. Juz w pierwszej polowie lat
szescdziesiatych zajal sie geometria i topologia
algebraiczna. Dzis stawia na pierwszym
miejscu uzyskiwanie konkretnych, nowych
faktów z tzw. twardej matematyki. Jest pod
wplywem szkoly bourbakistów. Taki zyciorys
naukowy pozwala sadzic, ze jego wypowiedzi
na temat matematyki sa rzetelne (bo na rózne
sposoby ja skutecznie uprawial) i przemyslane
(bo sie zmienialy).

Rozmowa o matenlatyce

z pro! dr. Andrzejem BIALYNICKIM-BIRULA,
czlonkiem korespondentem P A N

Czy matematyka to jedna nauka, czy raczej grupa dyscyplin polaczonych ze wzgledów

administracyjnych i tradycyjnych?

Z cala pewnoscia jest to jedna nauka. I latwo zreszta wskazac, co laczy jej poszczególne galezie
i co decyduje, ze wszystkie zasluguja na miano matematyki. Ta cecha wspólna jest uzywanie
dedukcji jako jedynego narzedzia uzyskiwania nowych faktów, twierdzen.

Cecha wspólna czy czescia wspólna? Bo jesli wziac pod uwage np. teorie gra/ów i równania
czastkowe ....

Przyklad jest bardzo krancowy. Miedzy tymi dwiema (chyba rzeczywiscie odleglymi) galeziami
matematyki lezy caly szereg innych i w plynny sposób mozna w obrebie matematyki- przejsc od
teorii grafów do równan rózniczkowych. Metoda dedukcyjna nie jest tylko sztucznie uzyskanym
przecieciem, ale istota matematyki. Matematycy to ci, którzy posluguja sie dedukcja w procesie
wnioskowania prowadzacym od przyjetych zalo'Zen (aksjomatów, definicji) do nowo odkrywanych
faktów (twierdzen).

Komisarz Maigret tez posluguje sie dedukcja.

Ale tylko czesciowo. Przedmiot jego badan nie daje sie zaksjomatyzowac. W jego dziedzinie
pracy nie mozna precyzyjnie ustalic zalozen i zgodzic sie jedynie na bezwzglednie pewne reguly
wnioskowania, a wiec nie jest on matematykiem. Gdyby mozna bylo stwor'zyc model
matematyczny przedmiotu zainteresowan Maigreta, on takze bylby matematykiem.

Hi/bert w 1900 roku uwazal rachunek prawdopodobienstwa za dzial fizyki.

· Wlasnie. A kiedy w latach trzydziestych stworzono dobry i calkowicie matematyczny model
prawdopodobienstwa opierajacy sie na teorii miary - probabi)istyka "przeniosla sie" do

matematyki i dzis jest jedna z jej wa~nych i pelnoprawnych galezi. Wczesniej to samo stalo sie
np. z mechani~a. Prace Newtona umozliwily zbudowanie matematycznego modelu mechaniki ­
stad np. zasady d'Alemberta i Hamiltona zostaly uzyskane juz jako twierdzenia matematyczne.
W ten sposób znalezlismy sie przy równaniach rózniczkowych.

Ale nie zaczelismy od teorii gra/ów.

Matematyka od samego poczatku miala zarówno 'dyskretny, jak ciagly charafter. Od poczatku
byly liczby naturalne i wymierne oraz przestrzen. Mierzenie reprezentowalo wtedy zwiazek
miedzy dyskretna a ciagla strona matematyki.

Trudno uwierzyc, ze dzis matematyka jest badaniem liczb iprzestrzerli.

Nie tak trudno. "Dalsze" pojeda w ten czy inny sposób mozna na ogól z owych liczb' czy
z przestrzeni wyprowadzic. Sa wyjatki, np. pojecia logiki matematycznej maja inne zródla.
W wielu dzialach matematyki pojecia o dyskretnym i o ciaglym rodowodzie zgodnie wystepuja
obok siebie. W krancowych przypadkach dominuja pojecia o dyskretnym lub ciaglym

,pochodzeniu. Nie sadze, by mozna bylo wyciagnac stad jakies interesujace wnioski dotyczace
· róznic dzielacych te przypadki. Laczy je z pewnoscia wspomniana metoda dedukcji, ale nie tylko.

Poszczególne etapy rozwoju matematyki maja swój ulubiony punkt widzenia na obiekty badan,
punkt widzenia wspólny dla wielu nieraz bardzo odleglych dziedzin: Dla dwudziestowiecznej
matematyki wazne stalo sie badanie powiazan miedzy pokrewnymi obiektami, powiazan

wykrywanych przez istnienie i wlasnosci przeksztalcen badanych obiektów. Mozna by powiedziec,
ze matematyk patrzy na badane obiekty tak, jakby znajdowaly sie one w ruchu, podlegaly
zmianom, przeksztalceniom. W zwiazku z tym same przeksztalcenia staly sie obiektem badan.

Niezaleznie od tego, o która galaz matematyki chodzi.

· Nie nalezy dzielic matematyki na galezie. Szybki rozwój poszczególnych teorii matematycznych,
a' co za tym idzie - wypracowywanie specjalnych i bardzo nieraz trudnych metod powoduje
separacje, trudnosci w komunikowaniu sobie nawzajem wyników i klopotów. Jednak znaczace
sukcesy uzyskane w jednym kierunku maja czesto znaczacy wplyw na inne - uzyta metoda

wzbogaca wspólny dla wszystkich matematyków zasób narzedzi i jezyk pojeciowy. Wlasnie rozwój
tego wspólnego jezyka jest naj silniejszym czynnikiem integrujacym matematyke. Pozwala to
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MASER NA JEDNYM ATOMIE
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p~epUS7:czano pojedyncze at.omy rubidu.

Itawet na stwierdzenie, ze panuje swego rodzaju dynamiczna równowaga: z jednej strony
naturalna specjalizacja, a z drugiej ciagle wzbogacany wspólny sposób myslenia i mówienia.
Ostatnio, jak juz mówilem, jest to myslenie o przeksztalceniach, morfizmach, slowem, to, co

najlepiej ilustruje teoria kategorii, ale nie tylko ona. Nawet w szkolnym nauczaniu geometrii
w latach szescdziesiatych zadomowily sie przeksztalcenia, znane, ale obecne jedynie
fragmentarycznie, jeszcze. w XIX wieku. Poprzednio takie wzbogacenie wspólnego jezyka stanowily
pojecia mnogosciowe, zbiory i rachunki na nich.I
l wszystko jedno, w jakiej galezi bedzie odniesiony taki znaczacy sukces? A co w ogóle oznacza
slowo znaczacy?

Oczywiscie. Chociaz slowo "sukces" lepiej zastapic slowem "postep". Do dzis nie zostal

rozwiazany problem tzw. Wielkiego Twierdzenia Fermata. Ale znaczacy postep uzyskany
przeszlo sto lat temu w badaniu tego problemu przez Kummera i jego uczniów dal wszystkim
matematykom podstawowe pojecia algebry. W ten zreszta sposób mozna mierzyc wage uzyskanych
rezultatów - sa wazne, jesli nie tylko udzielaja odpowiedzi na konkretne pytanie, lecz takze,
a moze przede wszystkim, daja przydatny dla wielu nowy zasób metod badawczych. Zasób
dobry, bo sprawdzony przez odniesiony za jego pomoca konkretny sukces.

Wydaje sie jednak, ze ta równowaga tendencji odsrodkowych i dosrodkowych w matematyce to

pewna przesada. Jakos trudno trafic na kogos, kto znalby cala matematyke, a nie tylko swoja
dyscypline·

To znaczy znal wszystkie twierdzenia?

Nie. Ale rozumial, co mówia inni.

Ta trudnosc bierze sie jedynie z faktu, ze ludzi zawodowo zwiazanych z matematyka jest dzis
nieslychanie wielu. I tych samych kilkunastu matematyków, którzy w sumie znaja problematyke
ogólu galezi matematyki, a na dodatek umieja sie miedzy soba porozumiec, mozna dzis wskazac
równie latwo, jak mozna to bylo zrobic sto lat temu. Dzis tylko bardzo rozroslo sie tlo ­
dlatego moze ich mniej widac.

Wrócmy jeszcze do Maigreta. Raczej nie zanosi sie na to, by w dajacej sie przewidziec

przyszlosci zbudowano model matematyczny swiata przestepczego i by kryminologia poszla w slady

mechaniki czy probabilistyki i stala sie galezia matematyki. W innych jednak dyscyplinach wiedzy
matematyzacja sie dokonuje. Czemu? Czy rzeczywiscie warto zabiegac o taki "awans"? A moze
to tylko chwilowa moda?

Nie sadze, aby rzeczywiscie o to chodzilo. Nie zauwazylem, by jakakolwiek dyscyplina miala
ambicje czy chocby ochote stac sie galezia matematyki. W wiekszosci przypadków tzw.
matematyzacji mamy do czynienia tylko z zapozyczeniem jezyka (i to z prostszych dzialów
matematyki) dla opisu ilosciowego. To z matematyka nie ma wiele wspólnego (tylko liczby - bo
niby jak inaczej mówic o ilosci). Wazniejsza jest mozliwosc zbudowania modeli matematycznych,
ale nie caloksztaltu problematyki jakiejs dyscypliny wiedzy, a tylko jakiegos jej aspektu lub
jakiegos zjawiska. Pozwala to na dedukcyjne badanie tego zjawiska, przewidywanie jego
przebiegu ...

Zjawiska przypadkowo wybranego?

Nie. Dzieje sie to glównie tam, gdzie odkryto podstawowe prawa rzadzace powiazaniami
badanych obiektów w czasie i przestrzeni (fizyka, chemia). Modele matematyczne wprowadza sie
czesto tez tam, gdzie ilosc informacji staje sie zbyt wielka i zachodzi koniecznosc ich
uporzadkowania, systematyzacji. Np. systematyka biologiczna z koniecznosci wprowadza w swiecie
ozywionym strukture, która bardzo przypomina geometrie - chodzi przeciez o to, które
gatunki sa blizsze, a które dalsze. W zwiazku z tym mozna te zagadnienia modelowac uzywajac

pojec geometrii.

Powstaja wiec "matematyczne kolonie" w biologii, ekonomii, socjologii itp.?

Jeszcze nie. Bylyby to kolonie, gdyby w ich obrebie, w obrebie matematycznego modelu,
uzyskiwano dedukcyjnie nowe fakty, nowe twierdzenia. Ale tak sie praktycznie nigdzie nie dzieje.
Stosujac dobrze znane twierdzenia dotyczace tych modeli i przekladajac je na jezyk modelowanej
dziedziny uzyskuje sie fakty z tejze dziedziny, a nie nowe twierdzenia matematyczne. Jesli
matematycy moga mówic o koloniach, to chyba tylko w informatyce (np. zlozonosc
obliczeniowa) i w fizyce (np. mechanika kwantowa czy teoria pola). Gdzie indziej - matematyke
sie stosuje. A stosowac matematyke to zupelnie cos innego niz ja uprawiac.

W imieniu Czytelników Delty dziekuje za rozmowe.

Rozmawial Marek KORDOS



K9mputer szuka jednosci

Trudno sie spodziewac, aby komputer mógl "sam" udowqdnic
twierdzenie dotyczace zbiorów nieskonczonych, moze on jednak
pomóc matematykowi w formulowaniu hipotez, których potem
dowodzi sie "recznie". Wlasnie za jego pomoca opisalem grupe
elementów odwracalnych pewnego pierscienia - okazalo sie, ze
badana nieskonczona grupa nie jest nawet skonczenie generowana.
Potrzebne jest jednak pewne wprowadzenie.

Rozwazmy zbiór wszystkich izometrii prostej rzeczywistej
przeksztalcajacych zbiór liczb calkowitych Z na siebie. Izometrie
te ze skladaniem jako dzialaniem tworza grupe, tzw. grupe
dihedralna nieskonczona, która bedziemy oznaczac symbolem D.
Zacznijmy od opisania jej. Izometria prostej jest wyznaczona przez
swoje wartosci na dwóch róznych punktach, np. O i 1. Wezmy
dowolne 1 E D - niech 1(0) = n E Z. Zachodzi jedl1a z dwóch
mozliwosci.

Albo/(l) = l +n, co daje/(r)= r+n dla kazdego rE R,

Zbiór G wraz z dwuargumenlowym, lacznym dzialaniem., _u, oraz wyróznionym

elementem e nazywamy grupa, jesli dla kazdego g:

I. e . g = g = g' e.
2. istnieje h e G spelniajace g' h = h' g = e.

f(1) f[OJ

o T •.... n-T n· ..

Uzywajac dwóch szczególnych izometrii: przesuniecia o 1
(t(r) = r+ 1) oraz symetrii wzgledem punktu O (x(r) = - r),

w pierwszym przypadku zapisujemy Ijako 1= tn, W drugim
1= tnx. Oznacza to, ze x, t generuja grupe D. Zauwazmy, ze
x'(r) = r = id(r), xt(r) = -r-1 = t-Ix(r), zatem w D zachodza
równosci: x' = e, xt = t -l X - te ostatnja latwo jest indukcyjnie
uogólnic na xt' = t-lx dla i E Z. Tym sposobem uzyskalismy
pelny opis grupy D - dowolne jej elementy umiemy przedstawiac
w postaci tn lub tnx, a ich iloczyny sprowadzac do takiej postaci
za pomoca równosci x' = e, xt' = t-Ix, np.
tnxtm = t"t-mx = tn-mx, t"xtmx = t"t-mX2 = (n-m.

Mówimy, ze podzbiór X,. G generuje grupe G. jeslI kazdy element g E G daje

sie zapisac w postaci iloczynu g Xl·.- . XI1, gd7.ie Xl EX.

Maciej MIROWICZ

A, B E Z2D mnozymy korzystajac z rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania, przedstawiajac je w postaci
A = gl + ... +gn, B = hl + ... +hl• Tak okreslone dzialania
maja podobne wlasnosci do dodawania i mnozenia liczb
calkowitych - role jedynki przejmuje {id} E Z2D, role zera zbiór

pusty. Mówimy, ze Z,D jestpiersc:ieniem. Mnozenie w Z2D nie
jest przemienne, np. {x}, {t} '# {t}. {x}, bo t o x '# x o t,
ciekawym zjawiskiem jest wystepowanie dzielników zera, tzn.
niezerowych elementów, których iloczyn jest zerem, np.
{id, x} '# 0, ale {id, x}· {id, x} = (id + x) . (id+x) =
= ido id+id o x+x o id+x o x = (id+x) + (x+id) =
= {id, x} + {id, x} .= 0. Nas szczególnie interesowac beda
elementy odwracalne (czasami nazywane jednosciami), czyli takie
u E Z2D, dla których istnieje v E Z2D spelniajace
U' v = V' u = {id}. Latwo jest sprawdzic, ze jednosci tworza
grupe ze wzgledu na mnozenie w Z2D; oznaczmy ja przez U.
Moim zadaniem bylo opisanie tej grupy, a w jego realizacji
szczególnie pomocny okazal sie komputer IBM Pc.

Zbiór P z dwoma dwuargumentowymi dzialaniami" +" i " ." nazywamy

pierscieniem, jesli
1. p z dzialaniem H + n jest grupa,
2. ,,+" jest przemienne,

3. n ." jest laczne,
A.•.. " jest rozdzielne wzgledem •. +", tj. a' (b + c) = a' b+ a . c,

(b + c) • a = b . a + c • a.

Najprostszymi elementami odwracalnymi w Z2D sa
jednoelementowe podzbiory D (dla u = {g} wystarczy przyjac
v = {g-l}); tworza one grupe tzw. trywialnych jednosci, która
zapominajac o nawiasach { } mozna utozsamic z D. Opisane
w ten sposób trywialne jednosci nie wyczerpuja jednak calego U,
bo np. u = t-l +id+ t+ t-I x+ tx spelnia U· u = {id}, zatem
u E U. Wiedzialem, ze moge sie ograniczyc do badania elementów
odwracalnych szczególnej postaci u = id+til+ ... +tin+td+X+
+ti,x+ +thx+tdx, gdzie 0< il < ... <in < d,

O < jl < < h < d -liczbe d bede dalej nazywal stopniem u.
Pierwszym zadaniem napisanego w Turbo-Pascalu programu bylo
znalezienie wszystkich jednosci powyzszej postaci i stopnia nie
wiekszego od 12. Po okolo 40 minutach obliczen, w czasie
których sprawdzonych zostalo 8 384513 kandydatów, komputer
wypisal 683 elementy odwracalne. Nastepnym etapem bylo
znalezienie mozliwie najmniejszej liczby generatorów (opisujac
D widzielismy, jak przydatna jest ich znajomosc) i rozpisanie

znalezion~ch 683 jednosci w postaci ich iloczynów. Tym razem
obliczenia trwaly okolo 3 minut i wybranych zostalo 12
generatorów u, = id+t'+t2l+X+t2Ix, Wi = id+t'+t2l+tx+

+ t21+1 x dla i = 1,2,3,4,5,6, do których nalezalo jeszcze
dodac generatory grupy trywialnych jednosci, czyli {t} i {x}.

Przytaczam tu poczatek wypisanej przez komputer listy:

Oznaczmy przez Z,D rodzine wszystkich skonczonych podzbiorów
D, okreslimy na niej dwa dzialania. Dla A, B E Z2D okreslimy
sume A +B jako zbiór skladajacy sie z tych elementów D, które
naleza do dokladnie jednego ze zbiorów A, B, czyli jako róznice'
symetryczna A-"-B. W szczególnosci jesli A = {gl,,,,, gn}, to
A = {gl} + ... + {gn} - bedziemy stosowac skrócony zapis
A = gl + ... +gn. Mnozenie zadaj~my najpierw na zbiorach
jednoelementowych przez {g}' {h} = {g o h} S; D, a dowolne

&

jednosc

1. Ul = id+t+t'+x+t'x
2. U, = id+t'+t4+X+t4x
3. al = id+t+t'+t3+t4+X+tx+t3X+t4x
4. a, = id+t+t'+t4+t'+x+t'x+t3x+t'x
5. a3 = id+t+t3+t4+t'+x+t'x+t3x+t'X'
6. U3 = id+t3+t6+X+t6x
7. a4 = id+t+t3+t'+t6+x+tx+t'-x+t6x
8. a, = id+ t+ t' + t3 + t4+t'+ t6 +x+ tx+ t'x+

+t4x+t'X+t6x

rozklad

generator

generator
al = {t}. Ul • {t-l}. U,

a, = {t}· Wl • {t-l}. Ul

a3 = {t}· Wl' Ul

generator
a4 = U3' (t -') . U,

a, = U3' {t-'}' U, .

{t-l}. Ul



Wyniki sugerowaly, ze prawdziwe moze byc twierdzenie:
jednosci Ul, Wl, {t}, {x} dla i > O generuja grupe U, przy czym
do otrzymania jednosci stopnia d wystarczaja te Uj, Wj, dla
których 2i .;; d.•

Tak konkretnie sformulowana hipoteze udalo mi sie udowodnic.

Korzystajac z tego samego materialu doswiadczalnego

zaproponowalem i dowiodlem jeszcze jedp.o twierdzenie:
Ul nie daje sie zapIsac w postaci iloczynu {t}, {x} i tych Uj, w"

dla których i < k.

Dwa powyzsze twierdzenia pokazuja, ze zadna skonczona liczba
jednosci nie generuje calego U. Jesli bowiem VI, ... , v. E U, to

wybierzmy k wieksze od maksymalnego ze stopni v,. Na mocy

pierwszego twierdzenia kazdy iloczyn Vi 1 ••• , • Vim daje sie tez
zapisac jako iloczyn {t}, {x} i tych Uj, Wj, ze 2j < k. Ale na mocy
drugiego twierdzenia Ul nie daje sie przedstawic w postaci
takiego iloczynu, zatem VI, •.. , Vn nie moga generowac calego U.

Znajomosc generatorów grupy elementów odwracalnych
pierscienia Z2D pozwolila mi ostatecznie na calkowite jej opisanie.
Wynik koncowy podaje dla koneserów.

Patrz w niebo

Przez caly 1987 rok Jowisz porusza sie w obszarze gwiazdozbiorów zodiakalnych Wodnika i Ryb.
27 marca byl w zlaczeniu ze Sloncem, a wiec wczesna wiosna pozostawal niewidoczny dla
ziemskiego obserwatora. Pózniej, wskutek tego, ze ruch jego jest wolniejszy od ruchu Slonca,
stopniowo oddalal sie od naszej gwiazdy dziennej w kierunku zachodnim, wschodzil tuz przed
switem tak, ze do maja pozostawal jeszcze niewidoczny. Od polowy maja wschodzi juz na tyle
wczesnie, ze mozna obserwowac go na ciemnym tle nieba. Kazdej nocy moment jego wschodu
jest coraz wczesniejszy, az do czasu, gdy znajdzie sie' w opozycji ze Sloncem. Wtedy, jak kazda
planeta górna, bedzie swiecil, dla ziemskiego obserwatora, po przeciwnej stronie nieba niz
Slonce. W dniu opozycji wzejdzie dokladnie o zachodzie Slonca, bedzie górowal o pólnocyi pozostanie nad horyzontem przez cala noc.

Przypadajaca w tym roku 17 pazdziernika opozycja jest dosc korzystna. Srednica katowa planety,
podczas jej najwiekszego zblizenia do Ziemi, osiagnie 49':7. Maksymalnie, podczas opozycji,
tarcza Jowisza moze osiagac 52" i zdarza sie to co 83 lata. Najblizsza wielka opozycje bedziemy
mogli zaobserwowac dopiero w 2034 roku, a obecna jest najwieksza od 1975 roku. Do
momentu, gdy w listopadzie na niebie wieczornym pojawi sie Wenus, Jowisz (przy jasnosci
okolo -2,9 mag) bedzie najjasniejsza "gwiazda". Nastepnie az do maja przyszlego roku Wenus
pozostanie najjasniejsza "gwiazda wieczorna".

Jesienia Merkury znajdzie sie dwukrotnie w najwiekszej elongacji, tj. najdogodniejszym
polozeniu dla ziemskiego obserwatora. Najpierw - 3 pazdziernika - oddali sie o 26° na wschód
od Slonca. W tym czasie jednak ekliptyka tworzy maly kat z horyzontem (patrz Delta 1/1986),
a wiec Merkury bedzie slabo widoczny i zajdzie jeszcze o zmierzchu. Pózniej, w okolicach 13
listopada, bedzie mozna dostrzec Merkurego na niebie porannym, w maksymalnej odleglosci (19°)
na zachód od Slonca. Tym razem, choc maksymalna odleglosc katowa bedzie mniejsza niz
w pazdzierniku, warunki obserwacji beda znacznie lepsze, poniewaz o tej porze roku ekliptyka
tworzy o swicie duzy kat z horyzontem.

Ci, którzy lubia wczesnie wstawac, maja szanse zaobserwowac jesienia równiez Marsa. Od 23
sierpnia, gdy przeszedl zlaczenie ze Sloncem, warunki jego widzialnosci stopniowo polepszaja sie.
10 listopada warto zwrócic uwage na stosunkowo bliskie (w odleglosci 3°) przejscie Marsa na
pólnoc od Spiki - najjasniejszej gwiazdy konstelacji Panny. Do wrzesnia przyszlego roku Mars
bedzie wschodzil coraz wczesniej, az do momentu osiagniecia opozycji. Tym razem bedzie to
Wielka Opozycja Marsa'! (O opozycjach Marsa pisalismy w Delcie 7/1986.)

Milosnikom nieba, dysponujacym przyrzadami astronomicznymi, polecamy dokonanie
obserwacji Jowisza podczas zblizajacej sie opozycji. Wielka planeta jest szczególnie efektowna ­
przy trzydziestokrotnym powiekszeniu wyglada jak Ksiezyc obserwowany golym okiem.
Kilkunastocentymetrowy instrument pozwala dostrzec kilka charakterystycznych pasów
równoleglych do równika planety. Pasy te utworzone sa z chmur istniejacych w rozleglej
atmosferze Jowisza. O istnieniu atmosfery swiadczy równiez fakt, ze tarcza planety jest jasniejsza
w srodku niz przy brzegu.
Dla skromnych na ogól srodków optycznych milosnika astronomii dostepne sa tylko cztery
najjasniejsze (odkryte przez Galileusza) satelity Jowisza. Widac je w postaci swiecacych punktów,
zmieniajacych szybko swe polozenie wzgledem planety. Ich ruch odbywa sie niemal dokladnie
w plaszczyznie równika Jowisza, totez caly czas ukladaja sie prawie wzdluz prostej. W ciagu
kilku godzin obserwacji mozna zauwazyc zakrycia satelitów Jowisza przez jego tarcze, zacmienia
satelitów zanurzajacych sie w cieniu planety l!Jb cienie satelitów na jej powierzchni.

mgr Joanna UDALSKA
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Cztery 'itYCl'1C do J,,,ó

Dwa róznej wielkosci okregi, lezace jeden na zewnatrz
drugiego, maja cztery wspólne styczne. To wie kazdy.
Nie kazdy natomiast wie, ze te styczne maja duzo
ciekawych wlasnosci.

Narysujmy trzeci okrag, styczny do pierwszych dwóch.
Punkty stycznosci leza na prostej przechodzacej albo
przez punkt przeciecia zewnetrznych stycznych, albo
przez punkt przeciecia wewnetrznych stycznych.

To "albo" bierze sie stad, ze trzeci okrag moze byc do
kazdego z pierwszych styczny albo zewnetrznie, albo
wewnetrznie. Moze sie tez zdarzyc, ze na prostej
przechodzacej przez punkty stycznosci lezec beda oba
punkty przeciecia stycznych.

l
L



A oto jeszcze jedna wlasnosc czterech stycznych do
dwóch okregów. Srodki odcinków kazdej z nich - od
punktu stycznosci do punktu stycznosci - leza na
jednej prostej. Aby sprawdzic to, mozna np.
stwierdzic, ze rzut prostokatny kazdego z nich jest tym
samym punktem odcinka OS - mianowicie punktem
odleglym od O o

Jestem pewny, ze Czytelnicy potrafia znalezc bardziej
elegancki dowód tego twierdzenia.

Czytelnicy zechca przeprowadzic dowód w
pozostalych przypadkach - okaze sie on bardzo
podobny. I okaze sie tez, ze jesli obie stycznosci sa
takie same (zewnetrzne lub wewnetrzne), to prosta
przechodzaca przez punkty stycznosci przechodzi przez
punkt przeciecia stycznych zewnetrznych, a gdy
stycznosci sa rózne - wewnetrznych.

-r. OBA = -r.PBC = -r.PCB = -r. SCD = -r.SDC

Pierwsza i trzecia równosc wynika stad, ze katy sa
wierzcholkowe, a druga i czwarta z tego, ze trójkaty sa
równoramienne. Z równosci pierwszego i piatego kata
wynika, ze promienie OB i SD sa równolegle. Mozna
wiec przeksztalcic jednokladnie jeden okrag na drugi
tak, by te promienie nalozyly sie. Wówczas zarówno
prosta OS, jak prosta BD beda przechodzily przez
srodek jednokladnosci. A przeciez srodkiem tym jest
punkt przeciecia stycznych.

Dowiedziemy, ze w przypadku, gdy trzeci okrag jest oba
razy styczny zewnetrznie, punkty stycznosci leza na
prostej przechodzacej przez punkt przeciecia zewnetrznych
stycznych. Nie bedziemy rysowali zreszta tych
stycznych. Spójrzmy na rysunek.

\

Mala Delte przygotowal Marek KORDOS



Nierównosci cykliczne
Rozwiazanie zadania l\f 486. Jedno. VI' tym

celu wystarczy wykazac. ze zapis dziesietny
liczby 9999 nie konczy sie na 99. Gdyby

9999 '" 99 (mod 100), to 9998 '" 1\ (mod 100),

czyli (9499)' '" II (mod 100). Jednak

kongruencja x' '" II (mod 100) nie ma
rozwiazan: jesli x = 10k± l, to

x' = 100k' ± 20k+ l, skad wniosek, ze cyfra

dziesiatek jest parzysta,

Mgr Jaroslaw GÓRNICKI

Cyklicznosc to zjawisko, które w matematyce jest znane. Mamy cykliczne: grupy, permutacje,
no i nierównosci. Na te ostatnie chcemy zwrócic uwage Czytelników.

Oto naj prostszy przyklad. Jezeli rózne od zera liczby rzeczywiste Xl, X2 sa tego samego znaku, to

(1)
XI X2~+--;;;. 2.
X2 XI

Wynika to z rachunku

Mozna podac prostszy dowód twierdzenia l,

gdy;znamy nierównosc Cauchy'ego:
dla nie ujemnych liczb rzeczywistych

Yl,Ylt ···,Yn,

Naturalne uogólnienie nierównosci (1) jest nastepujace.

Twierdzenie 1. Niech n bedzie ustalona liczba naturalna (n ;;;. 2). Wtedy dla dowolnych dodatnich
liczb rzeczywistych X I , X2, ... , Xn zachodzi nierównosc

Dowód. Skorzystamy z zasady indukcji matematycznej. Dla n = 2 nierównosc jest prawdziwa.
Zalózmy, ze dla pewnego n zachodzi wzór (2). Wykazemy, ze wtedy prawdziwa jest nierównosc

Przyjmujac Yl = ~. dla i = 1,2, ... , n-I
XJ+l

oraz Yn = ~, otrzymujemy
Xl

(2)
Xl X2 X3 Xn-l XI!-+-+-+ ...+~-+-;;;. n.
X2 X3 X •• Xn XI

l (Xl xn)
- -+ ...+-;;.
n X2 Xl

Xl X2 Xn Xn+l---+--+...+-- +__o ;;;. n+1.
X2 X3 Xn+ I XI

Niech XI = min(xl' X2 •...• XnH), czyli X2 ;;;. Xl •...• XnH ;;;. XI'

Mamy wiec

czyli

ROl",iazanH' ZadaOl3 '\1 485. "'iccl-t Xm oznacz

rÓZnice miedzy liczba kul w pudelkach l i 11

po m losowaniac' (XI) n). Jesli Xm •• k, to
n+k

w pudelku l Jcst 2 kul (dlaczego jest to

liczba calkow ta'), Ponadto

n-k

2 z prawdopodobienstwem 2/1 ~

Dzielac obustronnie ostatnia nierównosc przez X2XI otrzymujemy

Xn+l Xn+l Xl------+~;;;. l,
XI X2 X2

Gdy Xk = min(xl. X2, ... , Xn+l), gdzie k E [2, n+1] II N, to przenumerowujemy ciag (Xl)

cyklicznie, tzn, YI = Xk, Y2 = Xk+ b Yn-k+ 2 = Xn+ l, Yn-k+ 3 = Xl, •.. , Yn+ 1 = Xk_" a nastepnie
korzystamy z czesci juz udowodnionej. Zatem na podstawie twierdzenia o indukcji matematycznej
wzór (2) jest prawdziwy dla liczb naturalnych n ;;;. 2.

. skad

n

n+k
,\'", ~ k)

X?l 1 -Xm

2 d b, . n + k
z prawdopo o .ens twem - 'in

-I
czyi, P(Xr.;. -x ••

k) W 1903 roku A. M. Nesbitt podal nastepujaca nierównosc dla liczb rzeczywistych (Problem
15114, Educ. Times (2) 3 (1903),37-38):

jezeli Xl' X2, X3 > O, to

n k
2n

Dla wygoav WJ~rc~ ldzimy nowe ')znacZt"nie'

jesli X jest zmienna losowa, A zdarz-niem,

to E(X; A) = EX l •• g'.\Z1e lA .c,t ur.ienn,!
losowa przyjmuJ~ca wartosc l, gdy A ""lo
i Q w przeciwnym razie Mamy wiec

(3)
Xl X2 X3 3--~+-+--;;;'-.

X2 +X3 Xl +X3 Xl +X2 2

~ k P(X" = k)
fi Jej dowód mozemy przeprowadzic korzystajac z nierównosci (1).

Sumujac po kotrzymujemy

F'\'m+1 Xm) ~
n

stad
E r"+1

(1- :)E.i\rnt

atem EXm '-

(l~rrxo/1.~\m

\
,,/li.

Jak Wic. H•..., sr~dnia r61:;.1I<::l dosl,. ~7vbk(
.lmierza (io 2er3

+ X2 + X3 = ~[(XI+X2)+(XI+X3) -1+ (X2+XI)+(X2+-':.:!XI+X3 XI+X2 2 X2+X3 XI+X3

Równosc w (3) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Xl = X2 = X3'



Nierównosc (3) moze miec rózne uogólnienia w postaci nierównosci cyklicznych, Pierwszym
z nich jest

Dowód. Zastosujemy to samo przeksztalcenie co w dowodzie nierównosci (3). W celu

uproszczenia zapisów wprowadzmy oznaczenia: I

Twierdzenie 2. Niech n bedzie ustalona liczba naturalna (n ~ 2). Wtedy dla dowolnych dodatnich
liczb rzeczywistych x l , X2, .•. , Xn zachodzi nierównosc

n

n-I

i= 1,2, ... ,n.

Xl X2
-----~ + ------- + ... +
X2+X3+ •.. +Xn Xl +X3+ ... +Xn

Otrzymujemy wtedy

Rozwiaz~nie zadania F 231. Tryt rózni sie od

wodoru jedynie istnieniem dwóch dodatkowych

neutronów w jadrze, a wiec jego wlasnosci

chemiczne. okreslone przez elektrony. beda

takie same jak "zwyklego" wodoru. A wiec

w temperaturze pokojowej bedzie to gaz
o wzorze 3H2 imasie molowej J1. = 6 g/mol.

Na poczatku podanego okresu w pojemniku

znajdowala sie ~'w = 1/6 mola wodoru.

W ciagu 12 lat polowa jego przeksztalca sie

w jednoatom9wy hel, a wiec zostalo
v = 1/4 mola. Cisnienie znajdziemy z równania

stanu gazu doskonalego:

p = vRTIV = 6.2' 10' Pa.
Xl = -Ul, i=1,2, ... ,n,

a zatem

Rozwiazanie zadania M 484. Jezeli punkty X

i Y st.anowia rozwiazanie zadania, to

1° ~ CAB= ~ YAX= ~ AYX"':"'wynika

stad. ze rozwiazanie istnieje tylko dla takich

A. B. C. dla których ~ CAB < 90';
2° ~ ACX = ~ YCX = ~ YXC =

= ~(l800-~CYX)= I <:AYX=':.<:CAB
222

- wynika stad. ze rozwiazanie istnieje tylko

dla takich A. B, C, dla których
1

~ACB > 2: <: CAB.

Warunki te wystarczaja równiez do

przeprowadzenia konstrukcji, bowiem z 2°

wynika, ze X lezy na pólprostej tworzacej z CA

I. k
kat 2:"" gdzIe", = ~ CAB, a ta a pólprosta

latwo skonstruowac.

A/ II " ••.•.... B

Wynik dla 11 = 13 zostal uzyskany w 1985

roku (B. A. Troesch w Math. Computatioll 45

(1985). 199-207).

Xl X2 Xn--~--------. + -------+ ... +-------
X2+X3+ ... +Xn Xl +X3+ ... +Xn Xl +X2+ •.. +Xn-l..

1 [( Ul U2 ) ( Un_ l un) ]
=-- -+- + ... + ----+-- -n(n-2) ~

n-I U2 Ul. ,Un Un-l

lIn
~ --- (2+2+ ... +2-n(n-2)) = -- (n2-n-n2+2n) = -~n-l --...--- n-l n-l

n(II-I)
--2-- razy

Inne uogólnienie nierównosci (3)zaproponowal w 1954roku, na lamach The American

Mathematical Monthly (Problem 4603,str. 571),H. S. Shapiro,

Problem Shapiro. Niech O ~ Xl E R,'"Xi +XI+1 > O dla i = 1,2, ... , n, (X~+l = Xl)' Czy dla
wszystkich naturalnych n ~ 3 prawdziwa jest nierÓwnosc

(4)

Negatywna odpowiedz dal w 1956roku M. J. Lighthill wykazujac, ze dla n = 20nierównosc (4)
nie zachodzi. W tym samym roku H. S. Shapiro podal dowód nierównosci (4) dla n = 4,
C. R. Phelps zas - dowód. dla n = 5. Powstalo wtedy pytanie: dla jakich n ~ 3 nierównosc (4)

jest prawdziwa? W latach nastepnych pojawilo sie kilkadziesiat prac, m.in. A. Zulaufa i
P. H. Dianandy, którzy podjeli to zagadnienie. W wyniku dotychczasowej dzialalnosci
udowodniono, ze
10 dla n ~ 13 nierównosc (4) jest prawdziwa,r dla n = 14,16,18,20,22i dla dowolnego n ;;. 24nierównosc (4)jest falszywa.
Przypadki n = 15,17,19,2123,nie zostaly dotychczas rozstrzygniete!

W 1958roku A. Zulauf podal kontr przyklad dla n = 14.Nie bedziemy tu omawiac metody,

która pozwala podac 'wiele takich przykladów, a wskazemy jeden uklad liczb rzeczywistych,
dla których nierównosc (4) nie jest spelniona. Oto te liczby:

Rozwiazanie zadania F 230. Po wybuchu liczba

czastek radioaktywnych pochodzacych
z wybuchu M ~ I kg plutonu (A = 242)

w calej atmosferze wynosi N = MNAIA =
= 2.5 . 10". Masa powietrza w atmosferze

jest równa Mo = Po4~R'lg = 4,6' 1018 kg,

a liczba molckul powietrza w,calej atmosferze
No = MoNA/I' = 9,6' 10" (II - masa

molowa, Po cisnienie normalne). Liczbe

molekul w objeto.ci I dm' mozna w

warunkach normalnych znalczc z warunku,

ze 1 mol (6,02 . lO,j) powietrza zajmuje

objetosc Vo = 22,4 dm'. Znajac cala liczbe
molekul powietrza i czasteczek

radioaktywnych mozemy znaleic liczbe

czastek w objeto,ci V = l dm': 11 = "oN /N o =
c 700 dm' '.
A wicc kazda próba atomowa w atmosferze

powoduje, iz za kazdym kolejnym wdechem

wchlaniamy do organizmu okolo 700

dlugozyciowych radioaktywnych produktów

rozpadów zachodzacych w trakcie wybuchli.

Wprowadzmy oznaczenie

Xl Xn_l Xn---+ ...+---+---
X2+X3 Xn+XI Xl +X2

Wówczas elementarne rachunki pokazuja, ze

___ 9965667 14
114(xI,X2, ""XI4) = 2+--- ~ 6.88<-2042040 2

A. Zulauf podal równiez kilka ciekawych obserwacji:
L Jezeli w problemie Shapiro istnieje kontrprzykla:d dla n, to istnieje kontrprzyklad dla n+ 2.

Dowód. Niech liczby Xl, X2, ... , Xn spelniaja wszystkie zalozenia problemu Shapiro oraz
n

In(xt, X2, ... , xn) < -. Na podstawie latwej do sprawdzenia równosci
2

In+2(xI, X2, ... , Xn_I,Xn, Xn-l, xn) = In(xt, X2, .•.• xn) + I
widac, ze)stnieja liczpy Yl, Y2, ... , Yn, Yn+1, Yn+ 2, dla których

11



n+2
!n+2(Yl,Y2, .. ·,Yn+2) =!n(Xl,X2, ... ,xn)+l < --o

2

Poniewaz wskazalismy kontrprzyklad dla n = 14, wiec na podstawie powyzszej uwagi, dla
dowolnego parzystego n > '14 nierównosc (4) jest falszywa.

n. Dla losowo wybranych n dodatnich liczb rzeczywistych prawdopodobienstwo tego, ze
1

nierównosc (4) jest prawdziwa, wynosi co najmniej -.
2

Jest to konsekwencja nastepujacej nierównosci

!n(Xl,X2, ... ,Xn)+!n(Xn,Xn_l, ... ,XI) ~ n.

Oto jej dowód. Jezeli Ak = Xk + Xk+i, (Xk+n = Xk), k = I, 2, ... , n, to wtedy

n n

}; Ak L Ak+2
-n+ ---+ --~n

A A '
k=l HI k=l k+1

poniewaz

na podstawie twierdzenia 1.
. III. Dla nieujemnych liczb rzeczywistych Xl' X2, ... , X n (n ~ 3), takich, ze Xl +Xl + 1 > O,

(xn+ 1 = X I, i = 1, 2, ... , n) prawdziwa jest nierównosc

XJ X2 Xn_l Xn

1 < o + ---- + ... + ----- + .---- < n- I.
Xlo;;f-X2 X2+X3 Xn_1 +Xn Xn+XI

Czytelnika zainteresowanego ta problematyka odsylamy do prac oryginalnych, których
bibliografie mozna znalezc w monografii Dragoslava S. Mitrinovicia Analytic Inequalities.

adanla

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 484. Dany jest trójkat ABC. Znalezc taki punkt X na boku AB i taki punkt Y na boku AC,
zeby AX = XY = Yc.
Rozwiazanie na str. 11

M 485. W pudelku 1 znajduje sie n ponumerowanych kul. Pudelko II jest puste. Postepujemy
w nastepujacy sposób: losujemy numer kuli i kule o tym numerze przekladamy z pudelka do
pudelka. Znalezc srednia róznice liczby kul w pudelku I i n po In przelozeniach.
Rozwiazanie na str. 10

M 486. Ile zer ma na koncu liczba 9999 + 1 w zapisie dziesietnym?
Rozwiazanie na str. 10

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 230. Zakladajac, ze podczas wybuchu bomby atomowej wykonanej z M = 1 kg plutonu 242pU

z kazdego atomu plutonu powstaje jedna dlugozyciowa czastka radioaktywna, ocenic liczbe
takich czastek w objetosci V = 1 dm3 powietrza przy powierzchni Ziemi. Przyjac, ze wiatr

powoduje równomierne rozprzestrzenienie w calej atmosferze Ziemi radioaktywnych produktów
wybuchu. Promien Ziemi jest równy R = 6· 106 m.
Rozwiazanie na str. 11

F 231. W pojemniku o objetosci 1 l znajduje sie 1 g trytu (izotop wodoru o masie atomowej 3)

o temperaturze 27°C. W ciagu 12 lat polowa jader trytu przejdzie w jadra helu. Jakie cisnienie
bedzie panowalo w zbiorniku po uplywie tego czasu?
Rozwiazanie na str. 11
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Mgr Marek PFUTZNER

Niedawno (przelom 1986{87) minelo 30 lat od ogkrycia pewnego zdumiewajacego prawa
przyrody. Jest ono na tyJe podstawowe, ze do zastanowienia sie nad nim wystattza szkolna
znajomosc fizyki: zachecam wiec kazdego do namyslu nad ta intrygujaca sprawa.

Zagadka

Istote problemu chyba najlepiej opisal R. Feynman (patrz Wyklady Feynmana z fizyki, tom I,
rozdzial 52). Otóz wyobrazmy sobie, ze nawiazalismy lacznosc radiowa z jakas pozaziemska
cywilizacja. Nauczylismy sie juz rozumiec wzajemne sygnaly i wymieniamy informacje o naszych
swiatach. Nagabywani przez kosmicznych rozmówców napotykamy problem: jak wyt!umaczyc im,
ze serca mamy umieszczone po lewej stronie ciala, albo jak jednoznacznie wskazac, ze podajemy

sobie prawe dlonie w gescie powitania? Droga radiowa mozemy przekazac im wiele naszych
pojec, takich jak liczby, góra, dól, ale jak rozróznic prawe i lewe? A skad my wiemy, która
strona jest prawa? No, oczywiscie kazdemu z nas, w dziecinstwie, rodzice pokazali: To jest

Twoja prawa reka i poniewaz wszyscy stosuja te sama konwencje, nie dochodzi do nieporozumien.
Ale wyobrazmy sobie jeszcze, ze z jakichs powodów nie mozemy wskazac naszym rozmówcom
zadnego obiektu, mówiac np: Jak patrzycie w naszym kierunku, to ta gwiazda jest po lewej
stronie, tylko musimy opisac sposób jednoznacznego wyróznienia np. prawej strony. Nasze
zadanie polega na znalezieniu jakiegos zjawiska fizycznego, które wykazuje asymetrie

wyrózniajaca strone prawa lub lewa.

Zeby sprawdzic, czy dane zjawisko przejawia taka asymetrie, mozemy posluzyc sie nastepujaca
metoda. Budujemy najpierw urzadzenie, w którym bedzie przebiegal badany proces. Nastepnie
budujemy drugie urzadzenie, które jest identyczne ze zwierciadlanym odbiciem tego pierwszego
(przez odbicie zwierciadlane rozumiemy przeksztalcenie symetrii plaszczyznowej). Mamy teraz
dwa fizyczne uklady bedace swoimi lustrzanymi odbiciami. Wykonujemy doswiadczenie

w pierwszym urzadzeniu, a potem w drugim, rejestrujac wyniki w obydwu przypadkach np. na
tasmie filmowej. Porównujemy oba przebiegi w nastepujacy sposób. Film przedstawiajacy proces
w drugim ukladzie puszczamy normalnie, a film z pierwszego urzadzenia wkladamy do
projektora odwrócony "na lewa strone", tak, by na ekranie obserwowac zwierciadlane Odbicie
zarejestrowanego zjawiska. Jesli zauwazymy jakies róznice miedzy tak ogladanymi filmami, to
bedzie to znaczylo, ze zjawisko w drugim urzadzeniu przebiega inaczej niz zwierciadlany obraz
zjawiska w pierwszym ukladzie. Powiemy wtedy, ze badany proces wykazuje asymetrie
zwierciadlana, co, jak sie okaze, pozwala na odróznienie strony prawej i lewej.

Rozwazmy prosty przyklad. Na rysunku la przedstawiony jest pewien uklad doswiadczalny.
Tworzy go, lezaca na plaszczyznie P, petla z drutu, w której plynie prad elektryczny l.
Wyrózniona jest os "z" prostopadla do plaszczyzny. Stosujac nasze konwencje powiedzielibysmy,
ze prad w tej petli plynie w kierunku "prawym", bo sruba prawoskretna wkrecana w tym
kierunku bedzie sie przesuwac w dodatnia strone osi "z". Na rysunku lb mamy uklad bedacy
zwierciadlanym odbiciem ukladu a. W petli b prad plynie w "Iewo"! Niech doswiadczenie polega
na tym, ze w poblizu srodka petli wystrzeliwujemy elektrony poruszajace sie w plaszczyznie, petli.
Prad l wytwarza pole magnetyczne, które odchyli elektrony w kierunku zaznaczonym na rysunku
(warto to sprawdzic stosujac elementarne prawa elektrodynamiki). Ruch elektronów w ukladzie

b (rys. 1b) bedzie lustrzanym odbiciem ruchu elektronów w urzadzeniu a, mamy tu symetrie
zwierciadlana i nie mozemy na podstawie tego doswiadczenia odróznic kierunku prawego od
lewego.

W tym miejscu zachecam Czytelnika do zastanowienia sie i do próby wymyslenia takiego procesu,
który bylby asymetryczny w wyzej wymienionym sensie.

Pomysl I

Okazuje sie, ze dopóki pozostajemy w kregu zjawisk mechanicznych lub elektromagnetycznych,
to nie ;znajdziemy sposobu na rozwiazanie naszej zagadki. Jest tak dlatego, ze podstawowe prawa
mechaniki i elektrodynamiki, bargzo dobrze sprawdzone doswiadczalnie, wykazuja symetrie

zwierciadlana. Ale w przyrodzie sa jeszcze inne procesy, naleza do nich np. oddzialywania slabe.
W 1956 roku fizycy Tsung Dao Lee i Chen Nin Yang zauwazyli, ze brak jest danych
doswiadczalnych rozstrzygajacych, czy oddzialywania slabe sa symetryczne wzgledem odbic
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zwierciadlanych czy nie, i zaproponowali w zwiazku z tym kilka eksperymentów. Oto idea
jednego z nich.
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Do zjawisk zachodzacych pod wplywem sil slabych nalezy tzw. rozpad {J- jader atomowych.
Polega on na tym, ze jeden z neutronów w jadrze zmienia sie w proton i towarzyszy temu emisja
elektronu oraz bardzo przenikliwej czastki, zwanej neutrinem. Neutrino jest bardzo. trudne do
zarejestrowania i nie bedziemy dalej brali go pod uwage. Niektóre z jader, ulegajace takiej
przemianie, maja moment magnetyczny, czyli zachowuja sie tak, jak malutka petla z pradem.
Wykorzystamy teraz nasz poprzedni uklad doswiadczalny i umiescimy próbke takich jader
w poblizu srodka drucianej petli (patrz rysunek 2a). Momenty magnetyczne jader zostana
uporzadkowane przez pole magnetyczne pradu l. Jesli do opisu tego zjawiska posluzymy sie
analogia momentu magnetycznego do ramki z pradem, to powiemy, ze ustawi sie ona równolegle
do plaszczyzny P, a kierunek plynacego w niej pradu bedzie taki sam, jak kierunek pradu I

w duzej petli. Na rysunku 2b mamy lustrzane odbicie omówionego powyzej ukladu. Prad w,duzej
ramce plynie "w lewo" i kierunek pola magnetycznego jest odwrócony, co pociaga za soba
zmiane orientacji momentów magnetycznych jader w próbce. Eksperyment polega teraz na tym,
ze obserwujemy, w która strone'wylatuja elektrony emitowane przez rozpadajace sie jadra. Jesli
kierunek emisji elektronu nie zalezy od orientacji momentu magnetycznego, to w ukladzie 2a
tyle samo elektronów poleci w góre i w dól wzgledem osi z, w ukladzie 2b bedzie tak samo
i zjawisko okaze sie symetryczne wzgledem odbic zwierciadlanych. Jesli jednak kierunek
momentu magnetycznego wplywa na kierunek emisji elektronów i np. w ukladzie 2a bylyby one
emitowane przewaznie dO dolu, to w ukladzie 2b beda wylatywaly do góry!

Wiekszosc fizyków tak gleboko wierzyla w to, ze wszystkie prawa przyro<ly sa symetryczne
wzgledem odbic lustrzanych, ze ten drugi przebieg zjawiska wydawal sie zupelnie absurdalny.
Jeden z naj wybitniejszych fizyków, Wolfgang Pauli, gotów byl nawet zalozyc sie o duza sume,

ze w rzeczywistym doswiadczeniu elektrony beda emitowane symetrycznie wzgledem momentu
magnetycznego.

DoswiadQenie Wu

Rys. 4. Na osi pionowej liczba zliczen
kwantów y podzielona przez liczbe
zliczen przy cieplej próbce. Na osi
poziomej czas w minutach.

Rys. 3. G - detektor elektronów
G l, G2 - deiektory kwantów y
C - cewka wytwarzajaca pole

magnetyczne
K - krysztal azotanu CeMg

o 2 4 6 10 12 14 16

Przeprowadzono wiec eksperyment. Dokonala tego grupa fizyków ,amerykanskich pod
kierownictwem pani Chien Shien Wu. Schemat ukladu doswiadczalnego przedstawiony jest na
rysunku 3. Jako próbke uzyto izotopu kobaltu 60CO, który ulega przemianie P- i którego jadra
maja rózny od zera moment magnetyczny. Próbka ta zostala umieszczona wewnatrz rury
prózniowej, otoczonej cewkami wytwarzajacymi pole magnetyczne. Nad próbka.znajduje sie
detektor elektronów. Najwieksza trudnosc techniczna polega na tym, ze w normalnej
temperaturze nie mozna ustawic momentów magnetycznych w jednym kierunku ­
przeszkadzaja temu drgania cieplne. Ochlodzenie próbki do bardro niskiej temperatury odbylo
sie nastepujaco. Warstwa 60Co zostala napylona na krysztal paramagnetyka (byl to azotan CeMg).
Przez chlodzenie cieklym helem (temp. 1,2 K), a nastepnie przez adiabatyczne rozmagnesowanie

paramagnetyka udalo sie obnizyc temperature próbki do 0,01 K. W tych warunkach zewnetrzne
pole magnetyczne polaryzuje powloki elektronowe paramagnetyka, które z kolei wytwarzaja
pole zdolne do ustawienia momentów magnetycznych jader 60Co. W rozpadzie f3- 60CO oprócz
elektronu i neutrina emitowane sa takze czastki promieniowania elektromagnetycznego, tzw.
kwanty y. Rozklad katowy tych czastek jest symetryczny wzgledem kierunku momentu
magnetycznego, ale prawdopodobienstwo emisji w plaszczyznie "równikowej" (tj. prostopadlej do
osi "z") jest wi~ksze niz prawdopodobienstwo emisji w kierunkach "biegunowych". Mierzac
natezenie tego promieniowania w plaszczyznie "równikowej" (sluzy do tego detektor Gl) oraz
w kierunku "biegunowym" (detektor G2) mozna sprawdzic, czy rzeczywiscie udalo sie ustawic
momenty magnetyczne w jednym kierunku.
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Na rysunku 4 przedstawiono liczby zliczen zarejestrowanych przez detektory Gl i G2 jako funkcje
czasu, który uplynal od ochlodzenia próbki. Zgodnie z oczekiwaniem licznik Gl rejestrowal
wiecej czastek y niz licznik G2, co wskazuje na to, ze momenty magnetyczne jader 60Co zostaly
uporzadkowane. Wskutek ogrzewania sie próbki anizotropia ta zmniejsza sie z czasem i zanika
zupelnie po uplywie okolo 7 minut, co odpowiada zniszczeniu uporzadkowania przez drgania
termiczne. Okazalo sie, ze efekt ten jest taki sam, jesli wykona sie to doswiadczenie z polem
skierowanym przeciwnie. Najciekawszy jest jednak wynik zliczania elektronów. Rysunek 5
przedstawia liczbe zarejestrowanych elektronów jako funkcje czasu"dla dwu przeciwnych
kierunków pola magnetycznego. Widac wyraznie, ze w przypadku, gdy pole B bylo skierowane
do- góry (prad w cewkach plynie wtedy tak, jak na rysunkach l a i 2a), do licznika dolatuje mniej'
elektronów niz wtedy, gdy pole jest skierowane do dolu!!! Powolne ogrzewanie sie próbki
i towarzyszacy mu zanik uporzadkowania zmniejsza ten efekt dokladnie tak samo, jak
w przypadku czastek y. Okazalo sie wiec, ze kierunek emisji elektronów zalezy od orientacji
momentu magnetycznego jadra!



Wielkosci zwiazane 7. obrotami, takie jak

moment pedu czy moment magnetyczny
nazywamy pseudowektorami. Ich zwrot

okreslamy za pomoca konwencji (sruba
prawoskretna). Obliczmy iloczyn skalarny
momentu magnetycznego jadra i pedu
emitowanego elektronu. Otrzymamy liczbe,
czyli skalar. Ale nie jest to zwykly skalar, bo
jak zmienimy konwe,ncje (uzyjemy sruby
lewoskretnej), to moment magnetyczny zmieni

zwrot, a ped nie, w wyniku czego ich iloczyn

skalarny zmieni znak, Wielkosc taka
nazywamy pseudoskalarem. Doswiadczenie

Wu pokazalo wiec, ze w przyrodzie istnieja
zjawiska, które mozna opisac przez rózna od

zera wielkosc pseudoskalarna. Jej znak zalezy

od konwencji definiujacej prawoskretnosc .

Mamy zatem zjawisko niesymetryczne wzgledem odbic zwierciadlanych. Oto rozwiazanie naszej
zagadki. Mozemy opisac cale urzadzenie naszym kosmicznym sasiadom i powiedziec im:
Wybierzcie sobie zwrot osi z. Ustawcie wszystko tak, zeby elektrony wylatywaly przewaznie do dolu
(tj. przeciwnie do zwrotu osi "z"). Jezeli zródlem zewnetrznego pola magnetycznego jest cewka,

w której plyna ladunki dodatnie (takie jak proton), to plyna one w kierunku, który my nazywamy
prawym.

Jak to zwykle bywa w nauce, rozwiazanie jednej zagadki przynosi nowe. W powyzszej definicji
kierunku prawego istotna role pelni znak ladunku plynacego w cewkach. Ale przeciez wiadomo,
ze w przyrodzie istnieja antyczastki i np. antyproton ma mase i wielkosc ladunku elektrycznego
taka sama jak proton, rózni sie tylko znakiem ladunku. Jak teraz wytlumaczyc, ze chodzi nam
o czastki z ladunkiem dodatnim? Powyzsza metoda zadziala poprawnie, jesli swiat kosmicznych
przyjaciól jest zbudowany z takich samych czastek co nasz. A co bedzie, jesli w ich otoczeni.'
znajduja sie wylacznie antyczastki?
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Liga zadaniowa

W:'d:ri9lu Fizyki

Skrót regulaminu

Wydzialu Matematyki, InformatykI i Mechaniki,

Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44 Mil

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 147 /WT-2,59/ i 148 /WT=2,46/
z numeru 3/1987

Pawel Kaminaki - Warazawa 47,87pkt
Zbigniew Zau. - Krak6w 45,47pkt
Krzysztof Zawlslawski-Warszawa 42,14pkt

Karol Jachacy - Tluazcz 41,97pkt
Jerzy Janowicz - BoleBlawiec41,27pkt

Dariusz Kurpiel - Zarazyn 41,16pkt
Grzegorz Zakrzewski- Trzcianka 40,03pkt

Pan Kaminski jest trzecim pieciokrotnym

zdobywca 44 punkt6w. Pan Zaus WChOdZi,dO
Klubu 44 z numerem czterdziestym siódmym.

Czolówka ligi zadaniowej 11Klub 44 Fil

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 47 /'~=1,52/ i 48 /WT~2,85/
z numeru 4/1987

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadsylac rozwiazania c·zterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde

na oddzielnej kartce). mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki

i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F,
Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4- 3 SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N -liczbe osób, które
nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany' w numerze 1/1987,

Termin nadsylania rozwiazan: 31 XII 1987

/adania 'L. matematyki nr 1'57, 158

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

157. Wielokat plaski W ma pole S i obwód dlugosci d. Udowodnic, ze W zawiera kolo o
promieniu wiekszym od Sld.

158. Liczby rzeczywiste x" ... , Xn spelniaja warunki x 1 ~ ... ~ xn, X l + ." + x n ='O. Dowiesc,
ze xi+ ,,'. +x; ~ -nX,xn i orzec, kiedy zachodzi równosc.

Zadanie 158 przyslal pan Adam Ruszel z Krosna.

7 ada ,ia l fizyki nr 55 i '56

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Pan Bala oaiagnal 44 punkty juz po raz
drugi, pan Repucha jest piatym czlonkiem

Klubu 44 F, a pani Gluza - pierwsza

pania w Klubie 44 F.

Piotr Bala
Robert Repucha

Anna Gluza

Jerzy Lipkowski

Jacek Stelmach
Piotr Wach

Leszek Szalast
Zbigniew Galiaa

- Toru..'"l

- Goldap
- Torun

- Elbl'lg
- Zabrze
- Katowice

- Radzyn Pdl
- Kraków

47,43pkt
44,50pkt
44,llpkt
41,03pkt
40,67pkt
38,92pkt
34,92pkt
30,98pkt

SS. Danych jest pietnascie oporników, z których jeden rózni sie oporem od pozostalych­
identycznych. Dysponujac ogniwem o znanej biegunowosci, galwanometrem wskazujacym
kierunek plynacego pradu (z zerem posrodku skali) i przewodami do polaczen, nalezy
zidentyfikowac odmienny opornik i okreslic, czy jego opór jest wiekszy, czy tez mniejszy od
pozostalych oporników. W jaki sposób nalezy postepowac, aby tego dokonac za pomoca jak
najmniejszej (nie wiekszej niz szesc) liczby pomiarów?

56. Patrzac przymruzonymi oczyma na odlegle latarnie widzimy zwykle dodatko","o "promienie"

w)jchodzace ze zródla swiatla w góre i w dól. Podac wyjasnienie tego zjawiska, mozliwie poparte
wlasnymi obserwacjami.
Wskazówka: powierzchnia rogówki oka jest zawsze pokryta warstwa sluzowatej cieczy.
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Efekt fotoelektryczny polega na wybijaniu elektronów
z powierzchni metalu przez padajace z zewnatrz kwanty
promieniowania elektromagnetycznego - fotony. Róznica energii
pochlonietego fotonu i pracy wyjscia: z metalu zamienia sie przy
tym w energie kinetyczna elektronu.
Przed czterema laty odkryto, przewidziane wczesniej
teoretycznie, tzw. zjawisko fonokinetyczne, które jest bliskim
analogiem zjawiska fotoelektrycznego. Zjawisko to polega na
wybijaniu atomów z pówierzchni nadcieklego helu przez kwanty
rozchodzacego sie w cieczy dzwieku (fonony). Pracy wyjscia
odpowiada w tym procesie cieplo parowania na jeden atom cieczy.
Jak sie okazalo, suma tego ciepla i zmierzonej energii kinetycznej
wybitego atomu jest zawsze równa energii pochlonietego fononu,
czyli spelniona jest identyczna relacja jak w przypadku efektu
fotoelektrycznego.

Zalózmy, ze mamy dane na plaszczyznie dwa okregi, z których
jeden jest zawarty w drugim. Wybieramy punkt na okregu
zewnetrznym i prowadzimy z niego styczna do mniejszego okregu.
Z punktu przeciecia tej stycznej z wiekszym okregiem prowadzimy
nastepna styczna itd. (rysunek). W efekcie otrzymujemy 1amana
opisana na mniejszym z okregów i wpisana w wiekszy. Kiedy ta
lamana sie zamknie? Oczywiscie zalezy to od polozenia
i wielkosci danych okregów. Okazuje sie, ze nie zalezy to jednak
od wyboru punktu poczatkowego.
Jest to szczególny przypadek twierdzenia Ponceleta.

Z gwiazd zmiennych j~ko pierwsza zostala odkryta Mira Celi
(Fabricius, 1596) - jej nazwa jest zreszta pózniejsza i pochodzi
od Heweliusza. Jest dosc dziwne, ze kilka gwiazd, których
zmiennosc mozna bylo zauwazyc nawet golym okiem, tak dlugo
pozostawalo nieznanych. Dopiero w XVII w. odkryto (ponownie)
Algola ({J Persei), a do polowy XIX w. znano mniej niz 20 gwiazd
zmiennych. Gwaltowny wzrost liczby znanych gwiazd zmiennych
zawdzieczamy bardzo popularnej do dzis wsród amatorów
astronomii metodzie oceniania jasnosci gwiazd opracowanej przez
Fryderyka Argelandera (1799-1875).

Cztery lata temu J. F. Prins z Johannesburga zaprezentowal
pierwszy tranzystor z naturalnego diamentu. Jego wartosc
uzytkowa byla niewielka, ale z zastosowaniem diamentu w
elektronice wiazane sa duze nadzieje. Diament, pólprzewodnik o
tej samej strukturze co krzem, jest bowiem bardzo dobrym
przewodnikiem ciepla (lepszym niz miedz i srebro). Jego
zastosowanie pozwoliloby rozwiazac problem odprowadzania
ciepla z ukladów elektronicznych, a dzieki duzej przerwie
energetycznej miedzy pasmem walencyjnym i pasmem
przewodnictwa (5,45 eV wobec 1,1 eV w krzemie) uklady takie
bylyby tez bardzo odporne na zmiany temperatury i
napromieniowanie. Technologia produkowania cienkich warstw
diamentowych, niezbedna do produkcji obwodów
elektronicznych, pozwolilaby takze wytwarzac niescieralne
narzedzia (np. noze nie wymagajace ostrzenia), uklady optyczne
odporne na powstawanie rys itp. Grupa prof. B. I. Derdzagina
w Instytucie Chemii Fizycznej w Moskwie opracowala metode
tworzenia warstw diamentowych w normalnych cisnieniach (!)
z szybkoscia l flm na godzine.

1&

Po odkryciu przez Galileusza czterech pierwszych ksiezyców
Jowisza Kepler oswiadczyl, ze Mars powinien miec dwóch
satelitów, poniewaz znajduje sie miedzy Ziemia, która ma jeden
Ksiezyc, a Jowiszem, który ma ich 4. Nie poparte dowodem
naukowym przypuszczenie KepIera zostalo potwierdzone dopiero
w 1877 roku, gdy A. Hall odkryl Deimosa i Phobosa. Juz w 15 lat
pózniej E. Barnard odkryl piatego satelite Jowisza.

Jesli przez srodek S dowolnej cieciwy PQ pewnego okregu
poprowadzimy dwie inne cieciwy AB i tD (niech A i C leza na
jednym z luków PQ, a B i D na drugim), to S jest srodkiem
równiez punktów Ti U, w których AD i BC przecinaja PQ.
Ze wzgledu na rysunek nazywa sie ten fakt twierdzeniem
o motylu.

Dzwiek to okresowe drgania - nastepujace kolejno po sobie
zageszczenia i rozrzedzenia osrodka. Bardzo krótki sygnal
dzwiekowy moze sie jednak skladac tylko z jednego okresu fali,
a nawet tylko z fazy zageszczenia.
Generacja bardzo krótkich sygnalów akustycznych stala sie
mozliwa dzieki rozwojowi techniki laserowej. W Bell
Laboratories w Stanach Zjednoczonych udalo sie uzyskac
impulsy dzwiekowe w cieczy o czasie trwania ponizej
l nanosekundy (10- 9 s). Powstawaly one przy naswietlaniu

" nanosekundowymi impulsami swiatla poczernionej folii metalowej
bedacej w kontakcie z ciecza. Amplituda impulsów siegala
kilkunastu tysiecy atmosfer, co w przypadku "niescisliwej" wody
odpowiada zmniejszeniu objetosci prawie o 30%.
Krótkie impulsy dzwiekowe stana sie nowym narzedziem badania
wlasnosci cial stalych i cieczy. Moga byc ponadto stosowane do
okreslenia grubosci cienkich blonek przez pomiar róznicy czasu
zarejestrowania "echa" od dolnej i górnej powierzchni blonki.

Najjasniejsze gwiazdy Wielkiej Niedzwiedzicy (a dokladniej: {J, }',
O, 6 i ~ Ursae Maioris) poruszaja sie na sferze niebieskiej ku
jednemu punktowi, co sugeruje, ze w przestrzeni poruszaja sie
niemal równolegle. Gwiazdy te sa przykladem tzw. gromady
ruchomej. Nazywamy tak grupe gwiazd nieraz mocno
rozproszonych na duzym obszarze nieba, które laczy wlasnie
wspólny ruch w przestrzeni. Oczywiscie przekonac sie o tym
mozna dopiero w wyniku szczególowych obserwacji.

Jesli trójkat ma równej dlugosci dwie dwusieczne', to jest
równoramienny (dokladniej: równe maja byc odcinkidwusiecznych
od wierzcholka do przeciecia z przeciwleglym bokiem). Dowód
jest tru®y - swiadczy o tym fakt, ze twierdzenie to ma nazwe:
Steinera-Lehmusa, oraz ze do dzis trwaja poszukiwania
eleganckiego dowodu wprost. Radzimy samemu spróbowac.
Latwo natomiast zauwazyc, ze jesli dwie dwusieczne zewnetrznych
katów trójkata sa równej dlugosci, to nie musi on byc
równoramienny. Oto przyklad
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