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o tomografii komputerowej Pro! dr Przemyslaw WOlTA SZCZYK

sa organy, przez które przechodzi, wiec porównanie XI z Xo

daje nam ich sumaryczna gestosc. To, co nas natomiast
interesuje, to rozklad gestosci wewnatrz ciala. Naturalnym
pomyslem jest robienie zdjec z róznych stron i porównywanie ich

ze soba. Na tej zasadzie wlasnie dziala tomograf. Praktycznie
daje on obrazy przekrojów ciala pacjenta. W wybranej
plaszczyznie przekroju wysylamy w róznych kierunkach liniowe
wiazki promieni Roentgena o ustalonym natezeniu poczatkowym
Xo i mierzymy natezenie koncowe x, . A teraz zacznijmy tlumaczyc
to na jezyk matematyki.

Mamy nastepujacy problem matematyczny:

Dla funkcji f, okreslonej na plaszczyznie, znamy

J fes )ds = FL dla kazdej pro.stej L. Znalezc funkcje /.
L

Na plaszczyznie dana jest nieujemna funkcja f. reprezentujaca

gestosc rentgenowska. Wzdluz prostej L biegnie promien
rentgenowski, który jest pochlaniany proporcjonalnie do gestosci
fi do dlugosci przebytej drogi. Jezeli gestosc jest stala i równa c,
to promien o natezeniu poczatkowym Xo po przebyciu drogi ,1
bedzie mial natezenie Xo exp( - c,1) (exp oznacza funkcje
wykladnicza o podstawie e). Jesli gestosc f nie jest stala, to
bierzemy punkty 050, SI, ... , S. jak na rysunku, i przyjmujemy
,11 = des!, SI-I) dla i = 1,2, ... , n. Jezeli ,11 jest male, to
funkcja f jest w przyblizeniu stala na odcinku [050, s tJ, a wiec
natezenie promieniowania w punkcie SI równe jest
w przyblizeniu Xo exp( - f(s,) . ,11). Analogicznie w punkcie S2

jest ono równe w przyblizeniu Xo exp( - f(s,),11)· exp( - f(s2),12)

= Xo· exp [- ([(051),11 +f(s2),12)]. Stad widac, ze natezenie

wyjsciowe XI bedzie równe w przyblizeniu Xo exp (- i' f(SI),1I);. 1=1

a wiec, ze po przejsciu granicznym (np. dla ciaglej funkcji/)
mamy

Podziekowanie. Chcialbym podziekowac mgr Beacie Toczylowskiej
i dr Renacie Szamowskiej z Zakladu Radiologii Akademii

Medycznej w Warszawie za wiele cennych informacji
iprzygotowanie zdjec.

Kazdy z nas mial Bpewne robione zdjecie rentgenowskie. Jest to
obecnie niezastapiona metoda diagnostyki medycznej. Nie jest to
jednak metoda doskonala. Na przyklad: na podstawie zwyklego
zdjecia klatki piersiowej nie mozna stwierdzic, czy lopatka jest
z przodu, czy z tylu. Oczywiscie i bez zdjecia kazdy wie, gdzie
ona jest, ale bywaja bardziej zlozone sytuacje, kiedy odpowiedz
nie jest tak oczywista. Wtedy prostym i szeroko w medycynie
stosowanym wyjsciem jest zrobienie zdjecia z boku. Ale
wyobrazmy sobie, ze chcemy zobaczyc cos (np. guz) w mózgu.
Na zdjeciu wyraznie widac kosci, ale zupelnie nie wiadomo, czy
ledwo, ledwo widoczna róznica w jasnosci zdjecia to
przypadkowy efekt niedoskonalosci aparatury lub kliszy,
minimalna róznica w grubosci czaszki czy tez istotna zmiana'
w tkance samego mózgu.

XI = xoexp( - J fes) dS),
L

czyli log(xo/X,) = J f(s) ds.
L

Czytelnik dziwi sie zapewne, skad nagle w Delcie o medycynie.
Otóz odpowiedz jest prosta. Od kilkunastu lat mozna za pomoca
promieni Roentgena otrzymywac bardzo dokladne obrazy
wnetrza organizmu. Umozliwia to tomograf komputerowy.
Celem tego artykulu jest wyjasnienie matematycznych zasad
dzialania tego urzadzenia. Zastanówmy sie, co dzieje sie w czasie
zdjecia rentgenowskiego. Wiazka promieni Roentgena
o znanym natezeniu poczatkowym Xo przechodzi przez cialo
pacjenta, gdzie jest pochlaniana, a natezenie koncowe XI jest
rejestrowane na kliszy. Poniewaz promieniowanie rentgenowskie
pochlaniane jest tym silniej, im gestsze (w sensie rentgenowskim)
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(I) Nasuwa sie pytanie: po pierwsze, czy to sie w ogóle daje
zrobic, po drugie- jesli sie daje, to jak?

W dalszym ciagu tego artykulu pokazemy, ze odpowiedz na

pytanie pierwsze jest pozytywna oraz naszkicujemy jedna
z odpowiedzi na pytanie drugie.

W dalszych naszych rozwazaniach przyjmujemy, ze funkcja I
bardzo szybko maleje w nieskonczonosci, tak, ze wszystkie

potrzebne nam calki beda zbiezne. W szczególnosci FL beda
dobrze okreslone i skonczone dla wszystkich prostych L.

Opiszemy teraz transformate Radona. Prosta L na plaszczyznie
mozemy okreslic dwiema liczbami p E R oraz rp E (0, 2n]. Wtedy

Lp,<p = {(x, y) : xcos rp+ysin rp = p}. Te sama prosta
przedstawiamy w 'postaci parametrycznej jako :(x, y) = A + r v f,

gdzie A jest punktem na plaszczyznie, a v jest wektorem
o dlugosci l, Dla funkcji I, okreslonej na plaszczyznie,
definiujemy jej transformate Radona Rljako funkcje okreslona
wzorem

+co

Rf(p, rp) = J I(x, y)ds = J I(A + rv)dr.
Lp,q; - 00

Aby obliczyc R(e-x1-y'), zauwazmy, ze obrót dookola zera nie
zmienia wartosci funkcji e-x2-y2, zatem R(e-x2-y') (p, q;) zalezy
tylko od odleglosci prostej Lp. 'I' od zera, a wiec od p.

Mamy wiec

+00 +00

R(e-x'-Y')(p, rp) = .r e-P,-"ldy = e-P' f e-Y'dy.
- co - (()

O tej ostatniej calce wiadomo, ze równa sie ona y'iT, wiec
ostatecznie R(e-x2-y2)(p, rp) = y'iTe-P'. Podstawiajac to do
równania (4), otrzymamy

(5) R(lpuH p, fI!) = (- I )k+ I vn coskrpsin'rpo~+ '(e- P') =
= y'iT coskrp sin'rpe- fi' Hk+ /p).

Jestesmy teraz gotowi dac odpowiedz na pierwsze z pytan (I).

Twierdzenie. Transformata Radona R jest róznowartosciowa,

Dowód. Przypuscmy, ze dla dwóch funkcji f, ,f2 i dla kazdej

pary p, rp mamy Rf, (p, rp) = Rf2(P, rp). Stad latwo wynika, ze
R(fI - f2)(P, rp) = O. Oznaczajac f = f, - f2 oraz piszac f

w postaci (3) i stosujac (5) otrzymamy

(3)

Mnozac te równosc przez Hm(p), m = 0,1,2, ... , i calkujac
otrzymamy

+co

J Rf(p, rp)H,,(p)dp,
-00

/I

'\' ,. ,,-, BL a" ,,_,cos rp sm rp = "
s=O

gdzie

Z warunków ortogonalnosci (2) wynika, ze suma ta redukuje sie
do m-tego skladnika, a wiec

Zastanówmy sie teraz, jak obliczyc f znajac Rf Tak naprawde to
bedziemy obliczali wspólczynniki ak, I w (3).
Jak juz wiemy,

ex)

(6) y'iT .I; ak"coskrpsin'rp e-p2Hk+I(P) = O.
k,/=O

Naszym celem jest wykazanie, ze f = 0, a do tego wystarczy

pokazac, ze z (6) wynika, iz wszystkie ak, , = O. Równosc (6)
przepiszemy jako

yn i [i; a",,_.,cOs"rpsin"-"rp] H,,(p)e-P' = °/1=0 s=O

Uzywajac relacji ortogonalnosci, analogicznie jak poprzednio,
otrzymamy

111

'\' , 'm-' ° dl ° 1 2L a"m_,cos rp SIO fi! = a m = , , , ...
s=O

oraz rp E (O, 2n],

Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy ak, l = Odia k, l = 0, 1,2, .. ,
Otrzymalismy wiec róznowartosciowosc R,

co

f(x, y) = }; ak. ,1j!k. I(X, y).
k,l~O

Majac ten fakt latwo uwierzyc, ze
co

Rf(p, rp) = }; ak, I R1j!k, I(P, rp).
k,I=O

Widac wiec, ze aby dokladnie zbadac transformate Radona,

nalezy obliczyc R1j!k, l, Niech oxf (odpowiednio Oyf) oznacza
pochodna czastkowa wzgledem x (lub y) funkcjif(x, y), Mamy

R(oxf)(p, rp) = R(lim f(x+h, y)-f(x, y) ). =h--+O h (p, <p)

= lim l/h [ J f(x+h, y)- f f(x, y)] =
h--+O Lp,<p Lp,<p

= lim l/h [ J f(x, y)- J f(x, y)] =
h----"J>O Lp+hcos~.lP Lp,rp

= Iim lfh[Rf(p+hcosrp, rp)-Rf(p, rp)] =
h--+O

Aby odpowiedziec na pytanie (I), pokazemy, ze R jest
róznowartosciowe, tzn, jezeli f i g sa róznymi funkcjami, to
Rf =I Rg, oraz podamy pewne wskazówki, jak znajdowac f

znajac Rf
dk

Zdefiniujemy wielomiany Hermite'a Hk(r) = (_I)ket2 -~k e-t'dr

dk

dla k = 0, 1,2, .... Latwo zobaczyc, ze --k e-12 jest wielomianem
.. dt

stopnia k pomnozonym przez e-t', a stad Hk(t) to wielomian
stopnia k, Mamy równiez nastepujaca relacje, zwana relacja
ortogonalnosci

+co

(2) J H,(t) Hk(t) e-t' dt = ° dla s =I k, s, k = 0, 1,2, ...
-co

Za pomoca wielomianów Hermite'a okreslamy funkcje dwóch
zmiennych 1j!k, leX, y) = Hk(x) H,(y)e-X2-y2, Jest faktem, który
podamy bez dowodu, ze kazda interesujaca nas funkcja f daje
sie zapisac jako

Piszac= cos rpo.(Rf)(p, rp).

Analogicznie otrzymujemy R(oy/) (p, fI!) = sin fl!o.(Rf)(p, fI!).

Korzystajac z definicji wielomianów Hermite'a mozemy napisac

1j!k,/(X, y) = (_l)k+lo~o:e-x2-y2, a wiec powyzsze wzory daja

(4) R(1j!k, ,)(p, fI!) = (-l)k+lcoskrpsinl fl!o~+I[R(e-X'-Y')] (p, rp).

111 /I

}; a" "-S cos'rp sin"-srp = sin"rp .I; a" ,,_,ctg'rp
s=O s=O

B +co

widzimy, ze -. -"- J Rf(p, rp)H,,(p) dp jest wielomianem
sm"rp -co

stopnia co najwyzej n zmiennej ctg p. Znajac ten wielomian

2



mozemy obliczy0 jego wspólczynniki a" n-", a czyniac to dla
kazdego /I = O, I, 2, ". otrzymamy wszystkie wspólczynniki
lik. I, k, I = O, 1,2, '" To zas daje mozliwosc odtworzenia funkcji

j(x, y),

Jest to jednak tylko schemat teoretyczny. W praktycznym badaniu

tom,ograficznym nie mozemy poznac Rf(p, rp) dla wszystkich
wartosci p E R i rp E (O, 2n]. a tylko dla pewnego skonczonego
zbioru prostych (p, rp). Ponadto otrzymane wartosci RJ(p, (r)

zawsze obarczone sa pewnym bledem, Nalezy wiec znalezc
efektywne metody przyblizonych obliczen oraz sposoby sprawnej
ich realizacji na komputerze, Wymaga to dalszych, trudnych
badan matematycznych oraz opracowania bardzo
skomplikowanych programów komputerowych. Przedstawienie
tych zagadnieÓ wyraznie jednak wykracza poza ramy tego
artykulu i wiedze autora.

Ostateczny wynik, czyli nowoczesny tomograf komputerowy,
który mialem przyjemnosc ogladac w Zakladzie Radiologii
Akademii Medycznej w Warszawie, jest urzadzeniem naprawde
imponujacym. W celu zrobienia jednego takiego zdjecia, jak
na okladce, czy na poczatku artykulu (a badanie jednego
pacjenta to kilkanascie do kilkudziesieciu takich zdjec),
tomograf wykonuje pól miliona oddzielnych pomiarów, czyli

mierzy I/(x, y)ds dla ponad pól miliona prostych L. W kilka
L

sekund daje on na monitorze obraz calego przekroju lub
powiekszenie wybranej jego czesci. Tomograf pamieta wszystkie
przekroje dla danego pacjenta i w razie potrzeby potrafi je
przetworzyc na przekrój inna plaszczyzna. Uzywajac duzo
mniejszej liczby prostych moze dac bardzo szybka serie zdjec

(oczywiscie, mniej dokladnych), co pozwala zobaczyc ruch
pewnych organów albo przeplyw wprowadzonego do organizmu
kontrastu. Ma jeszcze wiele innych mozli\Vosci. Oczywiscie dla
medycyny to wszystko to dopiero poczatek, trzeba duzej wiedzy
i doswiadczenia, aby wiedziec, jaka chorobe na takich obrazkach
widac.

Transformata Radona ma, oczywiscie, naturalne uogólnienia.
Wiele z nich jest uzytecznych zarówno w matematyce, jak
i w zastosowaniach. Mozna np. rozwazac funkcje trzech
zmiennych i calki po wszystkich plaszczyznach w przestrzeni.
Zasadnicze wyniki matematyczne sa tu podobne (chociaz nieco
bardziej skomplikowane) do przedstawionych powyzej. Ta
matematyczna teoria jest podstawa jeszcze nowszej techniki
diagnostyki medycznej, opartej na zjawisku magnetycznego
rezonansu jadrowego (nazywanego czesto angielskim skrótem
NMR).

Rozwiazanie zadania M 476. Wszystkie

funkcje[: (1,2,,,,,n)-> (I,Z •.",.n),

spelniajace warunki zadania, mozemy
podzielic na dwie klasy.

Do pierwszej zaliczymy te, dla kt6rych
((n) = k F 1=[' l(n).

•

•

•

• k n

@X·••
{ n

Ustalajac l. przyporzadkowujemy funkcji [

funkcje g, bedaca jej obcieciem do zbioru

{I, Z, "" n - I }'-....ii}. Podobnie jak
poprzednio, widzimy, ze ~ruga klasa liczy
(n-l)' Pn-, funkcji.
Ostatecznie Pn = (fi - l) (Pn_ I + Pn_ ,)

(przyjmujemy Po = l).

•

•Ustalmy teraz'.

Funkcji [mozemy wtedy przyporzadkowac

funkcje g: {I,Z,,,,.n-l}-> (I,Z.""n-l)

okreslona tak: I
gU) = [(i) dla i F l, g(/) = k. W ten spos6b

otrzymamy wszystkie funkcje okreslone na

{l, 2, ,.'t n-l} ispelniajace warunki zadania.
Ponadto powyzsze przyporzadkowanie, przy
ustalonym Il jest róznowartosciowe. Jednak I
moze przyjmowac n-l wartosci, zatem
pierwsza klasa liczy (n- l) . Pn~ l funkcji.

Do drugiej klasy zaliczymy funkcje, dla

kt6rych[(n) = [-I (n) = l.)in
•• O

•• e
( n

•

•

•

•

Czytelnicy pisza Pan Ryszard Bublewicz z Jeleniej Góry zauwazyl, ze:

wycinajac z kuli walec obrotowy o osi przechodzacej przez srodek kuli otrzymamy "pierscieÓ
l

kulisty" o objetosci -- nd'3, gdzie d to dlugosc zawartego wewnatrz kuli odcinka tworzacej
6

walca.

A zatem

objetosc "pierkenia kulistego" zalezy tylko od jego wysokosci - w szczególnosci nie zalezy od
promienia kuli, z której zostal wyciety.

A oto dowód. Przyjmujac oznaczenia z rysunku i siegajac (do glowy lub tablic) po stosowne
wzory mamy:

4
objetosc kuli to - nr3,

3

l l 1
objetosc CZ:lSZYto _nq2p+ - np3 = - n(r-h)2(2r+h).

2 6 3

Poniewaz wycinamy walec i dwie CZ:lsze,wiec objetosc czesci wycietej wyniesie

i rzeczywiscie objetosc pierscienia bedzie

444
_ Jl/.3 - _ n(r3 - h3) = _ nh3
3 3 3

3



Falowe wlasnosci ruchu elektronów w przewodnikach

Dr Mikolaj SAWICKI 64 lata temu Louis de Broglie doszedl do wniosku, ze materia powinna z natury rzeczy miec
takze wlasnoscil'alowe, a 60 lat temu hipoteza ta zostala doswiadczalnie potwierdzona we
wspanialym doswiadczeniu C. R. D<ivissona i L. H. Germera, w którym wiazka elektronów
odbita od krysztalów niklu utworzyla obraz dyfrakcyjny.

Te wydarzenia, a takze szereg im wspólczesnych, uswiadomily fizykom, ze materia ogladana
w skali atomowej (na przyklad pojedyncze atomy czy elektrony) zachowuje sie zupelnie inaczej
niz obiekty, z którymi mamy zwykle do czynienia. Nasze intuicje uksztaltowane sa w wyniku
doswiadczen codziennego zycia z udzialem obiektów o rozmiarach makroskopowych, czyli nie
mniejszych niz, powiedzmy, 10-4 m-IO-3 m. Ruch przedmiotów makroskopowych opisywany
jest mechanika klasyczna, oparta o zasady dynamiki Newtona i nasze intuicje sa w naturalny
sposób odzwierciedleniem praw mechaniki newtonowskiej. Intuicje te zawodza calkowicie i staja
sie zupelnie bezuzyteczne w przypadku atomów, czyli obiektów o rozmiarach rzedu 10-' o m,
typowych dla tak zwanej skali mikroskopowej. Zachowanie sie materii w skali mikroskopowej
opisywane jest przez mechanike kwantowa, mechanika newtonowska jest tylko granicznym
przyblizeniem mechaniki kwantowej przy przejsciu do obiektów o rozmiarach makroskopowych.
Nic wiec dziwnego, ze nasze codzienne, makroskopowe wyobrazenia zawodza w skali
mikroskopowej.

I -------

~<~::j=----~-------

l=--
-----

-----------
Rys. I

Dlugosci dróg przebytych przez fale

przechodzaca przez szczeline I i szczeline 2 sa

rózne, a wiec równiez fazy fI>, i <1>,beda

rózne. W wyniku tego prawdopodobienstwo

zarejestrowania elektronu w punkcie Xo

...ekranu ma postac IC,ei<I>, + C,ei</J'I' =
= Cf+ q+2 C, C, cos (<1>,- </',). RÓZnica
faz ó = (/)2 - $1 wyznacza obraz

interferencyiny. Skoro obydwie fale spotykaja
sie w chwHi to w tym samym punkcie ekranu,
a droga od dziala przez szczeline 2 do punktu

Xo jest o a dluzsza od drogi przez szczeline l,
to z fala, która przebyla szczeline l,

interferuje ta fala przec..hodzaca przez
szczeline 2, która opuscila dzialo o .Jl = alv
wczesniej. Róznica faz wynosi wiec ó =
= E' dl/Ii, a poniewaz fala plaska porusza sie

z predkoscia tI = E/p, wiec dl = a/v

i ostate~znie Ó = a' pih = 2 :t a/ A. Kiedy

przesuniecie fazowe 6 jest parzysta
wielokrotnoscia ]t, przyczynki od obydwu
szczelin wzmacniaja sie najbardziej, kiedy zas
d jest nie parzysta wielokrotnoscia :r, to
oslabiaja sie wzajemnie. Dla punktu
lezacego na osi symetrii (xo = O) mamy
LI = O i jest to maksimum

prawdopodobienstwa. Nastepne maksimum
pojawia :>iedla t5 = ± 2 lf, czyli dla a = ± };,.

Biorac pod uwage, ze ouleglosc d miedzy
szczelinami jest rzedu 10- 6 m, a odleglosc L
ekranu od przeslony rzedu 10-1 m, mozna
przyjac, ze zachodzi relacja a/d = xo/ L,

z czego wynika, ze maksimum to pojawia sie
w punktach o wspólrzednych Xo = ± A' L/d.

W roku 1985 zaobserwowano po raz pierwszy pewne zjawisko kwantowe w metalach, przy czym
charakterystyczne rozmiary próbek siegnely I mikrona (I !Lm= 10-6 m), a wiec skali posredniej
miedzy zjawiskami mikro- i makroswiata. Tak pojawila sie nowa, "mezoskopowa" skala
wielkosci charakterystycznych. Zjawisko, o którym mowa, to efekty interferencyjne typu
Aharonova - Bohma w pradzie elektrycznym plynacym w metalowych pierscieniach.
Przedstawie ponizej, jak zjawisko to zwia;zane jest z podstawowymi ideami mechaniki
kwantowej ..

Rozwazmy na wstepie tak zwane doswiadczenie z dwiema szczelinami. Zaznaczam od razu, ze
doswiadczenie to w formie przedstawionej ponizej nie zostalo nigdy wykonane - opisuje tu wiec
pewne "doswiadczenie myslowe", które w najprostszy i najdobitniejszy sposób ilustruje wnioski
wynikajace z wielu trudnych, rzeczywiscie przeprowadzonych eksperymentów. Schemat
naszego doswiadczenia myslowego przedstawia rysunek I. Dzialo elektronowe umieszezone
przed przeslona wystrzeliwuje elektrony o jednakowej energii. W przeslonie znajduja sie dwie
szczeliny, a za przeslona umieszczony jest ekran. Wyobrazmy sobie, ze ekran jest pokryty ukladem
mikroskopowych detektorów pozwalajacych ustalic, w który punkt ekranu trafil zarejestrowany
przez nie elektron. Wyobrazmy sobie takze, ze dzialo wysyla elektrony na tyle rzadko, iz
w kazdej chwili od zródla do ekranu porusza sie nie wiecej niz jeden elektron. Do których
obszarów ekranu dociera najwiecej elektronów? Lub nieco inaczej - jakie jest
prawdopodobienstwo zarejestrowania elektronu w poszczególnych punktach ekranu?

Nasza intuicja (oparta, jak pamietamy, na mechanice newtonowskiej) podpowiada, ze elektron,
wobec braku-sil nan dzialajacych, porusz3. sie ruchem prostoliniowym, a do ekranu dotra tylko
te elektrony, które trafily w jedna albo druga szczeline. Wobec tego z najwiekszym
prawdopodobienstwem elektrony trafiac beda do tych punktów ekranu, które leza na prostych
poprowadzonych od dziala przez kazda z dwóch szczelin, a rozklad prawdopodobienstwa
powinien wygladac jak gladka krzywa na rysunku I. Te intuicyjne oczekiwania z3.wodza jednak
calkowicie, a rzeczywisty rozklad prawdopodobienstwa wyglada jak krzywa A na rysunku 2.
Ten nieoczekiwany wynik jest manifestacja falowych wlasnosci elektronów. Zgodnie
z mechanika kwantowa elektron o pedzie p i energii E nalezy opisywac jako pakiet (wiazke) fal
o sredniej dlugosci A = h/p i czestosci kolowej w = E/fi, gdz:e h jest stala Plancka, oraz
li = h/m. W naszych rozwazaniach bedziemy poslugiwac sie funkcjami falowymi w postaci fal
plaskich 'P (r, 1) = ei(pr-EI)/h. Elektron trafia do poszczególnych punktów ekranu "w calosci",
ale prawdopodobienstwo trafienia do punktu ro w chwili to jest proporcjonalne do kwadratu
modulu jego funkcji falowej, tzn. do I'P (ro, foW. Na calkowita funkcje falowa elektronu
w dowolnym punkcie ekranu skladaja sie przyczynki falowe od obydwu szczelin. Przyczynki te
maja postac C,ei<P, i C,ei<P" gdzie tJ>, i tJ>, sa fazami fal przybywajacych do punktu xo w chwili to
od szczelin I i 2. Maksima prawdopodobienstwa beda wypadac w punktach xo = ± n' A' L/d
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Rys.4

Rys. 3

q2%

gdzie rp jest calkowitym strumieniem pola B przez powierzchnie, której brzeg stanowia odcinki
dróg I i 2. Obraz interferencyjny przesuwa sie, maksima i minima pojawiaja sie w nowych
polozeniach wyznaczonych przez calkowite przesuniecie fazowe. Przykladowo: pierwsze
maksimum, które w nieobecnosci pola B przypadalo w punkcie Xo takim, ze 15(0) = 2n, czyli
ajA = l, Xo = AL/d, teraz przesuwa sie do punktu x~ takiego, ze ajA+erpjti = l, czyli

L
x~ = A(1- erpjti) -. Nowy rozklad wyglada wiec tak jak krzywa B na rysunku 2. (Czytelnik

d
zechce sprawdzic, czy pole B skierowane bylo od nas za plaszczyzne rysunku, czy odwrotnie?)
Zauwazmy, ze tym, co decyduje o przesunieciu sie obrazu interferencyjnego, jest strumien
ograniczony krzywa C (wyznaczona przez trajektorie l i 2), bez wzgledu na to, od jakiego pola B
pochodzi. W szczególnosci pole B moze byc zlokalizowane tylko w pewnym niewielkim obszarze
oznaczonym litera W na rysunku 2. Pole to jest równe zeru zarówno wzdluz trajektorii l, jak i na
trajektorii 2, czyli z punktu widzenia mechaniki klasycznej na elektron poruszajacy sie wzdluz
tych trajektorii nie dziala zadna sila! Natomiast mechanika kw.antowa przewiduje, ze ruch
elektronu bedzie zmodyfikowany tak, jak przedstawilismy to powyzej.

Doswiadczalne potwierdzl:nie przewidywan Aharonova i Bohma przyniósl eksperyment
R. G. Chambersa, wykonany w 1960 roku. Bylo to trudne doswiadczenie, poniewaz ze wzgledu na
niewielka dlugosc fali elektronu szczeliny musialy byc bardzo blisko siebie - w odleglosci rzedu
10-6 m. Pole magnetyczne, zlokalizowane w obszarze W, uzyskano umieszczajac za szczelinami
namagnesowane dlugie wlókno zelazne o srednicy mniejszej niz 10-6 m, tzw. was.

Zwrócmy uwage, ze w miare wzrostu strumienia rp krzywa B przesuwa sie coraz bardziej
w stosunku do krzywej A. Jezeli przyjrzymy sie punktowi, w którym wypada na przyklad n-te
maksimum wyjsciowej krzywej A, to stwierdzimy, ze po zwiekszeniu strumienia od wartosci O

do wartosci h/e do punktu tego przesunie sie pierwotne (n-l)-sze maksimum tej krzywej. Tak
wiec dla dowolnego punktu ekranu maksima i minima pojawiaja sie z "okresem" h/e.

Wyniki Chambersa zostaly po roku 1960 wielokrotnie potwierdzone w wielu laboratoriach.
Zawsze jednak byly to doswiadczenia prózniowe - elektrony poruszaly sie od zródla do ekranu
przez próznie. W naturalny sposób pojawilo sie pytanie, czy podobne efekty moga wystapic
w przypadku elektronów poruszajacych sie w zwyklych przewodnikach. Odpowie.dz przynioslo
doswiadczenie wykonane w 1985 roku przez R. Webba i wspólpracowników w Centrum
Badawczym IBM. Osiagniety w ostatnich latach postep w dziedzinie mikrotechnologii
umozliwil wykonanie ze zlotych drutów o srednicach od 0,04 do 0,13 mikrona pierscieni
o srednicy od 0,2 do 0,8 mikrona. Do kazdego z pierscieni przylaczono po przeciwleglych
stronach równie cienkie druciki sluzace jako doprowadzenie i odprowadzenie pradu (rysunek 3).
Calosc ochlodzono do temperatury ponizej I K - przy tej temperaturze nieelastyczne zderzenia
elektronu z drgajaca siecia atomów zlota, niszczace faze fali elektronowej, sa na tyle rzadkie, ze
elektron moze pokonac droge rz.du rozmiarów pierscienia bez przypadkowych zaklpcen tej
fazy. Nastepnie do obydwu przewodów przylozono stala róznice potencjalów, pierscien
umieszczono w polu magnetycznym skierowanym prostopadle do jego plaszczyzny i mierzono
natezenie pradu w obwodzie w zaleznosci od pola magnetycznego, czyli innymi slowy­
magnetoopór obwodu. Wyniki okazaly sie rewelacyjne - zaobserwowano ponad 1000 oscylacji
magnetobporu przy zwiekszaniu wartosci pola od O do 80 kilogausów. Na rysunku 4
pokazujemy te oscylacje dla wartosci pola w zakresie od l do 3 kilogausów. Okazuje sie, ze
poszczególne maksima powtarzaja sie z "okresem" 76 gausów. W swietle naszej dyskusji
eksperymentu z dwiema szczelinami wyjasnienie jest natychmiastowe - zmiana pola o 76
gausów powoduje, ze strumien ograniczony pierscieniem zmienia sie o L1<1l = h/e i róznica faz
liczonych wzdluz górnej i dolnej polowy pierscienia zmienia sie dokladnie o 2n. Blizsze
przyjrzenie sie wykresowi na rysunku 4 pozwala zauwazyc, ze 'oprócz oscylacji z "okresem"
76 gausów widoczne sa szersze oscylacje z okresem okolo 1000 gausów - zwiazane sa one
z faktem, ze pole m:lgnetyczne wnika takze w meta~, a wiec fazy liczone na przyklad w górnej
polowie pierscienia wzdluz wewnetrznego i zewnetrznego pólobwodu nie sa jednakowe.
Poniewaz powierzchnia ograniczona tymi dwoma pólokregami jest mala w porównaniu
z powierzchnia rozpieta na calym pierscieniu, trzeba duzej zmiany pola, by róznica obydwu faz
osiagnela 2n. Szczególowa anali:i.a ujawnia takze istnienie oscylacji z "okresem" 38 gausów ­
Czytelnik proszony jest o wskazanie, jakim parom trajektorii odpowiadaja te oscylacje.

Wkrótce po ogloszeniu wyników doswiadczenia Webba podobny efekt zostal zaobserwowany
w pierscieniach wykonanych ze srebra, a takze w heterostrukturze arsenku galu. Wyniki te maja
konsekwencje technologiczne - mozna oczekiwac podobnych efektów interferencyjnych
w stosunkowo duzych elementach pólprzewodnikowych. Czy bedzie mialo to wplyw na
przyklad na funkcjonow:mie komputerów nowych generacji?

Mechanika kwantowa ujawnila sie w skali mezoskopowej i tradycyjny podzial na mikro­
i makroswiat przestaje byc aktualny.

e
o(B) = 0(0)+ - rp,

I'i

(1/ = O, 1,2, ... ). Powtórzmy jeszcze raz ~ elektron trafia w rozmaite punkty ekranu, ale
prawdopodobienstwo trafienia w punkt o wspólrzednej Xo jest proporcjonalne do wartosci
1'I'(ro, 10W, która ilustruje krzywa A. Co dzieje sie, gdy elektron o ladunku -e porusza sie
z predkoscia v w zewnetrznych, nie zalezacych od czasu polach elektrycznym Eimagnetycznym B? Z punktu widzenia mechaniki klasycznej dziala nan sila Lorentza
F = - e(E+ v x B). Od lat trzydziestych wiadomo bylo, ze opis takiego ruchu w mechanice
kwantowej wymaga zmodyfikowania wyrazen na ped i energie elektronu: p -> p-eA,
E -> E-e <p, gdzie zwiazek potencjalu skalarnego <p i potencjalu wektorowego A ze stalymi
w czasie polami E i B dany jest przez E = - grad <p, B = rot A. Jednak dopiero w roku 1959
Y. Aharonov i D. Bohm wskazali na jej nieoczekiwane skutki w eksperymencie z dwiema
szczelinami. Gdy miedzy dzialem elektronowym i ekranem znajduje sie obszar, w którym B = O,

to róznica faz miedzy drogami l i 2 dana jest wyrazeniem

--0,01. -0,13 }lm

0,1%

Wektor n jest jednostkowym wektorem

prostopadlym do powierzchni S i w naszym
przypadku skierowanym poza plaszczyzne
rysunku 2. Pamietajac, ze rot A = lJ

widzimy, ze calka ta jest po prostu
calkowitym strumieniem ([J pola B przez

powierzchnie S

1,5 2 2,5 3

Indukcja magnetyczna (kilogausy)

i-ta zmiana fazy powinna byc widoczna
w rozkladzie prawdopodobienstwa

zarejestrowania elektronu w danym punkcie

ekranu Xo. Zauwazmy. ze gdy nie ma pola
elektrycznego (E = O, B # O), to na zmiane

fazy wplywa tylko czlon I Adr. Mówimy wtedy
o magnetostatycznym efekcie Aharonova·
Bohma. Podobnie gdy B = O, E # O, to

zmiana fazy pochodzi od czlonu f 'Pdt

i mówimy o efekcie elektrostatycznym.
W dalszym ciagu bedziemy zajmowac sie

wylacznie efektem magnetostatycznym. Niech
róznica faz 6(B) w punkcie Xo w nieobecnosci

pola B wynosi 6(0). Wlaczamy teraz pole B

prostopadle do plaszczyzny rysunku. Faza

wzdluz trajektorii l zmienia sie o - ~ JAdy;'
" (I)

p;Jdobnie faza wzdluz trajektorii 2 zmienia sie

o -.!.... f A dr. W takim razie róznica faz
II (2)

wynosi teraz

~ Adr = f (rot A)nda.
s

Zauwazmy. z~ skoro kazda-calke obliczamy
od dziala do ekranu, to ich róznica jest
calb po zamknietej krzywej C od dziala

przez szczeline l do ekranu i z powrotem
przez szczeline 2 do dziala, co zapisujemy

f Adr - f Adr = ~ Adr. Ale taka calke
(I) (2)
wzdluz krzywej zamknietej mozna zamienic
na calke po powierzchni S ograniczonej ta
krzywa

6(B) = 6(0)+ (- i- f Adr+ T. J Adr)
(2) (I)

<1> = f Btlda.
s

Skoro wyrazenia na ped i energie ulegaja
modyfikacji, to faza funkcji falowej, liczona
wzdluz trajektorii (j) od dziala przez

szczeline numer j do punktu ro ekranu
powinna modyfikowac sie w nastepujacy

sposób:

(pro-EtJ!fI ~ (pro-ej Adr-Et+eJ q;dtJ/II.

2 Delta 7/X7 5



FiZYCZnE nOWinKI

REKORDOWE CiSNIENIE,

WY!SZE NIl. W SRODKU ZIEMI

W laboratorium geofizycznym nalezacym do
Carnegie Institution w Waszyngtonie
osiagnieto ostatnio rekordowo wielkie cisnienie
w kowadlach diamentowych, a mianowicie
O,55Tcn!.pasb.Ja (1 Pa = 1 N/m2, T(tera) =
1012), czyli okolo 5'12 milionów atmosfer:
Rezultat ten przewyzsza trzykrotnie
poprzedni rekordowy wynik (0,17 TPa)
otrzymany w 1979 roku w tym samym
laboratorium, a ponadto jest to pierwsze w
historii przekroczenie wartosci cisnienia w
srodku kuli ziemskiej, które wynosi okolo
0,35 TPa. Osi'l&niecie nowego rekordowego
rezultatu umozliwily komputerowe obliczenia
idealnego ksztaltu diamentów, 'których
krawedzie musz" byc styczne do kierunków
napreZen . Ponadto udalo sie pokonac problem
kalibracji cisnienia, który limitowal
poprzedni rekordowy rezultat. Najlepszym
znanym sposobem pomiaru wartosci cisnienia
w kowadlach jest przesuniecie linii
luminescencyjnej 0,69 ~m rubinu. Przy
cisnieniu okolo 0,17 TPa luminescencja
samych diamentów "przeslaniala" widmo
swiecenia malenkich okruchów rubinowych
umieszczonych w kowadlach i uniemozliwiala
dalsze pomiary ilosciowe. W eksperymentach
przeprowadzonych w Carnagie Institution
okazalo sie, ze kowadelka "reperuj" sie"
same przy cisnieniu okolo 0,28 TPa, gdyz
luminescencja rubinu pojawia sie na nowo.
Fakt ten umozliwil dokonanie pomiaru
ilosciowego rekordowego rezultatu.
Pierwiastkiem, który ma byc jako pierwszy
przebadany przez fizyków z Waszyngtonu w
novrlch kowadlach, jest zelazo, ze wzgledu
na fakt, ze jadro Ziemi zbudowane jest z
metali ciezkicl?, glównie z zelaza. W
dalszych planach przewidywane jest
poszukiwanie metalicznego wodoru. Nalezy
jeszcze nadmienic, iz teoretycy ostatnio
obliczyli, Ze kowadla diamentowe moga
teoretycznie dzialac do wartosci cisnienia
1,2 TPa, przy którym nastapic ma
przemiana fazowa diamentu w inna
strukture krystalograficzn" wegla.

Minimum Maundera

Mgr Krzysztof JAH N

Jedenastoletni cykl sloneczny nie jest niezmienna cecha naszej gwiazdy. Istnieja obecnie

przekonujace argumenty za tym, ze Slonce niejednokrotnie przechodzilo okresy praktycznego
zaniku aktywnosci. Ostatni mial miejsce na przelomie XVII i X\:,IlI wieku.

Cofnijmy sie o okolo sto lat, do odkrycia, które podwazylo przekonanie o niezmiennym cyklu
aktywnosci Slonca, a które musialo jednak czekac ponad osiemdziesiat lat na powszechna
akceptacje. Pod koniec XIX wieku dobrze juz znano jedenastoletni cykl·sloneczny. Podczas
maksimum obserwowano sto plam miesiecznie, a w minimum co najmniej kilka. Rzadkoscia byl

miesiac, w ciagu którego nie pojawilal;y sie zadna plama (zreszta, obecnie równiez). Siegajac do
wczesniejszych cZ1sopism i raportów obserwacyjnych odtwarzano cykl aktywnosci Slonca od
roku 1700.

W tym okresie, w 1893 roku, Edward W. Maunder, astronom Królewskiego Obserwatorium
w Greenwich zauwaiy l zastanawiajacy fakt: liczba plam z10bserwowanych w ciagu
siedemdziesieciu lat, od 1645 do 1715 roku, byla mniejsza od liczby plam, które pojawily sie

w ciagu jednego tylko roku we wspólczesnych mu czasach. Swoje spostrzezenie, wraz z hipoteza
o zaniku aktywnosci plamotwórczej Slonca w XVII wieku, opublikowal po raz pierwszy
w roku 1894 i ponownie w 1922. Obie publikacje nie zwrócily wiekszej uwagi.

Dopiero w 1976 r. John E.~Eddy na innej drodze nie tylko udokumentowal odkrycie
Maunderil, ale równiez wskazal na istnienie podobnych minimów pojawiajacych sie co
kilkaset lat. Przedstawione przez Eddy'ego argumenty byly róznorodne. Zacznijmy od tych,

które oparte sa na historycznych zapiskach. Eddy przekonujaco wykazal, ze w tym przypadku

brak relacji o plamach jest rzeczywiscie odzwierciedleniem braku aktywnos~i Slonca.
Pojawienie sie plamy w owym czasie bylo czyms niezwyklym. Swiadczy o tym zamieszczony
w jednym z czasopism astronomicznych opis tego zjawiska, który mial przypomniec
czytelnikom, jak ono wyglada ..Bylo to w 1671 roku,'po zaobserwowaniu przez Cassiniego
plamy na tarczy Slonca. Sam Cassini pisal wówczas: "Mija juz okolo dwudziestu lat, odkad po

. raz ostatni widziano plame na Sloncu ... ". Tego nie mozna by napisac podczas normalnego

(takiego, jak dzisiaj) zachowania sie Slonca. Popatrzmy zreszta sami na fotografie
przedstawiajaca Slonce w stanie aktywnym.

Kolejnego argumentu dostarczaja opisy zacmien Slonca pochodzace z tego okresu. W ciagu
siedemdziesieciu lat odpowiadajacych zanikowi aktywnosci az 63 razy wystapilo zjawisko
zacmienia. Kilka z nich obserwowano w Europie. Wprawdzie korona sloneczna nie byla

wówczas glównym przedmiotem zainteresowania astronomów, jednak jej opisy znajdziemy

w obszernych relacjach z obserwacji. W relacjach tych nie ma zadnych rozbieznosci miedzy
obserwatorami. Wszyscy opisuja korone jako waski, równej szerokosci czerwonawy pierscien
wokól Ksiezyca. Jest to obraz nieznany nam dzisiaj nawet z obserwacji podczas minimum
aktywnosci. Zaden z obserwatorów nie opisal bialawej struktury strug koronalnych, tak
charakterystycznych dla znanego obecnie Slonca. Ksztalt korony zalezy silnie od pola
magnetycznego. Totez zanik korony moze odpowiadac tylko"brakowi aktywnosci magnetycznej.
Dodajmy jeszcze, ze w kronikach z okresu od 1645 do 1715 roku nie ma zadnej wzmianki
o zauwazeniu zorzy polarnej - zjawiska wystepujacego w atmosferze Ziemi podczas
wzmozonej aktywnosci Slonca. W normalnych warunkach, w ciagu siedemdziesieciu lat
obserwuje sie w Europie od 500 do 1000 przypadków tego zjawiska.

Przytoczmy jeszcze jeden argument oparfy na relacjach historycznych. W 1933 roku japonski
astronom Siguru Kanda zebral wszystkie dostepne zapiski dotyczace obserwacji plam,

prowadzonych na terenie Chin, Japonii i Korei w ciagu blisko dwóch tysiecy lat. Opracowujac
ten obfity material obserwacyjny zauwazyl, ze relacje o pojawianiu sie plam byly w pewnych
okresach rzadsze, w innych Zas czestsze. Istnialy tez miedzy nimi dluzsze, kilkudziesiecioletnie
przerwy. Jedna z nich, od 1584 do l 770 roku, pokrywa sie z minimum, na które zwrócil uwage
Maunder.

Spójrzmy na rysunek r; na którym zaznaczona zostala liczba plam pojawiajacych sie na Sloncu
w ciagu kazdego roku od czasu skonstruowania teleskopu. Na osi pionowej odlozona jest tzw.

srednia roczna liczba Wolfa (miara liczby plam). Sporadyczne obserwacje w przeszlosci
sprawiaja, ze krzywa z pierwszej polowy XVII wieku mozemy odtworzyc tylko fragmentarycznie.
Mimo to mozna zauwazyc spadek liczby Wolfa w drugiej polowie XVII wieku. Wiedzial o tym

Maunder; lecz rysunek taki byl, jak sie okazalo, malo przekonujacy. Dlatego tez Eddy do
potwierdzenia odkrycia Maundera przeprowadzil zupelnieniezalezny dowód swiadczacy

&



Rozwiazani<, zadania. F 224. W momencie
zderzenia z szalka energia kinetyczna kulki

hedzie równa

/680/660

,

Srednia
roczna
liczba
Wolfa

/.0

/00

601
mv2• = mgli.

2
(l)

Rozwazmy przypadek, gdy m t:- NI

i Laniedbajmy mas t; s.lalki. Wtedy po
zderzeniu szalka i kulka beda mialy ten sam

ped i energie kinetyczna co kulka przed

zderzeniem. Z zasady zachowania energii

otrzymujemy

Stad otrLymujemy maksymalne wychylenie
równe

/00
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Sredniowieczne

500o-500-1000

Minimum:

Piramid

Maksimum: pumeryjs«ie 5.loneheng:
-3000 -2500 -2000 -1500

Rys.2

poziom laklywnosci

Ry •. l

w przypadku bardzo starych drzew mozna siegnac daleko w przeszlosc przy ·okreslaniu ilosci
14C w kazdym sloju. Kazdy slój to roczny przyrost pnia, a wiec dosc dokladna data.
Skorzystal z tego Eddy wiedzac, ze ilosc izotopu wegla w atmosferze Ziemi, a wiec

i w odpowiednich slojach drzew, jest scisle skorelowana z aktywnoscia Slonca. Wegiel 14C
powstaje bowiem w górnych warstwach atmosfery w wyniku oddzialywania promieniowania
kosmicznego z glÓwnym skladnikiem atmosfery, jakim jest azot 14 ('4N). Wielkosc strumienia
promieniowania kosmicznego na Ziemi jest regulowana zasiegiem i natezeniem slonecznego pola
magnetycznego. W okresie silnej aktywnosci Slonca jego pole oslania Ziemie przed
promieniowaniem kosmicznym. Strumien promieniowania jest wówczas zredukowany.
W tym okresie na Ziemi powstaje mniej 14C. Odwrotnie jest podczas minimum aktywnosci.

Obecnie Slonce znajduje sie w stanie maksimum aktywnosci (tej dlugookresowej, a nie

jedenastoletniej). Czy bedzie ono silniejsze niz ostatnie, Sredniowieczne? Trudno to
przewidziec, natomiast wazne jest to; ze odkryte zostaly dlugookresowe zmiany aktywnosci
slonecznej, chociaz ni.e na podstawie bezposrednich obserwacji. Byloby to zreszta niemozliwe

w ciagu ostatnich 200-300 lat, a byc moze tak.ze przez najblizsze 100-200 lat.

o róznym poziomie aktywnosci Slonca w przeszlosci, oparty o pomiar obfitosci radioaktywnego
izotopu wegla 14 (l4C), odkladajacego sie w rocznych przyrostach wszystkich dluzej zyjacych
roslin.

Dzieki metodzie pomiaru zawartosci 14C w dlugowiecznych drzewach udalo sie przy okreslaniu
sredniego poziomu aktywnosci Slonca siegnac w przeszlosc do okolo 3000 r. p.n.e. Na rysunku 2
przedstawiajacym zawartosc 14C w slojach najstarszych drzew mozemy zobaczyc nie tylko
minimum Maundera (zaznaczone strzalka), ale i inne okresy zaniku badz wzrostu aktywnosci
Slonca (pamietajmy: minimum aktywnosci odpowiada duzej zawartosci 14C). Wszystkie okresy

. otrzymaly nazwy, których autorem jest Eddy. Niedlugo przed ostatnim minimum (Maundera)

Slonce przechodzilo w XV wieku okres jeszcze nizszej aktywnosci, tzw. minimum Sporera,
nazwane tak na czesc niemieckiego astronoma, którego publikacja z 1890 roku zwrócila uwage

Maundera na problem "braku plam". Dalej (w przeszlosci) mamy Sredniowieczne Maksimum
i Minimum, Rzymskie Maksimum na przelomie er i kolejne zaniki aktywnosci: Greckie, Homera
i Egipskie. Okolo 2000 lat p.n.e. widzimy znów maksima: Stonehenge, Piramid i Sumeryjskie.

2m(p_1) =p_l.
2m

( m2g2 2m2gh)'"
A = --+---- .

k' (M+m)k

1/- (2"'-1)
2m

(4)

Nowym polozeniem równowagi jest Xo =

= (M+m)gfk. co daje amplitude wahan

o ire p > l. Gdy p = l. (2m + I)-szego

wsp<?lczynnika po prostu nie ma.
Odwrotnie," niech n = 2m - J, k + l = 2il r.

r - nieparzyste.
Mamy

Jesli chcemy uwzglednic mase szalki M.
wówczas musimy z zasady zachowania pedu
obliczyc predkosc v. z jaka szalka wychyla sie

w dól: jest ona równa V = m(2gh)'l2f(M + m).
W tym przypi\dku równanie analogiczne do
(2) ma postac

, 2(M + m)g' 2m'gh
xo- - - ,,- xo- (M+m)k +

+ MJM+2m)g2 = Ok' .

Jaki bedzie wynik w przypadku zderzenia
sprezystego?

_ (m2g22m.gh )'",.1- ~+-k- .

Rozwiazanie zadania M 477. Wspólczynniki

Newtona beda nieparzyste wtedy i tylko

wtedy. gdy ich ilorazy: (k: 1)/ (~).które
n n- J ,,-k

wynosza kolejno I' 2' ..··k+1 , ... : /I

napisane w postaci nieskracaJnei, beda mialy
nieparzyste liczniki i mianowniki. To z kolei
ma miejsce wtedy i tylko wtedy. gdy
n = 2m-J.

Istotnie, zauwazmy, ze n musi byc

nieparzyste. Jesli wiec n = 2m. p- 1. gdzie p

jest nieparzyste, to (2m + l)-szy wspólczynnik

podzielony przez poprzedni daje liczbe
parzysta:

znak" +" odpowiada wychyleniu w dól.

a .• -" w góre. Tak wiec waga bed:lie
wykonywac drgania o amplitudzie

len ulamek jest nieskracalny i ma
nieparzysty licznik i mianownik.

n-k

k+\

(2)

gdzie Xo jest najwiekszym wychyleniem

sprezyny z polozenia równowagi. Rozwiazanie

(2) ma postac

Xn= mg + (m2g2 + 2mgh)li2.k - k' k .
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maladella

Ruchome wielosciany l
t

Kied~Uz bylo wiadomo, ze taki wieloscI

~Iaus Steffen podal oszczedniejszy przykla
9 wie zcholków i 21 krawedzi. Siatka tego

wielo cianu jest kolorowo reprodukowana n

strol ch Delty. Mozna ja szpilkami pr tesc natekt rke, wyciac i skleic. Siatk~ rodukowanaczer· ia - to wieloscian ~lIy'ego.

B

Wieloscian jest wypukly, jesli dowolna prostaa~rzecina go
wzdluz jakiegos odcinka, albo dotyka w jednym pu
wcale go nie przecina.

w
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Mala Delte przygotowali: Jerzy BEDNARCZUK

i Marek KORD OS

= KM = LM = l5a,

wymiary:

/

Connelly

AB = AC = BC = D
1

AD = BE = CE = HM

AK = AL = FK = FL =

AM = FH = 4a,

BD = CF = CK = DL =

CG = II a,

EG = 5y­
FG ;;:;P7a.

~n

PQ = l7b,

PR = QR = PS = QS = TX = UX = VX = WX =

RT= SU= RW= SV= 5b,

PT = QU = PV = QW = RX = SX = lOb,

TV = UW = Ub.

A



o pewny'm problemie Stanislawa Mazura

Zacznijmy od pewnych oznaczen.

Dla r > Oprzez Q, bedziemy oznaczac kwadrat o boku r.

Definicja. Mówimy. ze w kwadracie Q, mozna umiescic
wszystkie kwadraty Ql/. (n = 1,2 •... ). jezeli:

(1) U Ql/. c Q"
n=1

(2) kwadraty Ql(. i Ql/m moga sie stykac tylko bokami lub
wierzcholkami. o ile n # m.

Na jednym ze swoich seminariów Stanislaw Mazur zadal pyt;1nie:
Czy istnieje najmniejszy kwadrat Q,. w którym mieszcza sie
wszystkie kwadraty Ql/ •. Przedstawimy tutaj odpowiedz na to

<X) 1

pytanie. Ze wzgledu na rozbieznosc szeregu }; - nie jest ona
n=1 n

3
Z lematu wynika natychmiast, ze r ;;. -, gdyz kwadraty te mozna

2
umiescic Yi nastepujacy sposób.

YT (r,r)

Ol ..•....••. x

Wykazemy wreszcie. ze w kwadracie Q3/2 mozna umiescic
wszystkie kwadraty Ql(. (n = 1.2, ...). Pokazemy to na rysunku.

rtatychmiastowa.

Lemat. Niech OAB bedzie trójkatem prostokatnym i niech
kwadrat P1P2P3P4 lezy w tym trójkacie. Wówczas kwadrat ten
mozna umiescic tak. aby dwa jego boki lezaly na
przyprostokatnych tego trójkata.

Dowód. Bez zmniejszania ogólnosci mozemy zalozyc. ze kwadrat
. P1P2P3P4lezy tak. jak na rysunku.

y

x o x

oraz ze bok kwadratu J\P2P3P4 ma dlugosc 1. Wówczas dla
n

O < C(< - mamy
2

1 .
a = cos C(+ __ .. _ sm C(cos C(+ 1

sin C( - sin C(

1 sin C(cos C(+ 1
b = sinO(+--=

cos O( cos O(

Oznaczmy przez p prosta przechodzaca przez punkty A i B.
. Lemat bedzie dowiedziony. jezeli wykazemy, ze punkt (1.1) lezy

w trójkacie OAB lub inaczej mówiac. ze punkt (1,1) lezy po tej
samej stronie prostej p co i punkt (0,0). Równanie prostej p ma
postacf(x, y) = O, gdzie

x y x sin O( y cos O(
f(x, y) = - + - -1 = . + . - 1.

a b sm O(cos 0(+ 1 sm O(cos 0(+ 1

Alef(O,O) = -1 < O. Musimy wiec dowiesc, zef(l,l) ~ O.
Mamy

sin C( cos O(
f(1, 1)= . + . -1.

sm C(cos O(+ 1 sm O(cos C(+ 1

Wystarczy wiec wykazac. ze sin O(+ cos O(~ sin C(cos C(+ 1.
Ale O ~ (l-sin <x)(I-cos O()= l-sin O(-cos 0(+ sin O(cos 0(.
Stad sin O(+ cos C(~ 1+ sin O(cos 0(. a to konczy dowód lematu.

Niech teraz Q. bedzie kwadratem, w którym mieszcza sie
wszystkie Ql/. (n = 1.2, ...). Wówczas istnieje taka prosta p,
ze kwadraty Ql i Ql/2 sa polozone wzgledem niej tak. jak na
rysunku.

Na boku kwadratu Ql oprócz kwadratu Ql/2 ustawiamy .
w pierwszym rzedzie kwadraty Ql(4. Ql/S. Ql/6. Ql/7, suma

1 1 1 1
dlugosci ich boków wynosi - + - + - + - < 1, a wiec

4 5 6 7

mieszcza sie one w Q3/2.
W drugim rzedzie ustawiamy Ql/8. Ql/9 •... , Ql/1S. suma

1 1 1
dlugosci ich boków wynosi - + - + ... + - < 1. a wiec tez

8 9 15
sie mieszcza w kwadracie Q3/2'

Postepowanie to kontynuujemy i w rezultacie na boku kwadratu
Ql/2 leza boki kwadratów Q2-2. Q2-3 •...• Q2-" ...• suma

1 1 1
dlugosci ich boków wynosi·-· + - + ... + - +

22 23 2'

=~ (1+ ~ + ... ) =~'2 = ~.

y (r,,)

x ,

10
dr Zbigniew SAWON



__ Zadania
Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 475. Na okregu o dlugosci 1 wyrózniono punkt Q, a nastepnie wybrano losowo (czyli tak, ze
szansa wpadniecia punktu do luku jest proporcjonalna do dlugosci luku) i niezaleznie dwa punkty
A i B. Dziela one okrag na dwa luki. Jaka jest srednia dlugosc luku, zawierajacego punkt Q?
Rozwiazanie na str. 13

I-
h l
b\\\\\I.\III'

Rys. I

Rys.2

M 476. Oznaczmy przez P" liczbe funkcji róznowartosciowych/= {l, 2, ... , n} ....• {l, 2, ... , n},

dla których/U) # i, gdzie i = 1,2, ... , n. Pokazac, ze jesli n ~ 2, to P" dzieli sie przez n-l.
Rozwiazanie na str. 3

M 477. Dla jakich n wspólczynniki Newtona (~), k = O, 1,2, ... n sa wszystkie nieparzyste?
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje mgr Rafal STARONSKI

F 224. Na szalke o masie M wagi sprezynowej (porównaj rys. 1) spada z wysokosci II kulka
o masie m. Przyjmujac, ze sprezyna wagi ma wspólczynnik sprezystosci k, obliczyc amplitude
drgan, które nastapia po uderzeniu kulki o dno szalki. Zderzenie kulki z dnem szalki jest
doskonale niesprezyste, to znaczy, ze po zderzeniu kulka pozostaje na dnie szalki. Masa kulki

jest znacznie wi~ksza od masy szalki (m y M).
Rozwiazanie na str. 7

F 225. Rozpatrzmy wahadlo skladajace sie z pojemnika z piaskiem sztywno zawieszonego na

dlugim precie. Piasek wysypuje sie jednostajnie przez otwór w dnie pojemnika. Zakladajac, ze
amplituda drgan jest mala, okreslic, jak bedzie sie zmienial okres wahan takiego ukladu.
Rozwiazanie na str. 15

Zadanie Kwanta

x=?

Matematyk z radzieckiego miesiecznika Kwant, Anatolij P. Sawin na kartce z zyczeniami

swiatecznymi, przeslanej do naszej redakcji, nakreslil taki rysunek, jak obok. Pytanie
zrozumielismy tak:

Piec okregów jednostkowych o srodkach w wierzcholkach pieciokata foremnego przecina sie
w ten sposób, ze wszystkie krótsze luki sa równej dlugosci. Jakiej?

Kat, pod którym ze srodka okregu O widac odcinek AP (w mierze lukowej), to, oczywiscie,
nasz szukany x. Zauwazmy, ze ABCDE tez jest pieciokatem foremnym (ma te same symetrie co
pieciokat ze srodków) i prosie AP, BQ itd. przechodza przez wspólny srodek obu pieciokatów.

1 ( 2n) 3n
Zatem 1: PAB = 1: QBA = - n- - = -.2510

Wobec równosci luków APQB jest trapezem równoramiennym i 1: AOP = 1: POQ = 1: QOB.
1 1 7n

Poniewaz AB IIPQ, wiec 1: APO = - 1: APQ = - (n- 1: PAB) = _o. Stad, wobec2 2 20
3n

równoramiennosci trójkata AOP, otrzymujemy 1: AOP = n-2 1: APO = -. I tyle wynosi x.10

Nie jest to ladne rozwiazanie. Moze ktos z Czytelników zna ladniejsze? A moze inaczej
nalezy sformulowac pytanie zwiazane z rysunkiem A. P. Sawina?

Od siebie tez mamy pytanie: jak wykreslic pierwszy rysunek? I mamy tez wskazówke:
9n 7n

nakreslic trójkat o boku 1 i przyleglych do niego katach - i - (a to jest wykonalne cyrklem20 20

i linijka).
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Dziwny wieczór

(An Odd Evening)

Jan STEWART

Lagodnie, powoli zapada zmierzch. Uroczo faluje przepiekny

krajobraz, angielskie laki, lasy, pola. Uwazny obserwator
dostrzeze wsród nich naszego bohatera. Aktywnie pracujacy

naukowo student, Rosen Crantz przedstawia swoje ostatnie pomysly

opiekunowi naukowemu. Jest nim profesor Guilden Stern,

specjalista w dziedzinie teorii liczb, nie odnoszacy jednak zbyt
wielu sukcesów.

Crantz: Guilden, mam klopoty z moim ostatnim problemem.
Stern: Z którym? Liczby pierwsze?
C: Tak. Zamierzalem udowodnic twierdzenie dla kazdej liczby

pierwszej po kolei, korzystajac z pracy Randy'ego
i Hartlisnujama ...

S: Masz na mysli "Pelna liste liczb pierwszych" w "Journal of
Infinity" - na razie w 173 tomach?
C: Tak, ale oni, jak dotad, opublikowali tylko parzyste liczby
pierwsze. Nie skonczyli tego jednak i sadze, ze gdzies utkneli,
S: Pare tygodni temu dostalem list od Hartlisnujama. Napisal, ze

wystartowali od 2 - to jest, oczywiscie, liczba pierwsza -
i zdecydowali przebadac najpierw wszystkie liczby parzyste

w nadziei, ze znajda jeszcze jakies pierwsze. W badaniach doszli
juz do 1355579014264890988, ale nic nie znajezIi.

C: Moze nie ma zadnej innej parzystej liczby pierwszej.
S: Ale wobec tego co z twierdzeniem Dirichleta - wiesz, tym,

które mówi, ze w kazdym ciagu arytmetycznym jest nieskonczenie
wiele liczb pierwszych. Liczby parzyste tworza ciag arytmetyczny,
prawda?

C: Tak sadze. Zapomnialem juz wiele z tego, czego uczono mnie

w szkole. To naprawde zastanawiajace.
S: Moz;: Dirichlet popelnil blad? Bo. o tym, ze zrobil w swojej
zasadzie, to wiesz.

C: A nie byl to przypadkiem Riemann? W kazdym razie brzmi to
nieprawdopodobnie. Mote potrafilibysmy dowiesc, ze istnieje
nieskonczenie wiele parzystych liczb pierwszych?
S: Modyfikujac dowód Euklidesa dla dowolnych liczb pierwszych
- to masz na mysli?

C: Dokladnie to. Rozwazmy wlasnie parzyste liczby pierwsze
i zobaczmy, co sie stanie. Przypuscmy, ze istnieje ich skonczenie
wiele ...

S: Mozemy pominac 2, o tym wiemy ...
C: Przypuscmy wiec, ze istnieje tylko skonczenie wiele
parzystych liczb pierwszych, wiekszych niz 2, powiedzmy PI, P2, ...
... , pn. Co teraz? Euklides definiuje P = PI ... Pn+ 1 i ...

S: To nie jest dobrze; to jest nieparzyste.
C: Faktycznie nieparzyste ; to faktycznie dziwne.

Nieprzetlumaczalna gra slów; w oryginale "very odd". W jezyku angielskim
slowo "odd" znaczy zar6wno "dziwne", jak i "nieparzyste". ,J~arzyste" to
"even".

S: Ha. Wiec czemu nie zdefiniowac P = Pl ... Pn+2?

C: OK. Wtedy P jest parzyste, wiec musi byc podzielne przez
jakas parzysta liczbe pierwsza - powiedzmy q. I q nie moze byc
zadna z p/, gdyz jesli podzielisz P przez którakolwiek z nich, to
dostajesz reszte 2 ...
S: ... I nie moze byc równe 2, gdyz jesli 2 dzieli P, to dzieli

takze Pl ... Pn i dzieli któras z Pi ... , ale pdest liczba pierwsza
i jest wieksze niz 2, wiec nie moze byc podzielne przez 2.
c: Wiec q jest parzysta liczba pierwsza rózna od 2, Pl, ... , Pn,
S: Sprzecznosc z zalozeniem. Wobec tego musi istniec
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W latach 1968-t980 na Uniwersytecie w Warwick wydawane bylo czasopismo
"Manifola" (poczatkowo jako pismo studenckie), przedstawiajace w sposób
popularny fakty z wyzszej matematyki. Wydano 20 numerów (kazdy liczyl
okolo 50 stron): Tekst"An Odd Evening" ukazal sie w dwunastym numerze
"Manifold", latem 1972. Przekladu i druku dokonano za zgoda Autora.

lan Stewart jest aulorem kilkudziesieciu ksiazek matematycznych­
podreczników, monografii i ksiazek poputaryzujacych wyzsza matematyke.
Pracuje na Uniwersytecie w Warwick (Anglia).

nieskonczenie wiele parzystych liczb pierwszych.
C: Istotnie, musi tak byc. Dirichlet mimo wszystko mial racje.
S: Napisze o tym do Hartlisnujama.
C: Ale czy to pomoze w rozwiazaniu mojego problemu?
S: Jaki jest twój problem?

C: Och ... Wiec ... Mysle, ze moja dziewczyna jest ...
S: Twój naukowy problem.

C: Ach, tak. To cos w rodzaju odwrócenia hipotezy Goldbacha.
S: Masz na mysli: "kazda liczba parzysta jest suma dwóch liczb
pierwszych" ?

C: Tak. Chcialem udowodnic, ze kazda liczba pierwsza jest suma
dwóch liczb parzystych. Gdybym mógl to wykazac, to ...
s: Ale to jest falszywe, nieprawdaz? Bo co z 3? Gdyby 3 bylo
urna dwóch liczb parzystych, to jedna z nich musialaby byc
równa 2 ... Zatem druga jest l. Ale to jest nieparzyste.
C: Faktycznie nieparzyste ; to dziwne.
S: Ha. Musisz cos jeszcze zalozyc. Na przyklad - ze twoja
liczba pierwsza jest parzysta?

C. Myslalem o tym. Ale przypuscmy, ze mamy parzysta liczbe

pierwsza q i zalózmy, ze q = x+ y, gdzie x i y sa parzyste­
powiedzmy x = 2u i y = 2v. Wtedy q = 2(u+v), wiec 2 dzieli q.
Ale q jest liczba pierwsza - sprzecznosc.
S: To obala hipoteze dla parzystych liczb pierwszych.
C: Istotnie? nigdy bym nie przypuszczal ...
S: Oznacza to, ze teraz potrzebujesz tylko przebadac nieparzyste
liczby pierwsze.
C: Ale nie moge przeciez czekac, az Randy i Hartlisnujam je
wszystkie znajda ...

S: W porzadku. W kazdym razie rozpatrzyles polowe mozliwych
przypadków.
C: A takze 3 - to twój rezultat.

S: Wobec tego napisz to i opublikuj. Jesli kiedys przebadasz
nieparzyste - bedziesz mial dwie publikacje zamiast jednej.

C: Myslalem, ze raczej bierze sie pod uwage wage publikacji,
a nie ich liczbe?
S: Nie, to bylo, zanim zaczeto wytlaczac Piecioksiag na

kamiennych tablicach. Piec publikacji - i jestes wykladowca,
pietnascie - starszym wyk ...
C: Czekaj! Czekaj! Gdzie w dowodzie zalozylismy, ze q jest
parzyste?
S: Och, gdzie w ... Nie! Nie zalozylismy! Ten sam dowód idzie

dla nieparzystych liczb pierwszych!
C: Widze to teraz! "Falsity of the Converse Goldbach
Conjecture" - napisal R. Crantz-
S: I G. Steru ...

C: Tak. Opublikujemy to w "Notices" ....
S: W "Journal" ...
C: W "Bulletin" .. ,
S: W "Proceedings" .

C: W "Transactions" .
S: W "AnnaIs" !
C: W "Ivanov Gos. Ped. Inst. Ue. Zap. Fiz.-Mat. Nauki"­
S. (uderzajac go po plecach): Zlapal cie jakis nieprzyjemny
kaszel.

C: Cóz za referencje!
S: Slawa! W koncu - slawa! Czekaj, niech no tylko spotkam
Stefka Srnale'a ...



Step hen Smale - znakomity matematyk amerykanski, ur. 1930 r. Swoje
naj wybitniejsze rezultaty osiagnal w dziedzinie topologii algebraicznej i teorii
gladkich ukladów dynamicznych. Rozstrzygnal hipoteze Poincarego dla" ;> 5.
Laureat Medalu Fields. w 1966 r.

C: Mozemy to przedstawic na Miedzynarodowym Kongresie
Matematyków. Moglibysmy dostac Medal Fieldsa.
S: Dwa Medale Fieldsa.

Medal Fieldsa - najwyzsze wyróznienie w matematyce; odpowiednik nagrod;-.

Nobla. Przyznawany raz na cztery lata, przy okazji Miedzynarodowego
Kongresu Matematyków, dwóm, trzem lub czterem osobom.

C: Zostane blyskawicznie profesorem. Wiesz, ze mianuja ich
tysiacami? Nieograniczona masowa produkcja profesorów.
S: Nie, naprawde?
C: r nie musialbym miec trzydziestu jeden publikacji i dwóch ...
S: Móglbym miec turnee z wyklpdami po USA' Np. jak
Charles Dickens lub ~ jak sie nazywal ten facet z Ameryki?
C: Twain?

S: Ach, nie; ja wynajalbym samochód.

C: r móglbym pojechac do Paryza ~ obiad na Sorbonie,
kolacja w Instytucie ~ móglbym nawet spotkac sie z Bourbakim!
Tak! Tak!

(Nagle przerywa zaskoczony.) Czekaj. Co z 2?
S: 2'>

C: 2.

S: Co z tym? No, mów! Szybko!
C:2=0+2.

S: Wspaniale.

C: 2 jest liczba pierwsza. Oi 2 sa parzyste',
S: A niech to licho!

C: Moze udaloby sie to jakos naprawic?
S: Ale gdzie zalozylismy, ze one sa rózne od zera? Nie widze
tego. To dziwne.

(:: To faktycznie dziwne.

Przeklad Krzysztof CIESIELSKI i Zdzislaw POGODA

Rozwiazanie zadania.M 475. Przypuscmy, ze punkt Q zostal takze wybrany losowe, Punkty A, B i Q dziela okrag na trzy luki i ze wzgledu na symetrie
'1

':;redniJ.dlugosc kazdego z nich wynosi ]' Przez obrót mozna punkt Q doprowadlic do l góry wybranego po~ozenia. Widac teraz, ze srednia dlugo~~,
luku. wYJ:naczonego przez punkty A. B i zawierajacego Q. wynosi f·
Uwaga. Wynik moze wyaac sie sprzeczny z intuicja. Zauwazmy j\dnak. ze dluzszy luk ma wieksze szanse przykrycia punktu Q niz krótszy.

Mozemy rysowac dalej (na rysunku opuszczono 5-9, 12-14):

Rysujemy okregi

Ten dziwny rysunek jest rozwiazaniem zadania:

Skonstruowac samym cyrklem wierzcholki C i D kwadratu ABCD
majac dane punkty A i B.

Robi sie to tak: znajdujemy kolejno.

okrag I o srodku A przechodzacy przez B,
okrag 2 o srodku B i tym samym promieniu,
punkt 2 w przecieciu l i 2, .

okrag 4 o srodku 3 i tym samym promieniu,
punkt 5 w przecieciu l i 4,
okrag 6 o srodku 5 i tym samym promieniu,
punkt 7 w przecieciu I i 6,

okrag 8 O srodku B przechodzacy przez 5,

okrag 9 o srodku 7 przechodzacy przez 3,

punkt 10 w przecieciu 8 i 9,
okrag 11 O srodku A przechodzacy przez 10,

punkt 12 w przecieciu 2 i 11,
okrag 13 o srodku 12 przechodzacy przez B,
punkt 14 w przecieciu I i 13

Mamy C = 12 i D = li+.Dlaczego? Mysle, ze Czytelnik sam
potrafi to sprawdzic.

t3

I

1"

punkt 15 w przecieciu 2 i 4,
okrag 16 o srodku 15 i promieniu AIO,

punkt 17 w przecieciu 11 i 16,

okrag 18 O srodku B przechodzacy przez 17,
punkt 19 w przecieciu l i 18,

okrag 20 O srodku A i promieniu Bl7,
punkt 21 w przecieciu 18 i 20.
punkt 22 w przecieciu 2 i 20.

Czytelnik zechce sprawdzic, ze pieciokat ABCDE, gdzie C = 22,
D = 21 i E = 19, jest foremny.

Nasuwa sie szereg pytan. Dla skonstruowania kwadratu o danym
boku uzywalismy osmiu okregów, a dla skonstruowania
pieciokata foremnego o danym boku ~ dziesieciu (bo nie byL
potrzebny okrag 13). Czy liczby te mozna zmniejszyc? Ja nie
wiem.

Skonstruowalismy czworokat foremny (czyli kwadrat), pieciokal
foremny; kazdy wie, jak skonstruowac szesciokat foremny. Czy
moze da sie samym cyrklem skonstruowac dowolny /I-kat foremny?
Nie. Dla /I .;; 20 np. nie da sie skonstruowac 7-, 9-, 11-,
13-, 14-, 18- ani 19-tokata. Bo da sie skonstruowac te i tylko te
wielokaty foremne, które mozna skonstruowac cyrklem i linijka·

Pod koniec XVIII wieku Dunczyk Mohr (czyt. mor) i Wloch
Mascheroni (czyI. maskeroni) wykazali, ze

samym cyrklem mozna skonstruowac wszystkie te punkty, które
mozna skonstruowac cyrklem i linijka.

Czasami nie jest to latwe. Dlatego sadze, ze konstruowanie
samym cyrklem-róznych'punktów, które wiadomo jak
skonstruowac cyrklem i linijka, moze dostarczyc ciekawej
rozrywki. M. K.



Klub 44
Czolówka ligi zadaniowej liKIub' 44 M'I

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 143 /WT=2.86/ 1 144 /WT=2,60/
z numeru 1/1987

Michal Marczak - Radom 44,99pkt

Piotr Jedrzejewicz - Torun 43.84pkt
Andrzej Bank - Chelmza 40,94pkt

Karol Jachacy - Tluszcz 40,82pkt

Zbigniew Zaua - Kraków 40,61 pk t
Jerzy Janowicz - Boleslawiec40,12pkt

Pawel Kaminski - Warszawa 38,54pkt

Pan Marczak wszedl do Klubu 44 z numerem

czterdzies tym s zós tym.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kOlka miesiaca n + 2, Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania

(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M

Jub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik

trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3SlN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N­
liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M- lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgroma'dzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

szczególowy r~gulamin zostal wydrukowany w numerze 1{1987.

Redaguje dr Andrzej NADOLNY Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3(1987

Przypominamy tresc zadan:

45. Rysunek przedstawia obwód autotransformatora o bardzo

duzej liczbie zw-ojów n, w którym opornik o oporze R jest
podlaczony do jednego zwoju. Obliczyc natezenie pradu plynacego

przez opornik przy zalozeniu, ze prad ten praktycznie nie wplywa

na strumien pola magnetycznego w rdzeniu autotransformatora,

a opór R jest znacznie wiekszy od oporu jednego zwoju. Jakie jest

przesuniecie fazowe pradu plynacego przez opornik w stosunku

do pradu plynacego przez autotransformator? Jaka powinna byc

indukcyjnosc autotransformatora, aby przyjete zalozenie moglo

byc spelnione?

46. Pod jakim katem wzgledem poziomu powinien byc rzucony. woreczek z piaskiem. aby po upadnieciu na lód

wspólczynnik tarcia woreczka o lód wynos; 0,1) dotarl jak najdalej?

1
45. Napiecie na jednym zwoju autotransformatora jest równe V' = ,-- Vosinwt,

n
Czolówka ligi zadani.O\oJ0j "!<lub 44 F"

po uwzgl~dnieniu ocen rozwiazan

zadan 41 /WT=2.12/ i 42 /WT=2.84/
z numeru 1/1987

V'
wobec tego natezenie pradu plynacego przez opornik wynosi IR = --­

R

Vosinwt

liR

Aleksander Surma - f'IJyszk6w42.48pkt
Robert Repucha

- Goldap37,24pkt
Piotr Bala

_ 'rorut135,97pkt
Anna Gluza

_ 'rorun35,71pkt
Jacek Stelmach

- Zabrze33,53pkt
Jerzy Lipkowski

- Elblag31,32pkt
Zbigniew Galia.

- Kraków29.46pkt
Piotr Wach

- Katowice29.18pkt
Jak widac, jest ono zgodne w fazie z napieciem zasilajacym. Natezenie lA pradu plynacego
w uzwojeniu nieobciazonego autotransformatora jest apóznione w fazie o nf2 wzgledem
napiecia zasilajacego. Wobec tego prad plynacy przez opornik wyprzedza w fazie prad plynacy
w autotransformatorz.e o n(2.

Podane w tresci zadania zalozenie dotyczace wplywu pradu plynacego przez opornik na
strumiell pola magnetycznego w rdzeniu oznacza spelnienie warunku IRO~. nlAo (lRO i IAo

. V
oznaczaja amplitudy odpowiednich pradów), który wobec zwiazku IAo = _0_ przyjmuje postac

Lw

L~
w

(I)

v = vo(cos rx- I sin rx).

v2
Z = z, +Z2 = _o_(cosrx+/sin rx)z.

2/g

upadku:

(3)

Zasieg calkowity bedzie równy

Oczywiscie musi zachodzic 1< ctg rx,w przeciwnym razie cialo
w wyniku zderzenia zatrzyma sie. Zasieg Z2 poslizgu na lodzie

111 V 2

wyznaczamy przyrównujac energie kinetyczna --- do pracy sil
2

tarcia Imgz2:

46. Zalózmy, ze woreczek o masie m zostaje wyrzucony
z predkoscia vo pod katem rxwzgledem poziomu. Pierwszy etap

2v2
ruchu to rzut ukosny, a jego zasieg wynosi z, = -~ sin rxcos rx

g
(g - przyspieszenie ziemskie). Zderzenie woreczka z lodem
mozna uznac za niesprezyste. Pionowa skladowa pedu padajacego
ciala o masie /11 zostaje w procesie zderzenia zrównowazona
przez poped sily reakcji poc!loza N(t) pomniejszonej o ciezar
ciala. Stad mamy

-dl

J N(t) dt- mgAt,
o

gdzie At jest czasem zderzenia (czyli c'zasem, kiedy N > mg).
Z drugiej strony zmiana skladowej poziomej pedu padajacego
ciala jest równa popedowi sily tarcia:

(2)

tlI

/11Vocosrx-/11V = f IN(t)dt.
o

We wzorze tym I oznacza wspólczynnik tarcia kinetycznego,
v - predkosc (pozioma) cialil bezposrednio po zderzeniu.
Zalozylismy tu, ze poziome przesuniecie ciala w czasie zderzenia
At jest zaniedbywalne. PodoQnie zaniedbujac czlon mg At po
prawej stronie równania (I) (co odpowiada sytuacji, w której
czas At jest zaniedbywalny wobec czasu ruchu ciala) wyznaczamy
na podstawie wzorów (I) i (2) predkosc poslizgu ciala tuz po

dz
Obliczajac pochodna - i przyrównujac ja do zera otrzymujemy

da
wyrazenie na kat rxodpowiadajacy maksymalnemu zasiegowi:

Vz

Dla I = O, l kat ten wynosi rx :::;6°, natomiast zasieg z::::: 5 ~ ,
g

czyli jest pieciokrotnie wiekszy od maksymalnego zasiegu rzutu
ukosnego z taka sama predkoscia.

14



147.(x.) jest scisle rosnacym ciagiem liczb naturalnych; z. = N"'W(x, •...• x.). Czy szereg ~ l/z. musi byc zbiezny?
148. P jest punktem wewnetrznym wieloscianu wypuklego W; z kazdego wierzcholka wieloscianu W wychodza

3 krawedzie. W szkielet kazdego ostroslupa, którego podstawa jest dowolna sciana wieloscianu W, a pozostalym
wierzcholkiem - punkt P, mozna wpisac kule. Dowiesc. ze w szkielet wieloscianu W mozna wpisac kule.!=44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/1987

Przypominamy tresc zadan:

Zatem dla n ;;. 2 zachodzi nierównosc

147. Tak. Jesli a, b sa liczbami naturalnymi, a < b, to

148. Ponumerujmy sciany F" ... , Fn wieloscianu W w taki
sposób, by sciany FI i Fz byly przylegle do siebie (mialy wspólna

.1 1------- ~ ------~ ~ -- --
NWW(xl, ... , x.) '" NWW(x._" x.) '" xn-, xn'

krawedz), oraz by kazda kolejna sciana Fk, 3 .s; k .s; n, przylegala
do dwóch scian o numerach wczesniejszych. Oznaczmy przez Wj
ostroslup o wierzcholku P i podstawie F}, przez KJ kolo wpisane
w sciane Fj Uego istnienie wynika z zalozen), a przez Lj-
prosta prostopadla do plaszczyzny sciany F}, przechodzaca przez
srodek kola Kj• Niech ABbedzie wspólna krawedzia scian FI
i Fz. Kule wpisane w ostroslupy W, i Wz sa styczne do krawedzi
AB w tym samym punkcie (bo przekrój kazdej z tych kul
plasz<;zyzna ABP jest kolem wpisanym w trójkat ABP) .
Plaszczyzny WYZilaczone przez ten punkt stycznosci oraz proste
L, i Lz sa obie prostopadle'do krawedzi AD, a wiec sa
identyczne. Wobec tego proste L, i Lz przecinaja sie. Sciana F3
przylega do F, i Fz. Zatem takze proste LI i L3 przecinaja siei podobnie proste Lz i L3 przecinaja sie. Poniewaz proste L" Lz,
L3 nie leza w jednej plaszczyznie, musza miec dokladnie jeden
punkt wspólny O. Dalej przez indukcje wnosimy, ze kazda
z prostych L4, ••• , L. przechodzi przez punkt O. Punkt ten jest
wiec równo oddalony od wszystkich krawedzi wieloscianu W.
Stad i z wypuklosci W wynika teza zadania.

( 1 I) 2
+ ---- <--

Xn_l Xn Xl

NWD(a, b-a)---.s;
ab

NWD(a, b)

ab

b-a I. I~--------
'" ab - a b'

1

NWW(a,b)

z.

_1_ + ... + _1_,,;; _1_ +(_1 1_) +Zl z" Xt Xl X2

z której dostajemy

Patrz W ni bo

mgr Joanna UDALSKA

R02Wi;~z: ,Ole zad,ani l F lZS. Poczatkowo

srodek masy wahadla bcdZle sic obnizal. N

skutek tego wzrastac hedzie odleglosc od
srodklol '"11a~y do punktu zawieszenia wahadla.

Poniewaz w przyblizeniu uklad taki mozemy
uwazac za wahadlo matematyczne. dla

którego T = 2"y'Llg (L dlugosc waadla)

okres wahan b~ zit" sie. w mi~re ubywania
pia~k\1 wy,iluz?' ednakz.c oOI:izal c ~

srortka -lS} poje- "-ll:.pia'k;emnie
nchodzi jednostajnie. W przypadku, gdy
w pojemniku jest malo piasku, srodek masy

moze przesuwac sie wyzej, co powoduje
skraca lic okresu drgali (Kiedy caly pia.('ck

wysypie sie ze zbiorn ,ka wtedy sr )de kwasy

wahadla bedz:c zp:],jdow .1 ..ie wyzej niz
w przypadku, kic ['('ID,l pla~'!..u znajdllje

sie. pon zcj :)rodl> n,"'v s"mego pojemnika)
Sytll3l..Jil nicjcl.l >: ej zmiany okresu drga6

nie wystapi w pl Lypadku, gdy srodek masy

pustego pojemnika bedzie znajdowal sie na

jego dnie

Schematyczny wyglad dysku galaktycznego

widzianego z góry. Nie ma danych dotyczacych

obszaru zawartego mied:zy liniami
przerywanymi.

Patrzac na nocne niebo widzimy obiekty znajdujace sie w róznych odleglosciach od nas. Plan
pierwszy stanowia konstelacje zlozone z bliskich (w skali astronomicznej), widocznych
oddzielnie gwiazd. Obraz nieba uzupelnia Droga Mleczna, stanowiaca tlo, utworzone z gwiazd
tak odleglych, ze mozemy obserwowac je zaledwie w postaci swietlistej smugi. Nie oznacza to,
oczywiscie, ze w odleglosciach posrednich nie ma gwiazd. Miliardy sposród nich sa niedostepne
nieuzbrojonemu oku, jako zbyt odlegle, by mozna dostrzec je w postaci oddzielnych punktów
i zarazem zbyt nieliczne, aby mogly utworzyc pozornie ciagla chmure swietlna.
BezksAezycowe letnie noce sa w naszych szerokosciach geograficznych najlepsza pora do
przeprowadzania obserwacji Drogi Mlecznej. Widac wtedy jej fragmenty przebiegajace przez
gwiazdozbiory Labedzia, Orla i Strzelca. Równiez zima warunki obserwacji Drogi Mlecznej sa
korzystne, przy czym widac wtedy najlepiej fragmenty lezace w konstelacjach Kasjopei,
Perseusza, Woznicy i Jednorozca. Choc w Strzelcu jasny pas ginie dla naszych oczu za
horyzontem, to jednak w rzeczywistosci nie konczy sie. Przecina dalej niebo poludniowe
i w Jednorozcu znowu ukazuje sie na pólkuli pólnocnej.
Juz amatorskie obserwacje Drogi Mlecznej, bez uzycia jakichkolwiek przyrzadów, moga
dostarczyc ciekawych wrazen. Wystarczy przez okolo pól godziny przyzwyczaic wzrok do
ciemnosci, by dostrzec wiele zastanawiajacych szczególów. Przede wszystkim zauwazmy, ze
jasna, swietlista smuga nie jest jednakowo szeroka w kazdym obszarze. Jej granice sa trudne do
uchwycenia, jednak wyraznie widac, ze nisko nad poludniowym horyzontem - w okolicach
gwiazdozbioru Strzelca (mamy tu na mysli obserwacje przeprowadzane latem) - Droga Mleczna
jest znacznie szersza niz w Kasjopei czy Perseuszu. Ponadto nie jest ona jednakowo jasna na
calej swej powierzchni - latwo wyróznic jasniejsze i ciemniejsze plamy. Szczególnie efektownie
ciemny obszar rozdziela dwa pasma Drogi Mlecznej w obszarze gwiazdozbioru Labedzia. Oba
pasma znacznie ustepuja jasnoscia rozleglemu obszarowi w Strzelcu, a pierwszoplanowe gwiazdy
na ich tle widoczne sa bardzo wyraznie, znacznie wyrazniej niz w Strzelcu.
Jak wyjasnic te fakty obserwacyjne?
W tym miejscu musimy odwolac sie do dzisiejszej wiedzy na temat budowy naszej Galaktyki,
bowiem Droga Mleczna to nic innego, jak widok Galaktyki z jej wnetrza. Wrazenie swietlistej
smugi wywolane jest przez slaby blask miliardów odleglych gwiazd, co postulowal juz
Demokryt (V w. p.n.e.), a co zostalo wykazane przez Galileusza, gdy w 1609 roku skierowal swa
pierwsza lunete w ten obszar nieba. Ponad 200 lat temu angielski astronom William Herschel
przedstawil hlOdel naszej Galaktyki w postaci ogromnego zbiorowiska gwiazd ulozonego w ksztalt
dysku, co przy przyjetym przez niego zalozeniu, ze Slonce wraz z ukladem planetarnym
znajduje sie w srodku tego dysku, dobrze odpowiadalo obrazowi Drogi Mlecznej opasujacej
wokolo niebo obydwu pólku!. Model Herschela poprawiony zostal w latach dwudziestych
naszego wieku, gdy oceniono, ze Slonce znajduje sie w odleglosci 30000 lat swietlnych od
centrum Galaktyki. Badania przeprowadzone w latach piecdziesiatych wykazaly, ze Galaktyka
nalezy do grupy tzw. galaktyk spiralnych - na gesty obszar centralny, zwany jadrem, nawijaja
sie ramiona spiralne. Uklad Sloneczny znajduje sie na brzegu jednego z nich, zwanego
ramieniem Oriona.
Patrzac w kierunku konstelacji Oriona widzimy wiec przede wszystkim to ramie, w którym sami
sie znajdujemy. Szczególnie jasne obszary gwiazdozbiorów Strzelca, Skorpiona i Tarczy tworza
ramie Strzelca, blizsze centrum Galaktyki. Prawdopodobnie w kierunku tym lezy jeszcze jedno
ramie. Mimo ze okolice te swieca dla nas jasno, w rzeczywistosci znajduje sie him wiele ciemnych
mglawic pochlaniajacych promieniowanie. Przeslaniaja nam one centrum Galaktyki, które nie
zakryte byloby tysiace razy jasniejsze. Po przeciwnej stronie w obszarze konstelacji Perseusza
lezy ramie Perseusza - jedno z zewnetrznych ramion naszej Galaktyki. Wszystkie ramiona
spiralne znajduja sie w plaszczyznie dysku galaktycznego. W kierunkach prostopadlym do
dysku i posrednich widzimy tylko gwiazdy z naszego otoczenia na ciemnym tle
miedzy galaktycznym.
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Neptun, odkryty w 1846 roku, zostal zaznaczony przez
Galileusza na mapce przedstawiajacej ulozenie satelitów
Jowisza 28 grudnia 1612 roku jako slaba gwiazda. O tym, ze byl
to Neptun, dowiedziano sie w 1980 roku, gdy testowano program
komputerowy wyliczajacy polozenia planet m.in. dla tej daty.

n
to nic innego jak ciag cos--. O tym sie mozna latwo

2"+ l
przekonac indukcyjnie. Ale z czego wynika, ze iloczyn pierwszych

2 .
k wyrazów tego ciagu przybliza liczbe - tym lepiej, im wiekszen
jest k i to przybliza dowolnie blisko?
Inna wersja tego samego: w okrag o promieniu I wpisujemy
kwadrat, w ten kwadrat wpisujemy okrag, w niego osmiokat,
w niego okrag, szesnastokat, okrag, trzydziestodwukat, okrag itd,
W granicy otrzymujemy okrag o dlugosci 4. Moze tak latwiej?
A czy to jest rzeczywiscie to samo?

William Thomson (pózniej Lord Kelvin) zostal przyjety na
Uniwersytet w Glasgow w 1834 roku. Mial wtedy 10 Jat. sze§c
lat pózniej opublikowal swoja pierwsza prace naukowa. Byl
jednoczesnie :<;nakomitym fizykiem eksperymentatorem
i wybitnym teoretykiem. Podczas jednego z odczytów (bylo to
pod koniec XIX wieku) stwierdzil, iz w jego mniemaniu fizyka
jest juz zamknieta dziedzina wiedzy, przynajmniej w ogólnych
zarysach. Na horyzoncie, powiedzial, mozna dostrzec jedynie
dwie chmurki: negatywny wynik doswiadczenia MicheIsona,
i Morleya oraz katastrofe ultrafioletowa w prawie Ray]eigha­
Jeansa. Próby usuniecia "chmurek" doprowadzily do
sformulowania w kilka lat pózniej szczególnej teorii wzglednosci
i mechaniki kwantowej.

,.;_;_;_;_; ol;.:. :.:. :.:.:.:. :;:.:
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Ciag

Pierwszym, który stwierdzil, ze komety poruszaja sie poza
atmosfera ziemska, byl dunski astronom Tycho Brahe. Zmierzyl
on paralakse komety z 1577 roku i stwierd<:il, ze kometa
porusza sie dalej niz Ksiezyc.
Pierwszym, który zapowiedzial powrót komety, byl Edmond
Halley. W 1705 roku oglosil, ze komety z 1531,1607 i 1682 roku
sa ta sama kometa i zapowiedzial jej powrót w 1758 roku.
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Jak obliczyc sume wektorów zaczepionych w srodku n-kata
foremnego, których koncami sa wierzcholki tego wie]okata?
Sposobów jest wiele. Mozna np. wykorzystac ,znany wzór na sume
ciagu geometrycznego liczb zespolonych 1+ z+ Z2 + ... + z"-' =

l_z"
= --- albo tez wzory

l-z
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Aby ciecz, po dojsciu do temperatury krzepniecia, zaczela
krystalizowac, konieczne jest powstanie w niej tzw. zarodzi, czyli
niewielkich fragmentów sieci krystalicznej. Zdarza sie jednak, ze
w temperaturze, w której predkosc wzrostu krysztalów jest
najwieksza, cialo nie krystalizuje, gdyz nie powstaja w tej
temperaturze zarodzie. Na przyklad: aby otrzymac zwiazek
o nazwie betol w stanie krystalicznym (temperatura krzepniecia
96°C), nalezy go przede wszystkim ochlodzic do 16°C dla
wytworzenia zarodzi, a nastepnie ogrzac d<Y75°C, aby otrzymac
szybki wzrost krysztalów. Do lat piecdziesiatych nie umiano '
otrzymac krysztalu gliceryny; przy oziebianiu zawsze przechodzila
w stan szklisty. Dopiero przypadkowo, w czasie transportu
gliceryny przez Syberie, powstaly warunki sprzyjajace jej
krystalizacji. Potem juz latwo mozna pylo wywolac
krystalizacje wprowadzajac krysztalki gliceryny do
przechlodzonej cieczy.

nrt.
sin-

(n-1)rt. 2
sin rt.+ sin 2rt.+ ... + sin(n -1)rt. = sin ---- ---­

2 .. rt.sm­
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Mozna tez uzyskac odpowiedz w wyniku rozwazan
geometrycznych. Najprosciej jest jednak zauwazyc, ze uklad
wektorów, które sumujemy, nie zmieni sie, gdy go obrócimy'

2n
wokól srodka wielokata o kat -. Nasza suma tez sie wiec nieII
zmieni przy tej operacji, a z tego wynika, ze jest ona zerowa.
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Male i duze
Jesli wielkosc zbioru F c R" oceniac wedlug jego n-wymiarowej
miary Lebesgue'a, to okaze sie, ze zbiory male (miary O) moga
byc bardzo pojemne, duze zas (miary dodatniej) prawie
przezroczyste. Istnieje bowiem zbiór plaski miary O, który
zawiera: kopie wszystkich wielokatów, okregi o wszystkich
promieniach i prosta w kazdym kierunku. (Nie wiadomo, czy
w malym zbiorze mozna zmiescic okregi o wszystkich srodkach
albo kopie wszyst.kich elips.) Istnieje równiez plaski zbiór miary l
zawarty w kwadracie jednostkowym, taki, ze przez kazdy jego
punkt mozna poprowadzic nieprzeliczalnie wiele prostych, które
nie przetna tego zbioru w zadnym innym pu,ukcie.

Powstawaniu pecherzyków pary podczas gotowania wody
towarzyszy charakterystyczny szum. Jak sie okazuje, podobny
"halas" rriozna"uslyszec" równiez podczas krystalizacji
przechlodzonej cieczy. W obszarach cieczy otoczonych przez
utworzone juz krysztalki powstaja silne naprezenia rozciagajace.
Gdy staja sie one wieksze od sil przylegania czastek cieczy, jej
ciaglosc zostaje przerwana (tworzy sie pecherzyk pary)­
procesowi temu towarzyszy powstawanie dzwieku. Zjawisko takie
zaobserwowano podczas krystalizacji polipropylenu
i polietylenu, a emitowane ultradzwieki byly tym intensywniejsze,
im bardziej ciecz byla przechlodzona.
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Slonce ma, zdawaloby sie, wyrazna, okreslona powierzchnie,
a co za tym idzie - rozmiary. Tymczasem np. na fali 5 m Slonce
jest dwa razy wieksze. Dzieje sie tak, poniewaz dla
promieniowania optycznego materia sloneczna staje sie
przezroczysta wlasnie na poziomie fotosfery, tj. widocznej
"powierzchni" Slonca (stad zreszta jej nazwa), natomiast dla
promieniowania o fali dluzszej atmosfera Slonca jest przezroczysta
dopiero od wysokosci odpowiednio wiekszej.
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