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Zwiazki stechiometryczne to takie, ktére
podlegaja prawom: staloéci skladu (prawo
Dal ) i statych kéw (prawo Prousta).
W artykule jest takze mowa o zwiazkach

i hi ycznych, tj. nie podlegajacych
tym prawom, ktorych sklad moze sig zmieniac.
Prostym przyklad kieg igzku jest
wystgpujacy w przyrodzie mineral — tlenek
tytanu TiOy,7-1,s (2dyby obowigzywalo
prawo stosunkow stalych, jego sklad
nalezaloby wyrazi¢ wzorem TiO;).

@

Rozwijzanie zadania F 222, Oznaczmy przez
Ey(Hy), Eqap(Hogb)s Epps(H,,,) pola
elektryczne (magnetyczne) odpowiednio:
fali padajacej, odbitej i przechodzacej
{rysunek). Z warunkéw cigglosci na granicy
osrodkdéw wynika:

.i'.'p +E 4 = Ep,;,

Irp_Huﬁb o Hprz'
Poniewaz dla plaskiej fali monochromatycznej
zachodzi zwiazek H = Ve[nE, gdzie & ()
jest przenikalnoscig dielektryczna
(magnetyczna) osrodka, otrzymujemy stad:
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natgzenia fali odbitej do padajgce;:
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Mamy wige ry; = —ry,, Poniewaz energia

fali jest proporcjonalna do E2, wspélczynnik
odbicia
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Wodorki metali

Prof. dr Bogdan BARANOWSKI, czlonek korespondent PAN

Z przyszloSciowych noénikow energii wod6r wydaje si¢ by¢ jednym z najbardziej obiecujacych.
Synteza wody z wodoru i tlenu jest reakcja wysoce energetyczng, wykorzystywana zreszta
wspoélczesnie do napedu niektorych rakiet. Inna zaleta wodoru jako paliwa jest nieszkodliwosé
produktu spalania (wody) dla otoczenia oraz latwa dostepnoé¢ naturalnych zasobow wody jako
irédla jego otrzymywania. Powstaje przy tym problem magazynowania i transportu wodoru.

Wodorki metali w technologii wodorowej

Kontakt wielu metali z gazowym wodorem prowadzi do powstania polaczen zwanych wodorkami
*metali. Reakcj¢ takq mozemy zapisa¢ schematycznie wzorem:

) xMe+yH, &5 Me,H,,,

gdzie Me symbolizuje atom reagujacego metalu, H, czasteczke gazowego wodoru, x i y
oznaczaja wspolczynniki stechiometryczne, czyli ilosci czasteczek bioracych udziat w elementarnej
reakcji. Strzalki oznaczaja mozliwo$¢ prowadzenia powyzszej reakcji w obu kierunkach. Inaczej
méwiac — gazowy wodor mozemy zwigza¢ chemicznie z metalem, ale i odwrotnie — z wodorku
metalu mozemy otrzymac gazowy wodor i czysty metal. Tworzenie lub rozklad wodorku metalu
zalezy od temperatury oraz cisnienia gazowego wodoru. Obukierunkowo$é reakcji (1) jest
podstawa do wykorzystywania wodorkéw metali do magazynowania i przenoszenia wodoru.
Sposob taki ma w porownaniu z tradycyjnymi metodami, tj. butlami stalowymi z gazowym
wodorem czy zbiornikami z cieklym wodorem, szereg zalet. Po pierwsze, na jednostke

objetoéci przypada w wodorkach metali duzo wieksza ilo§¢ wodoru, niz ma to miejsce nawet

w cieklym stanie tego pierwiastka. I tak ciekly wodér zawiera w normalnym ci$nieniu okolo
0,07 g w cm?, natomiast wodorek o skladzie TiFeH,,o5 az 5,5 g w tej samej objetoéci, a wiec
okolo 80 razy wigcej. Ponadto przechowywanie i przenoszenie wodoru w formie wodorkow
metalicznych jest duzo bezpieczniejsze. Niewatpliwym ograniczeniem jest natomiast duzy

cigzar metalu pochlaniajagcego wodér. Wymieniony wyzej wodorek tytanowo-zelazawy zawiera
wagowo jedynie 1,8 % wodoru. Niemniej jednak ten wlasnie wodorek sluzy za podstawe
opracowanych juz technologii wykorzystywania wodoru do napedu samochodéw. Nie wymaga
to zmian konstrukcyjnych'w silniku. Zasadnicza modyfikacja jest zastapienie gaZznika
urzadzeniem mieszajagcym wodor z powietrzem. Jedng ze znanych firm samochodowych
przygotowanych do przejécia na naped wodorowy jest Mercedes-Benz w RFN. Druga juz
generacja tych rozwiazan oparta jest o kombinowany naped benzynowo-wodorowy. Przy malych
mocach i szybkosciach, stosowanych w ruchu miejskim, silnik pracuje na czystym wodorze.

Jest to wtedy zwiazane z minimalnym zanieczyszczeniem $rodowiska, poniewaz prawie
wylacznym produktem pracy takiego silnika jest para wodna. W miare natomiast wzrostu mocy,
a wigc i wigkszych szybkosci ruchu, wzbogaca sie stopniowo mieszanke wybuchowa w benzyne,
aby ostatecznie przej$¢ na nia calkowicie w czasie jazdy na drogach szybkiego ruchu. Ten

. kombinowany naped daje przede wszystkim wickszy zasieg jednorazowego ,,tankowania”

wodorem, ktory przy braku udzialu benzyny nie przekraczal okolo 300 km. ,,Wodorowy”
samochod wymaga dodatkowego obciagZenia metalicznym stopem pochianiajgcym i wydzielajacym
wodor, Jest to objetosciowo niewielki element o wadze okolo 200 kg. Przy obecnych niskich
cenach ropy naftowej na rynkach s§wiatowych wprowadzanie napedu wodorowego nie jest

realne, zwlaszcza na wigkszg skale. Niemniej Mercedes-Benz jest przygotowany do

wprowadzenia paliwa wodorowego w samochodach, jezeli tylko bedzie to ekonomicznie
uzasadnione.

Naped w pojazdach mechanicznych jest jednym z wielu mozliwych zastosowan wodorkéw
metalicznych w tzw. technologii wodorowej. Optymisci utrzymuja, Zze potencjalnych zastosowar
jest ponad dwadziescia. Wspomnijmy tutaj o jednym z nich, rozwazanym juz obecnie na
wigksza skale. Mianowicie: wodorki metaliczne moga by¢ wykorzystane do magazynowania
wodoru, otrzymywanego np. na drodze elektrolizy wody w elektrowniach w czasie malego
obcigZenia. Rozwazane s3 juz obecnie projekty budowy wielotonowych zasobnikéw metalicznych
do takich wlasnie celow. Innym atrakcyjnym przykladem jest zastosowanie wodorkéow
metalicznych w zamrazarkach, w ktorych wydzielanie ciepla w jednej czesci jest sprzezone

z jego pochlanianiem w innej czgdci. Absorpcja wodoru w metalach jest bowiem z reguty
zwigzana z wydzielaniem ciepla — natomiast jego desorpcja ze stalego metalu pochlania ciepto
z otoczenia. Sterowanie t3 wymiang ciepla stwarza w urzadzeniach o wigkszej skali powazne
problemy inZynieryjne.



Rozwigzanie zadania F 223. Na rysunku
przedstawiono schematycznie kolejne odbicia

i zalamania w plytce, Caltkowita energia
odbitego $wiatla jest roGwna

E = i-."‘ +E;+ Es+
Jeili przez E, oznaczymy energie $wiatla

padajacego, wspolczynnik odbicia bedzie

rowny
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Energia pierwszego odbitego promienia,
ktory ulegl jednokrotnemu odbiciu od plytki,
wynosi E; = kEy. Drugi odbity promien
dwa razy przechodzi przeZ granicg osrodkow
i raz odbija sig od dolnej powierzchni
(rysunek). Jego energia wynosi E; =

= k(1 -k} Egy. Trzeci promiefi przechodzi
rowniez dwa razy przez granice ofrodkdw,
ale ulega trzykrotnemu odbiciu, Stad jego

energia jest réwna E; = k3(1 —Kk)2E,.
Podobhie mamy dla E, itd, Na tej podstawie
otrzymujemy

R=k+k(l=k2+Kk31-Kk)2+ ... =
=k+k(l1=k)?-[l+k2+k*+ ..].

Suma nieskonczonego, malejacego (k2 < 1)
szeregu geometryCznego w nawiasie
kwadratowym jest rowna 1/(1—%2), A zatem
wspolczynnik odbicia

2k

R = - 5
1+k

Rozwigzanie zadania M 472. Oznaczmy
przez n liczbe wierzcholkdow wielokata
wypuklego i niech n = 4. Kazde cztery
wierzchotki wielokgta sg wierzcholkami
czworokata wypuklego, ktory ma dwie
przecinajace sie przekatne. Ponadto, jesli
dane sa dwie przecinajace si¢ przekatne,
wyznaczaja one pewien czworokat, Wobec
tego liczba punktéw przecigeia przekatnych
nie przekracza {:
gdy wszystkie punkty przecigcia sa rézne.

& :

Rozwijzanie zadania M 473. Réwnanie okregu
mozna napisac w postaci

) i jest rowna tej liczbie,

x24+ ¥4+ Ax+By+C = 0.

Srodek okregu ma wtedy wspolrzedne

-+.-2)

Przypuscmy teraz, ze na okregu istniejg

trzy punkty o wymiernych wspoltrzednych.

Po podstawieniu wspolrzednych tych punktéow
do rownania okregu otrzymujemy uklad
rownan liniowych (z nicwiad_cm)'mi A, B, C)
o wymiernych wspolczynnikach, W takim
razie A, B, C sa wymierne, zatem Srodek
okregu ma obie wspolrzedne wymierne —
sprzecznosé konczy dowdd.,

Wodorki metali jako obiekt badawczy

Uklady metal-wodér stanowia w badaniach podstawowych przedmiot szerokiego zainteresowania,
Z ogdblnego punktu widzenia chodzi tutaj o polaczenia metali z najlzejszym pierwiastkiem,
wykazujacym najprostsza strukturg elektronowa. Zadziwiajaca jest przy tym Téznorodno$é
wiasciwosci, jakie obserwujemy. I tak wodorki metali alkalicznych i ziem alkalicznych maja
charakter zwigzkow scisle stechiometrycznych, w ktorych wodor wystepuje w postaci anionow.
Metale przejsciowe, np. tytan i cyrkon i metale ziem rzadkich tworza natomiast — obok

wielu $ciéle stechiometrycznych wodorkéw — polaczenia o zmiennym skladzie, tzw. wodorki
niestechiometryczne, ktérych wlasnosci zmieniaja si¢ czgsto w funkcji stgzenia wodoru.

I tak np. wodorek cezu ze wzrostem stgzenia wodoru zmienia charakter z metalicznego na
polprzewodnikowy, a nastgpnie staje si¢ nawet izolatorem. Wprowadzenie wodoru do metalu
moze spowodowa¢ powstanie ferromagnetyzmu, jak to ma miejsce w wodorkach uranu, ale

i odwrotnie, moze redukowac ferromagnetyzm, co obserwujemy w wodorku niklu. Rowniez

i w odniesieniu do nadprzewodnictwa tworzeniu wodorku metalicznego moze towarzyszy¢
obnizenie temperatury krytycznej, do calkowitego zaniku wilacznie, jak to stwierdzono

w wigkszodci wodorkow metali przejéciowych. Natomiast w wodorku palladu, od pewnego
stezenia wodoru poczawszy, wystepuje nadprzewodnictwo, przy czym temperatura krytyczna
jest (w pewnym zakresie stezeri) wyraZnie wzrastajaca funkcja stgzenia wodoru.

Duia zaleta wielu wodorkow jest latwo$¢ ich otrzymywania oraz mozliwo$¢ odwracalnych
zmian skiadu przez odpowiedni kontakt z gazowym wodorem. W sieci metalicznej wodor moze
wystepowac albo w postaci anionowej — jak we wspomnianych wyzej metalach alkalicznych —
albo tez w postaci w roznym stopniu ekranowanego protonu, jak ma to miejsce w metalach
przejiciowych. Jest sprawa dyskusyjna, w jakim stopniu wodor taki mozna uwazac za skladnik
metaliczny otrzymanego ,,stopu’.

W sieci przestrzennej metalu czastki wodoru zajmuja okreslone poloZenie. Zmiany steZenia
moga tutaj prowadzi¢ do wymuszania réznych typow symetrii sieci krystalograficznej. Zmiany
takie towarzysza przejéciom fazowym w ukladach metal-wodor, ktore czgsto przypominaja
swoim charakterem przejscia gaz-ciecz lub ciecz-cialo stale w ukladach jednoskladnikowych.
Ta analogia sklania cze$to do rozpatrywania wodoru w metalach jako gazu sieciowego, ktory
moze wykazywac przejscia fazowe charakterystyczne dla tego modelu.

Wysokie ci$nienia w wodorkach metali

Chlonnosé poszczegdinych metali na wodor jest bardzo zroznicowana. Czgsto nawet podobne,
wydawaloby si¢, metale zachowuja si¢ odrgbnie. I tak dla otrzymania wodorku palladu ' =
o skladzie PdH,,s wystarczy w temperaturze pokojowej ci$nienie gazowego wodoru rzedu
kilkunastu mm Hg. Natomiast nalezace do tej samej co pallad podgrupy w ukladzie
periodycznym metale nikiel i platyna absorbuja w takich samych warunkach zaniedbywalnie
matle ilosci wodoru. Jezeli gazowy wodér o cisnieniu okoto 6 tys. atm (0,6 GPa) dziala na
metaliczny nikiel w temperaturze pokojowej, to otrzymujemy metaliczny wodorek niklu

o skiadzie NiH. To samo cisnienie natomiast nie powoduje znaczacej absorpcji wodoru

'w platynie. Niemniej przykiad wodorku niklu wykazuje, ze dzialanie wysokim cisnieniem
£aZOWEEO wodoru na metale moze umozliwi¢ synteze wodorkow dotychczas nieznanych.

Tezeg te sprawdzono na wielu przykladach w Instytucie Chemii Fizycznej PAN w Warszawie.
Np. otrzymano w ten sposob nieznany dotychczas wodorek manganu, jak rowniez na drodze
bezposredniej syntezy z pierwiastkow wodorki chromu i glinu, znane jedynie z posrednich
metod otrzymywania. Warto wspomnie¢, ze wykrycie nadprzewodnictwa wodorku palladu ma
swoja geneze rowniez w metodyce wysokocisnieniowej gazowego wodoru. Technika ta zostala
zastosowana i rozwinigta po naszych doswiadczeniach w Instytucie Fizyki Ciala Stalego

AN ZSRR w Czernogolowce.

‘Wysokie cisnienie moze wywola¢ w wodorkach metali szereg istotnych zmian. Naleza do nich
zmiany symetrii sieci krystalicznej, wystepujace w okreslonych cisnieniach jako nieciagle
przejécia fazowe. Jest znanym faktem, ze roznorodnosé faz jest w odniesieniu do zmian
cisnienia duzo wigksza niz w odniesieniu do zmian temperatury. Zmniejszenie wzajemnych

“odlegloici elementow sieci krystalograficznej pod wplywem wzrostu cisnienia wymusza czgsto

reorganizacje symetrii przestrzennej. Takie skokowe zmiany zachodza rowniez w krystalicznych
wodorkach metali poddawanych dzialaniu wysokiego cisnienia. Ogolnie rzecz ujmujac obserwuje
sie ten sam typ zmian, co w innych fazach krystalicznych, mianowicie: wysokie cisnienie

preferuje bardziej objetosciowo zwarte fazy w poréwnaniu z ci$nieniem normalnym. Obok
krystal_iczhych wodorkow metali bada sie ostatnio amorficzne stany metaliczne (tzw. szkla
metaliczne) nasycane wodorem. Otrzymywanie amorficznych metali wymaga w wielu przypadkach
dodatkow, np. krzemu, boru czy fosforu, ktore znacznie obnizaja pochlanianie wodoru.
Zastosowanie wysokich ciénieft wodoru polepsza znakomicie jego absorpcje. A zatem jezeli
jesteémy zainteresowani wysokimi st¢Zzeniami wodoru w niektérych amorficznych metalach,

to nieodzowne staje si¢ wykorzystanie techniki wysokociénieniowej.



O wyznaczaniu orbit

Dr Tomasz KWAST

Ruch — powiedzmy — komety wokot Slorica jest w pelni
okreslony przez podanie jej trzech wspolrzednych polozenia
(xo, Yo, o) oraz trzech wspolrzednych predkosci (Xo, Jo, Zo)

w dowolnej chwili. Znajomos¢ tych szeSciu parametrow jest
rownowazna znajomosci calego ,,mechanicznego” zycia komety,
bowiem parametry te sa konieczne i wystarczaja do
jednoznacznego rozwiazania rownan ruchu komety.

Parametry te nie sa jednak najwygodniejsze w uzyciu chociazby
z tego powodu, Ze nieskonczenie wiele ich zestawow moze
odpowiada¢ temu samemu obiektowi. Dlatego w astronomii

za ,,znaki szczegblne” obiektoéw obiegajacych Slofice uwaza sie
szes¢ innych wielkosci zwanych elementami orbity, ktore maja
bardzo naturalng iaterpretacje geometryczng i stanowig

w rezultacie ,,paszport” danego obiektu. Przedstawiliémy je

w Delcie 12/1986, chyba jednak nie bedzie Zle, jesli je teraz
przypomnimy (rys. 1).

Rys. 1

Polozenie plaszczyzny orbity wzgledem ekliptyki (uwaga:
ekliptyki!) opisujg dwa katy: £2 — dlugos¢ ekliptyczna wezla
wstepujacego orbity, i — nachylenie. Polozenie orbity juz w jej
plaszczyznie opisuje kat @ — tzw. argument szerokosci
perihelium, rozmiary orbity okresla jej wielka polo$ a,

ksztalt — mimosrod e, wreszcie pozostaje T jako moment
przejscia obiektu przez perihelium. Kat ¢ miedzy
plaszczyznami rownika i ekliptyki jest, oczywiscie, stala
przyrody, a nie ,,elementem orbity”.

Narzuca si¢ pytanie: jak (na podstawie obserwacji prowadzonych
z Ziemi) wyznaczy¢ elementy nowo odkrytej komety? Problem
ten byl naczelny w mechanice nieba do XIX w. Rozwiazal

go ostatecznie Carl Friedrich Gauss i opublikowal w 1809 r.

w dziele Theoria motus corporum coelestium. Nie przedstawimy

tu kompletnej metody obliczania a, e, i, w, £2, T — jest to
zagadnienie zbyt skomplikowane rachunkowo ; pokazemy tylko
ideg¢ metody.

Trzy ciala — Ziemia, Stonce i kometa — tworza w kazdej
chwili 1 trojkat o bokach oznaczonych jak na rysunku 2.

|
kometa

- L]
Storice O Rys.2

o

Ziemia

Wspoirzedne geocentryczne komety (w ukladzie wspoirzednych
z rysunku 1) tworza wektor ¢ = [£, i, £], jej wspolrzedne
heliocentryczne wektor r = [x, y, z], a wspoirzedne Slofica
wzgledem Ziemi R = [X, Y, Z]i uwazamy je za znane
skadinad — mozna je obliczy¢ z gory lub znalezé w rocznikach
astronomicznych. Migdzy wspolrzednymi tych wektorow
zachodza oczywiste zwiazki:

£ = pcosdcosx = x+X,
7 = pcosdsinx = y+Y,
£ ='psind =z+Z,

gdzie x i d oznaczaja rektascensje i deklinacje komety, x, y, z
za$ wyrazaja sie w mocno skomplikowany spos6b przez

a, e, i, w, 2, T. Te wlasnie wielkosci musimy wyznaczy¢, jasne
jednak, ze jest to na razie niewykonalne, skoro mamy mniej

‘réwnan niz niewiadomych.

I tak dochodzimy do najwazniejszego punktu calego
zagadnienia. Zwigkszenie liczby rownan uzyskuje si¢ wykonujac
dalsze obserwacje. Nie zapominajmy jednak, Ze przy kazdej
obserwacji oprocz szesciu elementow mamy dodatkowa
niewiadomg — odleglo$¢ komety od Ziemi p, bowiem
obserwacja, czyli pomiar rektascensji i deklinacji, daje tylko
kierunek do komety, Dlatego wlasciwg liczbe rownan osiagnie
si¢ dopiero po trzech obserwacjach — wtedy dopiero bedzie

9 réwnan na tylez niewiadomych:

a, e i,w 2, T o, 02, 0s.

Od tej chwili problem przestaje by¢ astronomiczny, a staje sig
czysto rachunkowy: jak rozwigzac, przyznajmy — dos¢
skomplikowany — uklad rownan? Jest to rzeczywiscie
pracochionne nawet z uzyciem kalkulatora. Aby nie by¢
golostownym, przedstawiamy komplet niezbednych formut.
WprowadZmy oznaczenia:

P, = coswcosf2—sinwsinf2cosi,
Qx = —sinwcos2 —coswsin2cosi,

Py

I

(coswsinf2+sinwcosf2cosi)cose —sinwsinisine,
Q, = (—sinwsinf +cosmcosf2cosi)cose —coswsinisine,
P. = (coswsin® +sinwcosf2cosi)sine+sinwsinicose,
Q. = (—sinwsin2+ coswcosf2cosi)sine+ coswsinicose.

Wtedy x = Prxo+Qxyo,

¥ = Pyxo+ Qy¥yo,

z= P.xo+Q:¥0,

gdzie xo = rcosv, yp = rsinv (v jest tzw. anomalia prawdziwa
komety i jest zaznaczona na rysunku 1). Ponadto

a(l —e?)
1 +ecosv

i np. jezeli e < 1 (kometa porusza sie po elipsie), to pomocnicza
zmienna E (zwana anomalia mimosrodowa) wiaze si¢ z anomalig

5 sk g v 1+e E
prawdziwa v zaleznoscia tg v-iu =

tg —.
= 2

Na koniec E wiaze si¢ z T poprzez tzw. rownanie Keplera

E—esinE = ka=**(t—-T),

gdzie k = 0,017202099. Wszystkie odleglosci (r, g, a) sa tu
liczone w jednostkach astronomicznych, czas za§ — w dniach.

Problem odwrotny, czyli obliczenie poloZenia komety w zadanej
chwili przy znajomosci elementow jej orbity, jest duzo prostszy.
Obliczenia takiej — jak mowimy — efemerydy moiZna dokonaé
juz na podstawie przytoczonych tu wzorow.



Rogata sfera Alexandera

Dr Krzysztof CIESIELSKI, dr Zdzistaw POGODA

Matematyka, w przeciwienstwie do wielu innych galezi nauki,
jest dyscypling bardzo konkretna. Nie zdarzy si¢ tu wypadek,
ze teoria, radoénie rozglaszana przez wielu entuzjastow, po
paru latach ulegnie zmianie pod wplywem nowej mody czy
innych zewnetrznych czynnikéw. Po latach moze si¢ jedynie
zmieni¢ waga rezultatow; mozna tez wiele uproscic. Ale jezeli
wynik nie zawieral bledu, to pozostaje prawdziwy. Niemniej
jednak matematykow czesto czekajg inne niespodzianki.

Wiele twierdzen, z pozoru bardzo skomplikowanych, po
blizszym zbadaniu okazuje si¢ by¢ prostymi. Ale zdarza sig,

i to nad wyraz czesto, co$ wrecz przeciwnego. Fakt, pozornie
bardzo prosty i oczywisty, dlugo opiera si¢ wszelkim probom

dowodu. Banalny, wydawaloby sie; rezultat jest w istocie trudny.

Klasycznym przykladem, czgsto cytowanym, jest twierdzenie
Jordana.

Najpierw podamy dwie definicje. Krzywa Jordana jest to zbior
homeomorficzny z okregiem (homeomorfizm to ,,bijekcja

w obie strony ciagla’). Mowiac potocznie, krzywa Jordana

na plaszczyznie tworzymy wyginajac okrag na wszelkie mozliwe
sposoby. Nie wolno nam jednak niczego rozrywac ani kleic.
Natomiast obszarem w R" nazywamy zbiér otwarty, w ktorym
~dwa dowolne punkty mozemy polaczy¢ linig zawarta w tym
zbiorze. Twierdzenie Jordana, do ktérego zmierzaliSmy, mowi,
ze kazda krzywa Jordana na plaszczyznie rozcina jq na dwa
obszary (jeden ograniczony, drugi nie) i jest ich wspolnym
brzegiem. Oczywiste? A nad poprawnym dowodem mozna sig

bardzo dlugo meczy¢. Twierdzenie pochodzi z konca XIX wieku.

Tym, ktorzy sadza, Ze tu nie ma nic do dowodzenia, radzimy
obejrzec zalaczony rysunek krzywej.

Na poczatku XX wieku A. Schonflies udowodnit pigkne
twierdzenie, bedace uogolnieniem twierdzenia Jordana.
Twierdzenie Schonfliesa brzmi: dowolny homeomorfizm
krzywej Jordana (zawartej w plaszczyzinie), na okrqg mozemy
rozszerzyé do homeomorfizmu plaszczyzny na siebie. Oznacza to,
Ze majac powyginany (nawet bardzo fantazyjnie) okrag na
plaszczyznie mozemy tak deformowac plaszczyzne
(homeomorficznie, bez rozrywania i sklejania), by po owej
deformacji okrag przeszed! wlasnie na nasza krzywa. Z tego
rezultatu twierdzenie Jordana wynika w sposob prosty. Jak?
Zauwazmy, Ze okrag rozcina plaszczyzne na dwa obszary.

4

To zrozumiale; mozna je nawet opisac analitycznie:

R2 = {(x, »):x*+y* < 1}u{(x,M:x2+y* = 1}u

u {(x, »): x*+»* > 1}. A teraz wystarczy wykaza¢, ze

w homeomorfizmie obrazem obszaru jest obszar, obrazem
brzegu figury jest brzeg figury, oraz ze figura domknigta

i ograniczona (u nas — kolo domknigte) przejdzie w figure
domknietg i ograniczona. To jednak nie sprawia wielkich
trudnosci.

Twierdzenie Schonfliesa mozna sformulowa¢ takZze w innej
wersji. Rozwazmy krzywa Jordana na plaszczyznie. Zgodnie

z twierdzeniem Jordana wycina ona z plaszczyzny dwa obszary,
z ktorych jeden jest ograniczony. Twierdzenie Schénfliesa mowi,
Ze 6w obszar ograniczony wraz z krzywa, przez ktorg zostat
wyciety, jest zbiorem homeomorficznym z kolem domknigtym.

Analitycznie opisujemy: R" = {(x,, ..., xa):xs €R},

S"= {(x1, ..., Xn+1) ER':+1: x%‘l‘ e +x:+1 =1}
Geometrycznie wyobrazamy sobie R? jako plaszczyzne, R? jako
przestrzen. Zbior S™ nazywamy sfera n-wymiarows (zawarta

w R"*!), Sfera jednowymiarowa to po prostu okrag jednostkowy,
dwuwymiarowa — znana nam sfera. Twierdzenie Jordana jest
prawdziwe dla R"; zbiér homeomorficzny ze sfera (n—1)-
wymiarowa rozcina R” (n-wymiarowa przestrzen) na dwa obszary
(jeden ograniczony) i jest ich wspélnym brzegiem. My
skoncentrujemy swoja uwage na przypadku trojwymiarowym

(52 < R3). ;

Wydawaé by si¢ moglo, e i twierdzenie Schonfliesa mozna
przenies¢ na wyzsze wymiary. Niestety, przestrzen n-wymiarowa
(dla n = 3) nie zachowuje si¢ tak dobrze jak plaszczyzna.

W wielu wypadkach juz przestrzen trojwymiarowa plata
matematykom figle. Tak bylo i w tym przypadku. W 1924 roku
J. W. Alexander podal przykiad dziwnego zbioru (nazywanego
obecnie rogata sfera Alexandera). Przyklad ten wykazuje, Ze
twierdzenia Schonfliesa nie mozna uogolni¢ juz na przypadek R>.
Innymi slowy, istniéje w przestrzeni zbior homeomorficzny

ze sferg (dwuwymiarowa) taki, Ze homeomorfizmu nie da sig
rozszerzy¢ do homeomorfizmu R* na siebie.

Przypomnijmy sobie druga wersj¢ twierdzenia Schonfliesa.

W tym wypadku otrzymany efekt w R* wydaje si¢ jeszcze
bardziej paradoksalny. Bo c6z on oznacza? Ni mniej, ni wigcej,
tylko, ze zbiér homeomorficzny ze sfera wraz z wycigtym przezen
Z przestrzeni obszarem ograniczonym wcale nie musi by¢
homeomorficzny z kulg! Innymi slowy: ,,sfera” wraz ze swoja
,,Zawartoscia, wnetrzem” — , kula” by¢ nie musi.

Twierdzenie Schonfliesa wydawalo si¢ prawdziwe dla n = 3;
mozna zatem spodziewac sig, ze przyklad nie okaze si¢
wyjatkowo prosty. Tak jest w istocie. Konstrukcja sfery rogatej
(albo, jak si¢ takze czesto moéwi — dzikiej) jest nieco
skomplikowana.

Wezmy zwykla sfere i pociagnijmy ja z dwoch bokow tak, by
wyciagnaé z niej dwie wypustki — jakby macki, raczki. Raczki
ciagniemy do gory i skrecamy do $rodka. Teraz kazda z raczek
rozszczepiamy na dwie (powstaja jakby obcegi) i powstale
odgalezienia przeplatamy ze soba. W tej chwili mamy juz cztery
raczki, ale ciensze niz dwie poprzednie — zaplecione ze soba.

Te konstrukcje kontynuujemy indukcyjnie. Majac w n-tym kroku
2" raczek kazda rozszczepiamy i konstruujemy 2"*' obejmujacych
si¢ odgalezien.



To jest idea, wedlug ktorej tworzymy nasz zbior, dokladniej mysl konstrukcji pokazuja rysunki. Precyzyjnie sfere rogata konstruuje sig

jako granice odpowiedniego ciggu zbiorow.

S
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Dzika sfer¢ Alexandera mozna otrzymac wiel oma sposobami. Sugesti¢ dwoch innych konstrukcji (za pomoca forusbw) przedstawiaja

rysunki.

Sfera Alexandera jest homeomorficzna ze zwykla; dowod tego
nie jest zbyt trudny. Pokazemy (opiszemy idee rozumowania),
ze homeomorfizmu jednej sfery na druga nie mozna rozszerzy¢
do calej przestrzeni.

Rozwazmy zbior 4 zawarty w R*? i dwa okregi rozlaczne z nim.
Przypusémy, ze jeden okrag moina przesunaé (ewentualnie
rozciggajac lub sciagajac) na drugi nie zahaczajac po drodze

o zbior 4. Powiemy w takim wypadku, Zze para okregbw ma
,»wlasnosc¢ przesunigcia obok 4. Sprobujmy bardziej
formalnie: okregi ¥, i ; maja wlasnos¢ przesuniecia obok A4
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja ciagla
F:[0,1]xS' — R?, ze F(0, §') = y,, F(1, ') = ¥4,

F([0, 1] x 8§')nA = . Teraz przeksztalémy R® homeomorficznie
na siebie. Oczywiscie para okregow ma wprowadzona wlasno$é
wtedy i tylko wtedy, gdy ich obrazy maja wlasno$¢ przesuniecia
obok obrazu A.

Teraz rozwazmy sferg ,,normalna”. Latwo wida¢, ze wszystkie
okregi, ktore nie maja z nia punktow wspolnych, mozemy
podzieli¢ na dwa rozlgczne zbiory — ,,wewnatrz” sfery i ,,na
zewnatrz”. Dowolne dwa okregi z tej samej grupy maja wlasnosé¢
przesunigcia obok sfery. Gdyby homeomorfizm przeksztalcajacy
sferg na sferg rogata dawal sie rozszerzyé na R3, wszystkie
okregi rozlgczne ze sfera Alexandera tez dalyby sie tak
pogrupowac. To jednak nie zachodzi! Wezmy jeden okrag
wewnatrz sfery Alexandera, drugi zas na zewnatrz, pod sfera.

Ta para okr¢gow, oczywiscie, wlasnosci przesuniecia nie spelnia.
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Pokazemy trzeci okrag, ktory nie spelnia tej wlasnosci z zadnym
z wymienionych dwoéch. Zakoriczy to dowod, gdyz zaprzeczy
mozliwosci podzialu zbioru okregéw na dwie klasy.

Wskazac¢ szukany okrag jest bardzo latwo. Na przyklad — niech
nim bedzie okrag otaczajacy pierwsza raczke rozwazana przy
konstrukcji sfery. Do wnetrza go, oczywiscie, nie wprowadzimy—
a do okrggu na dole, na zewnatrz, tez bez zahaczania o sferg

nie dojdziemy. Na marginesie zauwazmy, ze rozlacznych klas
okregow parami nieprzesuwalnych mozna bez trudu skonstruowac
nieskoriczenie wiele (nalezy zaczepiac okregi o rozne rozgalezienia).




Przykladow zbiorow polozonych ,,dziko”, osobliwie, jest wigcej;
rogata sfera nie jest unikatem. Na nieco innej konstrukcji
oparty jest zbior majacy podobne wlasnosci, mianowicie sfera
Antoine’a. My nie bedziemy w tej chwili poswieca¢ mu uwagi,
zajmiemy si¢ tym innym razem.

Wiemy, ze w topologii zbiory homeomorficzne uznawane sa za
nierozroznialne. Przyklad rogatej sfery pokazuje, ze na tym
poprzesta¢ nie mozna. Dwa zbiory s3 homeomorficzne, ale maja
istotnie rozne wlasnosci. Mozna tez znalez¢ prostszy przyklad:
okrag w R? (nie na plaszczyZnie!) homeomorficzny z zawezlona
petla. Sugeruje to wprowadzenie nastgpujacej definicji: dwa
zbiory sg jednakowo polozone w R”, jesli istnieje homeomorfizm
R" na siebie, przeksztalcajacy jeden zbior na drugi. Przyklad

sfery Alexandera dowodzi, Ze nie wszystkie ,,sfery dwuwymiarowe™

s3 jednakowo poloZzone w R*. Natomiast — jest to praktycznie

W
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Rozwiazanie na str. 2
Rozwiazanie na str. 2

pelnym kwadratem.
Rozwiazanie na str. 11

Rozwigzanie na str. 1

Rozwiazanie na str. 2

(D

inne sformufowanie twierdzenia Schonfliesa — kazde dwie
krzywe Jordana s3 jednakowo polozone na plaszczyznie. Takimi
problemami zajmuje si¢ jeden z dzialow topologii, teoria
polozenia. Ale to juz inna historia, cho¢ zwigzana z przed
chwila przedstawionym zagadnieniem.

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 472. Znalez¢ maksymalna liczbe punktow przeciecia przekatnych wielokata wypuklego.

M 473. Udowodnic¢, ze jesli co najmniej jedna wspolrzedna $rodka okregu jest niewymierna,
to na okregu istnieja co najwyzej dwa punkty o wspotrzednych wymiernych.

M 474. Znalezc taka podstawe r (r < 100) systemu pozycyjnego, by liczba (2101), byla

Redaguje mgr Rafal STARONSKI

F 222. Na plaskg granice dwoch osrodkow o wspolczynnikach zalamania n, i n,

i jednakowych wspolczynnikach przenikalnosci magnetycznej u, pada prostopadle plaska,
monochromatyczna fala elektromagnetyczna o jednostkowej amplitudzie. Wykazac, ze wspolczynnik
" odbicia, tj. stosunek energii $wiatla odbitego do energii §wiatla padajacego, nie zalezy od tego, czy
$wiatlo pada od strony osrodka o wiekszym wspoélczynniku zalamania, czy od strony przeciwne;j.

F 223. Wiazka $wiatla pada na szklang plytke plasko-rownolegly. Uwzgledniajac wielokrotne
odbicie w plytce znalez¢ wspolczynnik odbicia $wiatla od plytki. Zaniedba¢ pochlanianie
$wiatla w plytce. Zalozy¢, ze kat padania wiazki jest niewielki, a wspolczynnik odbicia przy
jednokrotnym odbiciu od granicy powietrze-szklo wynosi k.



Ile jest liczb pierwszych?

Juz Euklides wiedzial, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie

wiele, jednak pierwsze twierdzenie o rozmieszczeniu liczb

pierwszych zostalo udowodnione w 1850 roku przez rosyjskiego

matematyka Czebyszewa. Podal on oszacowanie liczby liczb

pierwszych wéréd liczb 1, 2, ..., n. Tg liczbg oznacza si¢ przez

m(n). Czebyszew udowodnil, ze

\ n n
0,92 — < n(n) < 1,06 —,
Inn Inn

dla dostatecznie duzych n.
Obecnie znane sg znacznie lepsze oszacowania, np.

< mln) <

n n
- ——— dla n= 55,
Inn+2 Inn—4

ale dowod Czebyszewa wart jest przytoczenia w Delcie,

Udowodnimy stabsze oszacowania

n
i) =2 —
Inn

(+9) 06 s < () dia n>3.

Dowéd nieréwnosci (*) jest indukeyjny. Najpierw bezposrednio
sprawdzamy dla n < 200.

Oto liczby pierwsze nie wi¢ksze od 200:

2,3,5,7, 11,13, 17,~19, 23, 29, 31, 37,41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83,
89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173,
179, 181, 191, 193, 197, 199,

Krok indukeyjny jest nieco nietypowy.

Zakladamy, ze nierownos¢ (*) jest prawdziwa dla n = k, gdzie

k = 100 i dowodzimy, ze jest prawdziwa dla n = 2kin = 2k+1.
Mamy

(Zk 2% @k=1):... 0]
k)" k- (k=1)-...-1)? °

Kazda liczba pierwsza p, spelniajaca nieréwnos¢ k < p < 2k,
jest dzielnikiem licznika tego ulamka, a nie dzieli mianownika.

2k
Tak wigc dzieli ona ( & ) Iloczyn wszystkich takich liczb tez

2k
dzieli ( * ) Poniewaz jest w nim n(2k)— (k) czynnikow,

z ktorych kazdy jest wiekszy niz k, wiec otrzymujemy

2k 2k 2k 2k
K2k =7k Finoh = (1+1)% = 22k
‘(k)(‘(O)J’(i) (zk) el

i logarytmujac

G -nte et
n — 4 —
Ink Ink

k
Z zalozenia indukcyjnego m(k) < 2 i .k . Dodajac obie
n

nierownosci mamy

k
34—
n(2k) < 3,4 Ik

N,

Zauwazmy, ze dla k = 100

In2
In(2k) = In2+1Ink = lnk(1+ 1_:11?) < ]nk(l+ g ) <

In100
< 1,16 Ink.
Tak wiec
3,4 2k 2
2%) < ——1,16 =2 —0,028 :
Nbx In(2k) In(2k) In(2k)
Mamy zatem 2k)y< 2 :
i e
oraz
a2k +1) < nQk)+1 < 2 Fli-0008 — | <
gty e n2k) ( ln(Z.l'c))
= 2k+1 % (1 0,028 z 2k+1
= T In@k+1) 77 1n200 InQk+1) "

4 n \xo
Korzystalismy tu z tego, Ze ciag ( ; ) jest rosnacy.
nn 3

=

Dla udowodnienia (**) zauwazmy najpierw, Ze wykladnik
najwigkszej potegi p (p — liczba pierwsza) dzielacej n! jest

n n
rowny [;] + [»;;] + ... (Suma jest skonczona, gdyz dla
n

i > -—— mamy — < 1.] Wsérdd liczb 1, ..., n jest bowiem
inp p’ _
n

: n
dokladnie [—] liczb podzielnych przez p i [—2] podzielnych
P p

przez p?, itd. Tak wigc wykiadnik najwigkszej potegi p dzielacej

(n n! e
= —— j&St TOWILY.
k ki(n—k)! : 2

B1-C1- 12 (-0 -5

Kazdy skladnik tej sumy moze by¢ rowny 0 lub 1
(bo [a]+ [b] < [a+b] < [a]l+[b]+1) i jest ich nie wigcej niz

Inn "
e A zatem jeésli p" dzieli (k),'to p" < n. Rozkladajac
np

n S =
liczbe (k) na czynniki pierwsze otrzymujemy

k

gdzie j jest liczba liczb pierwszych nie wigkszych niz n, a wigc
i = m(n). Zatem

n r P r J
()=2‘-3’-.,. ‘pis o,

: n n .
= (1+l)"=( ) + ... +( )s (n+1)n(m
0 n

i po zlogarytmowaniu
nin2 In(n+1)

n(n) = -
Inn inn

n
> 0,6 —— dla n = 40.
Inn

Dla 3 < n < 40 sprawdzamy bezpo$rednio prawdziwos¢
nierownosci (**),

Opracowat J. R.




Najprymitywniejszym ,,przyrzadem” umozliwiajagcym
utrwalenie np. na jakim$ materiale $wiattoczulym
obrazu otaczajacego nas $wiata jest tzw. camera
obscura. Jest to skrzynka z malym otworkiem w jednej
ze Scian (rys. 1). Widag¢, ze jest to przyrzad bardzo
niedoskonaly, bowiem kazdy punkt ogladanego
przedmiotu zostaje odwzorowany na plamke wigksza
od otworka. Aby dosta¢ obraz ,,ostry”, nalezaloby
zrobi¢ otworek ,,nieskoniczenie maly”, tylko ze wtedy
obraz bylby o$wietlony ,,nieskoriczenie stabo’’.

—

przedmiot —

—

@ x

Rys. 1. Camera obscura.

Chodzi wigc w gruncie rzeczy przynajmniej o to,

by uklad optyczny odwzorowywal punkt na punkt

i zarazem przepuszczal rozsadnie wiele §wiatla. Taki
uklad jest najczesciej nazywany obiektywem.

*W najprostszym przypadku teoretycznie moze nim
byé¢ pojedyncza soczewka skupiajaca, jednak w praktyce
jakosé obrazu dawanego przez taki obiektyw jest
wysoce niezadowalajgca. Dlatego obiektywy
konstruuje si¢ z wielu soczewek (rys. 2) — dawane
przez nie obrazy spelniaja nawet bardzo wygérowane
wymagania, za to same obiektywy, rzecz jasna, stono
kosztuja.

&
\ et \ \
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Krzywe lustra w astronomii

Okazuje si¢, ze dobre odwzorowanie przedmiotu

na jego obraz mozna réwniez uzyskaé stosujac lustra
o odpowiednim ksztalcie. Ma to ogromne znaczenie
w astronomii, bowiem wlasnie przy obserwacjach
nieba szczegolnie istotne jest, by skupi¢ w obrazie
jak najwiecej swiatla pochodzgcego od obiektow

Z natury rzeczy bardzo stabych, zazwyczaj
niewidocznych gotym okiem. Duzy obiektyw
wielosoczewkowy bylby bardzo drogi, bardzo
nieporeczny, gruba warstwa szkla powodowalaby
ogromne straty $wiatla, a giecie si¢ soczewek pod
wlasnym cigzarem niweczyloby jakos¢ najlepszego
ukiadu. Tymczasem dobre odwzorowanie nieba daje
jedno lustro paraboloidalne, ktére ma tylko jedna
powierzchnie czynna optycznie, nie daje takich strat
$wiatla ani go nie rozszczepia (bo tylko odbija),

a jego gieciu mozna zapobiec podpierajac z tylu

w tylu punktach, ile trzeba — same wigc zalety.

Lustra stosowane w optyce astronomicznej maja
podstawowa wspolng wlasno$¢: ich powierzchnie

‘opisywane sg rownaniami stopnia drugiego

(w przekroju dajg wiec krzywe stopnia drugiego —
stozkowe). Wykorzystuje si¢ tu inng ich wspdlng
ceche: swiatlo wyslane z punktowego zrodla
umieszczonego w jednym ognisku po odbiciu si¢ od
takiego lustra skupi si¢ w drugim ognisku (ewentualnie
dotyczy to przedtuzen promieni swietlnych).




Tak wigc obiektywem teleskopu jest zawsze wkleste
lustro paraboloidalne (rys. 3). Punktowe zrodlo
(gwiazda) umieszczone na osi lustra w nieskonczonosci
(tam lezy jedno ognisko paraboloidy) zostaje skupione
w punkcie zwanym po prostu ogniskiem. Zrédia
polozone poza osia nie s3 juz odwzorowywane

na punkt, dlatego teleskop z paraboloidalnym

lustrem ma do$¢ ograniczone uzyteczne pole

widzenia. W ognisku umieszcza si¢ odbiornik swiatta
(np. kasete z klisza fotograficzng), a w wielkich
teleskopach wrecz calg kabing dla obserwatora.

ognisko

pa rabolmdu

Rys. 3. Podstawowy schemat teleskopu lustrzanego—reflektora.

Nie mozna jednak tak robi¢ w teleskopach malych.

W nich trzeba ognisko wyprowadzi¢ poza tubus
teleskopu (zreszta i w wielkich teleskopach jest to

z roznych powodow korzystne). Najprosciej jest

przed ogniskiem umiesci¢ lustro plaskie pod katem 45°
do osi (rys. 4). Ognisko znajdzie si¢ wtedy z boku
tubusa, a uklad taki nazywa si¢ teleskopem Newtona,
Jest to uklad najchetniej budowany przez amatoréw.

Newtona

0gnisko

Rys. 4. Teleskop Newtona — najpopularniejszy uklad teleskopow
mniejszych i amatorskich.

Mozna tez inaczej. Przed ogniskiem (zwanym teraz
ogniskiem gléwnym) umieszcza si¢ mate wypukle
lustro hiperboloidalne tak, by owo ognisko pokrywalo
si¢ z jednym z ognisk hiperboloidy. Wtedy po odbiciu
promienie skupiajg si¢ w drugim ognisku hiperboloidy,
np. poza otworem w lustrze glownym (rys. 5). Taki
ukiad nazywamy teleskopem Cassegraina. Jest to
najbardziej rozpowszechniony system teleskopow
profesjonalnych i tak tez (a w kazdym razie na
podobnej zasadzie) konstruowane sa duze
teleobiektywy lustrzane.

ogmsko

hiperboloida  ognisko Cassegraina

Rys. 5. Teleskop Cassegraina — najpopularniejszy uklad
teleskopow profesjonalnych.

Mozna jeszcze inaczej. Przed ogniskiem gléwnym
umieszcza si¢ male wklesle lustro elipsoidalne rowniez
tak, by to ognisko pokrywalo si¢ z jednym z ognisk
elipsoidy. Promienie odbite skupiaja si¢ podobnie

w drugim ognisku elipsoidy (rys. 6). Tak powstaje
teleskop Gregory’ego. Jest on najrzadziej budowany

i raczej tylko przez amatorow; poniewaz domowymi
sposobami latwiej jest kontrolowac ksztalt lustra
wklgstego niz wypuklego.

= Ogniskg?:,///ia

— e

= i gtdwne\%\

elipsoida ognisko Gregory’ego
Rys. 6. Teleskop Gregory'ego. :

Wspomnijmy na koniec, ze powierzchnia sferyczna
réowniez ma te sama wlasnos¢ optyczna, co pozostale
powierzchnie drugiego stopnia, z tym ze tu oba jej
ogniska pokrywaja si¢ stanowiac po prostu jej Srodek.
W tym wigc przypadku punktowe zrodio swiatta

i jego obraz rowniez musza si¢ pokrywac, co czyni
powierzchnie sferyczna nieprzydatng w optyce. Tak
naprawde istnieja teleskopy z gtéwnym lustrem
sferycznym, musza jednak by¢ wyposazone

w dodatkowe elementy korygujace to, co lustro
sferyczne psuje — a to juz wykracza poza tytutowy
temat.

Malq Delte opracowal Tomasz KWAST




Powierzchnia krzemu 7X7 - ~ Dr Andrzef HENNEL

v 5592

46,564

Rys. |. Wymiary komorki pojawiajacej sig
na powierzchni [111] krysztatu krzemu po
rekonstrukcji 7« 7. Czarne punkty oznaczaja
polozenia atoméw krzemu na powierzchni
przed wygrzaniem krysztalu w prézni (czyli
przed zajiciem rekonstrukcji). Atomy
brzegowe naleza do dwaoch sasiednich
rombéw, a wierzcholkowe do czterech,
dlatego tez na rysunku umieszczono w sumie
64 atomy.

iz o ey

Rys. 3, Rezultaty pomiaréw zrekonstruowanej
powierzchni krzemu w poblizu jednoatomowego
progu. Widaé, ze rekonstrukcja dochodzi do
progu z obu jego stron.

Rys. 4. Pierwsza (najglebsza) warstwa
rekonstrukeji krzemu w modelu Takayanagi;
jest ona niemal identyczna z warstwa
pierwotng (rys. 1), z wyjatkiem brakujacego
atomu naroznego. Warstwa zawiera wigc 48
atomow krzemu, oznaczonych czarnymi
punktami.

Mikroskop tunelowy omowiony w numerze 4/1987 jest przyrzadem, ktory naukowcy
zaczynaja dopiero stosowac i budujac kolejne mikroskopy ucza si¢ jednoczesnie tego, jak
rozumie¢ rezultaty otrzymane za ich pomoca.

Jednym z zagadnien, ktore udalo si¢ ostatnio rozwiaza¢ za pomoca tego mikroskopu, jest
znany od-ponad éwieré wieku problem tzw. rekonstrukcji 7 x 7 powierzchni krzemu i tej
wlasnie sprawie chcieliby$my poswieci¢ niniejszy artykul.

Powierzchnia krysztalow byla zawsze obiektem ,,klopotliwym™ i niezbyt latwym do badan.
Teorie ciala stalego najchgtniej zakladajg, ze krysztaly sa nieskoriczone. Niestety, w praktyce
kazdy krysztal ma swoj-koniec, czyli powierzchni¢ i na powierzchni dzieja si¢ czasem rzeczy
dziwne i trudne do zrozumienia. Chwytane sg tam na przyklad obce atomy lub tez macierzyste
atomy krysztatu dokonuja tzw. rekonstrukcji, czyli najkorzystniejszego energetycznie
przegrupowania.

Krzem jest, jak dotad, najwazniejszym sposréd krysztalow polprzewodnikowych i przez to
bardzo intensywnie badanym od wielu lat, Krysztaly krzemu krystalizuja w tzw. strukturze
diamentu. Po przelupaniu krysztatu krzemu otrzymuje sie piekna, lustrzang powierzchnig
utworzong przez rownomiernie uloZone atomy. Taki uklad atomow jest periodyczny (patrz
Delta 81986, str. 1) i mozemy go sobie wyobraza¢ jako oddzial Zolnierzy ustawionych w wielu
diugich, rowno odleglych szeregach. Rekonstrukcje powierzchni krysztalow polegaja na
przegrupowaniu owej idealnie uporzadkowanej powierzchni, na ktorej tworza si¢ nowe,
wieloatomowe struktury, nie istniejace bezposrednio po przelupaniu.

Rekonstrukcja 7 x 7 krzemu zostala odkryta okolo 1950 roku w eksperymentach dyfrakcji
elektronow na powierzchni krzemu. Stwierdzono wtedy, Ze atomy jednej z przelupanych
powierzchni krzemu (tzw. powierzchni [111]) po kilkuminutowym wygrzaniu w prézni

w wysokiej temperaturze ulegaja przemieszczeniu tworzac strukture zlozong z rombow

o wymiarach przekatnych 45,56 ,{ i 26,88 A. Poniewaz przed tym przemieszczeniem powierzchnie
kazdego rombu zajmowalo 49 (czyli 7 x 7) atomoéw krzemu (rys. 1), wigc rekonstrukcja ta zostala
nazwana 7 x 7. Nieznany pozostawal ukiad i ilos¢ atomow krzemu na powierzchni po wygrzaniu.

Tajemnica rekonstrukcji powierzchni krzemu intrygowala fizykow przez ponad ¢wierc wieku. -
Stosowano rozne metody eksperymentalne: mikroskopie elektronows, rozpraszanie jonow,
promienie X, opracowano szereg modeli teoretycznych, jednakZe zagadka pozostawala wcigz
nie rozwiazana. W roku 1982 Gerd Binnig i Heinrich Rohrer (laureaci nagrody Nobla w roku
1986), pracujacy w laboratoriach firmy IBM w Zurychu (Szwajcaria), postanowili zastosowac
swoj niedawno zbudowany mikroskop tunelowy do zbadania tego problemu. Juz pierwsze
pomiary przyniosly bardzo istotne rezultaty. Zdolano bowiem ujrzec strukture rombowa
zrekonstruowanej powierzchni. Kazdy z romboéw mial dwanascie symetrycznie roztozonych
maksimow i glebokie ,,dziury” na wierzchotkach. Jeden z oryginalnych wynikow pomiaroéw
Binniga i Rohrera przedstawiony jest na rysunku 2.

Widoczne dwanascie maksimow zinterpretowano jako 12 atomoéw krzemu ulozonych na 49
atomach wyznaczajacych powierzchnie rombu. Na przelupanej powierzchni przed rekonstrukcja
znajduje si¢ tyle zerwanych wigzan, ile atoméw; dodanie 12 atomoéw ,,na wierzchu”

zmniejszaloby liczbe zerwanych wiazafn w danym rombie z 49 do 25. Kazdy nowy atom (krzem
jest czterowartosciowy) zastepowalby bowiem trzy niewysycone wiazania przez jedno,

ustawiajac sie ponad tréjka atoméw powierzchni. Niestety, wkrotce okazalo sig, Ze Ow prosty
model nie daje si¢ pogodzi¢ z wynikami innych eksperymentow, a takZe z rezultatami rachunkow
teoretycznych. Trzeba bylo rozwazy¢ ,,glebsza” rekonstrukcje, obejmujaca kilka kolejnych warstw.
Pojawilo si¢ wiele nowych modeli teoretycznych, w ktorych liczba zerwanych wiazan po
rekonstrukeji wahala si¢ od 19 do 97. Wykonano tez wiele nowych pomiarow.

Rozstrzygnigcie zagadki nastapilo dopiero w roku 1986; dwa wielkie laboratoria firm IBM
(Yorktown Heights, New York) i AT&T Bell (Murray Hill, New Jersey), znajdujace si¢ na
wschodnim wybrzezu Stanéw Zjednoczonych, podzielily si¢ tym sukcesem. W obydwoch
przypadkach stosowano w badaniach najnowsze modele mikroskopéw tunelowych, przy czym
mierzono nie tylko polozenie igly mikroskopu przy stalym pradzie tunelowym, ale rowniez
zaleznos¢ pradu od przyloZzonego napiecia przy stalej odleglosci igly od probki. Ta ostatnia
metoda okazala sig niezwykle istotna, gdyz umozliwila separacj¢ stanow elektronowych

o roznych energiach pochodzacych z owych zerwanych wigzan.

Bardzo interesujacy jest rowniez fakt zaobserwowany przez fizykow z laboratorium Bella.
Stwierdzono mianowicie, Ze rekonstrukcja zaczyna si¢ od jednoatomowych progow
znajdujacych sig na powierzchni (rys. 3), czyli Ze owe progi sa jej integralna czgécia. Oznacza
to mozliwo$¢ dodawania lub odejmowania atoméw z warstwy wyzszej do nizszej i wyjasnia
problem pojawiania si¢ ,,dodatkowych™ atomow wysycajacych zerwane wigzania.

Sposrod wielu mozliwych propozycji teoretycznych, uwzgledniajacych nawet rekonstrukcje
pieciu kolejnych warstw powierzchniowych, najlepszym, jak dotad, okazal si¢ model grupy
japonskiej profesora Takayanagi z Uniwersytetu w Tokyo. Grupa ta rozwazala okoto stu
mozliwych modeli, aby ostatecznie wybrac jeden, ktory, co ciekawe, przewidywal najmniejsza
liczbe zerwanych wiazan (19). Model ten jest zgodny ze wszystkimi dostgpnymi obecnie
rezultatami eksperymentalnymi.

Sprobujmy teraz wyobrazi¢ sobie zrekonstruowana powierzchnig¢ zgodnie z idea Takayanagi
i jego wspélpracownikéw. Zaklada ona rekonstrukcje trzech kolejnych powierzchni atomowych.

Pierwsza z nich (czyli najglebsza) zawiera 48 atoméw krzemu i przedstawiona jest na rysunku 4.
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Druga warstwa ($rodkowa) jest juz znacznie zrekonstruowana, zawiera ona 42 atomy. Polowa
sposrod nich znajduje sie w miejscach normalnie zajmowanych przez atomy krzemu,

natomiast druga potowa zajmuje nieprawidlowe miejsca — jest to tak zwany blad upakowania.
Dlatego tez powstalo wyrazne zaburzenie porzadku ulozenia atomow wzdluz krotszej przekatnej
rombu (rys. 5).

Trzecia (powierzchniowa) warstwa, czyli obserwowane za pomoca mikroskopu tunelowego
dwanascie dodatkowych atomow, ulozona jest ponad niektorymi atomami pierwszej warstwy
tak, aby kazdy atom trzeciej warstwy ,,zajmowat si¢” trzema wolnymi wiazaniami atomow
drugiej warstwy (rys. 6). s -

Rys. 5. Pierwsza (jasne punkty) i druga Zastanowmy sie teraz, ile niewysyconych wigzan krzemu pojawia sie w tym modelu.

(czarne punkty) warstwa atoméw krzemu Przypomnijmy jeszcze raz, ze krzem jest czterowartosciowy i ma tetraedryczny (czworoscienny)
w modelu Takayanagi rekonstrukeji 7 x 7. uklad wigzan. Kazdy atom trzeciej warstwy laczy si¢ z trzema atomami drugiej warstwy, czyli
Widaé wyraznie, ze lewa polowa rombu ma jedno wolne wigzanie. Sposrod 42 atomow drugiej warstwy 6 nie laczy sig z trzecig warstwg
est zwierciadlanym odbiciem prawej strony. i ma znow jedno wolne wigzanie. Te wolne 18 wiazan oznaczono na rysunku 7 za pomoca
Jezeli przesuniemy lewa strone na prawa biatych kwadratow. I wreszcie trzeba pamigtac o tym, Ze w pierwszej warstwie brakowato

tak, aby nalozyé jasne punkty na siebie atomow na wierzchotkach rombu, oznacza to jeszcze jedno zerwane wigzanie w warstwie
(symetria translacji), to czarne punkty nie ,»zerowej” (znajdujacej si¢ poniZej pierwszej warstwy).

beda trafialy na siebie (blad upakdwania).

D gt Wabiivis thidtwant Gt s 12 Moo, Fakt, ze model Takayanagi ma najmniejszg ze wszystkich modeli liczbg wolnych wiazan,

doskonale zgadza si¢ ze ,,zdrowym rozsadkiem”, czyli z przekonaniem o dgZeniu powierzchni
do mozliwego minimum energii. Ponadto trzeba przyzna¢, po zapoznaniu si¢ z rysunkami,

Ze wzOr stworzony przez Nature jest bardzo ladny i symetryczny. Na rysunku 8 przedstawiony
jest trojwymiarowy model rekonstrukcji 7 x 7 powierzchni krzemu.

Rys, 6. Pierwsza (jasne punkty), druga (male
czarne punkty) i trzecia (duZe czarne punkty)
warstwa atomow krzemu w modelu
Takayanagi.

Rys. 8. Tréjwymiarowy model rekonstrukeji 7 » 7. Kulki tworzace szary trojkat to atomy drugiej warstwy ,,dobrze”
ulozone. Atomy ,,Zle” ulozone tworza trojkat kolorowy. Najwicksze kulki to atomy trzeciej warstwy.

Rys, 7. Wolne wiazania atomow drugiej
itrzecie jwarstwy oznaczone biatymi
kwadratami. Wiazania miedzy druga i trzecia

warstwa zosta{y oznaczone kreskami. Nie Fascynujaca wlasnoscia mikroskopu tunelowego jest mozliwos¢ separacji stanow elektronowych
narysowano wiazaf mnj;dzy pierwsza i druga odpowiadajgcych omawianym powyzej wolnym wigzaniom. Na rysunku 9 widzimy w czgsci
warstwa, by nie komplikowaé rysunku, lewej polozenia wolnych stanow elektronowych odpowiadajacych 12 atomom trzeciej warstwy.

Natomiast w czesci prawej stany szeSciu atomoéw drugiej warstwy oraz wierzchotka rombu.
Zdjecia te, otrzymane po raz pierwszy w 1986 roku, pokazuja niezwykle mozliwosci mikroskopu
tunelowego, po ktérym mozemy spodziewac sie jeszcze wielu nowych, ciekawych rezultatow.

< A

Rys. 9. Wyniki pomiaréw gestosei stanow elektronowych na zrekonstruowanej powierzchni krzemu przeprowadzonych
w laboratorium IBM (Yorktown Heights, NY).

nia M 474, Niech r oznacza

yinego. Liczba 2101

Na zakoriczenie warto wspomnie¢, ze sprawa rekonstrukcji 7 x 7 nie jest bynajmniej jeszcze
zakonczona. Nie potrafimy obecnie odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego krzem podlega tak
zlozonej rekonstrukcji. Na dodatek krystalizujacy w identycznej strukturze krystalograficznej
german podlega zupelnie innej rekonstrukcji, a mianowicie 2 x 8. Oznacza to, Ze na powierzchni
przelupanego i wygrzanego germanu powstaja rownolegltoboki, ktorych powierzchnia odpowiada
dwom o$mioatomowym szeregom atomoéw germanu przed rekonstrukcja. Nie jesteSmy w stanie
tej roznicy miedzy krzemem i germanem obecnie wyjasni¢. By¢ moze, dzigki rozwojowi

A i mikroskopii tunelowej za kilka lat bedziemy mogli przekaza¢ Czytelnikom Delty nowe,

ego mamy r = 3lubr = 8. pasjonujgce wyniki.
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Patrz w niebo Opracowal J. U.

W Delcie 9/1986 zachecaliSmy naszych Czytelnikoéw do obserwowania za¢mienia Ksigzyca 17 pazdziernika ubieglego roku. Tym razem
pogoda dopisala i mamy nadziejg, ze wiele os6b moglo podziwiac to piekne zjawisko astronomiczne.

Nizej prezentujemy wyniki obserwacji dokonanych przez naszych Czytelnikow: Krzysztofa Z. Stanka, Janusza Sierokosza i Tomasza
Rabede. Obserwowali oni i fotografowali zjawisko z wierzcholka XIV-wiecznej Bramy Opatowskiej w Sandomierzu.

W pierwszych trzech rzedach mamy serig zdjec, ktorych autorem jest Janusz Sierokosz. Obejmuje ona niemal cale zaémienie. Zdjecia
zostaly wykonane za pomoca aparatu Pentacon Six z obiektywem SONAR 2,8/180 na blonie HL-FOTOPAN 27 DIN. Podpisy pod
kazdym ze zdje¢ oznaczaja: A — moment, w ktorym zostalo wykonane, p — przeslone, t — czas naswietlania.

h—18h 50m p—5.6 ¢—0,25 s h=19200m p-8 ¢-0,5s h—19005™ p—8 ¢—1s h—190 15m p—8 ¢—1s h—19822m " p_32 ¢—15s

Pierwsze zdjecie zostalo wykonane o godzinie 18"50™, a wiec w dwadziescia minut po rozpoczeciu zaémienia czeSciowego. Na dalszych

Ksigzyc stopniowo pograza si¢ w stozku cienia Ziemi.

h—19835m p—-28 t—1s h—19m42m p-28 -3 s h—-19b45m p_28 -4 s h—20020m p-4 (=25 h—20b 35m p—4

Zdjecia w tym rzedzie (z wyjatkiem pierwszego) pokazuja przebieg za¢mienia calkowitego. Rozpoczelo sie ono o godzinie 19"41™,
drugie zdjecie wykonano w minute po wewnetrznym zetknieciu brzegu tarczy KsieZyca ze stozkiem cienia Ziemi. Faza maksimum
za¢mienia wypadala o godzinie 20"18™ — ostatnie dwa zdjecia odpowiadaja czasom zblizonym do tego momentu.

Na zakoficzenie tej serii — pie¢ zdje¢ prezentujacych wylanianie sie Ksiezyca z cienia Ziemi. Ta faza zaémienia rozpoczela si¢ o godzinie
© 20°55™ i zakonczyla sie o godzinie 22°07™.

- -

h=21200m p—-8 (-1s h=21" 10m p-56 t—1s h=21%30™ p-4 ¢-0,125s h-21845" p—4 ¢-0,125s hk-21054™ p—-4 1-0,25s

Tomasz Rabeda przysial seri¢ zdje¢ wykonanych par¢ minut przed rozpoczeciem za¢mienia calkowitego i pare minut po jego
zakoriczeniu. Wykonywat on zdjecia aparatem Zenith TTL z obiektywem PENTACON auto 2,8/100 na blonie FOTO 65-20 DIN.

h=192 300 p-28t-2s h—-19832m p_56¢-25s h—19h 35m p_28 ¢~1s h=21200™ p-4 ¢-25s h—21201m p-4 -8 s



Ostatnie dwa zdjecia wykonane zostaly w sprzezeniu z luneta mysliwska o obiektywie 64 mm i ogmskowej 400 mm. Pierwsze przedstawia
faze wynurzania sie ze stozka cienia, drugie wykonano pod koniec za¢mienia.

h—210 20m

Hh—22h gm

Szczegblny przypadek

Stopieri komplikacji twierdzenia Herona podajacego sposob
obliczenia pola trojkata za pomoca jedynie dlugosci a, b, ¢
jego bokdéw, a mianowicie

S =vVplp—a)p—b)(p—0),

gdzie p to polowa obwodu, nie sugeruje, Ze jest to szczegdlny
przypadek jakiego$ ogoélniejszego wzoru. A jest.

Troéjkat mozna bowiem potraktowac ]ako szczegllny przypadek
czworokata wpisywalnego w okrag — rzeczywiscie, kazdy
trojkat w okrag da sie wpisac.

Czworokat, ktory mozna wpisa¢ w okrag, ma przeciwlegle
katy dajace w sumie 180° (bo odpowiadajace im katy srodkowe
lacznie tworza kat pelny). Pozwala to na stwierdzenie, ze

(0 2(ab+cd)cosa = a*+b*--c* —d>.
Istotnie, z twierdzenia kosinuséw mamy (patrz rysunek)
a®+b*—2abcosx = k? = c®+d*—2cdcos(180°—w),

a to wlasnie daje nam wzor (1).

Mamy tez podobnie (przynajmniej z lewej strony) wygladajacy
wzor

(2) 2(ab+ cd)sinx = 485.

13

Faktycznie, skoro juz podzieliliSmy czworokat na dwa trbjkaty,

. to skorzystajmy z tego przy obliczaniu pola:

1 1
S = ? absino + i» edsin(180° —«),

czyli dokladnie (2).

Majac sinus i kosinus tego samego kata pomnozone przez to
samo mozemy si¢ latwo obu tych funkcji pozby¢. Wystarczy

w tym celu podnies¢ (1) i (2) do kwadratu i doda¢. Otrzymamy
4(ab+ cd)y (sin*a+cos’x) = (@*+b*—c*—d*)* + 1652

A teraz pozostaly nam tylko rachunki wyuczone u samego
zarania nauki algebry (np. p*—g* = (p+q)(p—¢q)) i waina
zasada, ze wymnaza¢ wyrazenia algebraiczne nalezy tylko
w ostatecznosci.

165 = 4(ab+cd)? — (@ +b2 — 2 —d?)? =
= (2ab+2cd+a?*+b*—c* —d?)(2ab+2cd—at — b + 2+ d?) =
= ((@*+2ab+b*) — (c® —2cd+d*)((c* + 2ed+ d*)—
—(@?—2ab+b%) =
= ((a+b)*—(c—d)*)(c+d)* —(a—b)’) =
= (a+b+c—dYa+b—c+d)(c+d+a—b)c+d—a+b) =
= 2p—d)2(p—)2(p—b)2(p—a) =
= 16(p—a)(p—b)(p—c)(p—4d).
I tak otrzymalismy wzor Brahmagupty na pole czworokata
wpisywalnego w okrag:
.S =V (p=a)p-b)p-0(p=4.

W szczegolnym i na dodatek krancowym przypadku (gdy jeden
z bokow ma dlugosé 0) otrzymujemy stad wzor Herona.

Co ciekawsze — powyzszy dowdd przenosi si¢ bez zmian
(poza d = 0) na przypadek trojkata — wzory (1) i (2) dla
d = 0 sa przeciez dobrze znane (a nawet z takiej ich postaci
korzystalismy wyzej).
Opracowat M. K,
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty™

Skroét regulaminu

" Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru » w terminie do korica miesiaca n+ 2, Szkice rozwigzan
zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadsyla¢ rozwiqzania czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide
na oddzielnej kartce), moina to robic co miesige lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1, Oceng mnoZymy przez wspob ik trud 1
zadania: WT = 4=3 SN, gdzie § oznacza sume ocen za rozwiazania tego. zadania, a N — liczbg osdb, ktore
nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punkiow
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktorejkolwiek z dwdch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktow jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana. :

Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1987,

Rozwigzania zadan z matematyki z m_m:eru 2;’1987'
Przypominamy tres¢ zadan:

145, Daé przyklad wielokata (o jak najwigkszej liczbie wierzcholkdw) z bokami i przekatnymi pokolorowanymi
trzema kolorami tak, by zadne trzy odcinki (boki lub przekatne) jednego koloru nie tworzyly trojkata,
146. Rozwigzaé (w liczbach rzeczywistych x, ¥) réwnanie
(x=y—-32=1
(x+y—1P—-x—yp+2

(x+y=12+x+y
(x—y=32+1

145. Na okladce tego numeru pdkazany jest szesnastokat pokolorowany w zadany sposob.
Opis tego rysunku daje nastgpujaca tabelka: )

1] 2] 3|4|5]6| 78| 9]10[11]12]13]14]15
Twels|B|B|B|B|G|cle|G|G|R|R|R|R|R
s\r|B|B|R|Glc|rR|R|G|B|G|B|B |G|
wa|s|B|R|G|R|R|R|G|B|G|B|B |G
|B|r|c|rR|B|R|G|B|G|R|B|G|
‘2lz|lc|r|B|lB|G|B|lc|rR|R|G]|

MEci RelR | Bl R B |G| R R |G
w|Blcle|B|rR|B|R|R|B|
“olclelelrlB|r|R|B|
Alele| 2| Ela tale ]l

BT B T I i R T

"s|r|B|G|G|n

slalelbelr]—

PR W el [ )
S e

2| r

Natomiast rysunek obok przedstawia inna realizacje tego samego grafu. W przestrzeni
tréjwymiarowej umieszczamy cztery pigciokaty (np. foremne), jeden nad drugim, przy czym
pieciokaty, skrajne (gérny i dolny) utozsamiamy. Oznaczmy te pieciokaty symbolami Py, Pg,
Pr, Py ich wierzcholki numerujemy od 1 do 15, jak na rysunku (numery wierzchotkéw w jednym
pionie przystaja modulo 5). Kolorem B malujemy: boki P¢, przekatne Pg, krawgdzie boczne
graniastostupa Pg Pg, przekatne écian bocznych graniastostupa Py Pg, przekatne wewngtrzne
graniastoslupa Pg Ps. (Wszystkie te odcinki zostaly zaznaczone na rysunku; zadne trzy z nich
nie tworza trojkata.) Przenosimy teraz calg t¢ konfiguracje odcinkow o jeden poziom w gorg
(cyklicznie: Py — Pg — Pg — Pg) i wszystkie otrzymane w ten sposob odcinki malujemy
kolorem G. Idziemy jeszcze o jedno pigtro w gore i malujemy kolorem R. W ten sposob mamy
pokolorowany graf pelny o 15 wierzcholkach. MozZemy jeszcze dolaczy¢ szesnasty wierzcholek
{(np. gdzie$ z boku lub w czwartym wymiarze) i polaczy¢ go kolorem X z wierzchotkami
pieciokata Px(X = B, G, R); nadal nie bedzie jednobarwnego trojkata. (Na rysunku
zaznaczono tylko po szes¢ odcinkéw kolorow G i R.) Przenoszac wszystko na plaszezyzng
dostajemy rysunek z okladki.

Dalej pojsé sie nie da. W rozwiazaniu zadania 137 (Delta 2/1987) udowodniony zostal lemat,
ktéry sformutowany w jezyku grafow brzmi nastepujaco: niech ny = 2, mx = k1 +1

(k = 2,3, ...); przy dowolnym pokolorowaniu k kolorami krawedzi grafu peinego majacego
wiecej niz n, wierzcholkéw musi powstaé trojkat jednobarwny. Dla k = 3 mamy n; = 16. °
Nie istnieje wiec siedemnastokat dopuszczajacy pokolorowanie, o jakim mowa w zadaniu.

146. Przy oznaczeniach u = (x+y—1)%, v = (x—y—23)%, s = x+y rownanie przybiera postac:
u+s v—1
v+1 u—s+2 )
w+vi+u=0.Stad u = v = 0, czyli x = 2, y = — 1. Przez podstawienie sprawdzamy, Ze te
liczby spelniaja rownanie.

14

= 0, a po krétkich przeksztalceniach: u? +o* 42 = (s—1)?, czyli
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Czotdwka ligl zadaniowej "Klub 44 F"

po uwzglgdnieniu ocen rozwiggan
zadai 39 /WI=2,01/ i 40 /WI=2,88/
z numeru 12/1986

Aleksander Surma -
Anna Gluza -
Piotr Bata -

Robert Rayucha/ -
Jacek Stelmach -

Zbigniew Galias -
Jersy Lipkowski -
Piotr Wach -

44. Na rysunku S oznacza satelitg, O — srodek Ziemi,

o — predkosé satelity, F — sile oporow, P — sile przyciagania
Ziemi, § — kat pochylenia toru wzgledem orbity kolowej,

@ — kat migdzy promieniem wodzacym OS a ustalong
polprosta Oz lezaca w plaszczyznie orbity, Su — polprosta

Myszkiw 38,65pkt
Torud 34,23pkt
Toru 32,22pkt
Gokdap 31,15pkt
Zabrze 28,85pkt
Erakdw 27,26pkt
‘Elblag 24,61pkt
Katowice 24,22pkt

- w plaszczyZnie orbity prostopadia do v.

Rozwiazania zadan z fizyki z numern 2/1987
Przypominamy tresé¢ zadan:

43, Bombe kalorymetryczna napelniono w temperaturze 18°C mieszaning tlenu i metanu pod cifnieniem 1 MPa,
przy czym ci$nienia czastkowe obu gazdéw byly jednakowe. Po szczelnym zamknieciu bomby wywolano w niej
reakcje spalania metanu. Jakie cidnienie bedzie panowalo w bombie po jej ostygnigciu do pierwotnej temperatury?

44, Wiademo, e hamowanie przez gorne warstwy atmosfery wplywa na tory sztucznych satelitéw powodujac ich
stopniowe przyblizanie sig do powierzchni Ziemi, czemu — paradoksalnie — towarzyszy wzrost predkosei.
Przyimujge, Ze tor satelity ma ksztalt spirali o stalym kacie pochylenia 6, wykazac, ze mied7zy skladowg
przyspieszenid w kierunku ruchu e, a silg opordow F zachodzi zwiazek ma, = —F (m — masa
pozorna sprzecznosé z drugy zasads dynamiki,

atelity). Wyjasnié

43. Bomba kalorymetryczna jest to urzadzenie do badania reakcji chemicznych, zachowuje
ono stalg objetosc Wobec jednakowych cisnien czqstkowych rownych 0,5 MPa, w bombie
znajdujg sig¢ poczatkowo takie same liczby moli metanu i tlenu — oznaczmy Je przez n.
Moina przyjaé, ze reakcja spalania metanu

= CH; + 20, —» CO; + 2H,0

zachodzi do calkowitego wyczerpania tlenu. W takim razie koficowa mieszanina bedzie
zawierala n/2 moli metanu, n/2 moli dwutlenku wegla oraz n moli wody.

Jak wynika z prawa Clapeyrona, ciénienie czastkowe gazu zawartego w stalej objetosci

(i w stalej temperaturze) jest proporcjonalne do liczby moli tego gazu. Zatem korcowe
cisnienia czastkowe metanu i dwutlenku wegla beda wynosic¢ 0,25 MPa. Woda natomiast
ulegnie skropleniu — cisnienie jej pary nasyconej w temperaturze 18°C wynosi zaledwie 2 kPa.
Wobec tego koncowe cisnienie w bombie bedzie rowne 2 - 0,25 MPa = 0,5 MPa. Wplyw
ci$nienia pary wodnej, a takZe — jak mozna obliczy¢ — objetosci zajmowanej przez skroplona
wode, jest niewielki: w sumie ponizej jednego procenta (oba te czynniki wplywaja na pewien
wzrost calkowitego ci$nienia koncowego, z drugiej natomiast strony rozpuszczanie si¢ gazow
w wodzie moze to ci$nienie nieco obnizy¢).

i w rezultacie ze zwigzkow (2), (3), (4) otrzymujemy wyrazenie
na predkosé satelity:

GM
3 v= ‘l/ -
=

Predkosc¢ ta jest taka sama, jak na orbicie kolowej o promieniu r.
Skiadowa przyspieszenia w kierunku ruchu jest rowna
do dov dr dr. i
Gy =—=— ., czym —— = —wvsin
TR TR VS ok o Y

Ze wzoru (5) znajdujemy

do 1 GM 1 v
dr 2r R =g
Wobec tego
1 o?sinf
(6) a = — ————,
: 2 r

Wprowadzamy ponadto oznaczenia: M — masa Ziemi,

m — masa satelity, G — stala grawitacji, r = 0S5 — odleglo$c
satelity od $rodka Ziemi, 4, — przyspieszenie dosrodkowe
satelity, @, — przyspieszenie w kierunku ruchu.

Sila grawitacji ma warto$¢

GMm

rz

() P=

Przyspieszenie dosrodkowe, skierowane wzdiuz potprostej Su,
jest wigc rowne

Pcosf GM
2) ag = = cosf.
m r
d(0+9)

Z drugiej strony a; = vw, gdzie w = (pochodna

wzgledem czasu).

W zwigzku z przyjetym zalozeniem, ze @ = const, mamy zatem

d
©) 2 =o{:—.

d
Pochodng -af— wyznaczamy z zaleznosci
t

d
4 . Rk ios vecosh
dr

1S

Z drugiej strony wypisujemy rownanie ruchu
ma, = Psinf—F,
Po skorzystaniu ze wzorow (1) i (5) otrzymujemy

v?sinf F

0 ; a4 =
r m

Z przyrownania wyrazen (6) i (7) wynika wzor

1 m?
F=———s5inf),
2= r

ktory po uwzglednieniu zwiazkow (1)1 (5) przyimuje postac
1
F =— Psinf,
2

Whnioskujemy stad, iz kat 6 przyjmuje taka wartosc, ze
skladowa sily przyciggania ziemskiego w kierunku ruchu
dwukrotnie przewyzsza silg oporow, majac przeciwny do niej
zwrot. Dlatego wynikajacy ze wzorow (6) i (7) zwigzek

F = —ma, nie jest sprzeczny z druga zasada dynamiki:
dz:alajqca na satelite wypadkowa sita w kierunku ruchu jest
rowna co do wartosci sile F, lecz ma przemwny do niej zwrot.
Identyczne wnioski otrzymuje si¢ rowniez przy stabszym
zalozeniu co do kata pochylenia orbity 0: wystarczy tylko,
aby kat ten zmienial sie odpowiednio wolno.
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Uczac si¢ obcego jezyka przy pomocy znajacych tylko wiasne
narzecze tubylcow najpierw poznajemy pojedyncze slowa,
laczac je z ich znaczeniem dzigki uniwersalnemu dla ludzi
jezykowi gestow i mimiki. Potem, korzystajac z tak zdobytego

zapasu stow stopniowo poglebiamy swoja wiedz¢, postugujac sig

na kolejnym etapie stownictwem wyuczonym poprzednio.
Podobng metode stosuja programisci przy pisaniu translatorow,
czyli programow tlumaczacych jezyki wyzszego rzedu —
wygodne dla czlowieka, na jezyk wewngtrzny komputera —
zrozumialy dla niego, lecz niezwykle niewygodny w uyciu.
Najpierw pisze si¢ (niestety w jezyku wewngtrznym)
minitranslator, tlumaczacy ledwie maly podzbior jezyka
wyzszego rzedu. Potem w tak okrojonym jezyku, ktory choc¢
ubogi, ma przeciez dwie zalety:

1. dzigki minitranslatorowi jest ,,zrozumialy” dla komputera,
2. jest jezykiem wyzszego rzedu,

pisze si¢ kolejna wersje translatora — tym razem tlumaczaca
juz znacznie wiecej. Te nowa wersje wykorzystuje sig

w nastepnym kroku, kolejnag w nastgpnym itd.

Amerykanie metodg t¢ nazywaja bootstrapping — pono¢
dlatego, ze przywodzi im na my$l podnoszenie si¢ samemu za
wlasne sznurowadla.

Spirala Archimedesa (tor punktu jednostajnie oddalajacego si¢
od srodka O wzdluz jednostajnie obracajacej si¢ wokot O

i przechodzacej przez O prostej) daje mozno$¢ wskazania
odcinka o diugosci 7 (rektyfikacja okregu). Jesli bowiem

w punkcie P, odpowiadajacym katowi pelnemu, poprowadzimy
styczng do spirali Archimedesa, to przetnie ona prosta
odpowiadajaca katowi 270° w takim punkcie Q, ze OQ = aOP.

.

Najsilniejszymi liniami w widzialnej cz¢sci widma Slonica sg
dwie linie zjonizowanego wapnia. Z tego jednakze nie wynika,
ze Slonce sklada sie glownie ze zjonizowanego wapnia. Na
natezenie linii skladaja si¢ poza obfitoscia danego pierwiastka
,,wrodzone” wlasnoéci poziomow energetycznych i temperatura.
Na powierzchni Slonica caly ten zespol warunkow jest akurat
najbardziej sprzyjajacy dla zjonizowanego wapnia.

Oto jeden ze sposoboéw wyznaczenia wszystkich liczb pierwszych.

Tworzymy ciag liczb naturalnych (m)i2 o, gdzie no = 2,
a nx,, powstaje z m, w sposob nastepujacy:
Sposrod iloczynow a; - m (i = 1, ..., 14), gdzie ciag

s 6 (1? 78 19 23 29 87 95 77 1 11 13 15 15
ai)i= e e e e e T e T G A e A
et T T e T R T TR T R
wybieramy jako m y ten, ktory jest liczba naturalng i ma
najmniejszy wskaznik i. Z ciggu (m)i% , wybieramy podciag
zlozony ze wszystkich liczb postaci 2. W podciggu tym
wykladniki tworza ciag liczb pierwszych, wzigty w naturalnym
porzadku. Pierwsze wyrazy tego podciagu to nye = 4, nge = 8,
Magop = 32.

16

Kazda data ,,przebywa’ na Ziemi przez 48 godzin. Na przyklad
1 stycznia ,,wchodzi” na Ziemi¢ 31 grudnia o godzinie 13 C.S.E.
(Czasu Srodkowo Europejskiego) i ,,opuszcza’ ja 2 stycznia
rowniez o godzinie 13 C.S.E. Amatorzy sylwestrowych zabaw
moga $wietowaé rozpoczecie Nowego Roku 24 razy, poczynajac
od godziny 13 C.S.E. 31 grudnia, a koniczac 1 stycznia o tej
samej porze. Nalezy w tym celu 31 grudnia o godzinie 13 C.S.E.
rozpoczaé¢ podrdz na linii zmiany daty, przechodzacej przez
ocean wzdluz poludnika 180° i poruszac si¢ przez cala dobe

ze wschodu na zachod tak, aby pokonywac 15° dlugosci
geograficznej w ciagu godziny.

Biorac dowolne dodatnie liczby p i ¢ mozemy skonstruowac
za ich pomoca pewne rozwigzanie rownania

x34y? = 22,
Mianowicie x = pX—g?, y = 2pg, z = p*+4*. Gdy liczby
te sa naturalne i p > g, otrzymujemy stad tzw. trojke
pitagorejska, a wiec trzy liczby naturalne bedace dlugosciami
bokow pewnego trojkata prostokatnego.

Wielkim osiagnigciem Lwa Landaua bylo wyksztalcenie wielu
wybitnych fizykow teoretykow. Jego dziesigciotomowy kurs
fizyki teoretycznej, napisany we wspolpracy z Lifszycem, do
dzi$ jest podstawowym podrecznikiem na Swiecie.

Na prowadzonym przez Landaua seminarium dochodzito
czesto do ostrych sporéw, a w swych komentarzach Landau
bywat brutalny, gdy uwazal, ze méwca nie ma racji. Na zarzut,
Ze jego uwagi w stosunku do Kapicy sq znacznie lagodniejsze,
Landau odpowiedzial: ,,Nie moge zapomniec, ze zawdzieczam
mu Zycie”.

W 1938 roku aresztowano Landaua pod zarzutem celowego
obnizania poziomu swojej pracy. W tym czasie pracowal on
nad teorig zjawisk magnetycznych w metalach, jednym

z glownych swych osiagnieé obok teorii cieczy kwantowych,
za ktora dostal nagrode Nobla w 1962 roku. Interwencja
Piotra Kapicy spowodowala uwolnienie Landaua.

Jedna z metod wyznaczania odleglosci galaktyk polega na
poréwnaniu jasnosci obserwowanej i absolutnej najjasniejszych
gwiazd w galaktyce. W latach szes¢dziesiatych amerykarnski
astronem Alan Sandage pokazal jednak, Zze domniemane
najja$niejsze gwiazdy sa w rzeczywistosci znacznie intensywniej
$wiecacymi oblokami zjonizowanego wodoru. Okazalo si¢ tym
samym, ze odleglosci galaktyk byly dotychczas znacznie
zanizane. Byla to jedna z powazniejszych rewizji skali odleglosci
pozagalaktycznych.

Wielosciany, ktorych wszystkie $ciany sa wielokatami foremnymi,
a wszystkie ich naroza sa nieodroznialne, nazywaja sig
archimedesowe. Jest (z dokladnoscia do dlugosci krawedzi)
czternascie takich wicloscianow plus dwie nieskonficzone serie.
Serie te to archimedesowe graniastostupy (dwa n-katy polaczone
paskiem kwadratow) i archimedesowe antygraniastostupy (dwa
n-katy polaczone paskiem z trojkatow rownobocznych).
Najprosciej opisac¢ rodzaj wieloscianu archimedesowego podajac
jak wyglada jego naroze. Okazuje si¢ jednak, ze metoda ta

w jednym przypadku zawodzi: sa dwa rozne wielosciany
archimedesowe, ktorych naroza skladaja si¢ z trzech kwadratow
i jednego tréjkata rownobocznego. Nie odroZnia tych
wieloscianow rowniez sumaryczna liczba scian: 18 kwadratow

i 8 trojkatow. Ciekawe, ze az do lat pigcdziesiatych naszego
stulecia sadzono, ze wieloscianow archimedesowych (poza
seriami) jest trzynascie — ten z rysunku b ukrywat si¢ wigc
ponad 2 tysiace lat.

9@
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