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Paradoksalny rozklad kuli

Doc. dr Wojciech GUZICKI, dr Piotr ZAKRZEWSKI

Kazdy z Was na pewno kiedys bawil sie ta"ngramem, kwadratem pocietym na kawalki, z których

mozna zlozyc ogromna ilosc róznych figur geometrycznych, czesto o cieszacych oko ksztaltach.
Spotyka sie równiez inne podobne lamiglówki. Czesto w kacikach rozrywkowych róznych
czasopism formuluje sie wprost nastepujace zadanie: pociac narysowany wielokat na kawalki
w taki sposób, by zlozyc z nich kwadrat, trójkat, krzyz czy jakas inna figure geometryczna·
Czasami stawia siefograniczenia na linie podzialu, najczesciej zadajac, by byly one prostymi.
Zastanówmy sie jednak, czy tak postawione zadanie o wielokatach ma zawsze rozwiazanie.

Zadanie: Na plaszczyznie dane sa dwa wielokaty A i B. Rozlozyc wielokat A na mniejsze
wielokaty tak, aby mozna bylo z nich zlozyc wielokat B.

Kazdy natychmiast dostrzega warunek konieczny istnienia takiego rozkladu: pola wielokatów A

'itJ musza byc takie same. Pole wielokata bedzie bowiem suma pól wielokatów, na które go

podzie!i1ismy (czesc wspólna dowolnych dwóch wielokatów podzialu jest suma odcinków - ma
wiec zerowe pole) i pole nie zmienia sie przy przekladaniu wielokata z jednego miejsca na inne.
Ten warunek konieczny jest równiez wystarczajacy. Proponujemy Czytelnikowi samodzielne
odtworzenie na podstawie rysunków na marginesie dowodu tego twierdzenia, udowodnionego
przez Bolyaia i Gerwiena.

Teraz spróbujemy rozwazyc trudniejsze zadanie. Rozkladajmy dowolne zbiory A i B na sumy
dowolnych innych zbiorów, byle odpowiednio przystajacych (zbiory przystajace to takie, które
mozna nalozyc przez izometrie, czyli przeksztalcenie nie zmieniajace odleglosci). Bedziemy
zakladac, ze zbiory, na które dzielimy, sa rozlaczne, nie ograniczamy sie natomiast do
podzbiorów plaszczyzny R2•

Definicja. Dwa zbiory A, B S R" (n = 1,2,3 ... ) sa rówaowazne przez rozklad skonczony, jesli
istnieja zbiory A l, •.•, Am, B" ... , Bm takie, ze
(a) A = Al V ... V Am, B = B, v ... v Bm;

(b) Al n AJ = 0 = Bl n Bj, o ile i =I- j;
(c) zbiory Al i Bl sa przystajace dla i = 1, ... , m.

Podkreslmy, ze kawalki, na które rozkladamy zbiory A i B, moga byc zupelnie dowolne i dalekie
ód jakiejkolwiek geometrycznej regularnosci - pojecie równowaznosci przez rozklad skonczony
ma wiec wyraznie teoriomnogosciowy charakter.

Problemem, jakie zbiory sa równowazne przez rozklad skonczony, zajmowali sie w latach
dwudziestych Stefan Banach i Alfred Tarski, dowodzac twierdzenia znanego pod nazwa
twierdzenia o paradoksalnym rozkladzie kuli.

Twierdzenie: Kazde dwa ograniczone zbiory A, B S R3 o niepustych wnetrzach sa równowazne
przez rozklad skonczony. W szczególnosci dowolna kula jest równowazna kuli o dwukrotnie
wiekszym promieniu.
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Rozwiazanie zadania F 221. Z rozwiazania

zadania F 220 wynika, ze srednia droga

swobodna jest odwrotnie proporcjonalna do

cisnienia. Wewnatrz banki termosu .t ~ 1 cm.
Oznacza to, ze czasteczki praktycznie nie
zderzaja sie miedzy soba, a jedynie ze

sciankami banki. Przy zderzeniu
z zewnetrzna scianka czasteczki uzyskuja

srednio energie kinetyczna odpowiadajaca

temperaturze pokojowej To = 293 K.

?:alózmy, ze przy zderzeniu ze scianka

wewnetrzna uzyskiwana energia odpowiada
sredniej temperaturze tej scianki w ciagu

stygrrrecia, tj. T = (T, + T2)/2 = 353 K.

Energia przenoszona przez jedna czasteczke
jest równa

Cv

w = NA (T- To),

gdzie dla gazu doskonalego, zlozonego
5

z molekul dwuatomowych Cv = "2 R

(R - stala gazowa, NA -liczba Avogadra).

Liczba czasteczek zderzajacych sie

w jednostce czasu z jednostka powierzchni

wynosi

z = 2nvsr ~ PNA V 3RT6 - 3RTo i'NA'

gdzie vi, jest srednia predkoscia czqsteczek,
It - masa l mola powietrza. Ilosc traconego
wj ednostce czasu ciepla jest wiec równa

q= zwS = _5_p,rRT (T-To)'S2y'3 V ~ To ~
~ 1,85 J/s.

Stad czas stygniecia

t = nlcw(T, - T2) '" 4,5 x lO' s '" 12,5 h,
q

gdzie Cw jest cieplem wlasciwym wody.

N(f.) =20
n(E) =;;

Zastanówmy sie, na czym polega paradoksalnosc twierdzenia Banacha- Tarskiego. Jego
sprzecznosc z intuicja zwiazana jest chyba z naszymi wyobrazeniami o masie czy w przypadku
bryl jednorodnych - objetosci. Czy mozliwe byloby rozlozenie kulki ze zlota na kawalki tak,
aby z nich mozna bylo zlozyc kulke dwa razy wieksza, a wiec osiem razy ciezsza?! To przeciez
lepiej niz zamiana olowiu w zloto za pomoca kamienia filozoficznego - nie potrzebujemy nawet
olowiu!

Wyjasnienie paradoksalnosci tej interpretacji jest proste - kulka sklada sie ze skonczonej liczby
niepodzielnych czastek (wyrazony jest tu poglad jednego z autorów, drugi, którego ojciec jest
fizykiem, woli nie wypowiadac sie na ten temat), nie mozna wiec dzielic jej na dowolne zbiory
tak, jak mozemy dzielic istniejace tylko w naszej wyobrazni idealne podzbiory przestrzeni R3•

Z tej strony sredniowiecznym alchemikom nie grozi wiec na razie konkurencja.

Nie wyjasnia to jednak, w jaki sposób mozliwe jest powiekszenie objetosci bryly tylko w wyniku
rozkladania jej na mniejsze i skladania w inny sposób. Musimy wiec dokladniej przesledzic
rozumowanie przeprowadzone poprzednio dla wielokatów i zobaczyc, czy przenosi sie ono na
przypadek dowolnych zbiorów. Powtarzajac to rozumowanie powiedzielibysmy: zbiór A

rozkladamy na sume rozlacznych zbiorów A" ... , An przystajacych odpowiednio do
rozlacznych zbiorów Bl' ... , Bn, Z których sklada sie zbiór B. Objetosc zbioru A jest zatem suma
objetosci zbiorów A" ... , An, te z kolei maja te same objetosci, co B" ... , Bn (bo zbiory
przystajace maja te same objetosci), których suma jest objetoscia zbioru B. Zgadza sie, prawda?
W tym rozumowaniu zalozylismy milczaco, ze kazdy zbiór w przestrzeni ma objetosc, tzn. ze
istnieje funkcja m przyporzadkowujaca kazdemu zbiorowi A ~ R3 liczbe m(A) w taki sposób, ze

(1) (addytywnosc) jesli A = A l U ... u An i zbiory A" ... , An sa parami rozlaczne, to m(A) =
= m(A,) + ... + m (An),

(2) (niezmienniczosc) jesli zbiory A i B sa przystajace, to m (A) = m (B).

Kazda taka funkcja m nazywa sie uniwersalna, niezmiennicza ze wzgledu na izometrie miara
skonczenie addytywna.

Teraz sytuacja powoli staje sie jasna. Zalozylismy milczaco, ze ta.ka miara istnieje. Czy jednak
potrafimy tego dowiesc? Otóz twierdzenie Banacha-Tarskiego pokazuje wlasnie, ze takich miar
w przestrzeni R3 nie ma. Paradoksalne jest wiec nie to, ze z kuli mozna zrobic dwa razy wieksza,
ale to, iz myslimy, ze umiemy zmierzyc objetosc kazdego zbioru w przestrzeni.

Inaczej mówiac, jesli chcemy okreslic niezmiennicza miare skonczenie addytywna w R3, to
musimy zrezygnowac z jej uniwersalnosci - zawsze beda istnialy zbiory niemierzalne.
Oczywiscie rodzina zbiorów mierzalnych, tzn. tych, na których miara jest okreslona, musi
spelniac nastepujace warunki:

(1) jesli A, B sa mierzalne, to A u B, A n B, A' tez sa mierzalne,

(2) jesli zbiór B jest izometrycznym obrazem zbioru mierzalnego A, to zbiór B jest mierzalny.

Takie rodziny zbiorów nazywamy niezmienniczymi (ze wzgledu na izometrie) cialami zbiorów.
Przykladem miary okreslonej na takim ciele zbiorów jest miara Jordana. Opiszemy ja
w przypadku plaszczyzny R2, uogólnienie na przestrzen R3 bedzie latwym cwiczeniem dla
Czytelnika.

Chcac zmierzyc pole zbioru A pokrywamy go siatka kwadratów o boku e i obliczamy dWie
liczby:

N (e) = liczba kwadratów przecinajacych zbiór A,
n (e) = liczba kwadratów zawartych w zbiorze A.

Nastepnie przechodzimy do granicy dla e -> O i kladziemy

m(A) = lim eZ • N(e) = lim e2 'n(e), o ile obie granice istnieja i sa równe.
e~O e~O .

Dowodzi sie, ze tak zdefiniowana miara Jordana jest niezmiennicza ze wzgledu na izometrie.
Miara Jordana odpowiada pojeciu dlugosci (w R), pola (w R2) czy objetosci (w R3). Np.
dwuwymiarowa miara Jordana prostokata jest iloczynem jednowymiarowych miar jego boków.

Cialo zbiorów mierzalnych w sensie Jordana jest dosc obszerne. W szczególnosci wielokaty na
plaszczyznie sa mierzalne wzgledem miary Jordana. Z latwoscia dowodzimy teraz koniecznosci
warunku równosci pól w twierdzeniu Bolyaia-Gerwiena. Wystarczy powtórzyc przeprowadzone
na pQczatku rozumowanie traktujac pole wielokata jako jego miare Jordana i korzystajac z jej
addytywnosci i niezmienniczosci.
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Widac tez od razu, ze w twierdzeniu Banacha-Tarskiego zbiory, na które rozkladamy kule,
musza byc niemierzalne nie tylko wzgledem miary Jordana, ale takze wzgledem kazdej innej
miary niezmienniczej, wzgledem której obie kule byly mierzalne.

Pojawia sie naturalne pytanie, czy paradoks Banacha-Tarskiego mozna powtórzyc na
plaszczyznie. Czy istnieja np. dwa wielokaty o róznych polach równowazne przez rozklad
skonczony. Nadzieje na to przekresla nastepujace twierdzenie Banacha:

Twierdzenie. Na plaszczyznie R2 istnieje uniwersalna, niezmiennicza ze wzgledu na izometrie
miara skonczenie adriytywna, rozszerzajaca miare Jordana.

Zbiór przeksztalcen, który wraz z dwoma
przeksztalceniami zawiera ich zlozenie oraz

przeksztalcenia odwrotne do kazdego z nich
ijest niepusty, nazywamy grupa
przeksztalcen.
Kazdy zbiór przeksztalcen wzajemnie
jednoznacznych okreslony przez warunek

postaci: to wszystkie przeksztalcenia, które
zachowuja ... " tworzy grupe. W szczególnosci
grupe tworza izometrie.

Z twierdzenia Banacha wynika natychmiast, ze jesli dwa mierzalne w sensie Jordana podzbiory
plaszczyzny sa równowazne przez rozklad skonczony, to maja te sama miare Jordana.

Sytuacja na plaszczyznie jest zatem calkQwicie odmienna od sytuacji w przestrzeni trójwymiarowej
Skad bierze sie ta zasadnicza róznica? Okazuje sie, ze powody leza w algebraicznej strukturze
grup izometrii. Podstawowym krokiem w dowodzie twierdzenia Banacha-Tarskiego jest
znalezienie dwóch izometrii rp i lp przestrzeni R3 (w istocie sa to obroty wokól dwóch róznych osi
przechodzacych przez poczatek ukladu wspólrzednych) o tej wlasnosci, ze równosc

nie zachodzi dla zadnych, róznych od zera, liczb calkowitych kI, /,. Oznacza to, ze grupa G'I'.'I'
zlozona ze wszystkich izometrii postaci

jest tzw. grupa wolna o dwóch generatorach rp i lp. Analiza dowodu twierdzenia Banacha­
Tarskiego pokazuje, ze wlasnie obecnosc wolnej podgrupy G'I','I' w grupie izometrii R3 umozliwia
swobode w manipulowaniu punktami niezbedna do uzyskania paradoksalnego rozkladu.

Argumentu powyzszego nie da sie zastosowac w przypadku plaszczyzny. "Latwo" bowiem
wykazac, ze jesli rp i lp sa dowolnymi izometriami plaszczyzny R2, to

co dowodzi, ze G"" 'I' nie jest grupa wolna o generatorach rp i lp.

Przez ind~kcje definiujemy zstepujacy ciag podgrup grupy G:

Istnienie miary, o której mówi twierdzenie Banacha, zagwarantowane jest przez tzw.
rozwiazalnosc grupy izometrii plaszczyzny.
Przyjrzyjmy sie temu pojeciu.

Jesli G jest dowolna grupa przeksztalcen, to przez [G, Gl oznaczamy zbiór zlozony ze wszystkich
przeksztalcen postaci f o g o f-lo g-l, gdzie f, g E G. Okazuje sie, ze zbiór [G, Gl jest podgrupa
grupy G.

G,+, = [G" G.].Go = G,

00 co

= 2: k·(I_q)·qk-l = 2: k·qk-L
k=1 k=1

Rozwiazanie zadania M 469. Oznaczmy przez

X liczbe rzutów. Wtedy P(X = k) = p' qk-l,
gdzie q = 1 - p, co wynika z niezaleznosci
rezultatów kolejnych rzutów. Obliczmy EX.

co

EX= 2: k'p'qk-' =
k=1

co 00

- J; k'qk = 2: (m+l)'qln_
k=l 111=0

Jesli zdarzy sie, ze dla pewnej liczby n grupa G, jest trywialna: G, = {id}, to mówimy, ze grupa G
jest rozwiazalna.

00 co co

- 2: k'qk = 2: 111' q" + 2: q"-
k= l m=O 111=0

00 l I
- 2: k'qk= l-q = p'k=1

Zauwazmy, ze grupa G jest przemienna wtedy i tylko wtedy, gdy G, = [G, Gl = {id}. Kazda
grupa przemienna jest wiec rozwiazalna. Nietrudno sprawdzic, ze grupa G izometrii plaszczyzny
jest tez rozwiazalna (G3 = {id}, wystarczy pokazac, ze G2 jest grupa przesuniec).

Prawdziwa jest nastepujaca ogólniejsza wersja twierdzenia Banacha:

RozwilIzanie zadania M 470. Skorzystamy

z wyniku poprzedniego zadania. W pierwszym

rzucie otrzymujemy pewien wynik. Teraz

prawdopodobienstwo uzyskania innego

wyniku w pojedynczym rzucie wynosi ~ '

zatem sredni czas oczekiwania jest równy ~ .
5

Podobnie, srednie czasy oczekiwania na

kolejne "brakujace" liczby oczek wynosza
6 6 6. 6 ...
"'4' 31 2" 1 T' sumUjac Je otrzymuJePlY

( I l I I I )6 1+ 2" + 3" + 4" + "5 + 6" = 14,7.

Twierdzenie. Jesli G jest rozwiazalna podgrupa grupy izometrii przestrzeni R' (n = 1,2,3, ... ), to
w przestrzeni R' istnieje skonczenie addytywna miara uniwersalna rozszerzajaca miare Jordana
i niezmiennicza ze wzgledu na izometrie nalezace do grupy G.

Z tego twierdzenia wynika w szczególnosci, ze paradoksalnego rozkladu kuli nie udaloby sie
uzyskac uzywajac wylacznie przesuniec i obrotów wzgledem osi o ustalonym kierunku (dlaczego?).

Warto podkreslic, ze dowód twierdzenia Banacha najlatwiej przeprowadza sie metodami analizy
funkcjonalnej. Jest to wiec kolejna, obok geometrii, algebry, teorii miary i teorii mnogosci
dyscyplina matematyczna "zaangazowana" w te zagadnienia. Miedzy innymi dzieki tej
róznorodnosci uzywanych technik problematyka ta stanowi interesujace pole badan.

Na zakonczenie przypomnijmy otwarty dotychczas problem sformulowany przez A. Tarskiego
w 1924 roku: czy kolo i kwadrat o tych samych polach sa równowazne przez rozklad skonczony?

Te nowa wersje kwadratury kola pozostawimy C~ytelnikowi jako zadanie na dlugie zimowe
wieczory (najblizszych, oby tylko kiJku, zim).
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Gwiazdy nie sa biernymi swietlnymi kulami. Wszystkie zmieniaja sie, niektóre bardzo szybko,
inne bardzo powoli. Ich jasnosci, rozmiary i temperatury ulegaja w trakcie ewolucji znacznym
zmianom w zakresie wielu rzedów wielkosci. Nawet masa powaznie sie zmienia. Rzeczywiscie,
skoro typowa gwiazda ma stac sie bialym karlem lub gwiazda neutronowa (które stanowia
ostatnie stadia zycia gwiazd), to musi utracic wielka ilosc swojej poczatkowej masy, poniewaz
oba te typy gwiazd naleza do malo mlsywnych. Najbardziej namacalnym skutkiem tej utraty
masy jest samo istnienie Czytelników tego artykulu. Nasze ciala zbudowane sa wszak z "odpadów"
wyrzuconych przez stare gwiazdy w przestrzen miedzygwiazdowa. W ten sposób gaz, z którego
powstalo Slonce i jego pianety, wzbogacony zostal w ciezkie pierwiastki, jak wegiel, tlen, zelazo
itd., powstale w wyniku reakcji jadrowych zachodzacych we wnetrzu jakichs, dzisiaj
przygaslych juz lub martwych gwiazd.

Supernowe sa najdrastyczniejszym przykladem wyrzucania materii przez gwiazdy. Jednak zjawisko
utraty masy nie ogranicza sie do tak katastroficznych wydarzen i moze wystepowac - jak
w przypadku Slonca - w postaci tzw. wiatru gwiazdowego. Gdybysmy sledzili zjawisko utraty
masy w trakcie ewolucji gwiazdy, stwierdzilibysmy, ze w jej poczatkowej fazie utrata masy jest
ujemna, czyli masa gwiazdy poczatkowo rosnie - w miare formowania sie jej z rozproszonego
gazu miedzygwiazdowego. Na tym wczesnym etapie zycia glównym zródlem energii gwiazdy jest
zamiana energii grawitacyjnej kolapsujacego gazu na cieplo. Gdy protogwiazda zapada sie, prawo
zachowania momentu pedu wymusza jej rotacje. W wyniku tego materia zostaje skierowana ku
równikowym obszarom protogwiazdy tworzac po drodze dysk. Na tym etapie zycia gwiazdy
utrata masy moze zachodzic tylko z obszarów biegunowych, poniewaz akrecja powstrzymuje
jakikolwiek wyplyw z pobliza równika. I rzeczywiscie, u niektórych bardzo mlodych gwiazd,
zwanych gwiazdami typu T Tauri, taki biegunowy wyplyw zostal zaobserwowany w postaci
dwóch stozków materii wyrzucanych z obu obszarów biegunowych.

Mglawica Krab powstala w w~ niku wybul.:hll

supernowej w 1054 roku.

Utrata masy przez gwiazdy

Dr Hugh DEASY (Irlandia)

Opis zjawiska

t/um. T. KWAST

Mglawica planetama NGC 7293 w Wodniku.
Akrecja jest to spadek materii na cialo centralne (np. gwiazde) pod wplywem jego pola grawitacyjnego. W zaleznosci

od tego, czy materia spadajaca ma moment pedu czy nie, rozrózniamy akrecje przez dysk lub akrecje sferyczni!'

Niekiedy akrecja zostaje powstrzymana. Wtedy cisnienie promieniowania gwiazdy rozprasza
, wiekszosc gazu i pylu W plaszczyznie równika. W niektórych przypadkach czesc materii dysku

moze skupic sie W wieksze masy, które ewentualnie ulegna skondensowaniu w planety, jak stalo
sie to w przypadku naszego Ukladu Slonecznego.

Wyplyw materii z okolic biegunowych

powstajacej gwiazdy.

\Viatr sloneczny powoduje znieksztalcenia

magnetosfery Ziemi.

Nastepna faza zycia gwiazdy jest stosunkowo spokojna. Ewolucja postepuje powoli w czasie
wielu milionów lat (miliardów w przypadku normalnej gwiazdy, jak nasze Slonce). Gwiazdy na
tym etapie ewolucji traca mase w tempie stosunkowo wolnym, z natezeniem zblizonym do
natezenia wiatru slonecznego. Slonce traci 10- 13 swojej masy rocznie wskutek tego wiatru, co
jest znacznie mniej niz masa zuzyta w reakcjach termojadrowych we wnetrzu Slonca. Czasami
w okresie maksimum aktywnosci wieksza porcja jonów w postaci pochodni i protuberancji bywa
wyrzucana wraz z wiatrem slonecznym, co powoduje zaburzenia w ziemskiej jonosferze i pasach
Van AlIena. Skutki tego zjawiska sa odczuwane jako zaklócenia odbioru radiowego lub
pojawianie sie zÓrz polarnych.

Ziemia jest otoczona pasami radiacyjnymi (Van Allena), czyli obszarem, w którym gwaltownie wzrasta koncentracja

naladowanych czastek. Czastki te sa uwiezione w polu magnetycznym Ziemi, poruszaja sie miedzy biegunami

magnetycznymi, najbardziej skoncentrowane sa w poblizu równika magnetycznego Ziemi.

D. Reimers, niemiecki astrofizyk z Kilonii, zauwazyl, ze istnieje wyrazna korelacja miedzy
tempem utraty masy (obliczonym dla wielu rozmaitych gwiazd) a jasnoscia L, przyspieszeniem
grawitacyjnym na powierzchni g i promieniem R. Zwiazek ten moze byc zapisany w postaci

L LR
M ~ 10-13 _ ~ 10-13 --,

gR M

gdzie M i 1\1 oznaczaja odpowiednio mase gwiazdy i tempo utraty masy. Wielkosci L, g, R, M sa
.wyrazone w jednostkach slonecznych, a M w masach Slonca na rok. Zaleznosc ta dowodzi, ze
w miare ewoluowania gwiazdy poza ciag glówny (jest to obszar na wykresie zaleznosci miedzy
jasnoscia i temperatura zajmowany przez gwiazdy znajdujace sie w stabilnej fazie swojego zycia),
ku wiekszym jasnosciom, tempo utraty masy rosnie. Zatem na etapie czerwonego olbrzyma lub
nadolbrzyma (o masie poczatkowej równej kilku masom Slonca) tempo utraty masy jest juz
calkiem pokazne. Czerwone nadolbrzymy (gwiazdy typu M) traca mase przecietnie w tempie
10-6 Mo/rok. ZakonCzeniu fazy czerwonego olbrzyma towarzyszy gwaltowna utrata masy
pociagajaca za soba utworzenie mglawicy planetarnej lub wybuch supernowej.

Zjawisko supernowej jest stosunkowo rzadkie, dotyczy tylko gwiazd o masie poczatkowej bardzo
duzej (> 10 MO) lub bardzo malej « 0,5 MO). Gdy gwiazda jest skladnikiem dostatecznie
ciasnego ukladu podwójnego, przeplyw masy miedzy skladnikami moze nieco zmienic sytuacje.
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Diagram HR z zaznaczonymi obszarami
o stalym tempie wyplywu masy z gwiazd

(w kólkach podane jest log (M/(MO/rok))).
Najbardziej znane typy gwiazd o silnym
wietrze zaznaczone sa w owalach (Of ­
jasne, bardzo gorace gwiazdy typu
widmowego O; WR-gwiazdy
Wolfa-Rayeta). \

',0
LOG Te

V~~:i
" :
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Z kolei wytworzenie mglawicy planetarnej zachodzi czesciej i jest wynikiem wyrzucenia kilku
dziesiatych masy Slonca, przy czym reszta gwiazdy staje sie czasem bialym karlem. Taki jest los
wiekszosci pojedynczych gwiazd o masach od jednej do kilku mas Slonca. Natomiast gwiazdy
masywne, które maja zarazem duze jasnosci (ponad 10 ()()()jasnosci Slonca) staja sie goracymi
nadolbrzymami o temperaturze powierzchniowej rzedu 10000 K. Cisnienie promieniowania

. w atmosferach tych gwiazd jest czynnikiem znaczacym i u gwiazd typu P Cygni czy Wolfa-Rayeta
powoduje utrzymujace sie pr~ez dlugi czas wysokie tempo utraty masy (> 10,-6 Mo/rok).

Tzw. gwiazdy Be sa goracymi, jasnymi gwiazdami typu widmowego B i wedlug wszelkich oznak
otoczonymi przez dysk materii wyrzuconej prawdopodobnie glównie z obszarów równikowych.
Dysk moze równiez powstac wokól glównego skladnika w ciasnym ukladzie podwójnym jako
wynik utraty masy przez wtórnego olbrzyma. W tym wiec przypadku utrate masy powoduje
rozpraszanie materii skladnika wtórnego. Dodatkowo moze nastapic wyplyw n;lasy (z dysku
akrecyjnego lub z powierzchni któregokolwiek skladnika gwiazdy podwójnej) calkiem poza uklad,
w przestrzen miedzygwiazdowa ..

Mechanizmy

Jest ich kilka. Jakikolwiek z nich, aby byc dostatecznie wydajny, musi zapewnic dostarczenie
gazowi energii w ilosci umozliwiajacej ucieczke z pola grawitacyjnego gwiazdy. Wazne jest tez
miejsce w atmosferze gwiazdy, gdzie taki mechanizm zaczyna dzialac, poniewaz gestosc materii
w tym miejscu okresla ilosc utraconej masy, a zatem wydajnosc mechanizmu.

Najwydajniejszym sposobem odrzu·~ania mlSY jest wybu~h, jak w przYPldku supernowych.
W sytuacjach bardziej zwyczajnych istotne sa inne mechanizmy, np. cisnienie promieniowania
lub ruchy falowe, wliczajac w to fale uderzeniowe oraz fale z udzialem ppla mlgnetycznego,
zwane falami Alfvena. W przypadku cisnienia promieniowania fotony pochodzace z gwiazdy
dostarczaja ped i energie wyplywajacej mlterii. Mechanizm ten jest znacznie wydajniejszy, gdy
materia jest w postaci pylu, poniewaz ziarna pylu maja duzy przekrój czynny i dlatego latwiej
absorbuja ped fotonów niz czastki gazu ..

Wiatr sloneczny równiez jest napedzany cisnieniem promieniowania, chociaz atmosfera Slonca
jest zbyt goraca, by mogly w niej powstac ziarna pylu. Dlatego tez: wiatr sloneczny jest
wzglednie slaby. Istnieje graniczne tempo utraty masy, gdy jego przyczyna jest wylacznie
cisnienie promieniowania. Granica ta zostaje osiagn~ta, gdy fotony opuszczajace gwiazde
przekazuja caly ped wyplywajacej materii. Spelniony jest wtedy zwiazek

L/c = Mvoo,

gdzie L oznacza jasnosc gwiazdy, M tempo utraty masy, zas c i voo to predkosc swiatla
i wyplywajacej materii (w duzej odleglosci od gwiazdy). Mozna pokazac, ze tempo utraty masy
moze osiagnac jedynie drobny ulamek wartosci granicznej, jezeli promieniowanie dostarcza
energii strumieniowi materii ponizej pewnej krytycznej powierzchni w atmósferze gwiazdy,
zwanej "punktem Parkera". Jest nia powierzchnia, na której predkosc dzwieku jest równa
predkosci wiatru - w przypadku przeplywu stacjonarnego. Musza wiec istniec jeszcze inne,
efektywne mechanizmy pr:zyspieszajace wyplywajaca materie. Moga to byc rozmaite ruchy
falowe. Np. energia powierzchniowego pola magnetycznego moze zostac przekazana-wiatrowi
gwiazdowemu za posrednictwem fal hydro magnetycznych. Mechanizm ten moze byc szczególnie
wydajny u gwiazd chlodniejszych o slabej grawitacji (tj. duzym, przy okreslonej masie, promieniu).
Fale zwiazane z pulsacjami gwiazdy moga równiez przekazywac energie wiatrowi.
W przypadku pulsacji czysto radialnych utrat,a masy jest jednakowa we wszystkich kierunkach.
Oczywiscie nie jest tak przy pulsacjach nieradialnych. Np. wydaje sie, ze gwiazdy Be moga
odrzucac dysk wlasnie wskutek nieradialnych pulsacji o duzej amplitudzie w poblizu równika.

Zachowanie zewnetrznych warstw gwiazdy

w czasie pulsacji; najbardziej zewnetrzne
czesci gwiazdy oddalaja sie coraz bardziej
w ciagu kazdego cyklu pulsacji.

Obserwacje

Skad wiemy, ze i obecnie dokonuje sie utrata masy przez gwiazdy?, Otóz po pierwsze, jak juz
wspomnielismy, typowa gwiazda musi utracic znaczna czesc swojej poczatkowej masy, poniewaz
ma stac sie bialym karlem lub gwiazda neutronowa, a obie maja masy stosunkowo male
(prawdopodobnie gwiazda taka moze równiez stac sie czarna dziura, lecz przypadek taki
uznajemy za bardzo rzadki). Mamy równiez znaczna ilosc dowodów obserwacyjnych. Supernowe
zostawiaja bardzo wyrazne slady gwaltownej utraty masy. Sa nimi równiez mglawice planetarne.
U niektórych gwiazd mozna tez zaobserwowac wyplyw biegunowy. Wraz z wprowadzeniem
nowoczesnych detektorów optycznych (np. Charge Coupled Device, czyli CCD) liczba takich,
znanych obecnie, obiektów ogromnie wzrosla. W przypadku mniej spektakularnej utraty masy
musimy polegac na dowodach spektroskopowych: wyplywajacy gaz moze pochlaniac swiatlo
gwiazdy o dlugosciach fal odpowiadajacych znanym przejsciom atomowym lub czasteczkowym,
lecz przesunietym wzgledem wartosci laboratoryjnych o wielkosc wskazujaca na predkosci
zblizone do predkosci ucieczki z gwiazdy.

Inna oznaka utraty masy jest emisja w podczerwieni silniejsza niz oczekiwana dla samej gwiazdy.
W tym przypadku czesto mozna wydedukowac obecnosc materii otaczajacej gwiazde. Np. ziarna
pylu, które moga powstawac w wietrze niektórych gwiazd, moga byc przyczyna nadwyzki
podczerwieni. Ostatnio satelita IRAS dostarczyl dowodów istnienia pylu wokól wielu gwiazd.
W szczególnosci czerwone nadolbrzymy wykazuja obecnosc takiej ilosci pylu, ze dowodzi to
utraty masy w tempie ponad 10-6 Mo/rok.

Wiatr gwiazdowy jest zjawiskiem powszechnym i moze nim byc lagodny "powiew" - jak wiatr
sloneczny, lub straszliwy "huragan" - jak w przypadku supernowej. Gdyby kiedykolwiek mialo
dojsc do podrózy miedzygwiazdowych, naj prostszym napedem moglaby byc sila tych wiatrów.
Ale dzis cieszymy sie raczej z tego, ze Slonce zachowuje sie tak powsciagliwie.

b)

a)

t
Mniejsze natezenie

z powodu absorpcji
przez wyplywajaca materie

AbSlJrpcja promieniowa- d/'-!5' .,.
nia powodowana przez fali
materie otaczajaca gwiazde

Widmo gwiazdy
a) bez wiatru,
b) o silnym wietrze.

r
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Fizyka komputerowa

Dr Marek KALINOWSKI
"

Na pograniczu fizyki, informatyki, inzynierii komputerowej
i elektroniki powstala niedawno nowa dziedzina zwana fizyka
komputerowa. Czym ona sie zajmuje?

Obszar zainteresowan fizyki komputerowej mozemy podzielic na
dwie wyraznie odrózniajace sie czesci, tak jak i sama nauke

o komputer~ch (tzw. compllter science w jezyku angielskim).
Podzial ten, jak prawdopodobnie kazdy zgadnie, zwiazany jest
z podzialem na "hardware" i "software", czyli na konstrukcje
komputera i jego oprogramowanie.

Zajmijmy sie najpierw ta czescia fizyki komputerowej, która
dotyczy "hardwaru". Realizacja procesu obliczeniowego jest
procesem fizycznym, wymagajacym energii, zachodzacym w czasie'
rzeczywistym i w zwiazku z tym podlegajacym prawom fizyki.
Dlatego tez fizyka bada wydajnosc energetyczna procesu
obliczeniowego i daje wskazówki projektantom, jak obnizyc
wydatek energii zwiazany np. z elementarnym dodawaniem czy
mnozentem. Jest to bardzo wazne, bo energia ta ulega dyssypacji
na cieplo i moze stac sie przyczyna zaburzen prowadzacych nawet
do zniszczenia ukladu wykonujacego obliczenia. Innym istotnym
problemem jest badanie fizycznych granic szybkosci obliczen
wynikajacych ze skonczonej predkosci przesylania informacji
(predkosc swiatla) i zasady nieoznaczonosci Heisenberga.
Centralny zegar komputera wyznacza nam cykl pracy calego
procesora. W zaleznosci od jego "tik-tak" zmieniaja sie zawartosci
rejestrów, przerzutników i elementów pamieci. Zatem kazde
"tik" lub "tak" musi dojsc do kazdej czesci procesora
jednoczesnie. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy rozmiar procesora
jest maly w porównaniu z odlegloscia, jaka przechodzi sygnal
swietlny w czasie pojedynczego cyklu zegara. Dla czasu rzedu
nanosekund (10-9 s) odleglosc ta jest juz wzglednie mala i wynosi
tylko 30 cm. Zatem procesor o czestotliwosci 1 GHz musi juz
byc bardzo maly. Zmusza to konstruktorów do miniaturyzacji
i gestego upakowania wszystkich elementów hardwaru. Geste
upakowanie powoduje zwiekszone wydzielanie mocy (dyssypacja
energii) na jednostke objetosci, tak, ze w pewnym momencie
procesor moze zostac zniszczony. Nalezy wiec dazyc do obnizania
poboru mocy i obnizenia temperatury procesora, np.
umieszczajac go w cieklym azocie lub helu.

Pojedyncze skladniki procesora staja sie coraz mniejsze i zaczynaja

zblizac sie do rozmiarów molekularnych. Poja~iaja sie
ograniczenia wynikajace z praw mechaniki kwantowej - zaczyna
odgrywac role zasada nieoznaczonosci. Czas przerzutu, to jest
zmiany stanu przerzutnika np. z logicznego 1 do logicznego O,

nie moze byc mniejszy niz stala Plancka dzielona przez
nieoznaczonosc energii. Niech stanowi logicznemu O odpowiada
stan podstawowy ukladu kwantowego, a stanowi 1 stan wzbudzony
i niech róznica energii miedzy tymi poziomami wynosi LJE.
Róznice energii stanów mozemy okreslic (rozpoznac)
z dokladnoscia r. Mamy ograniczenie r < LJEj2, w przeciwnym
razie nie bedziemy mieli dostatecznie ostrej róznicy miedzy
logic;znym O i 1. Z drugiej strony wiemy, ze czas przeskoku do

stanu podstawowego LJt i dokladnosc wyznaczenia energii r
spelniaja nierównosc (zasada nieoznaczonosci)

, LJt· r ~li.

Otrzymujemy wiec ograniczenie na LJt - czas przelaczania ukladu
logicznego

21i

LJt ~ LJtmin = LJE'

&

Biorac ,lE rzedu elektronowolta - odpowiadajaca procesom
molekularnym - otrzymujemy LJtnr1n rzedu 10-15 s, zas dla

energii charakterystycznych dla oddzialywan jadrowych (~ I MeV)
otrzymujemy 10-21 s. Mamy wiec drugie ograniczenie na
szybkosc dzialania komputera. Ciekawe, ze dzieki bardzo
szybkiemu postepowi technologii zblizamy sie juz do tych

ograniczen. Niedlugo juz bedziemy budowac komputery
o czestotliwosci zegara 103 GHz i czasie przelaczania bramek
logicznych wynoszacym ulamki pikosekund. W tym m:>m~ncie
bedziemy zmuszeni zmienic zasady projektowania hardwaru
i zaczac uzywac przy tym formalizmu mechaniki kwantowej.
Tego zdania jest wielu wybitnych fizyków, m.in. R. Feynman,
który poczynil juz--pierwsze kroki w tym kierunku tworzac

zaczatki teorii kwantowo-mechanicznego hardwaru, uzywajacej
formalizmu tzw. drugiej kwantyzacji. Równiez wielu fizyków
z osrodków badawczych firmy IBM pracuje nad tym problemem.
Czasy przelaczania pojedynczych bramek w tego typu procesorze
beda rzedu 10-1 5_ 10-14 s. Bedzie to mozliwe dzieki
wykorzystaniu zjawiska Josephsona, a nawet, co jest bardziej
prawdopodobne, zjawiska fal spinowych w magnetykach.

Do fizyki komputerowej zalicza sie równiez metody numeryczne
wypracowane przez fizyków wykorzystujacych komputery np. do
rozwiazywania równan ruchu punktów materialnych, cial
s~tywnych czy tez plynów. Zadajac postac rówmn mozemy

symulowac w komputerze realny swiat fizyczny, czyli nieja~o
wykonywac doswiadczenia w komputerze. Jest to bardzo
wygodne, poniewaz czesto nie jestesmy w stanie zrealiz~wac
w'laboratorium ekstremalnych stanów'materii lub z powodu zbyt
dlugiego czasu doczekac konca doswiadczenia. Dotyczy to np.

" procesów- ewolucji gwiazd, powstawania galaktyk lub ewolucji
Wszechswiata jako calosci. Dzieki duzej mocy obliczeniowej
komputera mozna przesledzic w kilka minut proces fizyczny
zachodzacy normalnie w czasie milionów lat. W ten sposób
jestesmy w stanie porównac konsekwencje zalozen naszych
modeli z danymi obserwacyjnymi. Jezeli nie sa one zgodne
z tym, co rzeczywiscie obserwujemy, to mozemy je zmienic
i sprawdzic jeszcze raz. W przypadku ewolucji gwiazd zmieniajac
parametry protogwiazdy (to jest mase i sklad chemiczny) mozemy
przesledzic droge ewolucji kazdego typu gwiazdy obserwowanej na
niebie. Nieoceniona pomoca jest taka symulacja w przypadku
wczesnych stadiów ewolucji Wszechswiata. Sprawdzamy wtedy,
czy otrzymany w wyniku symulacji rozklad galaktyk i gromad
galaktyk odpowiada temu, co rzeczywiscie widzimy na niebie.
Bardzo pomocny jest równiez 'komputer w badaniu wlasnosci
skomplikowanych molekul chemicznych. Dzieki wykonanej
symulacji mozemy przesledzic ewolucje molekuly i jej zachowanie,
a potem porównac to z wynikami np. analizy za pomoca
promieni Roentgena. Przeprowadzone porównanie pozwoli nam
zrozumiec, co zaszlo w molekule, jak grupy atomów ewoluowaly
w czasie. Symulacje tego typu, nieocenione w biologii
molekularnej, wykonuje sie uzywajac metody zwanej metoda
dynamiki molekularnej.

W obu przypadkach (obliczen astronomicznych i chemicznych)
do komputera wprowadzamy informacje o znanych nam
prawach fizycznych, dane liczbowe okreslajace wystepujace
wielkosci oraz nasze zalozenia dotyczace badanego procesu.
Komputer pozwala nam sprawdzic, jak wygladalby proces
zachodzacy zgodnie z podanymi informacjami. Takie
postepowanie nie m~ze, oczywiscie, zastapic prawdziwego
doswiadczenia fizycznego. Czesto jednak wykonana symulacja
pozwala ograniczyc liczbe doswiadczen, które r.zeczywiscle nalezy
przeprowadzic, eliminujac hipotezy bledne, których sprawdzenie
na drodze eksperymentalnej byloby kosztowne i czasochlonne.

Komputer jest uzywany równiez jako narzedzie symulacji dla
problemów opisywanych przez uklady nieliniowych równan



rózniczkowych, np. w hydrodynamice lub aerodynamic~.
Równania te, najczesciej bardzo skomplikowane, rzadko
potrafimy rozwiazac scisle w postaci analitycznej. Jedyna
mozliwoscia jest wówczas znalezienie duzej liczby rozwiazan
numerycznych i próba wyciagania wniosków o charakterze
analitycznym. Czasami sie to udaje i mozna pokusic sie
o znalezienie rozwiazania analitycznego lub analitycznego
'przyblizonego. W innych przypadkach komputer moze przyjsc
z pomoca pokazujac zalamanie sie naszego zdroworozsadkowego
rozumpwania, które czesto zawodzi w dziedzinie zjawisk
nieliniowych. Koronnym przykladem jest tak zwany problem

Ferm~ego-Pasty-Ulama. Polegal on na rozwiazaniu równan ruchu
32 punktów materialnych polaczonych nieliniowymi sprezynkami
(takimi, których wychylenie nie jest proporcjonalne do sily)
i ograniczonych sciankami, od których mogly sie odbijac. Punkty
te wychylono i badano ich ruch (w komputerze oczywiscie).
Zdrowy rozsadek fizyka przewidywal, ze po dostatecznie dlugim
czasie nastapi równomierny rozklad energii na wszystkie stopnie
swobody (zasada ekwipartycji). Nastapi on zawsze, gdy sprezynki
sa liniowe i bedzie tym lepiej obserwowany, im wiecej mamy
punktów materialnych (32 to juz dostatecznie duzo).

Patrz W niebo

Doswiadczenie przynioslo jednak zupelnie inny wynik. Po 30000
cykli uklad wrócil do polozenia pierwotnego. Warto zauwazyc,
ze ten problem byl jednym z pierwszych problemów fizyki
komputerowej. Rachunki zostaly wykonane na komputerze
MANIAC w Los Alarnos w USA, a sam Stanislaw Ulam,
jeden z autorów problemu, polski matematyk ze szkoly
lwowskiej, jest uwazany za ojca computer science.

Warto wspomniec, ze komputer sprawdzil sie równiez jako

"numeryczny tunel aerodynamiczny", testujacy nowe typy
skrzydel i samolotów. (Oczywiscie przed zabraniem: pasazerów
samoloty byly sprawdzane w lotach próbnych.)

Komputer jest dzis narzedziem fizyka tak, jak akcelerator,

teleskop, mikroskop czy detektor promieniowania i tak tez nalezy
go traktowac. Na zakonczenie warto wspomniec, ze nowe
metody informatyki, takie jak: sztuczna inteligencja i systemy
eksperckie znalazly juz zastosowanie w fizyce komputerowej.
Sluza one jako narzedzia do sterowania eksperymentem fizycznym
oraz do automatycznej analizy danych, np. z akceleratora. Grafika
komputerowa, a szczególnie animowane filmy komputerowe, sa
znakomita metoda wyprowadzania wyników obliczen. Fizyka

komputerowa jest juz dobrze wyodrebniona dziedzina fizyki.

Pogodne noce w czerwcu czy lipcu wcale nie sa odpowiednim 'czasem do przeprowadzania
optycznych obserwacji astronomicznych. Przede -wszystkim sa one krótkie - znacznie krótsze
(o okolo 10 godzin) od nocy zimowych. Ponadto nie sa dostatecznie ciemne na to, aby mozna
dostrzec slabsze obiekty niebieskie. Mozna powiedziec, ze w obserwacjach przeszkadza wtedy: ..
Slonce. Jest ono w tym czasie na tyle plytko schowane pod horyzontem, ze rozproszone
w atmosferze ziemskiej promieniowanie znacznie rozjasnia nocne niebo.

Prawdziwa dlugosc dnia okresla sie pojawianiem i znikaniem górnego brzegu tarczy slonecznej
za horyzontem. Nie tak proste jest okreslenie nocy, gdyz miedzy dniem a noca trwa krótszy lub
dluzszy 7mierzch i brzask. DlugoSC trwania zmierzchu zalezy od szerokosci geograficznej miejsca
obserwacji i od deklinacji Slonca. W zyciu codziennym koniec zmierzchu (tzw. zmierzchu
cywilnego) okresla sie koniecznoscia zapalenia sztucznego oswietlenia dla bezpieczenstwa ruchu
ulicznego. Slonce znajduje sie wtedy 6° pod horyzontem. Jest to, oczywiscie, okreslenie
teoretyczne, bowiem w praktyce nierzadko podczas zlych warunkó.w atmosferycznych sztuczne
oswietlenie jest wlaczane znacznie wczesniej.

Jesli na danym obszarze Slonce przez cala noc nie schodzi glebiej niz 6° pod horyzont, tj. - gdy
na obszarze tym przez cala noc panuje co najwyzej zmierzCh cywilny - mówimy, ze wystepuja
tam "biale noce". Warunek wystepowania "bialych nocy" jest wiec 'nastepujacy: h.;:' _6°,
gdzie h. jest wysokoscia dolowania Slonca, tj. jego najnizszego polozenia w ciagu doby. Poniewaz
Ih.1 = 90° - (jl - <50, gdzie <50 - deklinacja Slonca, (jl - szerokosc geograficzna miejsca
obserwacji (patrz rysunek), graniczna wartosc szerokosci geograficznej, w której wystepuja "biale
noce", okreslona jest przez warunek: (jl;:' 84° - <50. Rzecz jasna, najdogodniejszym momentem
na pólkuli pólnocnej jest przesilenie letnie - wtedy bowiem deklinacja Slonca osiaga najwieksza
wartoSC: 23°27'. Dla tej maksymalnej wartosci <50 otrzymujemy (jlmln = 60°33'. Analogicznie,
graniczna szerokosc geograficzna, w której moga wystepowac "biale noce" na pólkuli
poludniowej, ma wartosc (jlm.x = - 60°33'.

Wysuniete najbardziej na pólnoc obszary Polski leza ponizej równoleznika 55° szerokosci
geograficznej pólnocnej. Wobec tego nawet tam nie moga wystepowac "biale noce". Jednak
w okolicach przesilenia letniego, przy dobrej pogodzie, nad morzem przez cala noc widac jasna
poswiate,nad pólnocnym widnokregiem swiadczaca o stosunkowo malej glebokosci Slonca pod
horyzontem. W wyjatkowo sprzyjajacych warunkach atmosferycznych poswiate taka widac
nawet w srodkowej Polsce.

Inaczej definiuje sie koniec zmierzchu astronomicznego - nastepuje on, gdy Slonce obnizy sie
o 18° pod horyzont. Moment ten charakteryzuje sie szybkim zwiekszeniem widzialnosci slabych
gwiazd. Obliczenia analogiczne jak dla zmierzchu cywilnego prowadza do nastepujacego wyniku
na graniczna wartosc szerokosci geograficznej, przy której w momencie przesilenia letniego
zmierzch astronomiczny trwa przez cala noc: (jlmln = 48°33'. Widac stad, ze na obszarze Polski
w tym czasie przez cala noc trwa zmierzch astronomiczny i przez to warunki obserwacyjne nie sa
zbyt dobre. Od poczatku czerwca do polowy lipca w naszych szerokosciach geograficznych
Slonce nie schodzi glebiej niz 18° pod horyzont, a wiec obserwacji astronomicznych lepiej
dokonywac, o ile to mozliwe, w innym te!:minie.

mgr Joanna UDALSKA I
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Niewidzialne fale ciepla

_"Promienie zimna"

0to dwa doswiadczenia. W pierwszym termometr
umieszczony w ognisku zwierciadla parabolicznego
wskazuje wyzsza temperature niz poza nim, w drugim ­
nizsza. W wieku XVII uzasadniano wyniki takich
doswiadczen nastepujaco: "promienie ciepla" swieczki
(w pierwszym przypadku) i "promienie zimna" lodu
(w drugim przypadku) skupiaja sie w ognisku i to
wlasnie powoduje zmiane wskazan termometru.
Dzis wiemy, ze "promieni zimna" nie ma. Jak wiec
uzasadnic wyniki doswiadczenia?

-=-~- -:-:-~._,~- .-~ -~-- -.---..

•

Promieniowanie podczerwone

Rozszczepiajac za pomoca pryzmatu swiatlo sloneczne
mozemy stwierdzic, ze ponad czerwona barwa teczy
biegna tez jakies niewidoczne promienie. Wystarczy
umiescic w takim miejscu termometr, by zaobserwowac
wyrazny wzrost temperatury. Nje nazywamy tych
promieni "promieniami ciepla", tylko podczerwonymi.
Ich dlugosc fali jest wieksza od dlugosci fal
promieniowania widzialnego (od 360 nm dla fioletu do'
780 nm dla czerwieni).

1\



Ziemia na goraco

Oto fotografia powierzchni ziemi w swietle slonecznym
i w podczerwieni. Bo dzis umiemy zarówno fotografowac
w podczerwonym zakresie widma, jak tez ogladac takie
obrazy "na biezaco" za pomoca urzadzen zwanych
noktowizorami. Prowadzi sie tez obserwacje nieba w tym
zakresie fal.

Promieniowanie podczerwone, jako majace wieksza
dlugosc fal, ulega mniejszemu rozproszeniu
w atmosferze i (dzieki temu) fotografie (nawet na
kliszach czulych równiez na swiatlo widzialne) daja
nam obraz duzo ostrzejszy od zwyklej fotografii.
Pozwala to np. uzyskac ostre i wyrazne obrazy
lancuchów górskich z odleglosci ponad 150 km.

Oczywiscie promieniowanie podczerwone tez sklada sie
z fal o róznej dlugosci (w róznych niewidzialnych
kolorach - jak to okreslali fizycy XVII stulecia). Fale
wysylane przez ciala o wyzszej temperaturze sa krótsze.
Szklo sposród promieni podczerwonych lepiej
przepuszcza 1.1·ótsze.Wobec tego promienie
podczerwone ze Slonca (temperatura 6000°C) latwo
przedostaja sie przez dach szklarni. Ogrzewaja tam to,
co znajda: powietrze, ziemie, rosliny. Ogrzane w ten
sposób obiekty tez promieniuja w zakresie
podczerwonym, ale wysylaja znacznie dluzsze fale
(temperatura okolo 20°C). I fale te (jako dluzsze od
slonecznych) maja powazne trudnosci z wydostaniem
sie przez szklo na zewnatrz. Dlatego w szklarni panuje
wyzsza temperatura niz na zewnatrz.

Podobny efekt powoduja chmury (para wodna) ..
Dlatego pochmurne noce sa zdecydowanie cieplejsze od
bezchmurnych ..

Mala Delte przygotowali: Krzysztof BIESAGA
i Maciej JEDRZEJCZAK
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Zadanie o turnieju tenisowym

Dr Lech BANACHOWSKI

W rozgrywkach sportowych w rodzaju turnieju tenisowego mamy
do czynienia z niesprawiedliwym rozdzialem nagród dla
najlepszych. Rozwazmy typowy pucharowy turniej tenisowy

miedzy dwunastoma graczami i przedstawmy jego wyniki za
pomoca nastepujacego diagramu:

runda IV

rundaJf[

runda)1

rundal

W finale gracz 5 wygrywa z graczem 9. Nie ma, oczywiscie,
watpliwosci, ze gracz 5 jest najlepszy ze wszystkich i rzeczywiscie
zasluzyl na pierwsza nagrode. Niesprawiedliwosc wiaze sie

natomiast z przydzieleniem drugiej nagrody graczowi 9, bo nie
ma pewnosci, ze jest on faktycznie drugim najlepszym
zawodnikiem turnieju. Jezeli w turnieju bierze udzial n = 2k,

2k-l_l l
graczy, to z prawdopodobienstwem ---- ~ - druga nagrode

2k_l 2

otrzymuje niewlasciwa osoba!

Przyjmuje sie, ze relacja "gracz A jest lepszy od gracza B" ustala
liniowy porzadek w zbiorze graczy. Oznacza to, ze relacja ta
jest przechodnia i antysymetryczna .

Problemem sprawiedliwego rozdzialu nagród zajal sie w roku 1883
Charles Lutwidge Dodgson, znany powszechnie pod

pseudonimem Lewis CarrolI, i sam zaprojektowal pr?cedure
turniejowa, która prowadzi do prawidlowego przyznania
pierwszej, drugiej i trzeciej nagrody. Jego procedura pozwala
przegrywajacym kontynuowac rozgrywanie meczów, dopóki nie
przegraja trzech pojedynków. System Carrolla, chociaz poprawny,
okazal sie nieoptymalny pod wzgledem liczby rozgrywanych
meczów. Problem zaprojektowania optymalnej procedury

turniejowej prowadzacej do wyznaczenia dwóch najlepszych graczy
postawil Hugo Steinhaus w trakcie seminarium, które odbywalo
sie w latach 1929-30. Turniej taki po raz pierwszy zostal
zaprojektowany w roku 1932przez Józefa Schreiera. Jednakze
zalaczony przez niego dowód optymalnosci okazal sie
niepoprawny. Nastepny dowód optymalnosci procedury
turniejowej Schreiera, podany w 1951 roku przez Jerzego

Slupeckiego, tez byl niepopraw~y. Dopiero w 1964 roku
matematykowi radzieckiemu :::;iergiejowi S. Kislicynowi udalo sie
udowodnic optymalnosc procedury turniejowej Schreiera.
Ponizej przytoczymy ten dowód.

Zauwazmy najpierw, ze procedura pucharowa jest optymalna,
gdy mamy wylowic tylko najlepszego zawodnika. Przy n

uczestnikach rozgrywa sie, jak latwo obliczyc, n-l meczów
i jest to ich najmniej sza mozliwa liczba. Przy dowolnym wyborze

procedury turniejowej kazdy, z wyjatkiem gracza, który zostaje
zwyciezca turnieju, musi przegrac co najmniej jeden mecz.

tO

Procedura Schreiera jest prosta. Najpierw systemem pucharowym
wyznacza sie najlepszego gracza, a nastepnie dla graczy, którzy
przegrali bezposrednio ze zwyciezca, organizuje sie dodatkowy
turniej pucharowy. Zwyciezca dogrywki jest, oczywiscie, drugim
najlepszym zawodnikiem turnieju. Jesli przez k oznaczymy liczbe
naturalna, dla której 2k-l < n ~ 2\ to liczba meczów dla
procedury turniejowej Schreiera jest nie wieksza niz
(n-I)+(k-l) = n+k-2.

,Pokazemy, ze procedura Schreiera jest optymalna pod wzgledem
liczby rozgrywanych meczów, tzn. dla kazdej procedury
turniejowej istnieje taki uklad sil n graczy, ze trzeba wtedy
rozegrac co najmniej n+k-2 meczów. W tym celu zrezygnujeJllY
teraz ze "sportu". Zamiast niego wprowadziJllY wyrokowanie,
który z graczy wygrywa mecz niezaleznie od graczy, a jedynie
w zaleznosci od rozstawienia graczy do pojedynków przy danej
procedurze turniejowej.

Rozwazmy dowolna procedure turniejowa dla n graczy
pozwalajaca wyznaczyc gracza najlepszego M oraz drugiego
najlepszego gracza S.

Pokazemy najpierw, ze istnieje turniej skonstruowany zgodnie
z ta procedura, w którym gracz M rozgrywa co najmniej k

meczów. Uzyjemy w tym celu tzw. metody wyroczni. Procedura
turniejowa okresla nam kolejny mecz do rozegrania, powiedzmy-­
miedzy graczami; oraz j, a wyroczrna podaje wynik tego meczu
w taki sposób, aby zmusic zawodnika najlepszego do rozegrania
co najmniej k meczów.

W kazdym momencie rozgrywania turnieju z kazdym graczem

wiazemy nastepujaca wielkosc:

tl - liczba meczów wygranych przez gracza; z graczami, których

pierwsza porazka w turnieju jest porazka z graczem ;.

Opiszemy teraz, jak dziala wyrocznia. Zalózmy, ze w danym
. momencie rozgrywek procedura turniejowa podaje, ze ma byc

rozegrany mecz miedzy graczami; oraz j(; < j). Jezeli obaj gracze
nie przegrali jeszcze zadnego meczu, to wyrocznia oglasza
zwyciezca meczu gracza;, o ile t, ;;;. tJ oraz graczaj, o ile tJ ? t,.

Jezeli jeden z graczy nie przegral jeszcze zadnego meczu, a drugi
juz poniósl porazke, to wyrocznia uznaje za zwyciezce tego
gracza, który nie przegral jeszcze meczu. Wreszcie jezeli obaj

gracze poniesli juz porazki, to wyrocznia oglasza zwycie~ca
dowolnego z nich, ale tak, by tworzony porzadek byl przechodni
i antysymetryczny.

Pokazemy, ze

(I)

W tym celu w kazdym momencie rozgrywania turnieju z kazdym
graczem ;, który do tej pory nie poniósl porazki, wiazemy
wielkosc Pl. Na poczatku turnieju Pl = l dla l ~ ; ~ n.

Wielkosc Pl ulega zmianie tylko wtedy, gdy gracz i pokonuje
gracza j, dla którego porazka ta jest pierwsza porazka
w turnieju. Wówczas wielkosc PI ulega zmianie na PI +PJ (PJ

przestaje bY(Qkreslone z definicji). Przez indukcje wzgledem
liczby rozegranych meczów mozna latwo wykazac, ze w kazdej'
chwili rozgrywania turnieju:

(2) suma wszystkich wielkosci Pl dla graczy, którzy nie poniesli
jeszcze porazki, równa sie n;

(3) Pi ~ 211 dla kazdego gracza ;, który nie poniósl jeszcze zadnej
porazki.



Na zakonczenie turnieju tylko jeden gracz, mianowicie M, jest
bez porazki. Wobec (2), PM = n. Stad i z (3) wnioskujemy, ze
21 M ;;. n, co dowodzi nierównosci (l). Poniewaz laczna liczba
meczów rozegranych przez gracza M jest nie mniejsza niz tM,

wiec wyka2;alismy, ze gracz M rozegral co najmniej k\meczów.

Ponizsza tabelka i~ustruje dzialanie wyroczni dla n = 5 (wówczas k = 3).

Wektor wielkosci

I Wektor wielkosci I Gracze wystawieni I Wybór(li, '1, t3. 141 t~)
(Pl,P2,P3,P4,PS) do meczu I wyroczni

(O, O, O, O, O)

(l, l, l, l, 1)1,2I
(I, O, O, O, O)

(2, -, l, J, l)3,43
(I, O, l, O, O)

(2, -, 2, -, I)2,42
(I, O, I, O, O)

(2, -, 2, -, 1)2,55
(I, O, l, O, O)

(2, -, 2, -, I)1,5I
(2, O, l, O, O)

(3 -,2, -,-)3,5\ 3

(2, O, l, O, O)
(3, -, 2, -, -)1,31

(3, O, l, O, O)
(5, -, -, -, _)

Na zakonczenie turnieju skonstruowanego przez wyrocznie Pl = 5, a 11 = 3.
Zwyciezca turnieiu - gracz 1 rozegral 11 = 3 mecze.

Zauwazmy, ze kazdy zawodnik rózny od M i S musi zostac

pokonany przez gracza róznego od M - meczów takich musi sie
odbyc lacznie co najmniej n - 2. Zatem w turnieju bedacym
wynikiem dialogu wyroczni z procedura turniejowa rozegrano
co najmniej n+k-2 meczów.

Zadania

I. Podac dowód indukcyjny faktów (2) i (3).

2. Podac konstrukcje procedury pucharowej do wyznaczenia trzech najlepszych
graczy w turnieju za pomoca n- 3 + flg,nl + lIg,(n-l)l meczów (zauwazmy.
ze k = [lg,n1).

3. Podac konstrukcje procedury pucharowej do wyznaczenia wszystkich n

miejsc w turnieju (w informatyce jest to znany problem sortowania) za pomoca
n

}; rJg2il meczów.
;=1
4. Zad3nia wyznaczenia najlepszych zawodników turniejumaja swoje
odpowiedniki w problemach informatycznych. W zadaniu rozwazanym
w artykule pytamy sie o element najwiekszy i drugi najwiekszy w podanym

ciagu elementów zbioru liniowo uporzadkowanego. Czytelnika znajacego
programowanie zachecamy do zapisu metody turniejowej w .postaci algorytmu
wyznaczajacego dwa najwieksze elementy ciagu. Lezaca u podstaw struktura
danych pelni wazna role przy rozwiazywaniu problemu sortowania zewnetrznego:
sortowania zbiorów danych, które sie nie mieszcza w dostepnej pamieci
wewnetrznej komputera.

Laser na swobodnych elektronach

W zwyklych laserach swiatlo generowane jest dzieki promieniowaniu wysylanemu przez atomy
lub czasteczki osrodka. Elektrony zwiazane w atomach (czas~eczce) przechodzac na nizsze stany
energetyczne wysylaja fotony. Jezeli przejscia te wymuszone sa przez'wiazke swiatla, to emitowane

fotony.sa identyczne z fotonami padajacego promieniowania i powstaje akcja laserowa. Aby
proces byl mozliwy, trzeba odpowiednio przygotowac osrodek (wzbudzic jego atomy) dostarczajac
mu energie, której niewielka tylko czesc, siegajaca kilku procent, odzyskujemy w postaci swiatla
laserowego.

Okazuje sie, ze mozna osiagnac o wiele wieksza sprawnosc akcji laserowej zmuszajac do swiecenia
elektrony swobodne (nie zwiazane w atomach). Jezeli wiazke bardzo szybkich elektronów
przepuscimy przez obsza)', w którym pole magnetyczne wjelokrotnie zmienia swój zwrot (jak na
rysunku), to elektrony przyspieszane prostopadle do kierunku ruchu beda promieniowaly.
Natezenie promieniowania bedzie najwieksze w kierunku zgodnym z ruchem'wiazki. Dzieki
zjawisku Dopplera czestosc promieniowania bedzie wieksza od czestosci poprzecznych drgan
elektronów. Zaleta lasera na swobodnych elektronach jest mozliwosc" przez zmiane predkosci
wiazki, latwego prze"strajania dlugoki emitowanych fal od podczerwieni do nadfioletu.
Konstruktorzy spodziewaja sie, ze niedlugo bedzie mozliwe otrzymanie w ten sposób lasera na
promienie rentgenowskie.

W laserach na swobodnych elektronach osiagnieto juz sprawnosc 42 procent, a za praktyczna
granice uwaza sie sprawnosc 70 procent. Jak twierdzi konstruktor pierwszego lasera tego typu,
John J. M. Madey (obecnie pracujacy w Stanford University), na pomysl urzadzenia wpadl

jeszcze w 1963 roku, gdy byl studentem California Institute or Technology. W pelni dzialajace
urzadzenie wykorzystujace wiazke stanfordzkiego liniowego akceleratora elektronów zostalo
ukonczone w 1977 roku. Od tego czasu na swiecie zbudowano tylko okolo dziesieci.u laserów
tego typu, gdyz mimo licznych zalet sa one bardzo drogie (najmniejsze z nich kosztuja po kilka
milionów dolarów). Zainteresowanie jednak rosnie. Entuzjasci twierdza, ze lasery na swobodnych
elektronach znajda zastosowanie w chirurgii (do niszczenia chorych tkanek), w badaniach
pólprzewodników, badaniu i kontroli reakcji chemicznych, a takze w ramach systemów
obronnych beda uzywane do niszczenia rakiet przeciwnika.

Rozpoczeto juz budowe ogromnego lasera w Nowym Meksyku. Po ukonczeniu urzadzenie bedzie
mialo okolo 16 km dlugosci i 3 km szerokosci (koszty oceniono wstepnie na miliard dolarów)
i bedzie najpotezniejszym laserem na Ziemi.

A. M.
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Wycieczka do naj silniejszego magnesu
czyli jak otrzymano pole magnetyczne

, .
sWlata,

o indukcji 33,6 tesli

Dr Andrzej IfENNEL

Fot. I

Fot. 2

Fot. 3

Przebywajac w Massachusetts lnstitute of Technology w Cambridge (stan Massachusetts, USA)
w bezposrednim sasiedztwie najsilniejszego magnesu swiata postan.owilem przekazac Czytelnikom
Delty nieco informacji na jego temat. Wprawdzie zanotowany w slynnej ksiedze Guinness Book
0/ World Records i nalezacy do MIT rekord swiata z 1981 roku, wynoszacy 30,1 tesli, zostal
w 1985 roku pobity przez magnes zbudowany w Japonii (30,7 tesli), jednakze juz w 1986 roku
MIT odzyskal swiatowy prymat rezultatem 33,6 tesli.

Zabralem ze soba aparat fotograficzny i poszedlem na mala wycieczke zarówno do owego
"rekordzisty", jak i innych, mniej slawnych, magnesów zbudowanych w MIT. Wszystkie one
znajduja sie w Francis Bitter National Magnet Laboratory (Narodowe Laboratorium Magnetyczne
imienia Francisa Bittera) nalezacym do MIT. Laboratorium to zalozone w 1960 roku pelni
role miedzynarodowego centrum badan bardzo wysokich i bardzo niskich pól magnetycznych.
Kazdy fizyk, którego projekt eksperymentu zostanie zaakceptowany przez kierownictwo naukowe
laboratorium, moze za darmo otrzymac prawo korzystania z wybranego magnesu i odpowiedniej
aparatury naukowej.

Podstawowym typem magnesów, którymi dysponuje laboratorium, jest tzw. elektromagnes
Bittera. Zasada konstrukcji takiego magnesu opisana zostala w artykule dr. K. Pastora
omawiajacym laboratorium pól magnetycznych w Grenoble (Delta 2/1984), dlatego tez ogranicze
sie tu tylko do krótkiego przypomnienia. Jeden z elektromagnesów Bittera przedstawiony jest na
fotografii l. Stale, jednorodne pole magnetyczne wytwarzane jest w centralnym otworze magnesu,
widocznym u góry na srodku, przez staly prad elektryczny o natezeniu dochodzacym do 40000
amperów, plynacy przez miedziane dyski tworzace elektromagnes. Prad ten doplywa do magnesu
czterema grubymi kablami chlodzonymi woda, z 'których jeden widoczny jest po przeciwnej
stronie magnesu. Wnetrze magnesu chlodzone jest szescioma tysiacami litrów wody na minute,
plynacej w poprzek dysków przez specjalne otwory. Woda ta, pod cisnieniem 14 atmosfer
doprowadzana jest rurami znajdujacymi sie po prawej i lewej stronie magnesu. Poniewaz sam
bralem udzial w pomiarach prowadzonych w magnesach Bittera, moge dodac, iz przeplyw wody
pod takim cisnieniem powoduje mnóstwo dosc przykrego dla ucha halasu i po trwajacej trzy
i pól godziny "wachcie" przy magnesie mozna byc niezle ogluszonym na reszte dnia.

Magnesy Bittera przy maksymalnym poborze mocy dochodzacym do 10 MW wytwarzaja pole
magnetyczne o indukcji wynoszacej 24 tesle w otworze centralnym o srednicy 3 cm. Zwiekszanie
srednicy otworu, oczywiscie, zmniejsza mozliwe do osiagniecia pole magnetyczne - przy
srednicy 5,5 cm indukcja wynosi 20 T, a przy 15 cm okolo 10 T. Warto równiez uzmyslowic
sobie, iz pole o indukcji 24 T jest pól miliona razy silniejsze od ziemskiego pola magnetycznego
wynoszacego 0,00005 T.

Zasilanie elektromagnesów prowadzone jest przez elektrownie MIT dostarczajaca do
laboratorium maksymalnie 10 MW. Umozliwia to albo prace jednego elektromagnesu w zakresie
okolo 20 T, albo dwóch do okolo 10 T. Uklad czterech generatorów dajacych prad staly
o napieciu 240 V zaopatrzony jest w dwa 84-tonowe kola zamachowe (jedno widoczne jest na
fotografii 2) i gwarantuje stabilnosc pola magnetycznego na poziomie-o,05%. Generatory te
moga byc chwilowo przeciazone do 8 MW kazdy, czyli impulsowy pobór mocy moze wyniesc
nawet 32 MW. Chlodzenie elektromagnesów zapewnia przeplywajaca obok laboratorium rzeka
Karola (Charles River), z której woda pobierana jest ujeciem o srednicy 120 cm. Konstrukcja
~Iektromagnesów bitterowskich jest stale udoskonalana i jesli w 1978 roku najlepszy z nich
osiagal 23,8 T zuzywajac 9,43 MW, co dawalo wydajnosc 60 T' /MW, to szesc lat pózniej
zbudowano magnes, który osiagnal 23, l T zuzywajac 7,45 MW (71,5 T2/MW). Poprawiana jest
równiez zywotnosc elektromagnesów. Do roku 1980 "przezywaly" one kilkadziesiat godzin
pracy. Obecnie przekroczono granice 100 godzin, a niektóre sposród magnesów "przeszly na
zasluzona emeryture" po ponad 200 godzinach pracy. Jak potezne sa sily dazace do zniszczenia
elektromagnesu, moze uzmyslowic fakt, iz miedziane dyski nie wytrzymuja pól silniejszych niz
45-50 T. W budowanym obecnie magnesie impulsowym, który ma wytwarzac co 10 minut pole
o indukcji 50 T na okres jednej sekundy, zastosowane zostaly dyski stalowe.

Wrócmy jednak do pól stalych. Jak mozna przekroczyc granice trzydziestu tesli? Nie moga tego,
jak dotad, zrobic magnesy nad przewodzace, z których jeden, przedstawiony na fotografii 3 po
lewej, osiaga pole o indukcji 15 T. Ograniczenie wartosci indukcji pola magnetycznego
w magnesach nad przewodzacych nie wynika ani z braku mocy, ani z ograniczonych mozliwosci
chlodzenia. Wprost przeciwnie - magnes nad przewodzacy wymaga stosunkowo niewielkiej mocy,
a chlodzenie zapewnia mu ciekly hel. Kluczowym natomiast problemem jest is~nienie tzw. pola
krytycznego, po którego przekroczeniu znika nadprzewodnictwo. Dlatego tez intensywnie
prowadzone sa poszukiwania nadprzewodników o mozliwie wysokiej wartosci pola krytycznego.
Zwiazki, takie jak Nb3Sn, Nb3AI i V3Ga, charakteryzujace sie wartoscia pola krytycznego
powyzej 20 T, sa obecnie najlepszymi materialami do wyrobu magnesów nadprzewodzacych,
poszukiwania wciaz jednak trwaja ...

Najlepszym, jak dotad, pomyslem okazalo sie polaczenie magnesu nadprzewodzacego i magnesu
Bittera w tzw. magnes hybrydowy. Konstrukcja jego wyglada nastepujaco - ogromny magnes
nad przewodzacy o srednicy wewnetrznej 35 cm otacza magnes Bittera. Zestaw ten przedstawiony
jest na fotografii 4. Magnes nad przewodzacy moze zgromadzic energie 3,5 MJ i osiagnac pole
o indukcji okolo 7,5 T, natomiast magnes bitterowski przy mocy 9 MW osiaga okolo 22,5 T, co
razem dalo w 1981 roku rekord swiata 30, l T indukcji stalego pola magnetycznego w otworze
o srednicy 3,3 cm. Przez kilka lat wynik ten figurowal w ksiedze rekordów wraz z polem
o najslabszej indukcji 8· 10-15 T, równiez otr~ymanym w tym samym laboratorium.
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Fot. 4

Wynik fizyków japonskich (30,7 T) zdopingowal pracowników National Magnet Laboratory do
poszukiwania nowych metod otrzymania wyzszych wartosci pola magnetycznego. Chodzilo tu
przy tym o osiagniecie rezultatu wykraczajacego w sposób zdecydowany poza granice bledu
pomiaru wartosci indukcji pola magnetycznego, co przy tak wysokich polach jest problemem
niebagatelnym. Japonczycy w ogóle nie podali bledu swojego pomiaru - co jest zlamaniem
niepisanych regul, które obowiazuja eksperymentatorów.

Lawrence G. Rubin, naczelny inzynier laboratorium od czasów jego powstania, opowiedzial mi
potem, ze szukajac nowych koncep~ji znalazl opublikowana w 1984 roku prace fizyków
radzieckich. Otrzymali oni pole o indukcji 17,6 T w zrobionej z dysprozu szczelinie o szerokosci
0,9 mm umieszczonej wewnatrz magnesu nadprzewodzacego. Dysproz, nalezacy do pierwiastków
grupy ziem rzadkich, jest ferromagnetykiem niemal pieciokrotnie silniejszym od zelaza, niestety,
jedynie w temperaturach. ponizej 85 K (tyle wynosi dla niego tzw. temperatura Curie okreslona
dla ferromagnetyków, dla zelaza wynosi ona okolo 770°C). Umieszczenie odpowiednio
wycietych biegunów z dysprozu wewnatrz magnesu wytwarzajacego pole o indukcji okolo 15 T
spowodowalo skupienie strumienia magnetycznego wewnatrz ferromagnetyka, jakim jest dysproz
i w konsekwencji podwyzszenie wartosci indukcji pola magnetycznego w szczelinie miedzy
biegunami.

Rubin rozpoczal wiec poszukiwania i wkrótce w National Bureau of Standards w Waszyngtonie
udalo mu sie znalezc dwa male cylindry z .innego ferromagnetyka ~ holmu. Holm nalezy równiez
do ziem rzadkich i ma przenikalnosc magnetyczna niemal identyczna jak dysproz, jedynym
problemem jest jego jeszcze nizsza temperatura Curie (20 K). Nalezalo wiec wyprofilowac
z holmu pare biegunów o wymiarach 32 mm x 19 mm i koncówkach o srednicy 12 mm.
Miedzy nimi pozostawiono szczeline o' szerokosci 2 mm utrzymywana kolnierzem z brazu.
Calosc zostala umieszczona w kriostacie napelnionym cieklym helem, który z kolei wlozono do
magnesu hybrydowego.

Nastepnie rozpoczeto bardzo staranne i wielokrotne pomiary indukcji pola magnetycznego przy
uzyciu sond pólprzewodnikowych, tzw. hallotronów z InSb i InAs. Badano liniowosc hallotronów,
namagnesowanie holmu w nizszych polach, prowadzono porównawcze pomiary zastepujac holm
przez aluminium, które nie jest ferromagnetykiem. Ostatecznie zmierzono, iz holm przy indukcji
pola wynoszacej 30 T zwieksza pole w szczelinie o 3,5±0,03 T. Uwzgledniajac wiec wszystkie
mozliwe bledy pomiaru L. G. Rubin, B. L. Brandt, R. J. Weggel, S. Foner i E. J. McNiff, Jr.
w dniu 20 marca 1986 roku stwierdzili, ze osiagneli stale pole magnetyczne o indukcji 33,6 ± 0,3 T
w szczelinie o szerokosci 2 mm. I w ten sposób magnes hybrydowy z MIT powrócil do ksiegi
rekordów.

Co bedzie w przyszlosci? National Magnet Laboratory ma wiele planów, wsród nich wspomniany
magnes impulsowy o indukcji pola rzedu 50 T, do którego zakupiono baterie kondensatorów
gromadzaca cwierc miliona dzuli energii. Dalsze plany przewiduja pole impulsowe o indukcji 75 T,
a potem pole stale o tej samej indukcji. Inne laboratoria tez pracuja nad nowymi magnesami ...
Jezeli wiec w tej konkurencji padna nowe rekordy, Czytelnicy Delty beda o tym na pewno szybko
poinformowani.

Zadania

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 469. Rzucamy moneta az do chwili otrzymania orla. Prawdopodobienstwo otrzymania orla
w pojedynczym rzucie wynosi p (p > O). Ile srednio rzutów trzeba wykonac?
Rozwiazanie na str. 3

M 470. Ile razy srednio trzeba rzucac kostka, aby otrzymac wszystkie mozliwe liczby oczek?
Rozwiazanie na str. 3

M 471. Niech ~ bedzie cialem podzbiorów zbioru skonczonego A, czyli niepusta rodzina
podzbiorów zamknieta ze wzgledu na dzialania na zbiorach (tj. suma, iloczyn i dopelnienie
elementów ~ sa elementami ~). Ile elementów moze miec takie cialo?
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje mgr Rafal STARONSKI

F 220. Zakladajac, ze czasteczki powietrza sa kulkami o srednicy d = 3,7 X lO-lO m ocenic
srednia dlugosc drogi miedzy kolejnymi zderzeniami czasteczki powietrza w warunkach
normalnych (Po = 105 Pa, To = 273 K).
Rozwiazanie na str. 14

F 221. Miedzy sciankami banki termosu o objetosci V = l I panuje (w temperaturze pokojowej
To ~ 20°C) cisnienie P = 1 Pa. Jak dlugo bedzie stygl l litr wody w tym termosie od temperatury
TI = 90°C do T, = 70°C? Pole powierzchni banki wynosi S = 600 cm'. Straty ciepla przez
korek zaniedbujemy. Potrzebne dane wziac z tablic.
Rozwiazanie na str. 2
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 1987

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech9 trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na
oddzielnej kartce)9 mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki
nalezy przesylac w oddzielnych kopertach. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.

Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego

zadania: WT = 4 - 3SIN, gdzie S oznacza sume cen za rozwiazania tego zadania~ a N - liczbe osób, które

nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów

otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkol",iek z dwóch konkurencji

(M lub F). zostaje on czlonkiem Klubu 44. a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1987.

!=44
Zadania z matematyki nr 151, 152

151. Zaprojektowac siec dróg o minimalnej lacznej dlugosci~laczacych cztery miejscowosci
usytuowane w wierzcholkach kwadratu.

152. Dowiesc. ze dla kazdej liczby naturalnej n "" I spelniona jest nierównosc

Zadanie 152 przyslal p:m Jan Ciach z 03trowca Swietokrzyskiego

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Pan Mikolajczak zostal czterdziestym

. piatym czlonkiem Klubu 44 M.

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44 M"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 139 /WT=2,46/ i 140 /~2,01/

z numeru 11/1986

Henryk Mikolajczak - Walbrzych
Michal Marczak - Radom

Zbigniew ZauB - Kraków

Miroslaw Mikucki - Augustów

Karol Jachacy - Tluszcz

45,52pkt

40, 38pkt

39,41pkt

36,20pkt

36, 17pkt

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 1/1987

Przypominamy tresc zadan:

143. Wewnatrz kwadratu umieszczono skonczona liczbe rozlacznych kól domknietych. Dowiesc, ze mozna ten kwadrat

podzielic na wielokaty wypukle o rozlacznych wnetrzach. zawierajace po jednym z danych kól.
J44. Dowiesc, ze równanie 1987y2 = I +X+X2+X3+X4 nie ma rozwiazan w liczbach wymiernych X9Y.

143. Oznaczmy dany kwadrat przez Q. jego wnetrze przez QO. a kola przez K, •...• Kn. Dla
dowolnego punktu P (w plaszczyznie kwadratu Q) oznaczmy przez (!,(P) potege punktu P
wzgledem okregu bedacego brzegiem kola Ki (i;= I•...• n). (Jesli O,. ri oznaczaja srodek
i promien kola K" to (!i(P) ;= OiP2 - rf,) Wiadomo. ze dla i i= j zbiór Ho ;= (P: (!i(P)-~ (!j(P))
jest pólplaszczyzna domknieta, a jej wnetrze, czyli pólplaszczyzna otwarta .
H,~ ;= {P: (!,(P) < (!j(P)}, zawiera kolo Ki. Przyjmijmy .

n

W, ;= lP E Q: (!i (P);= min (!j(P)) ;= Q n n Hi).
I~j~" j=1

i = l, ...,n.

Rozwiazanie zadania F 220. Zderzenie

czasteczek powietrza rozpatrywanych jako

kulki zajdzie. jesli odleglosc miedzy ich
srodkami bedzie mniejsza od srednicy d.
Wybrana czasteczka zderza sie ze wszystkimi

czasteczkami. których srodki znajduja sie

w "lamanym" cylindrze o przekroju :td2

(zalamania odpowiadaja kolejnym zderzeniom

wybranej czasteczki). Srednia liczba czasteczek

w cylindrze o dlugosci I wynosi

N=n"Jond2,

gdzie n jest liczba czasteczek w jednostce

objetosci. Srednia droga swobodna jest wiec
równa

;. = _1 __ RTo
nlnd' - NAPOnd' '" 8.75 X tO-8 m•

gdzie skorzystalismy z równania stanu gazu
doskonalego; NA jest liczba Avogadra.

a R stala gazowa. Wzgledny ruch molekul

prowadzi do zmniejszenia A O czynnik 1/Y2,
co daje wynik bliski 6.2 X 10- 8 m.

n

Oczywiscie U Wi ;= Q. Kazdy ze zbiorów Wi jest wielokatem wypuklym (jako wspólna czesc
i=l

kwadratu i skonczonej liczby pólplaszczyzn). Wnetrzem wielokata Wi jest zbiór
n

WIO ;= :P E QO : l!i(P) < min ej(P») ;= QO n n H,~.
j*i j=1

Widac stad. ze wnetrza te sa rozlaczne (tylko jedna z liczb et (P), ...• C}n(P) moze byc minimum
wlasciwym) oraz ze K, c WiO dla i;= I, ...• n.

144. Przypuscmy. ze liczby wymierne x ;= a/b i y ;= c/d spelniaja dane równanie, NWD (a, b) =
;= NWD (c, d);= I. Liczbe pierwsza 1987 oznaczmy krótko przez p. Równanie przybiera postac

pcZb4 = d2q,

gdzie

NWD (b. q) ;= NWD (c. d) ;= I.

a stad d2 ;= b4 i q ;= pc2• Mnozac ostatnia równosc stronami przez a - b dostajemy

a5_b5 ;= pc2(a-b).

Dalsze rozwazania prowadzimy dla reszt z dzielenia przez 5; wszystkie napisane nizej
kongruencje sa brane modulo 5. Poniewaz p == 2. aS == a. b5 == b, wiec z otrzymanego równania
wynika

(a-b)(2c2-1) == O.

. Drugi czynnik nigdy nie jest == O. 7-atem a == b. tak. ze q == 5a4 == ,O. Wracamy do równania
q ;= pe2 i dostajemy c == O. A wiec q dzieli sie przez 52. Stad i z równosci

q;= (a-b)4+5a3b-5a2b2+5ab3 ;= (a-b)4+5ab(a-b)2+5(ab)2

wnosimy. ze ab == O. W rezultacie a == b == O, wbrew temu. ze NWD (a. b) ;= 1.
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Panowie Rawlik i Lipniacki przekroczyli

44 punkty, zatem Klub 44 F liczy juz

trzech czlonk6w.

49. Na jednym koncu liny przerzuconej przez blok staly
(rysunek l) zamocowana jest drabinka sznurowa o masie m, na
której znajduje sie czlowiek o masie M, na drugim koncu liny
wisi przeciwciezar o masie M + m. Uklad ten poczatkowo
pozostaje w spoczynku. W pewnym momencie czlowiek
zaczyna sie wspinac po drabince i pokonuje na ni ej
odcinek o dlugosci /. Obliczyc droge, jaka przebyl czlowiek
w ukladzie odniesienia zwiazanym z Ziemia, przy zalozeniu, ze
masy bloku i liny sa bardzo male w stosunku do M i 11/, a tarcie
jest zaniedbywalne.

50. Pragniemy sfotografowac pejzaz w swietle Ksiezyca tak, aby
uzyskane zdjecie bylo zblizone jasnoscia do zdjecia wykohanego
w warunkach dziennych. Ile, orientacyjnie, razy czas ekspozycji
podczas pelni Ksiezyca. przy bezchmurnym niebie winien byc
dluzszy od czasu ekspozycji przy bezposrednim oswietleniu
slonecznym? W przyblizonych rachunkach przyjac, ze srednica
katowa tarczy Ksiezyca wynosi 0,50 oraz ze powierzchnia
Ksiezyca odbija okolo O, l padajacego promieniowania.Rys. I

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Zadania z fizyki nr 49, 50

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/1987

Przypominamy tresc zadan:

41. Fotografujac ~ brzegu jeziora o gladkiejlPowierzchn~ przeciwlegly brzeg otrzymano obraz tego brzegu wraz z jego
odbiciem w wodzie. W jaki sposób mozna okreslic, co jest odbiciem w wodzie, jesli obie polowy zdjecia nie róznia sie
pod wzgledem ostrosci ani jasnosci?

A2. Rysunek 2 przedstawia fragment sieci zlozonej z oporów o nie znanych wartosciach. W jaki sposób mozna

wyznaczyc wartosc oporu R.'C nie przerywajac nigdzie sieci, jesli dysponuje sie tylko omomierzem 'i przewodami do
polaczen?
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Tomasz Rawlik - Gliwice

Dzierzyslaw Lipniacki - Lublin

Aleksander Surma - Myszków

Anna Gluza - Torun

Piotr Bala - Torun

Robert Repucha - GOldap

Jacek Stelmach - Zabrze

Zbigniew Galias - Kraków

czolówka ligi zadaniowej "Klub 44 F"

po uwzglednieniu ocenrozwlazan
zadan 37 /WT=2,35/ i 38 /WT=1,58/

z numeru 11/1986

41. Na podstawie rysunku 3 przedstawiajacego bieg promieni bezposrednich i odbitych od
powierzchni jeziora widzimy, ze obraz odbity w wodzie stanowi ta polowa zdjecia, na której
przedmioty blizsze (domy i drzewa) usytuowane sa wyzej na tle przedmiotów dalszych (góry).

42. Tresc zadania dopuszcza zwieranie przewodami poszczególnych wezlów sieci. Doprowadzamy
zatem rozpatrywany obwód do postaci przedstawionej na rysunku 4, tak, aby zadne "sciezki"
oporów nie bocznikowaly bezposrednio oporu Rx. Mozemy tego dokonac na przyklad przez
zwarcie ze soba punktów C, D oraz E. Dalsze postepowanie jest proste. Zwieramy kolejne pary
punktów B-C, C-A, A-B i za kazdym razem wyznaczamy wypadkowy opór omomierzem
(przyrzad ten okresla opór na podstawie pomiaru natezenia plynacego w obwodzie pradu przy
znanym napieciu zasilajacym), jak na rysunku 5 a, b, c. Oznaczajac odpowiednie wskazania
omomierza przez R1, R2' R3, mamy

l I-=-+
R3 Ru Rb

Rys.3

l 1-+-,
Rx RuR,

l 1 l-=-+-,
R, Rx Rh

Rys.2

Rozwiazanie zadania M 471. Liczba

elementów takiego ciala wynosi 2k, gdzie
k '" I.
Oznaczmy przez Ax czesc wspólna wszystkich

elementów.:F. do których nalezy x. Poniewaz

:7 jest skonczone, Ax E:F, Oczywiscie

x E Ax. ponadto dla dowolnego· B E:F mamy
B n Ax = " albo B n Ax = Ax. Istotnie,

jesli x E B, to Ax = Ax n B, jesli zas x 1= B,

to Ax = Ax (l B', wiec Ax n B =. 0.
W szczególnosci wynika stad, ze Ay n Ax =
= eJ albó Ay = Ax. Zbiór A zostal zatem

rozbity na skonczona liczbe niepustych

i rozlacznych zbiorów A x I •...• A x k'

Dla B E :Y mamy

B = (B n Ax1) u ...u (B n Axk) =
= AXlI U ,-, U AXilll'

Elementów w :F jest wiec tyle, ile podzbiorów

zbioru k-elementowego, czyli 2k•

Uwaga. Analogicznie dowodzi sie, ze nie moze

istniec nieskonczone i przeliczalne a-cialo

(czyli rodzina podzbiorów zamknieta ze
wzgledu na przeli,:zalne dzialania na
zbiorach).

Stad obliczamy

ejbJaj
Rys.4 Rys. 5
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W czasie I wojny swiatowej, kiedy poslugiwano sie systemami
lacznosci pracujacymi na czestosciach okolo 10 kHz,
radiooperatorom zdarzalo sie slyszec tzw. swisty, czyli krótkie
sygnaly o malejacej czestosci. Wiazano wówczas to zjawisko
z przelotem pocisków artyleryjskich. Poprawne wyjasnienie
zostalo podane dopiero w 1953 roku. Uderzajacy w Ziemie
piorun generuje impuls fal elektromagnetycznych. Impuls po
dotarciu do plazmy jonosferycznej wzbudza w niej zaburzenia
rozchodzace sie wzdluz linii ziemskiego pola magnetycznego.
Zaburzenia docieraja do punktu na drugiej pólkuli, w którym
linia pola opuszcza jonosfere, i tu moga byc zarejestrowane jako
swist. Jednoczesnie czesc impulsu ulega odbiciu od granicy
jonosfery i rozchodzi sie wstecz do punktu startowego, tam znów
ulega odbiciu i ponownie pojawia sie w rejonie odbiornika.
Czasami mozliwe jest odebranie czterech do pieciu swistów
o coraz mniejszej amplitudzie, wywolanych uderzeniem tego
samego pioruna.

Dla punktów A i B lezacych po jednej stronie prostej k punktem P
tej prostej, dla którego suma AP+ PB jest najmniej sza, jest punkt
przeciecia k z odcinkiem laczacym A z obrazem symetrycznym B
wzgledem k. Punktu prostej k, dla którego róznica IAP- PBI
jest najwieksza, moze nie byc. Jesli prosta AB przecina prosta k,
to punkt przeciecia realizuje to maksimum.

Woda ma najwieksza gestosc w temperaturze 4°C. Z tego faktu
wynika, ze zarówno przy izotermicznym sprezaniu w temperaturze
2°C, jak i przy izotermicznym rozprezaniu w 60S::; woda pochlania
cieplo. Silnik Carnota, z woda jako substancja robocza, pracujacy
miedzy tymi temperaturami nie wymagalby chlodnicy
i zamienialby cale pobrane cieplo na prace. Czyzby perpetuum
mobile II rodzaju? Niestety - w procesie adiabatycznym nie
mozna podgrzac wody o temperaturze ponizej 4°C do
temperatury wyzszej od 4°C. Izoterma 4°C jest dla wody
jednoczesnie adiabata (rysunek), czyli nie mozna ogrzac wody
o tej temperaturze tylko zwiekszajac cisnienie.

--izotermy
__ adiabaty

v

.1&-

Za pomoca najpotezniejszych teleskopów nie mozna dostrzec
czlowieka na Ksiezycu - niemniej jednak astronomowie moga
w pewnym sensie "zobaczyc" ziarna pylu miedzygwiazdowego
(o rozmiarach rzedu 0,1 pm) z odleglosci wielu parseków. Otóz:
charakter absorpcji swiatla przeZ pyl miedzygwiazdowy swiadczy
o takim wlasnie rozmiarze ziaren oraz ze zbudowane sa one
glównie z wegla i lodu. Polaryzacja swiatla gwiazd dowodzi, ze
ziarna sa wydluzone, a kierunek polaryzacji pozwala okreslic
nawet ich orientacje. \

Dwa okregi Jezace na sferze przecinaja sie pod katem prostym
wtedy i tylko wtedy, gdy plaszczyzna jednego z nich przechodzi
przez wierzcholek stozka stycznego do sfery wzdluz drugiego
okregu.

Zjawiska zlaczenia jasnych gwiazd i planet z sierpem ksiezycowym
zwracaja uwage swym pieknem i niecodziennoscia. Kilka panstw
(np. Algieria, Pakistan, Tune7ia, Turcja) umiescilo na swych
sztandarach narodowych sierp Ksiezyca z gwiazda pomiedzy jego
rogami - jako hold dla bladego towarzysza Ziemi. Symbol ten
jest jednak niezgodny z rzeczywistoscia, poniewaz ani gwiazda,
ani planeta nie moze byc widoczna miedzy rogami Ksiezyca.
Blad ten poprawiono na fladze tureckiej przez odsuniecie gwiazdy
poza niewidoczna czesc tarczy ksiezycowej.

Frie9rich Diirrenmatt piszac sztuke Fizycy zaprosil do siebie
kilku wybitnych fizyków. Byli tam m.in. Wolfgang Pauli, Rudolf
Mossbauer, Hans Jensen oraz John Bardeen (laureaci nagrody
Nobla). Fizycy grani sa teraz w Teatrze Malym w Warszawie.

Powszechnie wiadomo, ze w Drodze Mlecznej galaktyk nie widac,
gdyz w jej plaszczyinie lezy warstwa materii miedzygwiazdowej.
Tymczasem w gwiazdozbiorze Kasjopei (a wiec wlasnie w Drodze
Mlecznej) odkryte zostaly w 1968 r. przez wloskiego astronoma
Paolo Maffei dwie galaktyki nalezace naj prawdopodobniej do
Lokalnej Grupy Galaktyk. Obserwacje prowadzone sila rzeczy
w podczerwieni i w zakresie radiowym sugeruja, ze jedna z tych
galaktyk jest olbrzymia galaktyka eliptyczna, a druga spiralna·

Dla kazdej srodkowosymetrycznej plaskiej figury wypuklej (takiej,
która wraz z dwoma punktami zawiera caly laczacy je odcinek)
mozna znalezc dwie jednokladne elipsy - zawarta w tej figurze
i zawierajaca ja - o skali jednokladnosci Y2. Kwadrat pokazuje,
ze tego twierdzenia poprawic sie nie da.
Dla srodkowosymetrycznych figur (bryl) wypuklych
n-wymiarowych równiez mozna znalezc takie dwie jednokladne
elipsoidy (powierzchnie (n-1)-wymiarowe) o skali jednokladnosci

yn.
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