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Mikroskop wykorzystujacy
zjawisko tunelowe

Doc. dr Tomasz HOFMOKL

Mozemy dzieki niemu sporzadza¢ mapy rzezby badanej
powierzchni z nieprawdopodobng zdolnoscia rozdzielcza 0,1 A
(10~ m) w glab i 2 A (2 10-1° m) réwnolegle do powierzchni.
Oznacza to, Ze mozna uzyskaé topografi¢ powierzchni z precyzja
pozwalajaca nie tylko rozroznia¢ pojedyncze atomy lezace obok
siebie, ale takze wyznacza¢ roznice wysokosci polozenia atomow
z dokladnoscia do malego ularnka ich $rednicy. -
Nieprawdopodobne, a jednak prawdziwe! Mikroskop ten dziala
wykorzystujac zjawisko tunelowe przewidziane przez mechanike
kwantowa w roku 1927 i nie majgce odpowiednika w mechanice
klasycznej. 3

Wyobrazmy sobie plytke z substancji przewodzacej, a blisko niej
ostrze elektrody. Dla uproszczenia umie$¢my wszystko w prozni

i przylozmy miedzy elektrodg i plytke niewielka roznice
potencjaléw. Na tyle niewielka, aby elektrony nie mogly byc¢
wyrwane z plytki. Co przewiduje w tym przypadku fizyka
klasyczna? Ruch swobodnych elekironéw w przewodniku
ograniczony jest tylko do przewodnika. Przy niewielkiej roznicy
potencjaléw elektrony nie moga nabra¢ dostatecznej energii, aby
wyrwaé sie z metalu. Prad nie poplynie. Mechanika kwantowa
twierdzi co§ przeciwnego. Nie mozemy zlokalizowa¢ elektronu
tak, jak zwyklej pitki. Jego zachowanie opisuje funkcja falowa,
ktora pozwala obliczy¢, jakie jest prawdopodobieristwo znalezienia
elektronu w okreslonym punkcie przestrzeni. Prawdopodobienstwo
znalezienia elektronu poza plytka jest male, ale roZne od zera

i maleje bardzo szybko z odleglo$cia. Zblizenie ostrza modyfikuje
rozklad potencjatu. Pomiedzy ostrzem i plytka powstaje bariera
potencjatu. Na zdrowy rozsadek w opisanych warunkach elektron
nie ma prawa przej$¢ do ostrza, bo nie ma dostatecznej energii,
aby pokona¢ te bariere. Mechanika kwantowa twierdzi, ze
prawdopodobienistwo przeniknigcia elektronu przez barierg jest
rozne od zera. Zasada zachowania energii nie sprzeciwia si¢ temu,
ale tez nie tlumaczy, jak to si¢ moze stac.
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Nasz obraz elektronéw w plytce w mechanice kwantowej bedzie
inny. MoZemy je sobie wyobraza¢ jako chmurki siggajace poza
powierzchnie plytki. Poza plytka na odleglosci kilku angstremow
tez napotykamy elektrony. Ich liczba spada wykladniczo w miarg
oddalania sig¢ od powierzchni plytki. A wigc w obwodzie poplynie
prad malejacy wykladniczo w miare oddalania si¢ ostrza od
powierzchni plytki. Prad w obwodzie jest wiec niezwykle czutym
wskaznikiem odleglosci ostrza od powierzchni plytki. Mamy wigc
sposOb, aby niezwykle precyzyjnie prowadzi¢ ostrze czujnika tuz
nad plytka stale w tej samej od niej odleglosci. Wystarczy teraz
rejestrowaé polozenie czujnika, aby odtworzy¢ topografi¢ badanej
powierzchni. Slowo ,,wystarczy” kryje w sobie caly ogrom
problemow. Przede wszystkim trzeba sobie zda¢ sprawe, jaki jest
rzad wielkoéci przesunig¢ w plaszczyznie rownoleglej do
powierzchni i w kierunku do niej prostopadlym.

Pierwsze proby zbudowania przyrzadu opartego na opisanej
zasadzie siegaja roku 1971. R. Young, J. Ward i F. Scire
zbudowali wtedy w National Bureau of Standards w Waszyngtonie
urzgdzenie nazwane ,,topografinerem”. Przodek mikroskopu
(nazwijmy go w skrocie mikroskopem tunelowym) nie byt zbyt
udany. Zdolnos¢ rozdzielcza w plaszczyZnie rownoleglej do
badanej powierzchni nie schodzila ponizej tysiaca angsteemow.
Dopiero w 1981 r. G. Binning i H. Rohrer z laboratoriym IBM
w Zurichu zbudowali prototyp urzadzenia, ktore obecnie osiaga
wspomniana na wstepie zdolno$¢ rozdzielcza 0,1 A w kierunku
prostopadiym do badanej powierzchni i 2 A w kierunku
réwnoleglym. Wyniki te uzyskano rozwigzujac caly szereg
problemow technicznych.

Ostrze musi by¢ rzeczywiscie bardzo ostre, promien jego
krzywizny powinien by¢ rzedu kilku angstreméw. Hans Werner
Fink, pracujacy w tym samym laboratorium IBM, opracowat
technologig sporzadzania ostrza z monokrysztalu wolframu

z trzema tylko atomami na koricu. Atomy te tworza trojkat,

w ktorego $rodku mozna umiesci¢ pojedynczy atom. Uklad taki
jest trwaly przez dziesiatki godzin. Mozna wigc mie¢ ostrze

z jednym atomem na czubku.

Bardzo wiele trudu wiozono w pozbycie si¢ wplywu drgan
przypadkowych. Osiggnigto to poprzez sztywna konstrukcje
mechaniczna o odpowiednio dobranych drganiach wlasnych,
ktore moZna potem rozpoznaé elektronicznie i wyeliminowac
z analizy. Obecna wersja mikroskopu pozwolila rozwiazac ten
problem.

System przesuwu: sklada si¢ on z przesuwu zgrubnego,
sterowanego silnikiem krokowym, ktory pozwala zblizy¢ probke
do ostrza na odleglo$¢ okolo 1 mikrona, czyli 10 tysigcy
angstremow. Dalej operuje sie juz samym ostrzem. Jest ono
osadzone na trzech wzajemnie prostopadiych ceramicznych
beleczkach piezoelektrycznych. Przypomnijmy tutaj, Ze

w anizotropowych o§rodkach dielektrycznych, majacych okreslona
strukture krystalograficzna, wystgpuje zjawisko piezoelektryczne,
polegajace na tym, Ze plasko-rownolegla plytka o okreslonej
orientacji osi krystalograficznych, umieszczona w zewngtrznym
polu elektrycznym, ulega deformacji, rozciaganiu lub Sciskaniu.



Przylozenie do beleczek odpowiedniego napigcia powoduje
przesuwanie si¢ ostrza. Beleczki P, i P, sluza do przesuwania
ostrza réwnolegle do badanej powierzchni. Belka P, kontroluje
ruch prostopadly. Jest ona sprzezona z ukladem sterujacym, ktéry
ustala tak polozenie ostrza, aby prad tunelowy pomigdzy badang
powierzchnig a ostrzem miat stalg warto$¢. Znajac napigcia
przylozone do trzech belek piezoelektrycznych znamy wspoirzedne
ostrza x, ¥, z. ,,Zamiatajac” ostrzem cala badang powierzchnig
mozemy odtworzy¢ jej profil.

W opisanej metodzie pomiaru topografii powierzchni nie
wykorzystano wszystkich dostepnych potencjalnie informacji. :
Ostrze sondy prowadzono tak, aby zachowac staly prad tunelowy.
A gdyby bada¢ w kazdym punkcie powierzchni rozklad nateZenia
pradu w zaleznosci od energii elektronéw? Mozna by wtedy
znalez¢ nie tylko rozklad atoméw na powierzchni,

lecz rowniez rozklad elektronéw na danym poziomie
energetycznym, a to pozwala z kolei na identyfikacj¢ atomow

i molekut. Otwiera to mozliwosci ,,spektroskopii tunelowe;j”.

Mikroskop tunelowy moze wiec dostarczyé nie tylko danych
topograficznych o powierzchni, ale rowniez informacji o naturze
tej powierzchni. Trudno przeceni¢ praktyczne znaczenie tego
urzgdzenia, zaro6wno w badaniach podstawowych, jak i w
zastosowaniach. s

Za osiagnigcia w budowie mikroskopu tunelowego G. Binning
i H. Rohrer otrzymali w 1986 roku nagrode Nobla z fizyki.

Oto przyklad powierzchni zlota widzianej przez mikroskop
tunelowy. Widzimy wyraznie uskoki o wymiarach jednego atomu.
Jedna podzialka na rysunku odpowiada 5 angstremom. Skala

— w kierunku prostopadlym jest bardziej rozciagnigta.

i Zadania 'Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 466. Udowodni¢, ze kazdy wielokat o obwodzie 2a mozna nakry¢ kolem o $rednicy a.
Ponadto dla kazdego d < a istnieje wielokat o obwodzie 2a, ktéry nie da si¢ nakry¢ kolem

o $rednicy d.
Rozwigzanie na str. 13

M 467. Dwéch graczy gra w ,,orla i reszke”. Kapitaly poczatkowe graczy wynosza m i n ziotych,
stawka — 1 zloty. Gra koficzy si¢ w chwili, gdy jeden z graczy zostanie zrujnowany. ZnaleZ¢

srednig dlugosc gry.
Rozwiazanie na str. 10

Rozwiazanie na str. 12

odbitych fotondow.
Rozwigzanie na str. 3

Rozwigzanie na str. 13

M 468. Na dziesieciu drzewach, rozmieszczonych na okregu, siedzi dziesie¢ wiewidrek (po jednej
na kazdym drzewie). Od czasu do czasu dwie wiewiorki przeskakuja na sasiednie drzewa. Czy
wiewiorki moga zebrac si¢ na jednym drzewie?

Redaguje mgr Rafal STARONSKI

F 218. Foton — kwant promieniowania elektromagnetycznego o energii E = hv pada prostopadle
na plaskie, doskonale zwierciadlo, poruszajace si¢ ze stala predkoscia v znacznie mniejsza od
predkosci swiatla. Korzystajac z prawa zachowania energii i pedu obliczy¢ czgstotliwos¢ »*

F 219, Plaska fala elektromagnetyczna pada na poruszajgca si¢ z predkoscia v plaskg metalowg
plyte ulegajac odbiciu. Przyjmujac, e fala rozprzestrzenia si¢ wzdluz osi z prostokatnego ukiadu
wspolrzednych i jest opisywana réwnaniami:

w
Eocos(———z-w:), E, =0, E:=0,
=

o .
=0, H,= Hocos(—-z—wf), H; =0,
e

obliczyé¢ czestotliwosé »* fali odbitej, jesli ptyta porusza si¢ prostopadle do osi z z predkoscia v;
E; i H; (i = x, y, z) sa skladowymi wektoréw natezenia pola elektrycznego i magnetycznego
fali elektromagnetycznej, w jej czgstoscia.



Rozwigzanie zadania F 218. Niech przed
odbiciem od zwierciadla foton ma energie
E = hviped p = hv/c, a po odbiciu E' =
= hv'ip' = h'je. Z zasady zachowania
pedu otrzymujemy

h—'d Myp = —h—+ﬁ'fﬂ
¢ c

gdzie przez M oznaczyliSmy mase zwierciadla,
a przez v’ jego predkosé po zderzeniu
z fotonem. Prawo zachowania energii daje

I
he 4 Muv? = '+ - Muv'2,

ra, -

Stad otrzymujemy

43) h{r—»’) = -__—'[1 ‘2 —pl),

natomiast z zasady zachowania pedu

(2) Li (v+¢) = M(v'—u).

Wyliczajac z rownania (1) wielkodé v' - v
2h(r—» J

-t = —

Mv'+v)

i wstawiajac do (2) otrzymujemy

v 2c
3 —y  v+U

Interesuje nas przypadek, kiedy zwierciadlo
nie zmieni swojej predkoéci po zderzeniu
(tzn. v* = v). Ma to miejsce, gdy masa
zwierciadla jest nieskoficzenie wielka (M —
-+ o0), co jest w bardzo dobrym przyblizeniu
spelnione dla wszystkich makroskopowych
zwierciadel. Wiedy z rownania (3) wynika

I—l lc
l+v.l'\.

. v ’ .
v=¢ = —(r42), tzn. » =
[+

co opisuje efekt Dopplera dla promieniowania
elektromagnetycznego (w przyblizeniu
nierelatywistycznym, gdyz w ten sposob
traktowalismy energie zwierciadia).

Patrz w niebo

Zakrycia gwiazd przez Ksigzyc naleza do zjawisk typu za¢mieniowego. Zachodm one wtedy, gdy
Ksigzyc, poruszajacy si¢ wirod gwiazd z zachodu na wschéd ze $rednia predkoécia 13°2 na dobe,

przestoni dla ziemskiego obserwatora ktdras z nich. Szczeg6lnym przypadkiem sa zakrycm planet
1 ich satelitow, jak rowniez za¢mienia Slofica.

Zakryciom podlegajq wszystkie gwiazdy znajdujace si¢ na drodze Ksigzyca, tj. — dla obserwatora
w danym miejscu na Ziemi — w pasie o szerokosci odpowiadajacej §red.mcy jego tarczy.
Zastanbéwmy sig¢, w jakiej maksymalnej odlegloéci od-ekliptyki powinna znajdowaé sie gwiazda,
aby mogla zosta¢ przeslonigta przez tarcze naszego satelity. Przyjmijmy na razie (potem
uwolnimy si¢ od tego zalozenia), Zze Ziemia jest punktem. Gdyby Ksig¢zyc poruszal si¢ dokladnie
po ekliptyce, gwiaz: y zakrywane przez niego lezalyby w odlegloéci nie wigkszej niz promiefi
jego tarczy, po obu stronach ekliptyki. Jednak orbita Ksiezyca jest nachylona pod katem 5°9” do
ekliptyki. Nie stanowiloby to zbyt powaznego utrudnienia, gdyby nie fakt, ze punkty przecigcia
orbity Ksiezyca z ekliptyka (wezly), podobnie jak punkty rébwnonocy, nie zajmuja stalego
potozenia wiréd gwiazd, ale przemieszczaja sie w kierunku przeciwnym do ruchu Ksiezyca.

W ciggu 18,6 lat, tj. w czasie gdy wezly Ksiezyca dokonuja pelnego obiegu po ekliptyce, jego
tarcza przeslania obszar nieba rozciagajacy si¢ na 5°25” (5°9°+16’, bo promien Ksiezyca wynosi
16") po obu stronach ekliptyki. PozbadZzmy si¢ teraz upraszczajgcego zaloZenia, ze Ziemia jest
punktem. Obserwatorzy w réznych miejscach globu widza Ksiezyc w nieco innych polozeniach
wsrod gwiazd na skutek tzw. przwuniqcia paralaktycznego (patrz rysunek). Maksymalna
wartos¢ paralaksy Ksigzyca wynosi 63 i o tyle zwigksza si¢ obszar zakrywany przez jego tarcze.

Ostatecznie otrzymujemy, Ze zakryciom moga podlega¢ wszystkie gwiazdy odlegle nie wiecej niz
6°28’ na poinoc i poludme od ekliptyki.

- Ziemia

Obserwatorzy w réznych j)unkwch na Ziemi widzg Ksigiyc na tle réinych gwiazd. n — paralaksa KsieZyca, czyli kat,
pod jakim z Ksigzyca widaé¢ promien Ziemi.

W obszarze tym znajduja si¢ cztery jasne gwiazdy: Aldebaran, Antares, Regulus i Spica, oraz
gromady: Hiady i Plejady. Zakrycia tych obiektéw przez Ksiezyc naleza do zjawisk szczegolnie
efektownych i stosunkowo prostych do zaobserwowania. W. zasadzie obserwuje si¢ zakrycia
gwiazd o jasnosciach do 7 mag, gdyz slabsze nikna juz w pewnej odleglosci od Ksiezyca z powodu
Jego blasku. Przy jasnym brzegu tarczy mozna obserwowac znikanie gwiazd do czwartej

wielkosci, natomiast po_]ananle si¢ — tylko gwiazd jasniejszych (zasadniczo plerwszej

wielkosci). Znacznie fatwiej i doktadmej obserwuje si¢ zakrycla gwiazd przez memny brzeg tarczy
Ksigzyca, a wigc znikanie migdzy nowiem a pelnia, zas pojawianie si¢ po pekni. -

Znikanie i pojawianie si¢ gwiazdy przy brzegu Ksiezyca odbywa sig¢ nagle, bez stopniowego
spadku lub wzrastania blasku. Swiadczy to o braku atmosfery na srebrnym globie, jak rowniez

o tym, Ze $rednice gwiazd sq znikomo male wobec predkosci ruchu Ksigzyca wzgledem nich
(okolo 0’6 na sekunde). Wprawdzie niektorzy obserwatorzy zauwazaja jakby powtorne pojawienie
sie gwiazdy po zniknigciu na krotki czas, ale by¢ moze — jezeli nie zachodzi tu jakies zjawisko
fizjologiczne — jest to wynikiem nierownoéci tego fragmentu brzegu Ksigzyca. Najdluzej (okoto

1 godziny) trwaja tzw. zakrycia centralne, gdy pozorny ruch gwiazdy wzgledem Ksiezyca odbywa
sie wzdluz jego $rednicy. y

Mimo wieloletnich obserwacji Kslczyca i coraz dokladniejszej teorii jego ruchu dotychczas nie
mozna przewidzie¢ momentow i trwania zakry¢ gwiazd przez jego tarcze z taka dokladnoscia,

z jaka przewiduje si¢ wiele innych zjawisk astronomicznych. Z tego powodu obserwacje zakry¢
moga dac¢ cenny material dla poprawienia ogromnie skomplikowanej teorii ruchu Ksigzyca. Aby
wyniki obserwacji mialy wartos$¢ naukowa, nalezy dysponowaé bardzo dobrze urzadzona ,,stuzba
czasu” (dokladno$¢ wyznaczenia poszczegblnych momentéw powinna by¢ nie mniejsza niz 052)
oraz trzeba zna¢ wspoélrzedne geograficzne miejsca obserwacji z dokladnoscia przynajmniej 071
w dlugosci i 1" w szerokosci (okoto 2 km).

W biezacym roku mozemy obserwowa¢ serig zakry¢ najjasniejszej gwiazdy konstelacji Panny —
Spiki. Pierwsze z nich rozpocznie si¢ 14 kwietnia okolo godziny 4"30™. Niestety, w momencie
tym $wiecacy w pelni Ksigzyc bedzie juz bardzo nisko nad zachodnim horyzontem. W zwiagzku

z tym obserwacje moga by¢ trudne do przeprowadzenia. W znacznie korzystniejszych warunkach
nastapi zakrycie 7 czerwca. Rozpocznie sie ono okolo 23"35™ i potrwa godzing. Ksi¢zyc w fazie
miedzy pierwsza kwadra a pelnig znajdowac si¢ bedzie wowczas nad poludniowo-zachodnim

‘horyzontem. SzczegdInie dobrze powinno by¢ widoczne zniknigcie Spiki za ciemnym fragmentem

jego tarczy. Ostatnie z serii tegorocznych zakry¢ Spiki nastapi 1 sierpnia okolo godziny 14. Ze
wzgledu na pore bedzie mozliwe do zaobserwowania jedynie za pomoca lunety.

mgr Joanna UDALSKA
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n n=1
Oto dowod: Pomnozmy 2 Ji przez Z U 1 Zgrupujmy razem
- k=1 k=0
iloczyny, w ktorych suma wskaznikow jest taka sama

Naprawde zabtadzi¢ mozna dopiero
W przestrzeni trojwymiarowej
Wyobrazmy sobie czastke, ktora moze sig poruszac tylko po

prostej tak, iz w ciagu 1 sekundy ruchem jednostajnym przesuwa
sig¢ 0o 1 w lewo lub o 1 w prawo z takim samym

(it oo +f) o+ oo A ttn= ) = Ufy ~tto+ (fy ruy +fouo) +(fy - ua+
+horutfa-uw)+ o (it o Hfa wol S  lnea

Zastepujac wyrazenia w nawiasach okraglych zgodnie z (*),

oo : 1 G
prawdopodobienstwem (rownym 7) . W chwili 0 czastka pomijajac wyrazy poza nawjasem kwadratowym i pamietaiac, 2

znajdowala sie w punkcie zero. W ukladzie wspolrzednych #o = 1 mamy

wykresem ruchu czastki bedzie lamana (np. taka, jak na rysunku 7 # n 1 - e

1). Taki ruch nazywamy bladzeniem po prostej. Pytanie, na ktore Z' S 2 U = 2 fir Z‘ U = Z = 2 w—1.
cheemy znaleZé odpowiedz, brzmi: Jakie jest prawdopodobienstwo k=1 k=0 k=1 k=0 k=1 k=0 :

powrotu czgstki do punktu zero? : =
A zatem, jesli f < 1 (a wigci Y /i < 1), to,-

k=1
n ]
)‘//\\"‘ X E e e
7 N (RO n
3 oy - Y4
; k=1

Ciag po prawej stronie jest zbiezny, a ciag po lewej jest

. | niemalejacy, a wiec musi by¢ tez zbiezny, czyli u < +co.
Oznaczmy przez f, prawdopodobienstwo powrotu czastki do zera y i X A E
po raz pierwszy po 2n sekundach (powroty sa mozliwe tylko po Jesliu % 7180, 10 UM e (*). Z lewej strony
parzystej liczbie sekund), przez u, prawdopodobienstwo tego, ze otrzymujemy
czastka po 2n sekundach znajduje si¢ w zerze. Zauwazmy, Ze przy i &
obliczaniu powyzszych prawdopodobienstw mozemy sig ograniczy¢ 2 o Z un—1 =u—1,
do trajektorii o dlugosci 2n. Przyjmijmy, iz zdarzenie czgstka e i

powrdci do zera ma pewne prawdopodobienistwo f. Mamy wtedy a z prawej

th'“n-k= Zﬂc 2”!! =)('“'
k=1 n=0

Ms

f=fithat o ot o= S

n=1 n=1k=l
Zauwazmy, ze nie interesuja nas liczby f,, chcemy tylko zna¢ ich (Taka zmiana kolejnosci sumowania jest dozwolona, gdyz
sume. wszystkie wyrazy sa nieujemne.) Tak wigc
W zbiorze trajektorii o dlugosci 2n wyroznijmy trajektorie : fou=u=1, cayli fml— l
czastek wracajacych po 2n sekundach do zera — zbidr A, — oraz y : u

trajektorie czastek wracajacych po raz pierwszy do zera po 2k

: e : T ! W szczegolnoscei wige f < 1.
sekundach — zbiory Bi(k = 1, ..., n). Zauwazmy, e zbiory B

n Prawdopodobienstwo u, obliczy¢ jest latwo. Aby czastka po 2n

sq parami rozigczne i 4, < U By. Tak wigc ze wzoru na sekundach znalazla sie w zerze, musi wykona¢ n ruchow w lewo
) “,=l i tylez w prawo — rozlozonych dowolnie w czasie. Tak wigc

prawdopodobienstwo calkowite n

= Up = ( ) - 2-2"  Skorzystajmy teraz ze wzoru Stirlinga

n
P(4,) = kZI P(By) - P(AalBy). podajacego przyblizona warto$¢ n! i obliczmy przyblizong

5 wartosé up
\Zauwaim?r, ze P(A,By) = P(A,_x). Jesli czastka po Zlf s‘e:kunc'laf:h st V’En,
znalazla sie w zerze, a po 2n sekundach ma tam powrocic, to jej
trajektoria w czasie ostatnich 2n—2k sekund bedzie taka jak _ p-an. 2n)! e (2n)*" - e~ 2" |/ dnn " 1
czastki startujacej z zera i wracajacej tam po 2(n— k) sekundach. b 7= my? = m e Iy V"_ﬂ 3
Tak wigc

n e ;

P(d) = Y P(B): P(An-s). PAREREY o
k=1 b on
W - nlo= n"ﬁm!e - gdzie 0 < 6y < 1.
Oczywiscie P(An) = u, 1 P(By) = fi. o 1 &,
Otrzymali$my wazny dla dalszych rozwazan wzor % i o T Tl = Wﬁ ol 2An
. zatem un l/ﬂ_lrx e , czyli o= e 7 p/;
* Un= D firtox (2D R
k=1 Tak wigc — _'T@_ 0.
o0 o
"
Okazuje sie, Ze migdzy sumami f = 2 feliuw= 2 w, zachodzi . '/n_ : . e
=y izl Bedziemy dalej oznacza¢ ay = n', gdy mamy e e 0.
zwiazek : )
£ < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy u < +o00. Ponadto wtedy Mozna sprgwdzié, e gdy an = 0%, to n§1 an < oo wiedy i tylko wtedy, gdy
1 o :
f=lsi BN
u n=1



o0

1
n=1 v(?l_n“

f =1, czyli ze z prawdopodobienistwem 1 czastka wroci do zera.

Inng sprawa jest, jak dlugo, srednio oczywiscie, trzeba czekac na
taki powrét. W tym celu trzeba by obliczy¢

X fu

Trzeba jeszcze wiedziec, Ze = 4 c0, by stwierdzi¢, iz

= +m

"MS
1IM3
::1.—
"NS

Otéz mozna obliczyd, iz fn = , tak wiec sredni czas

nm
powrotu wynosi ... +00l

W pewnym fi Ly naukowym opowiadaniu autor opisuje nastgpujacy
sposdb podrézowania w Kosmosie. Planety polaczone sg bramami (pod- czy
nad- przestrzennymi — nie pamigtam dokladnie) w laricuch tak, e wchodzac
w brame mozemy z prawdopodobienistwem 1/2 znalez¢ sig na jednej z dwéch
asiednich planet. Poczatkowo ludzie zupelnie nie wiedza, jak sobie poradzic¢
z takim systemem, jak wrocié, ale ktos przypomina sobie o twierdzeniu, iz
czgstka bladzaca przypadkowo po prostej z prawdopodobienstwem 1 wraca do
punktu wyjécia i podréinicy wchodza w bramy tak dlugo, az znajda sig znow
w punkcie startowym. Autor wiedzial, e dzwonia, ale ... srednio podréinicy
wracaliby po nieskorficzonym czasie.

Zamiast ruchu czastki na prostej mozna rozpatrywac ruch na
plaszczyZnie (rys. 2) lub w przestrzeni (rys. 3). Czastka startuje
wtedy z punktu (0,0) lub (0, 0, 0). W ciagu sekundy przesuwa sig¢

z jednakowym prawdopodobieristwem (r()wnym dla plaszczyzny

1 1
R a dla przestrzeni —6-) w lewo, w prawo, w przod lub w tyt

(w przestrzeni dochodzi jeszcze w gore lub w dol) o 1. Tak wigc
z punktu (x, y) moze przej$¢ do punktow (x—1, y), (x+1, »),
(x, y+1), (x, y—1) (a z punktu (x, y, z) do (x*1, y, 2),
(x,y+1, 2), (x, y, z+1)). Zadajemy to samo pytanie co
poprzednio: Z jakim prawdopodoblenstwem czastka powréci do
poczatku ukfadu?

Zauwazmy, ze jesli f, i u, zdefiniujemy tak jak uprzednio, to

wzor (*) pozostanie prawdziwy i dla plaszczyzny, i dla przestrzeni.
Tak wiec trzeba obliczy¢ u,. Zacznijmy od plaszczyzny. Liczba
trajektorii dlugosci 2n jest rébwna 42", Aby czastka znalazla si¢

w zerze po 2n sekundach, musi wykonac tyle ruchow w lewo,

ile w prawo i tyle w przod, ile w tyl. Jesli wigc ruszyla si¢ w lewo
k razy, to w prawo tez k, w przod (i w tyl) n—k razy. Ruchy te
mogla wykona¢ w dowolrej kolejnosci, wiec liczba takich
trajektorii jest rowna :

(2n)! _(28\_(n)?
k)? - (n—k)1)? _(n) (k)

Ale k moze przybiera¢ wartosci 0,1, ..., n, a wigc

mn SOV o) ST - o )

k=0 k=0

2n n
Inh i =( $ (). _k)’
j;;(") alb?-J = (a+ )™ = [(a+ B} ;‘%o(") on

* Wspolezynnik przy c_;"b" po prawej stronie réwnosci

— () )

: s e
Korzystajac ze wzoru Stirlinga mamy, iZ 4, & — 1 Znow
‘R
aa

z uwagi na rozbiezno§¢ 2 — mamy f = L
nn
n=1

A jak jest w przestrzeni? Wyliczamy uy analpgicz:_nie jak
poprzednio i otrzymujemy

@n)!
s =28, ==
praa. ¥ e

0<itj<n

2n 1 n! 4
=2-2.(7). e e ]

(n) 2 [ f!}'!(n—fﬁj]!]

O<i+jsn
Wyrazenia C}, =

n!
it ji(n—i—j)!
w rozwinieciu (a+b+c)", 1
2 Cua ""I_J.

O<i+j<n

sq wspolczynnikami

(a+b+o) =

(Mozna to sprawdzi¢ podobnie jak dla zwyklych wspélczfnnikbw
Newtona w rozwinieciu (a+ b)".) Podstawiajaca = b = ¢ = 1

mamy
1= E 37"CYy.
O<i+jsn
/
/
-~
Rys.2 Rys. 3
Tak wiec

3 BCHP < max [3-°Ch.
O<gitj<n sf+jsn

Moina spra.wdz:é ze najwieksza warto$¢ Cf; przyjmuje:

dai=j= ? przy n podzielnym przez 3,

4 n—1
dlai=j= e przy n— 1 podzielnym przez 3,

n+1
dai=j= g o przy n+ 1 podzielnym przez 3.
Za kazdym razem mamy (znow ze wzoru Stirlinga)
!
max Ci:-3 " —,
O<i+jsn n
gdzie c jest stala. Tak wiec (c, jest znow stala)
(<1

Uiy = .
n"wn.y,;t

o0
Ale tym razem Z _ jest zbiezny, a wigc [ < 1!
n=1Mn- n

= o] "

L sy i 5y

i 2"+k) v A R 1/2"

oo
n=2"
a0
1 n
= 2 (—,_) < 4+
n=0 ¥2
Przy dokladniejszych rachunkach mozna pokazac, ze f = 0,35.

Opracowal dr Jerzy RYLL



Rozpatrzmy uklad skladajacy si¢ z gwiazd

nie oddzialujagcych grawitacyjnie,

o jednakowych h Mi ieniach R,

roruszajgeych sig z predkosciami . W ciggu

czasu ¢ wybrana gwiazda przebywa droge Vit
1iatajqc obszar przestrzeni o objetosci
=Vt- ‘!(ZR,'!;r

&

Jesli przez n oznaczymy gestosé gwiazd, to
iloczyn n - W podaje $rednia liczbe gwiazd
napotkanych w czasie f. Zatem $rednio
zderzenie nastapi, gdy n W = 1. Stad wynika
éredni czas migdzy zderzeniami:

1
L SRR

=~ 21020 ({5): Vikm/sir [%u_,’]

Gwiazdy znajdujg sig w ,,nieskoriczonosei™,
gdy energia potencjalna ich wzaj
oddzialywania jest zaniedbywalnie mala

w poréwnaniu z energia kinetyczng ich ruchow
whasnych.

Jezeli calkowita energia ukiadu fizycznego,
bedaca suma energii kinetycznej i potencjalnej,
jest ujemna, méwimy, Ze ukiad jest zwigzany,
w przeciwnym przypadku uklad nie jest
zwigzany i znaczna jego czesé (lub calodd)
ulegnie rozproszeniu.

[lat].

Czy gwiazdy sie zderzaja)
Mgr Mirostaw GIERSZ

Patrzac w pogodna noc na niebo nie mozemy oprze sie wrazeniu mnogosci gwiazd. Po chwili
zdajemy sobie jednak sprawe, ze rozmiary gwiazd sg znacznie mniejsze od ich wzajemnych
odleglosci na sferze niebieskiej. To pierwsze wrazenie wyniesione z pobieznej oobserwacji nieba
znalazlo potwierdzenie w obserwacjach astronomicznych dokonanych znacznie precyzyjniejszymi
przyrzadami niz oko ludzkie. Z obserwacji tych wynika, Ze cecha charakterystyczna poznanego
Wszechswiata sa olbrzymie odleglosci miedzy obiektami astronomicznymi nalezacymi do jednej
klasy, a wiec gwiazdami, galaktykami, gromadami galaktyk itd.

W okolicach Stonica najblizsze gwiazdy znajduja si¢ w odleglosci kilku parsekow. Wydaje sie wiec,
ze przy tak duzych odlegtosciach zderzenia gwiazd musza by¢ zjawiskiem niezwykle rzadkim.

Czy istniejg zatem obiekty astronomiczne, w ktorych zderzenia gwiazd sa znacznie czestsze?
Liczba zderzen zalezy miedzy innymi od gestosci gwiazd. Im wigcej gwiazd w stalej objgtosci,

tym zderzenia sa czestsze. Wszystkie obiekty astronomiczne maja wspo6lna ceche wewnetrznej
budowy: gestos¢ ich jest najwigksza w obszarach centralnych i maleje wraz z oddalaniem sig od
centrum. A wigc musimy poszukiwac obiektow o najwigkszej gestosci gwiazd w obszarach
centralnych. Okazuje si¢, ze dobrymi kandydatami sa centraine obszary jader galaktyk i gromad .
kulistych. W najgestszych obszarach tych obiektow gestosci gwiazd przekraczajg dziesiatki
milionéw gwiazd na parsek szeScienny. Przy tak duzych gestosciach mozemy spodziewaé sie od
kilkudziesieciu (dla gromad kulistych) do kilku tysiecy (dla jader galaktyk) zderzen na miliard
lat. i

Czy zderzenia miedzy gwiazdami moga wplywac na ewolucje gromad kulistych badz Jjader
galaktyk? Zanim odpowiemy na to pytanie, nalezy blizej przyjrze¢ si¢ procesowi zderzenia
gwiazd. Rozwazmy w tym celu dwie identyczne gwiazdy o masie M, promieniu R, ktére poruszaja
si¢ w dostatecznie duzej odlegtosci od siebie (w ,,nieskoriczonosci”) z predkoscia wzglqdnq V.
Zgodnie z zasada zachowania energii gwiazdy zbliZajac si¢ pod wplywem przyciagania
grawitacyjnego zwigkszaja energie¢ kinetyczng ruchu wzglednego. Na poczatku zderzenia, gdy
gwiazdy stykaja si¢ powierzchniami, ich wzgledna predko$¢ bedzie wigksza lub rowna predkosci
2GM

R
620 km/s. Czas zderzenia jest bardzo krotki, jest on w przyblizeniu réwny ilorazowi $rednicy
gwiazdy i predkosci U, — dla Storica wynositby okolo czterdziestu minut. Podczas zderzenia
powstaja bardzo silne fale uderzeniowe, ktore przekazuja swoja energie otaczajacej materii
ogrzewajac ja. Poniewaz energia potrzebna na pobudzenie fal uderzeniowych pochodzi z energii
kinetycznej gwiazd, méwimy, ze fale uderzeniowe dyssypuja energi¢ kinetycznag. W wyniku
zderzenia gwiazdy moga utraci¢ czeS¢ masy, zlepi¢ sie albo zostac caltkowicie rozerwane. Jezeli
zalozymy, ze zderzenie jest niesprezyste, co oznacza, ze dyssypowana jest cala energia kinetyczna,
to moZemy otrzymac proste kryterium pozwalajace oceni¢ wynik zderzenia.

ucieczki z powierzchni gwiazdy U, = . Dla Slonca predkosc ta wynosi okoto

Energia AE,; dyssypowana podczas zderzenia czeéci gwiazd o masach m (mniejszych 7Jb rownych

i
M) wynosi w przyblizeniu AE; ~ m (T) Jezeli gwiazdy w chwili poczatkowej sg daleko,

2

ich calkowita energia jest rowna energii kinetycznej E,, = M > i jest wigksza od zera,

czyli uklad poczatkowo nie jest zwigzany. Jezeli w wyniku zderzenia catkowita energia E, bedzie
ujemna, to gwiazdy moga zlepic si¢. Skorzystajmy teraz z zasady zachowania energii, ktéra mowi,
ze E,, = AE;—|E,|, czyli AE; = Ey,+|Ew| > Eq. A wigc zlepianie gwiazd bedzie zachodzié,
jesli energia dyssypowana bedzie wigksza od poczatkowej energii kinetycznej gwiazd.

W przeciwnym przypadku mozemy spodziewac sie tylko rozproszenia nieznacznej czesci materii
gwiazd w otaczajacej przestrzeni. Aby wyznaczy¢, w jakich warunkach nastapi catkowite
rozerwanie gwiazd, rozwazmy (podobnie jak wyzej) najprostsza sytuacje, w ktorej dwie identyczne
gwiazdy, poruszajace si¢ w ,,nieskoniczonosci” z predkoscig wzgledna V, zderzaja si¢ centralnie.

W zderzeniu centralnym cala energia kinetyczna zamieniana jest na energi¢ termiczng i rozerwanie
gwiazd jest mozliwe, jak fo wynika z zasady zachowania energii, jeZeli poczatkowa energia
kinetyczna gwiazd bedzie wigksza od ich energii wiazanil;a. Przy pewnych upraszczajacych

zalozeniach energia wigzania gwiazdy wynosi —3

. Poczatkowa energia kinetyczna
2
. Vv
rowna jest M| —

y 12 ;J‘M T
Dla dwu identycznych gwiazd typu Stofica predkos¢ ta wynosi okoto 1,5 tys. km/s.

, zatem rozerwanie gwiazd bedzie mozliwe, gdy V >

Model zderzenia omawiany powyzej jest bardzo prosty, nie uwzglednia on wielu istotnych -
procesow fizycznych zachodzacych podczas zderzenia. Jednakze model ten poprawnie przewiduje,
od jakich parametrow zalezy konicowy produkt zderzenia gwiazd. Tymi parametrami sg: predkosc¢
gwiazd w ,,nieskonczonosci”, odleglos¢ w pericentrum (najmniejsza odleglos$¢ miedzy srodkami
gwiazd), masy i rozmiary gwiazd.

Jak juz wspomnialem na poczatku artykulu, zderzenia gwiazd zachodza dostatecznie czgsto

w centralnych obszarach jader galaktyk i gromad kulistych. Gromady kuliste i jadra galaktyk
roznia sie znacznie nie tylko rozmiarami, ale przede wszystkim $rednimi predkosciami



Na rysunkach przedstawione sa wyniki
symulacji numerycznej zderzenia centralnego
dwu identycznych gwiazd typu Slonca,
Kontury od centrum na zewngtrz odpowiadaja
gestoéciom réwnym 1, 0,5, 0,1, 0,01, 0,001
gestodci centralnej. Obszary jasniejsze
przedstawiaja materig uciekajaca.

t=10s

| ]

t= BOls

t:=12185 I

= 17003

gwiazd. Predkosci §rednie w centralnych obszarach gromad kulistych wynosza kilkanascie km/s,
natomiast w jadrach galaktyk przewyzszaja prawdopodobnie tysiac km/s. W zwiazku z tym

w gromadach kulistych powinny deminowa¢ zderzenia prowadzace do zlepiania gwiazd

i rozproszenia w otaczajacej przestrzeni niewielkiej czesci masy gwiazd. W jadrach galaktyk
natomiast dominowaé beda zderzenia prowadzace do rozerwania gwiazd albo do rozproszenia
w przestrzeni znacznej czgsci ich masy.

.

Zarbéwno jadra galaktyk, jak i gromady kuliste skladaja si¢ z gwiazd ciggu gloéwnego, biatych
karlow i niewielkiej iloéci gwiazd neutronowych (ewentualnie czarnych dziur powstatych w wyniku
ewolucji gwiazd). Wszystkie te rodzaje gwiazd biora udzial w zderzeniach, jednakze najbardzie)
spektakularne sa zderzenia gwiazd ciagu glownego z bialymi karlami lub gwiazdami
neutronowymi (zderzenia biatych kartow i gwiazd neutronowych sa malo prawdopodobne ze
wzgledu na ich mate rozmiary). Podezas zderzenia energia kinetyczna zamieniana jest poprzez
fale uderzeniowe na energi¢ termiczng materii, czyli temperatura gestych obszarow zderzajacych
sie gwiazd znacznie wzrasta. Fala uderzeniowa powstajaca tuz nad powierzchnia biatego karla
powoduje wzrost temperatury otaczajacej materii do wartosci wigkszych niz sto milionow
kelwinow. Przy tak wysokich temperaturach nastgpuje bardzo gwaltowne palenie wodoru,
energia wydzielana w tym procesie jest pordbwnywalna z energia wiazania gwiazdy, jest ona tego
samego Tzedu co energia wybuchu supernowej. Tak wigc mozemy spodziewac sig jezeli nie
catkowitego rozerwania gwiazdy ciagu glownego, to przynajmniej odrzutu znacznej czesci jej
masy. W zderzeniu gwiazdy ciagu glownego i bialego karla rozerwanie gwiazdy zwiazane jest

z gwaltownym wydzielaniem energii w reakcjach termojadrowych i nie zalezy od predkosci
wzglednej w ,,nieskoniczonosci™.

Na zakoficzenie zastanowmy sig, w jaki sposob zderzenia gwiazd moga wplywaé na ewolucje
centralnych obszaréw jader galaktyk i gromad kulistych. Przyblizong strukturg duzych systemow
gwiazdowych okreslaja dwie wielkosci: catkowita energia Er i masa ukladu Mr. Dodatkowo,
w przyblizeniu, w systemie spelnione jest tzw. twierdzenie o wiriale, wiazace energi¢ potencjalng
Ep Z ene{gia calkowita: E, = 2E;. W przybliZeniu energia potencjalna proporcjonalna jest do

T

(Rr — jest to charakterystyczny promiefi systemu). W zderzeniach gwiazd tracona jest
= .

energia kinetyczna, co powoduje zmniejszanie si¢ catkowitej energii Er. Zgodnie z twierdzeniem
o wiriale reakcja systemu na zmniejszanie Er bedzie zmniejszanie si¢ jego rozmiarow. System
staje si¢ bardziej zwigzany (nalezy pamigtaé, ze w zwigzanych systemach gwiazdowych energie

Er i E, sa ujemne). Z drugiej strony wiemy, ze zderzenia gwiazd zwiazane sa takze z wyrzutem
wickszej lub mniejszej iloéci materii z predkosciami kilkudziesigciu km/s. Jezeli wyrzucona
materia bedzie miala predkos¢ wicksza od predkosci ucieczki z systemu gwiazdowego, to
opuszczajac system bedzie wykonywala prace pokonujac jego przyciaganie, tym samym
zwigkszajac energie systemu i jego promien. Widzimy wigc, Ze zderzenia gwiazd zmieniaja energig
calkowitg systemu powodujac tym samym jego ewolucije.

Jadra galaktyk sa obiektami bardzo masywnymi (M = 10'° M), predkosci ucieczki wynosza

w nich kilka tysiecy km/s. Zatem materia wyrzucana podczas zderzen bedzie splywala do
obszaréw centralnych tworzac masywny dysk. Jak si¢ przypuszcza, w dysku tym moga zachodzi¢
gwaltowne procesy prowadzace do tworzenia nowych gwiazd. Gromady kuliste s3 obiektami
znacznie mniej masywnymi (M & 10° Mg), dla ktorych predkosci ucieczki sg rzedu trzydziestu
km/s. Tak wigc materia wyrzucana podczas zderzen bgdzie opuszczata gromade powodujac
zwigkszenie jej energii catkowitej. Jezeli energia dostarczana do systemu przez ucickajaca materig
jest wieksza od energii traconej podczas zderzen, to jadro gromady bedzie zwigkszalo swoje
rozmiary. W przeciwnym przypadku — gdy energia dyssypowana przewaza, jadro gromady
bedzie zmniejszalo swoje rozmiary.

Poznanie budowy i ewolucji duzych systeméw gwiazdowych pozwoli zapewne odpowiedzie¢ na
wiele interesujacych pytan. A mianowicie — jakiego rodzaju obiekty znajduja si¢ w jadrach
duzych systeméw -gwiazdowych, jakie procesy prowadza do generacji lub dyssypacji energii.
W chwili obecnej jestesmy na etapie odkrywania, katalogowania i wlaczania nowych procesow
do badan ewolucji duzych systemow gwiazdowych. -

r=1817s 1= 2350s



Kompas zmierzchu

Na duzych szerokosciach geograficznych, np. za kolem
polarnym, nie mozZna polega¢ na kompasie. Jego
wskazania zaburza bliskie sasiedztwo bieguna
magnetycznego. Nie zawsze tez nawigator moze
okresli¢ potozenie postugujac si¢ Storicem. Zdarza sig
bowiem, ze nawet w poludnie Storice znajduje sig
ponizej horyzontu. Przed wprowadzeniem nawigacji
satelitarnej nawigatorzy samolotow uzywali w takiej
sytuacji tzw. kompasu zmierzchu, ktéry pozwala
odnaleZ¢ polozenie Slonca ponizej horyzontu.
Wykorzystuje si¢ przy tym fakt, iz od kierunku
padania promieni stonecznych zalezy polaryzacja
blekitu nieba.
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Aby przekonac sig, ze §wiatto pochodzace z réznych
punktow nieba rozni si¢ nie tylko nat¢zeniem, mozna
wykonac¢ doswiadczenie z rysunku 1. Potrzebna jest
szklana szybka, najlepiej pomalowana z jednej strony
na czarno. Obserwowac bedziemy odbite w szybce
niebo. Przy ustawieniu takim jak na rysunku odbicie
jest stosunkowo jasne. Po obrdceniu szybki o 90°
(przy zachowaniu kata okoto 56° miedzy kierunkiem
padania i plaszczyzng szybki) odbity obraz staje si¢
wyraznie ciemniejszy. Wygodnie jest prowadzic
obserwacje zenitu o zachodzie Storica. Najlepsze
wyniki daje jednak zastgpienie szybki polaroidem.

Polaroid wykonuje si¢ rozciagajac silnie w jednym
kierunku folig plastykowa, ktora zbudowana jest

z dlugich czasteczek organicznych. Rozciagganie
powoduje réwnolegle ustawienie si¢ czasteczek.
Nastepnie zanurza si¢ folie w roztworze zawierajagcym
jod. Jod przyczepia si¢ do czasteczek dostarczajac
elektronow, ktore moga si¢ swobodnie poruszac, ale
tylko wzdluz czasteczek. Gotowy polaroid zachowuje
si¢ jak drabinka z drutdw, przy czym odleglosc¢ ml@dzy
drutami jest w przyblizeniu réwna dlugosci fali
swietlnej. Czes¢ energii $wiatta padajacego na polaroid
jest pochianiana. Zamienia si¢ ona na energi¢ pradu
elektrycznego w czasteczkach. Dlatego polaroid jest
ciemniejszy od szkla. Swiatlo przechodzace JESt
spolaryzowane w kierunku, w ktorym prad nie moze
plynaé, czyli prostopadle do czasteczek (rys. 2). Dwa
skrzyzowane polaroidy pochianiaja swiatto w calosci
(rys. 3).

Obserwujac niebo przez polaroid trzymany blisko oka
mozna, przy niektérych ustawieniach jego osi, zauwazyc¢
na niebie ciemny pas. Stonice znajduje si¢ w kierunku
prostopadlym do osi polaroidu i kierunku zaciemnienia
(rys. 4).
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Niektore krysztaly, np. turmalin czy kordieryt, maja
wiasnosci podobne do polaroidu. Krysztat kordierytu
mozna ustawic¢ tak, Ze bedzie dla $wiatla
spolaryzowanego catkowicie przezroczysty (z lekkim
odcieniem zoltym), a po obroceniu o 90° stanie sig
ciemnogranatowy. :

Wedlug starych sag skandynawskich Wikingowie
umieli okresli¢ polozenie Stonca, nawet gdy byto pod
horyzontem lub za chmurami, za pomoca magicznych
»kamieni stonecznych”. Dlugo pozostawalo zagadka,
czym byly owe ,,.kamienie”. Bardzo prawdopodobne
wyjasnienie zostalo znalezione przez dunskiego
archeologa Thorkilda Ramskou, ktory wiedzial co$
nieco$ o Wikingach i przez dziesigcioletniego chiopca,
ktory wiedziat o ,,kompasie zmierzchu” (jego ojciec
byl gtownym nawigatorem Skandynawskich Linii
Lotniczych). Ramskou napisal w pewnym
czasopismie archeologicznym o ,,stonecznych
kamieniach”. Chlopiec to przeczytal i wpadl na pomyst,
iz mogga miec¢ one zwiazek z ,,kompasem zmierzchu”.
Nastepnie Ramskou z jubilerem dworu krélewskiego
Danii zebrali i zbadali wiele krysztaléw znajdowanych

* w Skandynawii. Najlepszym ,,kamieniem stonecznym™

okazal si¢ kordieryt. Mozna za jego pomocg znalezé
potozenie Stonca z dokladnoscig do +2°5, nawet gdy
znajduje sig 7° ponizej horyzontu.

Malq Delte przygotowal Maciej JEDRZEJCZAK
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Rys. 1

Rozwigzanie zadania M 467. Niecha = m+n
oznacza laczny kapital, Sx — $rednia diugosc
gry przy zalozeniu, Ze pierwszy gracz ma
kapital poczatkowy x. Wtedy S, = Sa = 0.
Rozpatrzmy sytuacje po pierwszym rzucie
monety. Kapital pierwszego gracza

. 1
z prawdopodobienstwem = wzrosnie o 1

i z takim samym prawdopodobienstwem
zmaleje 0 1. Diatego dlal = x < a—1

1 1
Sx = E(Sx—l*' D+ E(Sx+l+ 1),

skad
28x = Sx_14Sx41+2.
Niech teraz 4; = §;—S;_ dlai=1,2,...,a

Mamy dj—4dj_y = =2, czyli 45 = ¢—2(i—1),
natomiast S; = A+ 4i_y+ ... + 4, (poniewaz
=0),
zatem
ete—2(i—-1) .

Si = i=(c+1-i) i

2
Pozostaje wyznaczy¢ stalg c. Ale Sg = (c+
+1—a)a = 0, stad ¢+ 1 = a. Ostatecznie
St = (@—i-i, czyli
Sm=m:n.

Proste, szkolne zadanie

Doc. dr Andrzej SZYMACHA

Jakié czas temu corka przyniosta ze szkoly nastepujace zadanie domowe:

Na dwoch izolowanych przewodzacych kulach o promieniach 10 cm i 20 cm zgromadzono
tadunki —20 u#C i +50 uC. Jakie ladunki Q,, i Q30 znajda sie na tych kulach po ich zetknigciu
i ponownym rozdzieleniu?

Corka szybko uporala si¢ z zadaniem zarabiajac nazajutrz, zawsze mile widziana, piatke. Oto
jej rozwiazanie.

1. Prawo zachowania ladunku: Q0+ Q:0 = (50—20) uC = 30 uC.
QIO 2 Q20

4meg- 0,1 m " 4mep-02m

Odpowiedz: Q,0 = 10 uC, Q20 = 20 uC.

2. Rownosé potencjatow kul:

Kiedy przeprowadzitem test wérod znajomych fizykow, wigkszos¢ ich takie wiasnie rozwiazanie,
bez namystu, podawata. A przeciez jest to rozwiazanie catkowicie blgdne. Wzdr na potencjal

Q
kuli V=
g 4meq
a) kula jest naladowana rownomiernie,
b) nie ma w jej poblizu zadnych innych Zrodet pola.

7 obowiazuje, gdy:

W naszym zadaniu zaden z tych warunkow nie jest spetniony. Szczegolnie komplikuje sprawe
fakt nierbwnomiernego rozkladu tadunku na powierzchniach obu kul. Zjawisko indukowania
pewnego rozkladu ladunku w przewodniku jest zawsze wspominane w elementarnych kursach

-fizyki, ale prawie nigdy nie jest badane ilosciowo ze wzgledu na powazne problemy

matematyczne, jakie sie z tym wigza. Wyznaczanie pola elektrycznego w obecnosci
przewodnikéw jest natomiast standardowym dzialem klasycznej fizyki teoretycznej.

W pewnych przypadkach — nasze zadanie do nich wilasnie nalezy — to trudne na ogét zagadnienie
mozna rozwiazaé stosunkowo prosto. Jest tak wtedy, gdy dzialanie wyindukowanego

w przewodniku tadunku da sig zastapi¢ dzialaniem jednego lub pewnej liczby fikcyjnych
tadunkéw punktowych. W dalszej czedci tego artykutu zbadamy oddzialywanie pojedynczego
ladunku z przewodzaca plaszczyzna, nastepnie ze sfera i wreszcie opierajac si¢ na uzyskanych
wynikach rozwiazemy problem podzialu ladunku migdzy dwie stykajace sig kule.

Niech polprzestrzen x < 0 wypelniona bedzie przewodnikiem (rys. 1). Gdy do powierzchni
granicznej zblizymy ladunek punktowy o wartosci Q, jego pole elektryczne wywola

w przewodniku krotkotrwaly prad, ktéry rozdzieli (dotychczas dokiadnie wymieszane) tadunki
dodatnie od ujemnych. Te rozdzielone fadunki wytworza dodatkowe pole zmniejszajace plynacy
prad, az do ustalenia si¢ stanu réwnowagi, w ktorym prad juz nie bedzie ptynal, a dodatkowe
pole elektryczne przewodnika bedzie $cisle kompensowa¢ (wewnatrz przewodnika) pole
elektryczne ladunku zewnetrznego.

Wyindukowany ladunek wystepuje wylacznie na powierzchni. Istotnie, gdybysmy przypudcili, ze
wewnatrz przewodnika jest jaki$ obszar o ggstosci fadunku roznej od zera, to na mocy prawa
Gaussa strumien pola przez powierzchnie, otaczajaca 6w obszar, musialby tez by¢ rozny od zera.
Jest to jednak niemozliwe, skoro pole E jest tam (tzn. wewnatrz przewodnika) réwne Zeru,
c.b.d.o.

Oznaczajac pole elektryczne wyindukowanego ladunku powierzchniowego E; mamy dla x < 0,
np. w punkcie P:
Qr

3
4megr?

0=E|+

(=0

dmeor?

Er=

Jest to wazny przyklad ladunku rozciaglego wytwarzajacego pole identyczne (w pélprzestrzeni
x < 0) z polem ladunku punktowego —Q umieszczonego w poczatku wektora r. Ze wzgledu na
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Rys. 4

symetrig¢ jest jasne, Ze pole naszego plaskiego fadunku powierzchniowego, obserwowane

w polprzestrzeni x > 0, jest tez identyczne z polem ladunku — Q, ale umieszczonego tym razem
w zwierciadlanym odbiciu punktu 4. Eadunek —Q w punkcie A’ nazywa si¢
ladunkiem-obrazem.

Zauwazmy, Ze ogromna wigkszo$¢ substancji przewodnika, ktérym tak rozrzutnie wypelniliémy
calg polprzestrzen, nie jest w istocie do niczego potrzebna. Mozna usuwaé dowolnie duze kawaly
neutralnego przeciez metalu (byle nie zaczepi¢ o powierzchnig) nie zmieniajac wartosci pola ani
dla x < 0, ani dla x > 0. Wystarczy, w istocie, wzigé¢ cienkg przewodzaca blache i do niej
zblizy¢ tadunek, a wytworzone pole elektryczne bedzie takie samo jak przy polprzestrzeni
przewodzacej. Przewodzaca plaszczyzna rozdziela przestrzen na dwa rozlaczne obszary. Jak sie
przekonalismy, pole po jednej stronie nie zalezy zupehie od tadunkéw umieszczonych po stronie
przeciwnej. Za to pole elektryczne po stronie ladunku uzupehione jest dodatkowym polem
ladunku indukowanego. W identyczny sposob mozna dowodzi¢ ekranujacego dzialania
powierzchni przewodzacej obejmujacej obszar skoriczony. Dla plaszczyzny wykazalismy ponadto
ze tadunek wyindukowany rownowazny jest po stronie Zroédla punktowemu

fadunkowi-obrazowi umieszczonemu za ekranem.

Nim przejdziemy do badania zachowania powierzchni sferycznej, przeprowadZmy pewien
eksperyment mys$lowy. Rozwazmy uklad dwoch identycznych tadunk6w przeciwnego znaku +Q
i —Q. Ladunki te wytwarzaja pole elektryczne, ktore ma plaszczyzng ekwipotencjalng

o potencjale zero. Zacznijmy cienkg warstweg wokol tej powierzchni wypelniaé przewodnikiem.
Poniewaz wprowadzony przewodnik laczy punkty o jednakowym potencjale, nie poplynie po
nim zaden prad, nie zgromadzi si¢ na nim Zzaden ladunek. Mozemy naszym plaskim
przewodnikiem rozciac przestrzeri na dwie czgéci nie wywolujac zadnej zmiany pola
elektrycznego (rys. 2a). .

Sytuacja przypomina bardzo tg¢ poprzednio rozpatrywana, ale teraz oba ladunki sa rzeczywiste,
a przewodnik nie wytwarza zadnego dodatkowego pola. Jesli jednak uwzgledni¢ pewna
skoficzong grubos¢ przewodnika, to poniewaz jego wnetrze musi by¢ wolne od pola, wiec
zgodnie z wezesniejsza analiza po obu jego stronach musza wyindukowa¢ si¢ odpowiednie ladunki
ekranujace (rys. 2b). W symetrycznym polozeniu Zrodel zewnetrznych gestosei tadunkow
indukowanych po przeciwnych stronach sa rowne co do wartosci bezwzglednej i dlatego ladunki
te nie wytwarzaja pola w otaczajacej przestrzeni. Jesli jednak zaczniemy przemieszczaé wzglgdem
przewodnika nabdj. — Q, to wystapi zmiana gestosci powierzchniowej ladunku dodatniego, ktory
go ekranuje, ale nie spowoduje to ani zmiany gestosci ladunku indukowanego po prawej stronie
przewodnika, ani nie zmieni to pola w prawej pOlprzestrzeni. W szczeg6lnosci, gdy ladunek —Q
doprowadzimy do samej powierzchni przewodzacej i pozwolimy mu zneutralizowacé sie
wzajemnie z ladunkiem indukowanym — dostaniemy dokladnie sytuacje poprzednio
rozpatrywana. Zniknat tadunek rzeczywisty — @, pozostalo jednak po prawej stronie pole
elektryczne, jakie on na poczatku wytwarzal!

Rozpatrzmy teraz dwa ladunki przeciwnego znaku, ale o roznych wartosciach bezwzglednych,
np. Qi —AQ, gdzie 0 < A < 1. Wyznaczmy miejsce geometryczne punktéw, ktore sa 4 razy
blizej tadunku stabszego niz silniejszego. Bedzie to oczywiscie powierzchnia o potencjale zero.

Poniewaz uklad ma symetri¢ obrotowa, wystarczy rozpatrzy¢ przekroj szukanej powierzchni
plaszczyzng rysunku (rys. 3). Warunek nasz: A r; = r, po skorzystaniu z twierdzenia Pitagorasa
przyjmie postaé: Y y*+ (x—a)?> = 1Y y*+ (x—b)%

Rownanie powyzsze po podniesieniu do kwadratu przeksztalcamy do postaci:

1
(1—-:1‘)[x2+y2-- (2a—4*- 2b)x + EyTy (ﬂl";lzbz)] =0,

1
1-42
z ktorej odczytujemy, ze szukana krzywa jest okrag o srodku lezacym na osi x-Ow (jest to tzw.
okrag Apoloniusza). Zamiast wyznaczy¢ teraz promien okregu i jego polozenie w zaleznosci od 4
i odleglosci migdzy ladunkami, wygodniej jest przyjac, Ze znamy R i r, a szukamy »’ i A (rys. 4).
Z warunku zerowania potencjalu w punktach 4 i B mamy y
AQ Q 1Q Qo

oraz .
R—r r—R R+r' r+ R

2
. W geometrii odwzorowanie
-

R
Rozwiazujac ten uklad dostajemy A = — oraz v’ =
. . 3

przeprowadzajace punkt odlegly o r (gdzie znajduje si¢ tadunek Q) w jego obraz odlegly o »*
(gdzie znajduje sie tadunek — 4 Q) nosi nazwe inwersji (wzgledem okregu — jesli rozwazamy
plaszczyzng, a wzgledem sfery — jesli rozwazamy przestrzen trojwymiarowa).



catkowity tadunek Je$li zaczniemy teraz abstrakcyjna powierzchnie ekwipotencjalng pokrywaé przewodnikiem, to
#" na powierzchni dobmie ik A Bl ; i - 1 aleki 3

- zewnetrznej =-AQ podobnie jak poprzednio nie wplynie to zupelrie na natgien}c pola elektrycznego, ani wewnatrz,
ani na zewnatrz utworzonej w ten sposob powloki sferycznej. Jedynie w samym cienkim (lecz

przeciez w praktyce nie nieskonczenie cienkim) obszarze, zajgtym przez przewodnik, wystapi

R
zmiana, gdyz tam pole musi by¢ ekranowane i od fadunku — — @, i od ladunku @ (rys. 5).
o

: ; Podobnie jak w przypadku plaszczyzny i teraz mozna przesuwaé ladunek wewnetrzny az do jego
Rys. 5 zneutralizowania z ladunkiem indukowanym na powierzchni wewnetrznej, a pole elektryczne na
zewnatrz pozostanie nie zmienione. Tym samym uzyskaliémy rozwigzanie problemu
elektrostatycznego kuli o catkowitym fadunku — AQ, w poblizu ktérej znajduje sig tadunek Q.
Istnienie czy nieistnienie wewnatrz kuli miejsc nie wypehionych przewodnikiem jest nieistotne.
Jesli na kule wprowadzimy w tej sytuacji dodatkowy fadunek, to zgodnie z zasada superpozycji
mozemy przyjaé, ze rozloZy sie on réwnomiernie na powierzchni kuli, a jego pole elektryczne
bedzie polem ladunku punktowego umieszczonego w $rodku (tak przeciez si¢ dzieje, gdy
wprowadzimy ladunek na odosobniona, nie naladowana wczesniej kulg). Jeéli chcemy, by

R
catkowity fadunek kuli wynosit g, musimy doda¢ ladunek g+Q — . Prowadzi to do
?

Q nastepujacej konfiguracji (rys. 6): Ladunek kuli wynosi ¢, ladunek zewngtrzny odlegly o r rowny
jest @ — a wytworzone pole elektryczne jest polem trzech tadunkéw punktowych pokazanych na
rysunku. Jasne jest, ze umie$ciwszy na zewnatrz kuli N fadunkéw punktowych, pole elektryczne
tadunku indukowanego opisaliby$my przez N+ 1 fikcyjnych ladunkow, z ktorych jeden bylby
w érodku, a pozostale w punktach uzyskanych przez inwersj¢ polozen ladunk6w oryginalnych.
Zauwazmy ponadto, Ze potencjal kuli zalezy tylko od fadunku umieszczonego w srodku, a nie od

1 RA
rzeczywistego ladunku na kuli: ¥V = (q+ Q )
4megR r

5
Uzyskana sytuacja zaczyna przypomina¢ nasz pierwotny problem. Gdyby zamiast tadunku Q
byla druga przewodzaca kula, to poddana by ona byla dzialaniu pola ladunkow-obrazow
pierwszej kuli i wytwarzalyby sie w niej fadunki-obrazy, generujace z kolei nowe obrazy

w pierwszej kuli. Ciag ladunkow-obrazéw opisujacy pole elektryczne kazdej z kul bedzie, rzecz
jasna, nieskorficzony. Wyznaczymy polozZenia i wartosci wszystkich tych tadunkow.

Konstrukcje ciagu rozpoczniemy od umieszczenia w §rodkach kul ladunkdow @, i Q. Do tego
musimy doda¢ obrazy tych fadunkow, obrazy tych obrazow, obrazy obrazow tych obrazow, etc.
Sytuacja w ten sposob uzyskana (rys. 7) jest w pelnej zgodzie ze znaleziong wczeéniej konfiguracja
z jednym ladunkiem zewnetrznym i z zasada superpozycji. Zauwazmy przede wszystkim, Ze na
powierzchni kuli o promieniu R, pary ladunkéw Q,, Q3; @1, Q7 @2, Q%'; daja zerowy
potencjal. Jedyny wkiad do potencjatu (oznaczmy go V) da tadunek Q,- Stad

QI. = 4neoVR,.

Rys. 7 . 3
Analogicznie

Q. = 4meoVR;.

Znamy pierwsze wyrazy ciagéw — reguly znalezione dla inwersji pozwola poda¢ rekurencjg
wyrazajaca wartosci dalszych wyrazéw przez poprzednie. Wystarczy skupi¢ uwage na ciagu @,
07, 07" ... (ciag Q2, 0%, 03" uzyskamy zamieniajac w rozwigzaniu dla Q,, ... promienie

R, i R, miejscami). 3

Oznaczmy dla wygody

Qi =qu; OV = q2; Q7. = q3, ... etc.

Przyjmijmy, Ze ladunek g, odlegly jest od punktu stycznosci o x, (rys. 8). Mamy
R} R}
y e » Rl —xl+ il o e e
Ry +x, Ry +R;—y

Eliminujac y po prostych przeksztalceniach uzyskujemy relacje:

wp . : ] i Bty

Rozwigzanie sadania M 468. Nie. Pomalujmy Ri+R; Xxni: Ri+R; xn
drzewa na rézowo i turkusowo tak, by
sasiednie drzewa byly réinych koloréw. : 7 o RiR; 5 Borscrt 2 x i k 7
e bl e by Wielkosci - = tworza ciag arytmetyczny o roznicy I, a poniewaz znamy wartosc tego
wiewiorek na drzewach réfowych i parzystosé E t 2 28 % g ST =
Bt i Rt el wyrazenia dla n = | (x; = R,), wiec mozemy od razu napisa¢ wyraz ogolny:
mc:', u!ggnlf zmianie. Na Ipoc:r,fuku l.lczby'ie to RR; 1 Rz
5i5, a wiec rozklad 10 i 0 nie moze byé " _— +n—1,
_ nigdy osiggnigty. Ri+R; xq R+ R3

12
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Rozwigzanie zadania M 466. Rozpatrzmy
punkty 4 i B na obwodzie wielokgta wybrane
tak, by dzielily jego obwod na polowy. Niech
O bedzie Srodkiem odcinka AB. Wtedy kolo
o srodku O i srednicy a pokrywa wielokat.
Istotnie, wezmy dowolny punkt M na
obwodzie wielokqta oraz punkt M’ — obraz
M przy symetrii srodkowej wzgledem O.
Mamy

1 1 : i
OM < 5 (M'A+AM) = 5 (MB+AM) < 3a,

zatem M lezy w kole.

Ma zakoriczenie zauwamy, 2e jeslid < a, to
e a+d a+d

np. tréjkat o bokach ——, - —,

a—d nie

miesci sig w Zadnym kole o $rednicy d.

X .3

Rozwigzanie zadania F .‘;l‘). Na powierzchni
przewodnika s3 spelnione nastgpujace warunki
dla skladowych natgzenia pola elektrycznego

1 magnetycznego -

~odb pad
Ex = —Ex

odb ad
oraz Hy =~ = Hj

Na tej podstawie otrzymujemy

" \
Eltoa{— ru:) = —Ejcos| — — 20— w't],
€ !
co daje
Ey= —-E, oraz
w w’
(*) —Ig—wf = — — Zp—w'l,
c c

gdzie z, jest aktualng wspolrzedng plyty
odbijajacej. Jesli przyimiemy, ze w chwili
poczatkowej plyta przechodzila przez poczatek
ukladu wspélrzednych, to wowezas polozenie
plyty, ktéra porusza sig¢ ruchem jednostajnym,
jest okreslone réwnaniem z; = vr. Wstawiajac
rdwnanie na z, do (*) otrzymujemy

ol !U I3
w——i = —w ——mwm,
c c
skad
l=vfc
1+vfe’

a wige taka sama zmiane czestotliwosci » jak
w przypadku zderzenia fotonu ze zwierciadlem
(por. zadanie F 218 w tym numerze).

czyli
S RlRZ
Ry+(m—1)(Ry+Ry)

Znajac polozenie ladunku g, i stosujac dwukrotnie wzér na wartos$¢ ladunku-obrazu mozemy
uzyska¢ wzor rekurencyjny (pomijam towarzyszace temu proste przeksztalcenia algebraiczne):

- R+ (n—=1)(R,+R3)
i x Rz +n(R;+ Rz)
czyli
gn+1[Rz+n(Ri+ Ry)] = galRz+(n—1)(Ry + R3)] = const.
Stala wyznaczamy podstawiajac n ='1 (bo znamy g,) i dostajemy
R\R, 1
gn = 4ngoV = s
R, +R; R,
—+n-—1
Ri+R;
Ujemne tadunki-obrazy g, wynosza:
R, RiR; 1
R = ———— g = —dnggV— - —.
by Ra+xn % * Ri+R, n
Oznaczajac
R, 1 R, 2
al=_=—’ azz—-——-=—
iR -~ 3 R 3

mozemy calkowite ladunki zgromadzone na kulach zapisa¢ jako nastepujace szeregi:

5 ooy Rk ( TR : 1 i 3 1 | joae
= 47¢ e — - — - ves
ke VR 17w+l 141 - ap+2 142 b2
T ek e 1 1 1 '
=4neV ——  |+i— = —F - —_ TP
on = R] +R; ( 1 a;-i—l 1+1 az+2 1+2 2 )

Uzyskane szeregi sa dos¢ wolno zbiezne. Nie stanowi to problemu, gdy nie zalezy nam na zbyt

wielkiej dokladnosci lub jesli dysponujemy komputerem. Jeéli jednak chwilowo nie mamy go pod

r¢ka, mozemy sprobowac zsumowac te szeregi analitycznie.

Zapisujac ogolny wyraz szeregu jako calke oznaczona:

1 1
o+ n 1+n

1 1
'dx—fx"dx = fx"(x“‘"’—l)dx
0 0

=+
fatwo wykonamy sumowanie pojawiajgcego si¢ postepu geometrycznego ( 2 Xt =

l )
o 1—-x]
® 1
1 1 xx=1—1
E ( — }=f dx.
4 x+n 1+n : l—-x

n=
341
Po podstawieniu x = y* dla wartosci x = % dostajemy po prostych przeksztalceniach
i ' 1 y.]. il
X1 > n
dx=13 dy=—In3+y3—
fl—x f 1)3”2“"/_6
o o
Daje to stosunek fadunkow
3¥3n3
P Vﬂ DR o Aus
Qo 3)3In3-=n

co w polaczeniu z rownaniem na sume ladunkow pozwala wreszcie obliczy¢ Q¢ i Qz0:

Qo = 6,75 pC, Q20 = 23,25 P—C.

USFEEELS ...



Cgoléwka ligi zadaniowej "Klub 44 M"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadad 137 /WT=3,26/ i 138 fuT=1,36/

£ numeru 10/1986

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrot regulaminu

Kaizdy moze nadiylaé¢ rozwiazania zadani z numeru n w terminie do korica miesigca n+ 2. Szkice rozwigzan
zamieszczamy w numerze n+ 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na
oddzielnej kartce), to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki

i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4—3§|N, gdz;e S oznacza sumg ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe osdb, ktére

. deslaly rozwigzanie chocby j y zadania z d y numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgmmadzzmn 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwoch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktow jest zali do p go udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1987.

Henryk MikoZajezak - Watbrzych 42,73pkt Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 1987

Zbigniew Zaus - Krakdw 39,41pkt

Michal Marczak - Radom 37,92pkt . i

Mirostaw Mikucki - Augustéw 36,20pkt Zadania z matematyki nr 149, 150

Edward Orzechowski - Warszawa  35,43pkt
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA
149. Niech b bedzie $rednig arytmetyczng dlugosci wszystkich bokow pewnego wielokata

= * wypuklego, a d — $rednig arytmetyczng diugosci wszystkich przekatnych tego wielokata. Dowiesc¢,
zeb < d.
150. Dane sg liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, spelniajace warunki: d > 0, ¢>*+a*d < 4 bd. Wykazad,
ze wielomian f(x) = x*+ax®+bx?+ cx+d nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Zadanie 150 przyslal pan Wojciech Boratynski z Warszawy.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12;’1986 o 7

Przypominamy tres¢ zadan:

(k=5)

Rys. 2

Rys. 3

i41. Obliczy¢ sume szeregu .’.‘: ay, gdzie an = ]T (n+ k)1,

n=1. k=0
142. Wyznaczy¢ liczby naturalne bedgce polami wielokatow ograniczonych
lamanymi zamknigtymi bez samoprzecied, o bokach dlugosci 1, kolejno
prostopadiych. :

6
141. Oznaczmy b, = [] (n+k)~' i zauwazmy, ze b, < n~7 oraz by—bu,, =
k=
6 1 ‘: 6
=[] (rH-k)"(?«- = 7) = 7n“’(”(n+k)"](n+7)" = 7ay,. Stad

k-l
' 1
T

1
Zan—'—(bi—bz‘i'b: —bs+bs—bs+ .. )_7151 =

n=1

142. Niech K oznacza krzyzyk zlozony z 5 k. j. (kwadratow jednostkowych), a L oraz T —
figury z 3 oraz 4 k. j., w ksztalcie liter L oraz T. Dla k = 1, 2, 3, ... mozZemy z figury K oraz k—1
egzemplarzy figury L zbudowa¢ dopuszczalny (tj. spehiajacy warunki zadania) wielokat W

o polu |W| = 3k+2 (rysunek 1). Dolaczajac do niego jeden lub dwa egzemplarze figury T
otrzymujemy wielokaty dopuszczalne o polach 3k+6 i 3k+ 10 (rysunek 2). Wyrazy tych trzech
ciagéw przyjmuja wartosci 5, 8, 9 oraz wszystkie wartosci naturalne wigksze od 10. Oczywiscie
liczba 1 tez jest polem dopuszczalnego wielokata. Pokazemy, ze pozostale liczby naturalne, tj. 2
3,4, 6,7, 10 — nie sa.

Wezmy dowolny wielokat dopuszczalny W. Niech n b@dzm najwieksza dlugoscia prostokata P
o szerokosci jednostkowej, o bokach rownoleglych do bokow W, zawartego w W; nazwijmy
dluzsze boki P poziomymi. Gdy n = 6, W zawiera = 3 k. j. w kazdym z dwoch rz@déw
poziomych przyleglych do P (bo inaczej brzeg W mialby bok dlugosci > 1), a wige |W|= 12.
Gdy n = 5, w kazdym z tych rzedow W zawiera = 2 k. j.; jesli 2, to musza one przylegac do
drugiego i czwartego segmentu prostokata P; je§li = 3, to w kolejnym rzedzie poziomym muszg
by¢ dalsze fragmenty W. Zatem albo W jest wielokatem z rysunku 3, albo [W| > 5+2+43 = 10.
Gdy n = 4, W musi zawieraé = 2 k. j. w kazdym z rzedow przyleglych do P i jeszcze = 2 k.j.
w kazdym z dwoch dalszych sasiednich rzedow, tak, ze |W| = 12. Gdy.n = 3, W musi by¢
wielokatem z rysunku | (dla pewnego k). Przypadek n = 2 jest niemozliwy, bo numerujac ,,od
dolu™ kolejne rzedy kwadratow jednostkowych przecinajace W widzimy, ze w rzedzie drugim
W ma = 3 kolejne k. j. Ostatecznie, mozliwe wartosci | W| przebiegaja zbior

(1,5,8,9 U (xeN:x> 11}
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Zadania z fizyki nr 47, 48
Redaguje dr Andrzej NADOLNY
47. Wolframowe wiokno Zzaroéweczki prozniowej ma przy nominalnym napieciu zasilajagcym 3,5 V

temperaturg 2000 K. Jaka bedzie temperatura wldkna podczas zasilania zaréweczki napieciem
4,5 V? Przy jakim (orientacyjnie) napieciu nastapi stopienie wiokna? Mozna przyjaé, ze wolfram

‘w wysokiej temperaturze promieniuje jak cialo doskonale czarne. Opor wlasciwy wolframu jest

w przyblizeniu proporcjonalny do T''? (T — temperatura).
Temperatura topnienia wolframu wynosi 3650 K.

48. Posiadanie pary uszu ulatwia nam okre§lenie kierunku, z ktérego dochodzi dany dzwigk.
Stwierdzono, ze dokladno$é, z jakg mozna ten kierunek wyznaczy¢, zalezy od czestotliwosci
dzwigku, przy czym w przedziale czestotliwosci od 2 kHz do 5 kHz jest ona wyraznie mniejsza,
anizeli dla czestotliwosci nizszych oraz wyzszych. Jakie przyczyny fizyczne moga by¢
odpowiedzialne za to zjawisko? :

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/1986

Przypominamy tres¢ zadan:

39, Na srodku poziomej, podpartej na brzegach, sprezystej plyty umieszezono
silnik, Stwierdzono przy tym, ze plyta ugiela sig¢ w tym miejscu o 1 cm.
Zakladajac, #e masa silnika jest duzo wigksza od masy plyty, obliczyé
przyblizong czestotliwoié drgan rezonansowych silnika na tej phycie.

Czotéwka ligi zadaniowej "Klub 44 F%

po uwzglednieniu ocen roszwigzan
zadar 35 /WI=2,20/ i 36 [wI=2,24/
2z numeru 10/1986

Tomasz Rawlik = Gliwice 42,59pkt
Dziertystaw

Lipniacki = Lublin 40,68pkt
Aleksander Surma - Myszkdw 37, 16pkt
Anna Gluza = Toruni 29,27pkt
Piotr Bala = Torud 24,84pkt
Jacek Stelmach = Zabrze 24,12pkt
Robert Repucha - Gotdap 23,00pkt
Zbigniew Galias - Krakdw 20,46pkt

40. Jak zmienia si¢ okres obiegu Ziemi wokdl Slonica (rok gwiazdowy) na
skutek wypromieniowania energii przez Slonice? Gestosc strumienia tej energii
w odleglosci od Slorica, réwnej sredniemu promieniowi orbity Ziemi, wynosi
1,4+ 10° W/m?2, po le dane do obli nalezy wzigé z tablic.

39. Oznaczmy masg silnika przez m. Pod wplywem sily mg (g — przyspieszenie ziemskie) nastepuje
ugiecie plyty o x = 1 cm. Przyjmujac proporcjonalno$¢ ugiecia do dzialajacej sity wyznaczamy
odpowiednig stalg sprezystosci k = mg/x. Czgstotliwos¢ f drgan rezonansowych obliczamy tak,
jak dla cigzarka zawieszonego na sprezynie:

1 k | r3
Tl AL ]/ &
2n m 2n ¥ x
(widzimy, Ze czestotliwosc ta jest taka sama, jak wahadla matematycznego o dlugosci x). Po
podstawieniu wartosci mamy :

] S st=S5H
oo ~ Zz,
2n 0,01

40. Crbite Ziemi traktujemy jako kolowa o promieniu r i wprowadzamy oznaczenia: M — masa
Storica, m — masa Ziemi, G — stala grawitacji, » — predkos¢ katowa Ziemi, T — okres obiegu

Ziemi wokot Slonica. Poniewaz sila do$rodkowa utrzymujaca Ziemie w ruchu po okregu jest sila
przyciagania slonecznego, mamy mw?r = GMm/r?. Z drugiej strony, niezaleznie od zmian masy
Storica, zachowany jest moment pedu Ziemi wzgledem Storica: mwr? = const. Z powyizszych

- zwigzkow wynika zalezno$¢ w ~ M?, a stad T ~ 1/M?2. Jak wiemy, zmiana dlugosci roku jest

bardzo matla. Z ostatniej zaleznosci wynika wiec
AT AM

* = =L —"
3] = 2 =5
gdzie AM jest zmiang masy Slorica w ciagu roku. Catkowita moc promieniowania stonecznego
jest rowna L = 4mr2S, gdzie S = 1,4- 10° W/m? (stala stoneczna). Energia wypromieniowana
w ciggu roku wynosi zatem E = LT. Ze wzoru Einsteina wyznaczamy odpowiadajacy temu
ubytek masy Slofica jako |[AM| = E/c? (c — predkosé swiatla).

AM 4r®ST

M
Po podstawieniu wartoscic = 3,0- 10° m/s, T=3,2-10"s,r = 1,5- 10" m, M = 2,0 10*° kg
uzyskujemy AM/M = —0,65- 107'3, Na podstawie wzoru (*) znajdujemy teraz AT = 4- 10~% s,
Rok gwiazdowy ulega wiec wydluZeniu o 4 us roczrie.

Wzgledna zmiana masy wynosi 7 Al




Moina przypuszczad, Ze jadra wielkich planet Ukladu
Slonecznego — Jowisza i Saturna — skladajq si¢ gldwnie z helu

i wodoru. Astrofizycy konstruujacy szczegblowe modele teoretyczne
tych planet napotykaja jednak powazng trudnos¢ — nic nie
wiadomo o oddzialywaniach migdzyczasteczkowych w warunkach,
jakie tam prawdopodobnie panuja. W centrum Jowisza ci$nienie
osiaga bowiem 45 min atmosfer przy temperaturze 20 tys. K,

a na Saturnie 10 min atmosfer przy 14 tys. K.

Grupa fizykow z Narodowego Laboratorium im. Lawrence’a

w Livermore (USA) przeprowadzila pierwsze eksperymenty,

w ktorych ciekly hel zostat éclémgty do gestosci pieciokrotnie
wiekszej od normalnej. Pociski zawierajace probki helu o
poczatkowej temperaturze 4,3 K wystrzeliwano z predkoscia

3—7 km/s w kierunku pmszkody. Ciénienie w fali uderzeniowej,
jaka powstala w chwili zderzenia, osiagalo 560 tys. atmosfer,

a temperatura rosta do 21 tys. K. Dotychczas udalo sig ustalié
przyblizone réwnanie stanu helu (tj. zalezno$¢ ciénienia, objgtosci
1 temperatury) w tych ekstremalnych warunkach. Stwierdzono
takze wzrost znaczenia oddzialywan trdj- i wigcej czasteczkowych.

Promieniowanie, ktore dociera do nas od Slofica, znacznie rézni
sig od tego, ktore jest produkowane w jego centrum. Wewnatrz
Stonica glownym rodzajem promieniowania elektromagnetycznego
sg promienie ¢ i X. Dopiero przy samej powierzchni, gdzie
temperatura jest znacznie nizsza, dominuje promieniowanie
widzialne. Wedrowka kwantoéw promieniowania we wnetrzach
gwiazd jest bardzo dluga i silnie zakl6cana. Odlegtosé
odpowiadajaca promieniowi Slorica $§wiatlo przebywa w prozni

w ciagu 2,2 s, natomiast wytworzone w centrum Sionca
wysokoenergetyczne kwanty pokonuja t¢ droge we wnetrzu
Storica w ciagu okolo miliona lat! Dzieje si¢ tak, poniewaz kazdy
pochionigty kwant jest nastepnie wyswiecany w przypadkowym
kierunku. Oczywiscie bywa, ze zostanie przy tym ,,rozmieniony
na drobne”, dlatego powierzchnie Slorica opuszcza juz w postaci
wiekszej liczby kwantow o odpowiednio nizszych energiach.
Tylko neuirina opuszczaja wnetrze Slofica praktycznie bez
przeszkod, nie zmieniajac swej energii i pedu. Ich badanie jest

w zasadzie jedyna metoda obserwacji wnetrza gwiazd.

Plaszczyzna przechodzaca przez wierzcholek A4 szescianu o boku
a i przecinajaca szescian tak, Ze jej linie przecigcia ze $cianami
zawierajacymi krawedZ 4B tworza z ta krawedzia ten sam kat o,
odcina od sze$cianu bryle o objetosci

a!
= tg?x(1—-2p3+¢%),

gdzie
i 4
0 dlax < —,
G
p =
T
1—ctgo dlax > —,
2
0 I dla & < arctg2,
7= li-2ctga  dla & > arctg2.
Warto sprawdzic.

Oceny globalnej ilodci meteorytéw, jaka ,,zbiera” Ziemia kazdej
doby z przestrzeni kosmicznej, r6znia si¢ znacznie. Trudno wiec
przytaczaé konkretne wartoéci prawdopodobienistwa upadku
meteoru w dane miejsce na Ziemi, cho¢ wiadomo, Ze jest ono
bardzo male. Mimo to nie jest wykluczone, Ze niektore

z tajemniczych zaginiec statkéw moga byé wywolane przez
meteory. Wéréd réznych niezwyklych spadkow meteorow
zanotowano okolo 10 spadkéw na statki. Zdarzyly sie nawet
przypadki zatopienia statkow przez meteory. Przed wybuchem II
wojny $wiatowej omal nie zostal zatopiony w ten sposéb

u pémocno-wschodnich wybrzezy Ameryki wielki, holenderski
statek towarowy ,,Ocean”.

Proste wyznaczone przez przecigcia kazdych dwoch sposrod
trzech okregow przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Predkosc liniowa punktu na rowniku ziemskim, wynikajaca

z ruchu obrotowego naszej planety, jest rowna okolo 0,5 km/s

i maleje wraz ze wzrostem szerokosci geograficznej (na
szerokosci geograficznej Warszawy osigga wartosc ,,zaledwie”
0,3 km/s). Znacznie wigksza predko$¢ liniowa ma Ziemia na swej
wokolstonecznej orbicie — srednio 30 km/s, nie méwnf juz

o predkoéci Ukladu Slonecznego (w tym Ziemi) w ruc!
obiegowym wokoét centrum Galaktyki — 250 km/s. Dany punkt
na Ziemi ma najwiekszg predkos¢ liniowa wzgledem Storica
podczas zimowych nocy (w pierwszych dniach stycznia).
Dlaczego?

Nie tylko Wielkie Twierdzenie Fermata jest proste

w sformutowaniu, a dowies¢ sie nie daje. Nie wiadomo np. czy
kazda liczba parzysta jest sumg dwoch liczb pierwszych.
Sprawdzenie dla konkretnej liczby parzystej dawalo, jak dotad,
wynik pozytywny, ale to przeciez nie dowod. Wiadomo
natomiast, Ze kazda dostatecznie duza liczba nieparzysta jest
sumg trzech liczb pierwszych.

Do historii astronomii przeszlo zakrycie Aldebarana (« Byka)
przez tarcze Ksigzyca bedgcego w poblizu pierwszej kwadry

w dniu 9 marca 1497 roku. Zaobserwowat je Mikolaj Kopernik
wspolnie z wloskim astronomem Marig Dominikiem Novara.
Obserwacja ta wykazala zasadniczy blad w ptolemeuszowskiej
teorii ruchu KsigZyca. Zaistniala sprzeczno$¢ migdzy obserwacja
a teoria, fatalna w skutkach dla teorii Ptolemeusza.

Miejscem geometrycznym punktéw wnetrza kwadratu, dla ktérych
srednia geometryczna odleglosci od dwoch sasiednich bokow
kwadratu jest rowna odlegloéci od przekatnej tego kwadratu,

sq ¢wiartki okregow.,




podstawowy

ROZMIARY ATOMOW ZWIAZANYCH W CZASTECZKACH
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