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Rys. 1. Spektrograf do badania widma
emisyjnego.
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Rys. 2, Spektrograf do badania widma
absorpcyjnego.

Rys. 3. Inny typ spektrografu do badania
widma absorpeyjnego.
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Rys. 4. Linie widmowe uzyskane przy badaniu
tego samego pierwiastka spektrografami
o roinej zdolnosci rozdzielczej.
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Spektroskopia optyczna

. Mgr Piotr MYSLINSKI

W opublikowanej w 1672 roku pracy Isaac Newton opisal wyniki swoich doswiadczen

z widmem rozszczepionego w pryzmacie $wiatla bialego. Na ich podstawie wykazal, Ze istnieje
zwiazek miedzy wartoscia wspolczynnika zalamania i barwa §wiatta. Blisko dwiescie lat poZniej
Gustaw Robert Kirchhoff i Robert Wilhelm Bunsen obserwujac rézne substancje pobudzone do
$wiecenia w plomieniu gazowym lub wyladowaniu elektrycznym ustalili, ze otrzymane widma
emisyjne skladajg sie z szeregu linii o ukladzie charakterystycznym dla kazdego z pierwiastkow.

Zbadali oni i opisali widma znanych wowczas pierwiastkow, dzigki czemu mozliwe stato sig

ustalanie skladu chemicznego probki przez poréwnanie jej widma z poprzednio
skatalogowanymi — odnalezienie znanych linii jakiego$ pierwiastka $wiadczylo o jego
obecnosci w probcee. :

Teoretyczna interpretacja widm stala si¢ mozliwa dopiero w latach dwudziestych naszego
wieku w ramach mechaniki kwantowej. Okazalo sig, ze atomy i czasteczki moga istniec tylko
w stanach o dyskretnych wartoesciach energii. Zmianie stanu towarzyszy pochlonigcie lub
wyemitowanie kwantu promieniowania o dlugosci fali odwrotnie proporcjonalngj do réznicy
energii stanu poczatkowego i koncowego. W czgsteczce poza zmiang konfiguracji powlok
elektronowych (jak w atomie) mozliwa jest rowniez zmiana stanu wzajemnego ruchu jader
sktadowych atomow (oscylacje i rotacje), co powoduje, ze widma czasteczkowe maja o wiele
bogatsza strukture niz widma atomowe. Analiza widm atomow i czasteczek zaczela wigc
dostarczac informacji o ich wewnetrznej budowie tworzac obszerny dziat fizyki zwany
spektroskopia.

Ra
znajduj

standw oscylacyinych i rotacyjnych czasteczki sg zwykle bardzo male | odpowiadajace im linie widmowe
sig poza obszarem widzialnym w czescr podezerwonej widma. Widzialnym diugosciom fal mogg odpowiadac

zmiany stanu elektronowego z jednoczesna zmiang stanu rotacyjnego. lub osc vinego. Oddzialywanie élektrondw

jednoczeinie z jadrami kilku atomaw powoduje, ze widmo elektronowe. czgs rozni sie od widm tworzacych
Jad c i 4,

1zowej) zmienia energie dozwolonych

aw. Rowniez oddzialywanie migdzyczasteczkowe (zanie

e si¢ widkno zarowki).

i powoduje, Ze ciecze i ciala stale maja widma ciagle (np. za

Prosty spektrograf do badania widm emisyjnych (podobny do takiego, jakim poslugiwali sig
Bunsen i Kirchhoff) przedstawiony jest schematycznie na rysunku 1. O$wietlajac szczeling
lampa, w ktorej badany gaz pobudzony jest do Swiecenia przez wyladowanie elektryczne,
otrzymujemy na kliszy fotograficznej szereg prazkow. Odpowiadaja one wyemitowanemu przez
lampe $wiatlu o roznych dlugosciach fal, a wigc réznie odchylonemu przez pryzmat.
Niedogodnoscia tego typu pomiarow jest fakt, ze nie wszystkie substancje daja si¢ w prosty
sposob pobudzi¢ do $wiecenia. W takich przypadkach stosuje sig spektrografy absorpcyjne.
Schemat takiego spektrografu przedstawia rysunek 2. Jak wida¢ — uktad szczeliny, pryzmatu

i kliszy nie zmienil si¢ i nadal stuzy do zarejestrowania na kliszy rozszczepionego obrazu
szezeliny. Zmienil si¢ jedynie sposob oéwietlenia szczeliny. Zrodlem $wiatla jest w tym
przypadku silna Zaréwka emitujaca $wiatlo biale. Miedzy zarowke a szczeling wstawiona
zostata badana probka. Probka pochlania (absorbuje) jedynie swiatlo o tych diugosciach fal,
jakie sama by wyemitowala (prawo Kirchhoffa). Zarejestrowane na kliszy widmo jest zatem
negatywem widma emisyjnego. Inny typ spektrografu absorpcyjnego przedstawia rysunek 3.
Tym razem probka oéwietlaria jest $wiatlem monochromatycznym, czyli $wiatlem o okreélonej
diugosci fali. Jest ono wydzielone z emitowanego przez zarowke widma cigglego dzigki znanemu
juz ukladowi pryzmatu, soczewki i szczeliny. Probka wraz z soczewkami i elementem $wiattoczutym
(zwykle fotopowielaczem) zamontowana jest na ruchomym stoliku, ktéry moze si¢ przesuwac

w kierunkach zaznaczonych na rysunku, co rownowazne jest o$wietlaniu probki swiatlem o coraz
to innej dlugosci fali. Wynik pomiaru natgZenia §wiatla za probka w zaleznosci od polozenia
stolika pozwala zatem zmierzy¢ widmo absorpcyjne rownowazne uzyskanemu w spektrografie

z rysunku 2. g ; ;

Widma emisyjne i absorpcyjne atomow i czasteczek skladaja sig z wielu linii. Bardzo czgsto
szereg linii polozonych jest niezwykle blisko siebie, to znaczy, ze roznica odpowiadajacych im
dlugoéci fal jest niewielka. Ze wzgledu na skoficzona szerokosc szczeliny spektrografu oraz
wystepowanie zjawiska dyfrakcji dla kazdego spektrografu istnieje minimalna roznica dlugosci
fal dwéch linii, dla ktorej spektrograf zmierzy te linie jako oddzielne. Wszystkie linie widmowe
znajdujace sie blizej siebie zostang zarejestrowane jako jedna linia. Zdolnoscig rozdzielcza
spektrografu nazywamy stosunek diugosci fali 4 $wiatla analizowanego do tej minimalnej roznicy
diugosci fal A Ang,. W dalszej czesci zdolnoscia rozdzielcza bedziemy mniej precyzyjnie nazywali
bezposrednio wielko§¢ A Aws. Zdolno$é rozdzielcza spektrografu zalezy przede wszystkim od
rodzaju zastosowanego pryzmatu (lub siatki dyfrakcyjnej), od szerokosci szczeliny i geometrii
ukladu optycznego. Zwickszenie zdolnosci rozdzielczej pozwala na uzyskiwanie bardziej
szczegdlowych widm. Widma takie dostarczaja wigcej informacji o budowie badanych atomow
czy czasteczek. Stosujac zamiast ukladu soczewek, pryzmatu i szczeliny Zrodto $wiatla”
monochromatycznego o duzym nateZzeniu mozna wyeliminowac znaczng czes¢ czynnikow
pogarszajacych zdolnos¢ rozdzielezg spektrografu. Takim Zrodlem $wiatla jest laser. Do
zbudowania ukladu analogicznego do przedstawionego na rysunku 3 potrzebny jest laser
,,strojony”, w ktérym mozna zmienia¢ dlugos¢ fali emitowanego Swiatla.

Odrodek aktywny lasera (np. mieszanina helu i neonu) pobudzony do {wiecenia emituje spontanicznie we wszystkich
kierunkach. Gdy umiesci¢ go migdzy dwoma zwierciadtami, to odbita od nich czesc promieniowania wraca znow do
osrodka. Jesli natezenie $wiatla odbitego jest wystarczajaco duze, aby w osrodku nastgpowaly akty emisji wymuszonej
(tj. emisji fotonu w obecnosci innego identycznego fotonu), to nastepuje generacja akcji laserowej w kierunku
prostopadiym do powierzchni zwierciadetl.
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Rys. 10. Linie widmowe atomu europu.

Akcja laserowa moze zajs¢ jedynie na tej dlugosci fali, na jakiej nast¢puje emisja spontaniczna
w atomach czy czasteczkach osrodka aktywnego. W laserze helowo-neonowym generacje akcji
laserowej uzysku_]e si¢ tylko w czgsci czerwonej widma na dlugosci fali 4 = 632,8 nm

(1 nm = 1072 m = 10 A). Inaczej wyglada sytuacja w laserze argonowym. We wzbudzonych
jonach argonu mozliwe jest uzyskanie akcji laserowej na kilku diugosciach fal w czgéci
niebiesko-zielonej widma (rysunki 5 i 6), gdyz jony argonu charakteryzujg si¢ niezwykle silng
emisja spontaniczng $wiatla o tych wlasnie dlugosciach fal.
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Rys. 5. Struktura energetyczna jondw argonu.
Zaznaczone sa dlugosci fal odpowiadajgcych
mozliwym przejsciom.

Rys. 6. Widmo emisyjne argonu. Wysokos¢
kreski jest proporcjonalna do cienia
emitowanego promieniowania.

W laserze ,,strojonym” pomiedzy zwierciadlem wyjsciowym i tylnym procz o§rodka aktywnego
(argonu) umieszczono pryzmat. Obrot zwierciadla tylnego wzgledem osi prostopadiej do
plaszczyzny wyznaczonej przez promienie §wietlne zmienia dlugo$¢ fali, dla ktorej zwierciadla

sg ,,rownolegle”. Obracajac zatem zwierciadlo tylne uzyskiwaé¢ bedziemy kolejno generacje akcji
laserowej na poszczegolnych dlugosciach fal charakterystycznych dla jonow argonu.
Otrzymujemy zatem rodzaj lasera strojonego, ale, niestety, strojonego skokowo, to znaczy nie
bedziemy mogli uzyska¢ akcji laserowej na dlugosci fali np. miedzy 514,5 nm a 501,7 nm.

Chcac zbudowac laser strojony w sposob ciagly, czyli umozliwiajacy generacje $wiatla

o dowolnej dlugosci fali, zamiast argonu powinniSmy uzy¢ osrodka o cigglym widmie emisyjnym.
Doskonalymi materialami tego typu okazaly si¢ roztwory barwnikéw organicznych, niezwykle
podobnych do uzywanych do barwienia tkanin. Na skutek oddzialywania z czasteczkami
rozpuszczalnika stan podstawowy oraz stany wzbudzone czasteczki barwnika nie maja juz tak
jednoznacznie okreslonej energii jak stany jonow argonu. Czasteczka moze miec energie w ramach
calego pasma energetycznego (rysunek 8). Widmo emisyjne czgsteczki bedzie zatem widmem

- cigglym (rysunek 9), a zatem umozliwi generacj¢ akcji laserowej w calym obszarze spektra[nym

od dlugosci fali 4, do A,.
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Rys. 8. Struktura energetyczna czasteczek Rys. 9. Widmo emisyjne barwnika.

barwnika w rozpuszczalniku. -

Typowa szerokoé¢ widma emisyjnego barwnika wynosi okolo 60 nm — oznacza to, ze uzycie
pieciu réznych barwnikéw o przesunigtych wzgledem siebie widmach emisyjnych umozliwia
generacje akcji laserowej w calym obszarze widzialnym (od okoto 400 nm do okolo 700 nm).
Uklad pomiarowy z uzyciem strojonego lasera barwnikowego przedstawia rysunek 7.

Ze wzgledu na duza moc $wiatla emitowanego przez laser ogniskowanie $wiatla w probce nie
jest konieczne. Wystarczy zatem zmierzy¢ nat¢zenie swiatla laserowego w zaleznosci od katowego
ustawienia zwierciadla tylnego, aby uzyska¢ odpowiednie widmo absorpcyjne.

Zastosowanie laseréw barwnikowych pozwolilo polepszy¢ zdolno$¢ rozdzielcza w spektroskopii
o kilka rzedow wielkosci. Najlépiej ilustruje ten fakt rysunek 10. W czesci b rysunku
przedstawione jest widmo atomu europu (**'Eu) zmierzone za pomocq lasera barwnikowego.
Sklada sie ono z jedenastu linii widmowych skupionych w pigciu grupach. Rozdzielenie
polozonych blisko siebie linii umozliwila wysoka zdolno$é rozdzielcza wynoszaca 0,000 006 A,
uzyskana dzigki zastosowaniu lasera. Dla poréownania cz¢$¢ a rysunku przedstawia to samo
widmo zmierzone za pomoca klasycznego spcktrografu o bardzo wysokiej zdolnosci rozdzielcze)
0,02 A. Klasyczny spektrograf zmierzylby zamiast jedenastu tylko jedna lini¢ nie pozwalajac
na szczegolowe rozroznienie struktury widmowej.

Zastosowanie laserow w spektroskopii to nie tylko zwiekszenie zdolnosci rozdzielczych. Inne
parametry $wiatla laserowego, takie jak spojnos¢, mala rozbieznos¢ wigzki, duza moc

i mozliwos¢ generacji bardzo krotkich impulsow stworzyly nowe mozliwosci badawcze

w spektroskopii. W miejsce prostych eksperymentéw absorpcyjnych opisanych w tym artykule
stosuje si¢ zlozone systemy doswiadczalne pozwalajace badaé procesy atomowe i czasteczkowe.

Czytelnikom zainteresowanym technikami laserowymi polecamy ksigzk¢ Arkadiusza Piekary
Nowe oblicze optyki czy tez bardziej zaawansowana Franciszka Kaczmarka Wsrep do fizyki
laserow.
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ool 0Od dawna podstawowe zjawiska na sferze niebieskiej, jak jej ruch dzienny okreslajacy dobg oraz
\ ruch roczny Slonca, stanowia baze, na ktorej opiera sig¢ rachuba czasu. Te naturalne wzorce

\ sprawiaja nam jednak sporo klopotéw. Sprobujmy zdefiniowa¢ dobg jako odstep czasu

A wyznaczony przez obrot Ziemi wokot osi.

Przede wszystkim obrot Ziemi nie jest doktadnie jednostajny. Tarcie plywowe powoduje
v spowolnienie obrotu o 0°0016 w ciagu stulecia (tzw. zwolnienie wickowe). Przemieszczanie sig
\ mas powietrza i wody wywoluje tzw. zmiany sezonowe — rdznica migdzy najszybszym obrotem

v : L S

. \ azdowa w sierpniu a najwolniejszym w marcu dochodzi do 030025. Ponadto zdarzaja si¢ nieregularne,

L , Doba gwiazd

qf \?" \ ﬂffzﬂﬂ‘?‘:zfr;ﬂhﬂ;i- gwaltowne zmiany szybkosci obrotu dochodzace do 03005, ktérych przyczyna nie jest na razie
o . Za i :

s % et B4 g
gwiazdowa! 0 (0030 : : S oE b :
i stonecznal T\ stoneczna. Obserwacja dobowego obrotu nieba gwiazdzistego, bedacego odbiciem obrotu Ziemi, prowadzi

do pojecia czasu gwiazdowego. Gdyby gwiazdy byly $cile nieruchomymi punktami sfery
niebieskiej, to za obiekt stuzacy do wyznaczania czasu moglibysmy wybra¢ dowolna z nich

i dobe okresli¢ jako odstep czasu miedzy dwoma kolejnymi jednakowymi jej polozeniami na
niebie (np. kulminacjami gornymi). Jednak poniewaz gwiazdy zmieniaja swe wzgledne potozenia,
dobe gwiazdowa definiuje si¢ jako odstep czasu miedzy dwiema kolejnymi kulminacjami punktu
réwnonocy wiosennej. Wprawdzie on réwniez nie jest nieruchomy, lecz przynajmniej wiadomo,
ze jego poloZenie zmienia sig, wskutek zjawiska precesji osi ziemskiej, w sposéb jednostajny.

W zwiazku z ciaglym przemieszczaniem si¢ punktu Barana doba gwiazdowa jest o 07003 krotsza
od obrotu Ziemi wokot osi.

Inny sposob zdefiniowania doby wynika z obserwacji ruchu dziennego Storica. Prawdziwa doba
sloneczna nazywamy odstep czasu migdzy dwiema kolejnymi gérnymi kulminacjami $rodka
tarczy slonecznej (zwrd¢my uwage, ze takie doby zaczynaja si¢ w potudnie). Jest ona diuzsza

o mniej wiecej 4 minuty od doby gwiazdowej, poniewaz wskutek rocznego ruchu Ziemi po
orbicie Slonice przemieszcza si¢ wéréd gwiazd w kierunku przeciwnym do pozornego ruchu
dziennego sfery niebieskiej. Prawdziwe doby stoneczne sa krotsze latem i dluzsze zima (roznice
dochodza do 51°) glownie z powodu niejednostajnosci ruchu Ziemi po orbicie. Prawdziwy czas
stoneczny wskazujq zegary sloneczne.

Zbudowanie mechanizmu zegarowego wskazujacego prawdziwy czas sloneczny byloby bardzo
trudne, wobec tego w Zyciu codziennym postugujemy sig tzw. $rednim czasem slonecznym.
Cywilna rachuba czasu oparta jest na pewnym fikcyjnym Storicu $rednim, ktére porusza sig
réwnomiernie i nie po ekliptyce, a wzdtuz rownika niebieskiego. Tak zwane rownanie czasu, tj.
réznice miedzy czasem prawdziwym i $rednim, podaja roczniki astronomiczne. Sredni czas
, _ﬂ .Sfoﬁ'-‘e Srednie sloneczny (liczony od pélnocy) na poludniku przechodzacym przez Greenwich nazywa sig
X czasem uniwersalnym (UT). Stad juz tylko krok do pojecia tzw. czasu strefowego —
obowiazujacego na okre§lonym obszarze. Nasze zegarki (w. Polsce) zima wskazujg czas potudnika
15° diugosci geograficznej wschodniej — tzw. czas zimowy — i potudnika 30° diugosci
geograficznej wschodniej latem — tzw. czas letni. Oczywiscie mozZna by korzystac z tzw. czasu
miejscowego. W praktyce jednak byloby to bardzo niewygodne ze wzgledu na konieczno$é
ciaglej zmiany czasu podczas podrozy. Aby nastawi¢ zegarek na czas miejscowy, wystarczy do

12:04 czasu 11:56 czasu czasu strefowego doda¢ poprawke wynikajaca z roznicy dlugosci geograficznej lokalnego
lokalnego i potudnika strefowego i danego miejsca, wyrazona w jednostkach czasu.
. Znacznie trudniej nastawi¢ zegarek na czas gwiazdowy. Przepis na wyznaczenie czasu
\ i-— ;o\/ gwiazdowego okreéla zwigzek : '

czas gwiazdowy = éredni czas sloneczny w Greenwich + A+ rownanie czasu — 12" +a0,
gdzie: A — dlugo$é¢ geograficzna, xo — rektascensja Storica.

Rektascensja Slofica jest rowna zeru w momencie réownonocy wiosennej (Stofice w punkcie
Barana) i 12" w momencie réwnonocy jesiennej (Storice w punkcie Wagi). Znajomos¢ dokladnego
A Storice €rednie czasu uniwersalnego rozpoczecia wiosny (lub jesieni) i wartosci rownania czasu wystarczaja do
< wyznaczenia czasu gwiazdowego w tym momencie. Aby jednak zegar gwiazdowy chodzil dobrze,
powinien spieszy¢ sie 0 3™56° w ciagu kazdej doby sloneczne;j.

Wspomniane wcze$niej nieréwnomiernoéci w obrocie Ziemi spowodowaly, Ze astronomowie
wprowadzili jeszcze jeden rodzaj czasu. Jest to rownomiernie plynacy tzw. czas efemeryd. Czasu
efemeryd uzywa sie do analizy ruchu cial niebieskich i obliczania ich polozen (obliczanie efemeryd).
Aby zamieni¢ czas efemeryd (ET) na uniwersalny (UT), nalezy uwzgledni¢ poprawke, ktora
wyznacza si¢ na podstawie teorii ruchu Ksiezyca i dokladnych obserwacji pozycji Ksigzyca

wérod gwiazd. Obecnie (1987 r.) roznica ET i UT wynosi +57°.

mgr Joanna UDALSKA



Hipoteza Hadwigera o pokryciu bryl-wypuktych
zmniejszonymi obrazami jednokladnymi

Dr Marek LASSAK, dr Horst MARTINI .

Cheemy przedstawi¢ pewien problem geometryczny sformulowany
30 lat temu. Angazuje on wizlu specjalistow z dziedziny

geometrii kombinatorycznej. Dzigki prostemu sformulowaniu
przyciaga takze amatorow.

’rzypuszczenie Hadwigera

Kolo K mozna pokry¢ suma trzech mniejszych kot (rys. 1),
podczas gdy dwa nie starczaja. Dowolny rownoleglobok P daje
sie pokry¢ czterema swoimi zmniejszonymi obrazami
jednoktadnymi (rys. 2).

Rys. 1 Rys. 2

Jednoczesnie trzy takie zmniejszone rownolegltoboki nie
wystarczaja (dlaczego?). Szescian S daje si¢ pokry¢ o$mioma
swoimi zmniejszonymi obrazami jednokladnymi, siedem zas nie
starcza. W 1957 roku szwajcarski geometra Hadwiger wysunat
przypuszczenie [2], ze dowolna wypukla bryla euklidesowej
przestrzeni trojwymiarowej E* daje sie pokry¢ o$mioma swoimi
zmniejszonymi obrazami jednokladnymi. Problem ten pozostaje
nie rozwigzany mimo intensywnych badan. Hadwiger sformulowat
swoje przypuszczenie takze dla n-wymiarowe] przestrzeni
cuklidesowej E". Mowi ono, ze dowolna bryla wypukla w E™
powinna da¢ sig pokry¢ za pomoca 2" swoich zmniejszonych
jednoktadnych obrazéw. Procz oczywistej odpowiedzi dlan = 1
pozytywne rozwiazanie znane jest tylko dla n = 2.

Przypomnijmy, ze zbior 4 = E" nazywamy wypuklym, gdy wraz
z dowolng parg swoich punktow zawiera caly odcinek faczacy te
punkty. Jezeli ponadto A jest domkniety, ograniczony i zawiera
punkty wewngtrzne, to nazywaniy go bryla wypukla. Przy n = 2
ostatni warunek oznacza, 7ze 4 nie miesci sig w przestrzeni
nizszego wymiaru. Na przyklad trojkat jest bryla wypukly w E?,
ale nie jest bryla wypukia w E*.

Latwy rachunek pokazuje, ze dowolne przesunigcie

zmniejszonego jednokladnego obrazu wypuklej bryly C jest takze
zmniejszonym obrazem jednokladnym bryly C. Dlatego rozwazajac
pokrycie bryly wypuklej C jej zmniejszonymi obrazami
jednokladnymi mozna nie zwraca¢ uwagi na polozenie srodkow
jednokladnosci. \Vyshrr‘?y pokrywac C przesumccraml pewnego
_]E_} Zmﬂlt’[‘i?ﬂ];CL( ob d.l

B

Najmniejsza mozliwa liczbe zmniejszonych jednokladnych
obrazow wypuklej bryly C wystarczajaca do pokrycia C oznaczamy
przez L(C). Symbol ten jest bardzo wygodny. Mozemy krotko
napisac, ze L(K) = 3, L(P) = 4, L(S) = 8. Przypuszczenie
Hadwigera wyraza sie nierownoscia L(C) < 2" dla dowolnej

bryly wypuktsj C = E". Moze Czytelnik zechce odgadnac

i ewentualnie uzasadni¢ wartosci L(C) dla C bedacego
czworoscianem, ostrostupem o podstawie kwadratowej, a takze
kula w przestrzeni E?, i ogolniej, przestrzeni E".

Odpowiedz dla n

Zgodnie z terminologia przyjeta dla E™ takze przy n = 2 bedziemy
uzywac okreslenia ,,bryta wypukla®, mimo %e stowo ,,bryla™
niezbyt kojarzy sie nam ze zbiorami plaskimi. Pokryciem plaskiej

- bryly wypuklej swoimi zmniejszonymi jednoktadnymi obrazami

zajal sie jeszcze dwa lata przez Hadwigerem niemiecki matematyk
Levi. Udowodnit on [5] nastgpujace '

Twierdzenie 1. Dla dowolnej bryly wypuklej C = E? nie bedacej
rownoleglobokiem zachodzi rownos¢ L(C) =

Razem z rownoscia L(P) = 4 twierdzenie to dawalo dlan = 2
pozytywna odpowiedZ na przypuszczenie Hadwigera jeszcze przed
jego opublikowaniem: kazda plaska bryla wypukla daje sie pokryé
czterema swoimi zmniejszonymi jednokladnymi ‘obrazami. Pojawia
sie tutaj naturalne pytanie o najmniejszg mozliwa skalg tych
czterech obrazow. Odpowiemy na nie w Twierdzeniu 2. Najpierw

‘jednak potrzebujemy pewnej definicji oraz dwoch wiasnosci

sformulowanych jako Zadanie i Lemat (moze Czytelnik sprobuje
rozwigza¢ Zadanie, dowod Lematu jest dosc trudny).

Rownolegtoboki P, O nazywamy quasi-dualnymi, jezeli boki P sa
rownolegle do przekatnych Q oraz jezeli boki Q sa rowpolegte do
przekatnych P.

~ Zadanie. Niech P, Q beda réwnoleglobokami quasi-dualnymi.

Uzasadni¢, ze stosunki dtugosci bokow P do réwnoleglych
przekatnych Q sa identyczne. Oznaczmiy te stosunki przez p.
Wykazaé, ze stosunki dlugosci bokow Q do przekatnych P sa
rowne i wynosza g = 1/2p.

Lemat. W dowolna bryle wypukla C < E? daje si¢ wpisa¢ para
rownolegtobokow quasi-dualnych.

Kolej na obiecane twierdzenie [4]: ~

Twierdzenie 2. Dowolna bryla wypukla C < E? daje sig pokry¢
czterema swoimi jednoktadnymi obrazami o skali |/2,f2.

Dowod. Lemat pozwala znaleZé takie kolejne punkty a,, b,, az,
bz, as, b3, a4, by na brzegu C, ze czworokaty P = a;a;a;a4 oraz
Q = b, b,b3b, sa quasi-dualnymi rownoleglobokami (rys. 3).
Przynajmniej jedna z liczb p, g wystepujacych w Zadaniu jest

nie wigksza niz J/2/2. Niech np. p < y2/2.



Oznaczmy przez a §rodek rownolegtoboku P. Niech ¢, ¢z, €3, ca
beda punktami wspolnymi par prostych zawierajacych odpowiednio
odcinki: a, by oraz a2 bz, a, b, oraz asba, as b, oraz agby, ashs
oraz a, by (zob. rys. 3). Poniewaz a,, b,, az, bz, as, b, as, by

sa kolejnymi punktami brzegu bryly C, wiec C jest zawarte

w sumie czworokatow aa, ¢, az, aa, c;as, Aa; €3 ds, Ada Cad,; .

Niech H; bedzie jednokiadnoscia o srodku ¢, i skali p, gdzie
i=1,2,3,4. Poniewaz H,(by) = a,, H,(b2) = az, a,allbsb;
oraz aallb, by, wiec H,(C) pokrywa trojkat aa, a,. Niech x € C
bedzie punktem trojkata a, a, ¢;. Poniewaz H,(C) jest wypukle

i zawiera punkty a,, a2, H,(x), wigc zawiera tez tréjkat a; a; H,(x).
W szczegolnoséci x € H,(C). Czyli-H,(C) zawiera te czes¢ C,

ktora lezy w czworokacie aa, ¢, a,. Analogicznie, czesci wspolne
bryly C i czworokatow aa; caas, adscaas, A4csa; 53

podzbiorami zbiorow H,(C), H3(C), Hy(C). Tak wiec C daje si¢
pokry¢ czterema obrazami o skali p. Tym bardziej daje sie wiec
pokry¢ czterema swoimi jednokiadnymi obrazami o skali ]/i /2.

Przypadek n = 3

Niech C < E? bedzie bryla wypukla, a x jej punktem brzegowym.
Moéwimy, ze plaszczyzna mt podpiera bryle C w punkci- x, jezeli

x € i jezeli C zawiera sig¢ calkowicie w jednej z domknietych
polprzestrzeni wyznaczonych przez . Jezeli tylko jedna
plaszczyzna podpiera C w punkcie x, to nazywa si¢ on regularny.

" Jezeli takich podpierajacych plaszczyzn jest wigcej, to x nazywamy
nieregularnym. Na przyktad wszelkie punkty krawedziowe, a w tym
wierzcholki, sa jedynymi niercgularnymi punktami wieloscianu
wypuklego. Wszystkie punkty brzegowe kuli sa regularne.

W 1960 roku Bottianski podat

Twierdzenie 3. Jezeli bryla wypukla C = E* ma na brzegu tylko
punkty regularne, to L(C) = 4.

Przystgpny dowod tego twierdzenia mozna znalez¢

w popularnonaukowej ksiazeczce [1]. Okazuje sig, Ze podane
twierdzenie daje si¢ nieznacznie ulepszy¢. Udowodniono, Ze brzeg
C moze mie¢ do czterech punktow nieregularnych i nadal

L(C) = 4.

Inny kierunek badan w celu znalezienia chociazby czesciowego
rozwigzania polega na rozwazaniu tylko srodkowo-symetrycznych

2. Delta 3/87 Ty

bryl wypuklych. Przy n = 3 dwa oszacowania wspomniane

w ostatniej czeéci tego artykulu daja L(C) < 148 oraz L(C) < 64
dla dowolnej §rodkowo-symetrycznej bryly wypuklej C < E*.
Ostatnio udalo sie uzyskaé [3] ostateczny wynik w tym kierunku:

Twierdzenie 4. Dowolna $rodkowo-symetryczna bryla wypukla
przestrzeni E* daje si¢ pokry¢ o§mioma swoimi jednoktadnymi
obrazami.

Oczywiscie dla rownolegloscianu K mamy L(K) = 8. Mozna
przypuszczad, ze dla dowolnej wypuktej bryly
srodkowo-symetrycznej C < E? roznej od rownolegloscianu
bedzie L(C) < 6. Nawet przy dodatkowym zaltozeniu, ze C jest
wielo$cianem, nie udalo si¢ uzyska¢ odpowiedzi. Natomiast jest
ona pozytywna [6], gdy zalozymy $rodkowa symetri¢ nie tylko
dla naszego wieloscianu, ale i jego $cian (zob. tw. 5). Takie
wielosciany zwane sg zonotopami. Stosuje si¢ je w krystalografii.
Najprostszym przykladem zonotopu jest rownolegloscian. Innym
przyktadem jest dwunastoscian rombowy (rys. 4).

Twierdzenie 5. Dowolny, rézny od rownolegloboku zonotop
Z < E® daje sie pokry¢ szescioma swoimi zmniejszonymi
obrazami jednokiadnymi.

Rys. 4

Co wiadomo o pokryciu w E"?

Przypuszczenie Hadwigera zostalo potwierdzone tylko dla
pewnych klas bryt wypuklych. Klase taka stanowia bryly wypukle
majace co najwyzej 2"— 1 punktow nieregularnych na brzegu.
Wynika to z twierdzenia Boltianskiego, ze L(C) < m+1, jezeli C
ma na brzegu co najwyzej m punktow nieregularnych (zob. [1]).

- Takze L(Z) < 2" dla dowolnego zonotopu Z <. E", co pokazali

Bottianski i Soltan. Co wigeej, L(Z) < : - 2", jezeli Z < E" jest
zonotopem réznym od réwnolegloscianu [6]. Dla dowolnej
srodkowo-symetrycznej bryly wypuklej C = E" Rogers podat
oszacowanie L(C) < 2" (nlnn+nininn+ 5a), a Lewin

i Pietuchin wykazali, ze L(C) < (n+1)". Dowodow tych dwoch
oszacowan nie opublikowano.
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z Matematyki w 1986 roku, przedstawia
skrét nagrodzonej pracy.
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Rozwiazanie zadania M 465. Skorzystamy

z wyniku poprzedniego zadania. Niech Xi = 1,
gdy i-te niemowle jest chlopcem, w przeciwnym
razie X
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- O pewnych wlasnoS$ciach przestrzeni
euklidesowych '

Piotr JEDRZEJEWICZ

-

Artykut stanowi omowienie pracy poswieconej probie aksjomatyzacji wielowymiarowej geometrii
‘euklidesowej. Pomyst napisania tej pracy zrodzil sie po lekturze Geometrii elementarnej

A. W. Pogoriclowa. W pracy ograniczamy sie do zbadania takich pojg¢, jak wymiar, réwnoleglo$¢,
prostopadto$é. Aby wskazad, ze definicje przyjete w pracy sg naturalne, ilustrujemy uzyskane
twierdzenia przykladami z tréjwymiarowej geometrii euklidesowej.

Zanim wypiszemy przyjete w pracy aksjomaty, zrébmy nastepujaca uwage. Rozwazajac
tréjwymiarowa geometrie euklidesowa przyimuje si¢ jako pojgcia pierwotne m.in. punkty, proste
i plaszezyzny, z ktérych kazde, jako uniwersum dla geometrii euklidesowej nizszego wymiaru
ma analogiczne wiasnosci. Mysl tg rozszerzamy rowniez na przypadek przestrzeni euklidesowych
wyzszych wymiaréow. Symbolem E"dlan = —1,0,1, 2, 3... (E-' — zbiér pusty, E° — punkt,
E'— prosta, E? — plaszczyzna euklidesowa, E® — tréjwymiarowa przestrzen euklidesowa)
bedziemy oznacza¢ n-wymiarowe przestrzenie euklidesowe, ktére zamiennie nazywa¢ bedziemy.
n-przestrzeniami lub po prostu przestrzeniami.

Punktem wyj$cia do naszych rozwazan jest nastepujacy uklad aksjomatow.
1 Dla kazdej przestrzeni istnieje punkt nie nalezacy do niej.
II Czescia wspolna dwoch przestrzeni jest przestrzen.

I Jesli E* = E',tok =L JeSli EX< E' i E* £ E, tok < .

1V Dla dowolnych n+ 1 punktéw nie bedacych rownoczesnie elementami tej samej
(n— 1)-przestrzeni istnieje dokladnie jedna przestrzen zawierajaca te punkty.

V Dla dowolnej n-przestrzeni i kazdego m = n istnieje m-przestrzefi zawierajaca t¢ n-przestrzen.

VI Jeéli E" = E™*1, to E™*! jest suma E" i dwoch, roziacznych i roziacznych z E”,
(n+ 1)-pélprzestrzeni otwartych, takich, ze odcinek o koricach nalezacych do jednej
(n+1)-pdlprzestrzeni nie ma punktéw wspolnych z E", a odcinek o koricach w dwoch
(n+ 1)-polprzestrzeniach ma punkt wspolny z E"(n = 0).

Powyzszy uklad aksjomatéow nie byt badany pod katem niezaleznosci. W gruncie rzeczy jego
cecha jest duza naturalno$é, zgodnoéé z intuicja. W efekcie rozwazan o charakterze wylacznie
czystej dedukcji uzyskuje sie pewna liczbg twierdzen, z ktorych przytaczamy jedynie najwazniejsze.

Uwieficzeniem pierwszej czesci dotyczacej wlasnosci wymiaru jest

Twierdzenie. Jesli k-przestrzen i I-przestrzen generuja m-przestrzen, a przekrojem ich jest
w-przestrzen (w = 0), to m+w = k+1L

Uzyte wyzej pojecie generowania przestrzeni przez zbior okreslamy nastgpujaco.

Definicja. Zbioér X generuje przestrzef, jesli jest to n-przestrzen zawierajaca zbior X oraz nie
istnieje (n— 1)-przestrzen zawierajaca ten zbior. Przestrzen generowana przez zbior X oznaczamy
symbolem {X ). T

W drugiej czgéci pracy omowione jest pojecie rownoleglosci przestrzeni.

Definicja. k-przestrzeni i I-przestrzen, gdy k < I, nazywamy rozlacznie ré\{'noleg{ymi,jesli 53
roziaczne i leza w (/+ 1)-przestrzeni (k = 0).

Definicja. k-przestrzen i [-przestrzen nazywamy rownolegtymi, jesli sa rozlacznie rownolegle lub
jedna zawarta jest w drugiej (k, / > 0). Jesli E* i E' sa rownolegle, to piszemy E*|| E',

Wiadomo, 7e do kazdej plaszczyzny przez dowolny punkt mozna poprowadzi¢ plaszczyzng
réwnolegla i przy tym dokladnie jedna. W naszym przypadku zachodzi twierdzenie ogolniejsze.

Twierdzenie. Do kazdej n-przestrzeni przez dowolny punkt mozna poprowadzi¢ n-przestrzen
rownoleglg i przy tym dokladnie jedna (n = 0).

Dalsze udowodnione w pracy wlasnoéci relacji rownoleglosci przedstawiaja si¢ nastgpujaco.

Twierdzenie. Jesli E¥||E', E'||[E™, k < I < m, to E*||E™,



Rozwigzanie zadania M 463. Z rozwinigcia

funkcji e* w szereg potggowy mamy
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Rozwigzanie zadania F 217. W procesie

anihilacji musza by¢ spelnione m.in. zasady

zachowania energii i pedu, PoniewaZ energia

kinetyczna elektronu i pozytonu jest bardzo

mala w poréwnaniu z energig spoczynkowsa

(miec? = 0,511 MeV), to mozemy, )3 zaniedbad
(c jest predkoscia swiatfa).

Calkowity ped anihilujgeych czastek jest

rowny zeru, Poniewaz ped musi b

achowany,

w wyniku anihilacji nie moze powstac jeden

foton, ped fotonu jest bowiem zaw

od zera. Z:

1
ad

a zachow

bedzie spelniona, jesli powstana dwa fotony

o przeciwnych pedach.

Zasada zachowania energii ma. postac

2mec? = Zhr

z kwantow

nie moze mied

3

elektronowo-pozytonow

= 2mec?-

Twierdzenie. Je$li (E*UE'Y = E™, E*NE"
takie EY i EY, ze (EYUE!> = ET, EfnE}

E¥,w > 0, E||E* E{||E', Ef\nE{ # @, to istnieja
By ELlE" i B EY:

1

W najprostszej swej nietrywialnej postaci k = [ = 1, m = 2, w = 0, fakt ten oznacza, Ze jesli
mamy pare prostych przecinajacych sie i przez punkt poprowadzimy do nich réwnolegle, to
wyznacza one plaszczyzng réwnolegla. Warunek EXNE] # @ mozna zastapi¢ przez E¥, El < E™.

Twierdzenie. Jesli E*||E™, E*||E", E"nE" = E', to E*|E".

Wezmy prosta rownolegla do dwoch przecinajacych sie plaszczyzn, Twierdzenie powyzsze
orzeka, Ze prosta jest rownolegla do krawedzi przecigcia tych plaszczyzn.

Twierdzenie. Jesli przestrzen przecina dwie przestrzenie rownolegle, to te przekroje sa
przestrzeniami rownoleglymi.

Przecigcie plaszezyzna dwoch plaszezyzn rownoleglych tworzy dwie proste rownolegle.
Twierdzenie. Dwie dowolne n-przestrzenie leza w rownoleglych 2n-przestrzeniach (n = 0).

Dwie dowolne proste leza w plaszczyznach réwnoleglych.

W trzeciej czgdci pracy przedstawione sa podstawowe wlasnosci relacji prostopadlosci przestrzeni.

Definicja. Prostg i n-przestrzent nazywamy prostopadlymi, jesli ich przekrojem jest punkt i prosta
ta jest prostopadla do kazdej z n prostych przechodzacych przez ten punkt i takich, ze ich suma
generuje te n-przestrzen (n = 1).

~ Definicja. k-przestrzen i l-przestrzen, gdy k < [, nazywamy $cisle prostopadtymi, jesli sig

przecinaja na (k— 1)-przestrzeni i istnieje prosta zawarta w k-przestrzeni, prostopadta do
I-przestrzeni (k = 1). :

Definicja. k-przestrzen i e‘-przestrzéﬁ nazywamy pekowo prostopadlymi, jesli ich przekrojem jest
punkt i kazda z k prostych, ktore generuja k-przestrzen, jest prostopadla do kazdej z [ prostych,
ktore generuja l-przestrzen (k, [ = 1). '

Prostopadtosc écista oznaczamy .1, a pegkowa T.

Definicja ta jest poprawna, nie zalezy od wyboru ukladow prostych generujacych dane
przestrzenie, na mocy nast¢pujacego faktu.

Twierdzenie. Jesli prosta jest prostopadia do przestrzeni, to jest prostopadia do kazdej prostej
zawartej w tej przestrzeni i przechodzgcej przez jej punkt przecigcia z ta przestrzenia.

W przypadku tréjwymiarowym stwierdzenie to oznacza, ze jedli prosta jest prostopadia do dwoch
prostych zawartych w plaszczyZnie i przechodzacych przez jej punkt przecigcia z ta plaszczyzna,
to jest prostopadla do kazdej prostej przechodzacej przez ten punkt i lezacej w tej plaszczyzZnie.

A oto waznigjsze wlasnosci prostopadiosci udowodnione w pracy.

Twierdzenie. Dla dowolnej przestrzeni E* przez dowolny punkt 4 € E* mozna w E**! zawierajacej
E* poprowadzi¢ E' pekowo prostopadta do E* i przy tym dokladnie jedna (k, ! = 0).

Twierdzenie. Jesli EXLE", E}||E*, E}||E*, EXnE! # @, to E}LE}, ~
Twierdzenie. Jesli E*TE, E¥||E¥, E}||E', E¥snE] # @, to EXTE].
Twierdzenie. Je$li EXTEY, ESTE!, E*, E¥, E' < E**!, to E*||E%.

Interpretacja powyzszych twierdzen w tréjwymiarowej geometrii euklidesowej jest oczywista.
Zwro¢my uwage, Ze ostatnia z tych wiasnosci nie ma swego odpowiednika w przypadku
prostopadtosci Scislej (rozwazmy np. plaszczyzng i dwie przecinajace sig plaszczyzny do niej
prostopadie). : J

Na zakoriczenie przytoczymy ostatnie (sze$¢dziesiate czwarte) udowodnione w pracy twierdzenie.

Z kazdego punktu do kazdej przestrzeni (E", gdzie n = 1) nie zawierajacej tego punktu mozna-
poprowadzi¢ prosta prostopadia i przy tym dokladnie jedng.

Fakt ten stwarza mozliwo$¢ okreslenia odleglosci punktu od przestrzeni. Pojecie to moze
stanowi¢ poczatek badan wlasnosci metrycznych E”.




zostal opracowany w roku 1838 w celu przekazywania

wiadomosci telegrafem. Kazdej literze odpowiada pewna

kombinacja ,,kKropek” i ,,kresek” — krotkich i dlugich
sygnatow. Co ciekawe, literom czgsciej wystepujacym
w jezyku angielskim odpowiadajg krétkie kody,

a rzadziej wystepujacym — diuzsze. E, ktére pojawia
si¢ najczesciej (Srednio 131 razy na 1000 liter), to
pojedyncza kropka. Z wystepuje srednio 1 raz na
1000 liter i ma kod ,,— —..”. Nietrudno zauwazy¢,
ze taki sposob kodowania jest oszczgdny. Przekazanie
wiadomosci ztozonej z 1000 liter wymaga $rednio 2500
znakéw i 1000 odstgpow migdzy kodami
poszczegolnych liter (sa to odpowiedniej diugosci
pauzy). Gdybysmy natomiast chcieli kodowa¢ tekst

w sposéb prymitywny, dla kazdej z 26 liter trzeba by
bylo pigciu znakow (dlatego, Ze jest tylko 24 = 16

ciagow ztozonych z czterech znakéw; dopiero 2° = 32).

Moglibysmy tu zrezygnowac z odstepow miedzy
literami, niemniej jednak 1000 liter wymagatoby 5000
znakow.

Alfabet Morse’a mozna przedstawi¢ w postaci drzewa.

W weztach znajduja si¢ litery wraz z czgstosciami. Krok

w lewo to kropka, w prawo — kreska. Wida¢ tu jednak
pewne odchylenia od optymalnego wyboru kodéw.
Zastanawia niska pozycja O (— — —) i wysoka M

(— —). Moze wzigto pod uwage tatwosé uczenia si¢
alfabetu? Z szesciu liter: E, T, I, A, N, M, ktorych

kody sktadaja sie z co najwyzej dwoch znakéw, mozna
pewnie ulozy¢ wigcej stow do ewentualnych ,,wprawek”,
niz z szedciu liter najczesciej wystepujacych: E, T, L, A,
N, O. Na dodatek litery E, T, I, A, N, M stanowig i tak
prawie 509, tekstu.

swdgperanae ;e
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Co bedzie, jesli zechcemy kodowac nie pojedyncze
litery, ale pary lub tréjki liter czy wreszcie cale stowa?
Okazuje sig, ze taki kod jest jeszcze bardziej oszczedny,
ma jednak powazng wade: procesowi kodowania
podotalby chyba tylko komputer. Pierwotny pomyst
Samuela Morse’a byl wlasnie taki. Kombinacje kropek
i kresek oznaczaly numery stéw w ksiedze kodowej, nad
ktéra Morse pracowal w latach 1832—1837.

Przedstawimy teraz inny sposéb kodowania, pochodzacy
od Huffmana. Dla prostoty przypusémy, ze w
przekazywanym tekscie wystepuja symbole A, B, C, D,
E, F, G, H z czgstosciami odpowiednio 300, 260, 100,
80, 70, 70, 60, 60 na 1000 znakéw. Budujemy teraz
drzewo od dotu: najpierw znajdujemy dwa znaki

o najmniejszych czestosciach. Laczymy je wezlem

i piszemy w wezle sume czgstosci. Zapominamy teraz

o czestosciach znakow ponizej wezla (weztow)

i powtarzamy operacje, dopoki si¢ da. (Drzewo na
rysunku zostalo juz uporzadkowane.) Na galeziach
drzewa prowadzacych w lewo piszemy 0, w prawo —1.
Mozemy teraz odczytaé kody: E to 0100, B — 10,

A — 00. Po chwili zastanowienia wida¢, Ze nie potrzeba
tu dodatkowych znakdéw dla odstepéw miedzy kodami
poszczegolnych symboli. Taki kod jest
najoszczedniejszy, jesli chcemy kodowaé pojedyncze
symbole.

Na zakonczenie zauwazmy, ze kodem stuzacym do
przekazywania wiadomosci jest jezyk naturalny.

Procesy optymalizacyjne zachodza w nim migdzy innymi
dzieki naszemu lenistwu. Oto kilka przykladéw:

w sklepie méwimy raczej ,,kilo” zamiast ,,kilogram”,

a ,,szescdziesigt” w potocznej wymowie brzmi

,,szesigt”. Przypomnijmy szkolne ,,panie psorze”

i staropolskie ,,Waszmos¢” 1,,Was¢”, pochodzace od
,»Wasza Milo$¢” oraz liczne zdrobnienia imion.

W rezultacie stowa czgsciej uzywane sg krotsze, a uczace
si¢ mowic¢ dziecko najpierw przyswaja sobie stowa
,»,mama”, ,tata” ,kot” i tym podobne, zanim przyjdzie
kolej na tasiemce, takie jak ,,antyimperialistyczny”,
,,kontrpropozycja” i ,,rewaloryzacja”.
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Dr Zbigniew SAWON

Oczywiscie Czytelnik bez trudu zauwazy,
Ze przedstawiong konstrukcj¢ mozna

= 7 1
uogdlni¢ biorge zamigst ciggu gy = =

dowolny ciag ¢y = 0, 05 > 0. Tak tez
wygladala w oryginale praca St. Mazura.
Wybralem jednak jeden konkretny ciag
oczekujac, ze uwazny Czytelnik bez trudu
uchwyci ideg tego pomyslu i potrafi jq
zaadaptowa¢ do przypadku ogdlnego.

Pewien kontrprzykiad skonstruowany

przez Stanistawa Mazura

W listopadzie ubieglego roku minela pigta rocznica $mierci Stanistawa Mazura, ktéry byl moim
wielkim mistrzem. Pamigtajac o tym pozwolg sobie przypomnie¢ jego pierwsza publikacje, ktora
stala si¢ przyczyna dlugotrwalej i owocnej wspolpracy ze Stefanem Banachem.

Zaczne od paru definicji:

Niech A = (@n, 1)n.x = 1, 2, ... bedzie nieskoriczona macierza o wyrazach rzeczywistych
spelniajaca nastepujace warunki
Dage=0,0,, # 0,0, x=0dlak =n+1, n+2, ...,
2) dla kazdego kK mamy lim an, = 0,
n—og
n
3) lim anx = 1.
n—w k=1 -

n
Mowimy, ze ciag x = (1,)52, jest limesowalny macierza 9, jesli istnieje lim Z n, k 1k
n—+o0 k=1

Wowczas

n
(i) liczbe A.(x) = 2 a,, xIx nazywamy n-tg transformata ciaggu x wyznaczona przez macierz 9,

(ii) liczbe A(x) = lim A,(x) nazywamy uogélniona granica ciagu x wyznaczona przez macierz I,
n— 0

(iii) zbior A* = {x = ()2 ,: istnieje lim A4,(x)} nazywamy polem metody limesowalnosci
n—00

wyznaczonej przez macierz .

LY
Warunki 1, 2 i 3 zapewniaja, Ze wszystkie ciggi zbiezne leza w polu metody 2 i ze granica
uogolniona dla ciagu zbieznego jest rowna jego zwyklej granicy. Aby Czytelnik mogt si¢ o tym
przekonaé, odsylam go do mojego artykulu ,,Metoda wedrujacego garbu”, zamieszczonego
w 0smym numerze zeszlorocznej Delty.
Przykladem metody limesowalnosci jest metoda wyznaczona przez macierz:

L dlak=1,2,...,n,
n

da,k =
0 dlak>=>n
Wowczas dla kazdego ciagu x = (1),
Lt LT
A= ——"" (n=1,2,..).

Jednym z podstawowych problemow teorii limesowalnosci w poczatkowym stadium jej rozwoju
byt problem sformutowany przez Hugona Steinhausa:

Niech U i B beda dwiema macierzami spetniajacymi warunki 1, 2, 3. Przypu$¢my ponadto,

ze A* = B*, Czy dla kazdego x € A* musi by¢ A(x) = B(x)? Inaczej mowiac, czy'jesli dwie
metody limesowalnosci maja jednakowe pole (,,uzbiezniaja” te same ciagi), to uogodlnione
granice sa takie same? Problem ten rozwigzal Stanistaw Mazur i odpowiedz jest negatywna.
Prostota podanego przez niego kontrprzykladu pozwala na przedstawienie go na lamach Delry.

Zamiast wypisywa¢ macierze U i B wypiszmy od razu transformaty odpowiadajace tym
macierzom, proszac jednoczesnie Czytelnika, aby za autora wypeinit t¢ luke

Ay(x) = By(x) = 14,

1 (=11 - 1
Ag(X) = ta_ 1+ — 1y, Bu(x) = (1+7) a1+ —1t. (n=2,3,..)
n (n—1)! n .
Zatem
*) R R % e Bies
alX) = AplX _('”Tl')_!"n-l =Ly Iy e
Oznaczmy:

Q‘=“Q"=H(1+ (;Il) ) dan=2,3,..

k=2

Czytelnik z latwoscia udowodni, ze ciag Q, jest zbiezny i Ze jego granica jest liczba dodatnig.
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Dlan = 2,3, ... mamy wzory

g0 (=D (= 1)1
al ZA‘(") a2 ZB““ D0,

Nalezy teraz zauwazy¢, ze gdy ciag (8)¢2, jest zbiezny, to zbiezne sg teZ szeregi

( l)k =1 ( l)k 1 ;
Zﬁ" Zﬁ‘“ (=D

z tego za$§ wynika, ze jesli jeden z ciagow (A} 1, (B(X)Z | jest zbieiny, to zbiezny jest tez

I\ 2 ! ;
ciag ((— 1) kil) - Ze wzoru (*) wynika, Ze ciagi (4x()2; i (Bu(x))#2, sa jednoczesnie
k=2 g =

zbiezne lub rozbiezne. Czyli, ze A* = B*, Tymczasem t_:l]a ciqlgu xo = ((—1)"n!s% ; mamy

K EWE - i Ay = 0 oraz B(xg) = 1.

Zacytowany tutaj kontrprzyklad zachwyci¢ moZe swoja prostota i elegancja. Nalezy tez

pamigta¢ o tym, ze autorem jego byl dziewigtnastoletni samouk. Stanistaw Mazur opublikowat
powyzszy kontrprzyktad w jednym z czasopism niemieckich. Po pewnym czasie artykut ten dotarl
do Stefana Banacha, ktory polecit odszuka¢ we Lwowie autora. W ten sposob doszlo do
pierwszego spotkania dwoch gigantow polskiej matematyki. Byé moze w kolejnym artykule
napisze, w co grywali w wolnych chwilach Stanistaw Mazur i Stefan Banach.

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

A
M 463. Udowodnié, ze ""_*_‘29 < it
Rozwigzanie na str. 7

M 464. Niech (X;){Z, bedzie ciggiem niezaleinych zmiennych losowych,

™

- A2n

PXi=1)= Py = ~1) = o, Sy = X, + X ... + Xo. Pokazat, 76 EelSy < ¢*
Rozwiazanie na str, 12

M 465. W Polsce rodzi si¢ rocznie 700 tysiecy niemowlat. Zatézmy dla uproszczenia rachunkoéw,
ze prawdopodobienistwo urodzenia chtopca wynosi -;_ Oszacowac¢ mozliwie najlepiej

‘prawdopodobienstwo tego, e liczba chiopcéw przewyiszy liczbe dziewczat o 7 tysiecy lub
wiecej.
Rozwigzanie na str. 6

Redaguje mgr Rafal STARONSKI

- F 216. W wyniku oddzialywari elektromagnetycznych czastek o przeciwnych ladunkach
elektrycznych (np. elektronu e~ i pozytonu e* lub pionéw =* i n~) moze powstawaé zwiazany
uklad tych czastek tworzac rodzaj atomu. Opierajac si¢ na modelu atomu Bohra znalezé:

a) Wartos¢ energii stanu podstawowego pozytonium, tj. atomu powstalego z e~ i e*.

b) Energi¢ kwantu y wypromieniowanego przy przejéciu pionium, tj. ukladu z~ i =+, ze stanu
wzbudzonego o n = 2 do stanu podstawowego (n = 1). Oszacowaé rozmiary pionium i
pozytonium w stanie podstawowym. Masa elektronu i pozytonu jest taka sama i wynosi

me = 9,1-1072! g; masy piondéw n* i m~ przyja¢ nalezy za réwne i wynoszace mz & 273,1 - m.;
ladunek elektronue = 1,6 - 107° C.

Rozwigzanie na str. 13

F 217. Egzotyczne atomy omowione w poprzednim zadaniu sg nietrwale. Np. pozytonium rozpada
si¢ po krotkim czasie na skutek anihilacji elektronu i pozytonu. Ile co najmniej kwantow y
powstanie w wyniku tego procesu? Czy energia ich bedzie wystarczajaca do kreacji nowej pary
elektron-pozyton?

Rozwiazanie na str. 7



Biate karly

Dr Tomasz KWAST

Kazda stabilna gwiazda zawdziecza swoje trwanie rownowazeniu sie sit dzialajacych na kazdy
element jej objetosci. Sily te s3 przynajmniej dwie: cigzar i parcie hydrostatyczne. Faktem jest,
7e parciu hydrostatycznemu pomaga ci$nienie $wiatla, nie bedziemy jednak go uwzgledniaé, gdyz
w gwiazdach, o ktorych bedzie mowa, jest ono nieistotne. Zatem w sferycznie symetrycznej
gwiezdzie element objgtosci o jednostkowej podstawie i wysokosci dr w odleglosci r od srodka
gwiazdy wazy GM,pdr/r?, gdzie M, jest masa gwiazdy zawarta w kuli o promieniu r,
p-gestodeia elementu, G — stala grawitacji. Ciezar ten jest réwnowazony przez roznice ciénieft
dP na drodze dr. W rezultacie w kazdym punkcie wewnatrz gwiazdy spelnione jest rownanie
(rownowagi hydrostatycznej) :

dP GMy

dr pé

Oczywiste jest ponadto, ze masa d M, warstewki gwiazdy o grubosci dr wynosi 4nr?odr, skad
mamy drugie rownanie (ciggloéci) '

= dar?p.
dr .

(O innych réwnaniach budowy wewn@tfznej gwiazd pisaliSmy w Delcie 12/1982.)

Z tych dwoch réwnan mozna od razu wyeliminowad M,.
Mianowicie: pomnozywszy pierwsze przez r? /g, zrozniczkowawszy formalnie wzgledem
r i skorzystawszy z drugiego dostajemy

1 °d {+2 dP T
rzdr(g dr)u s
Rownanie to zawiera dwie funkcje niewiadome P(r) i o(r), jest wiec nierozwiazalne, dopdki nie
okreslimy jeszcze jakiego$ zwiazku miedzy nimi. Narzucajace si¢ tu rOwnanie stanu gazu
doskonalego jest nieprzydatne, bo wprowadza nastepna nieznana funkcjg, temperature. Tak sig
jednak sklada, ze w pewnych warunkach temperatura gazu nie ma wplywu na pozostale jego
parametry. Tak jest w niskich temperaturach lub przy duzej gestosci gazu, gdy przejawia on
wlasnosci kwantowe. Jest on wtedy tzw. gazem zdegenerowanym i jego rownanie stanu jest
algebraicznym zwiazkiem migdzy ciSnieniem i gestoscia, zawierajagcym ponadto tylko stale
fizyczne. Nie bedziemy tego rownania stanu wyprowadza¢ — wydluzyloby to znacznie
artykut — a ponadto bardziej zalezy nam na ukazaniu do$¢ niezwyklych wlasnosci gwiazd
zbudowanych z materii zdegenerowanej. Przyjmijmy wigc bez dowodu, Ze parametryczne
rownanie stanu elektronowego gazu zdegenerowanego ma postac:

ci$nienie P = A - f(x), gesto§¢ p = Bx3,
j_ ﬁ! : gdzie f(x) = 2x* V1+x3=3x)y/1+x*+3Arsinhx,
Rozwigzanie zadania M 464. M mdc® 8am3c*H
ozwlazam: Za _a:la amy A= f'_"{{_ = 6,002' ]{)21 Pa, B = = = 9,739 . 103 He kg}rma,
EetS1 = = -'—‘,: . Przypuiémy, Ze 3h - 3h

A e gdzie z kolei m oznacza masg elektronu, ¢ — predkosc swiatla, h — stala Plancka, H — mase
EeASm — (%) . Wiedy EeASmst = jednostki masy atomowej, u, jest tzw. masa atomowa przypadajaca na jeden elektron i dla helu
L EellSm+Xme1) = EchSmeAXmir — wynosi dokladnie 2 (kazdy atom helu ma masg atomowa 4 i 2 elektrony), natomiast dla

m 3 pierwiastkow cigzszych niewiele wigcej.
= 3 MAP(Su = k, Xnis = D+

) Przejdimy w ostatnim réwnaniu do zmiennych bezwymiarowych (%, ¢) wykonujac podstawienie
m 5 s = 2=
5 Z Sk et sl iy Sr=an, x=VYpp—1,
et : esed L
Hopoeld Bl gdziea = — —, a sens parametru J wyjasni sie za chwil¢. Po nieco Zmudnych, ale fatwych
SRR Z MR P(Sy = k) = Bf G :
= k=—m rachunkach dostajemy rownanie
- HapA o (_“{l_*_‘__f)mﬂ_ i do 1 \372
2 . ) o3 i o e B
- ; i Pdg \" dy i3
Korzystalismy z faktu, e zdarzenia "
{Sm = k}i {Xm+1 = j} sa niezalezne.

Aad i Od funkcji @(n) bedziemy iqda_é, by I?yla unormowana (p(0) = 1) oraz stosownie ,,gladka”

= } (¢'(0) = 0). Poniewaz gestos¢ @ wynosi B(f2¢*—1)*/%, a co za tym idzie — w centrum gwiazdy
dla kazdego n. Na mocy poprzedniego ' mamy g, = B(f*—1)%, wiec f§ jest monotoniczna funkcja gestosci centralnej i przybiera wartosci
zadania Ee?Sn < 133, z przedzialu (1, o0). :

Zostalo wykazane, ze EeASn = (



Wiasnoéci bialych karléw
B2 eclB n Riaf (—nehy M|Mmax

¥

it 0 oo o0 0 ]

% 1" 3,533 2,498 0,707 0,350
5 B 3,127 1,667 1,243 0,616
0 27 4,069 1,287 1,519 0,752
20 83 4,460 0997 1,710 0,847
50 343 4,986 0,705 1,865 0,924
100 985 5,357 0,536 1,932 0,957
w o 6897 0 2,018 1

Rozwigzanie zadania F 216. W egzotycznym
atomie czastki kraza po orbicie kolowej

wokodl srodka masy. Poniewai masy czastek 'sg
rowne, wige Srodek masy znajduje sie

w jednakowej odleglosdei r od Kaidej z nich,

Mamy wigc pierwszy, bardzo wazny wniosek : gestos¢ centralna jednoznacznie okresla strukture
zdegenerowanej gwiazdy. Bowiem w réwnaniu (*) mamy tylko jeden dowolny parametr £
(,.gestos¢ centralng™) i ma ono, przy narzuconych warunkach poczatkowych, rozwiazanie.

Tabelka podaje niektére parametry biatych kartéw w zaleznosci od § (dolny wskaznik ,,1”
oznacza wartos¢ danej funkcji na powierzchni gwiazdy, czyli tam, gdzie (7)) przyjmuje po raz
pierwszy wartos¢ zero: @(x,) = 0). Postugujc sig ta tabelka mozna samemu obliczyé np. mase
(M), rozmiary (R) bialego karla o zadanej gestosci centralnej. Mamy bowiem

R } 1
M = an{ or*dr = 4ma®Bp? d(-—n
o

0

1 R de
AT
B?* \nG dn/,

Ostatni czynnik nawet dla najmasywrﬁejszych gwiazd jest skoriczony, zatem widzimy, Ze istnieje
naturalne ograniczenie na mase bialego karla. Dla karla helowego byloby

1 (24

3/2
Mopas = 47— (—) -2,018 =
: G

Mg = 1,456 Mp.

Jest to tzw. granica Chandrasekhara. Bialy karzel o takiej masie musialby mie¢ rozmiary zerowe,
co wynika z faktu, Ze R = an, = const- 7,/ — 0, przy f — 00. W ogdlnosci wida¢, ze im

masywniejszy bialy karzel, tym jest mniejszy.

Pytanie tylko — czy aby nie zajmujémy sie obiektami nieistniejacymi? Otoz nie. Nieustannie
przerabiajac wodor na hel kazda gwiazda wytwarza w swoim centrum helowe jadro. Jezeli masa
gwiazdy jest niewielka (ponizej 0,5 M), to jej temperatura centralna jest zbyt niska, aby hel
mogt zacza¢ sig pali¢. Takie helowe jadro nie produkuje wiec energii, a tylko zwigksza mase

i ulega éciskaniu przez polozone wyzej warstwy gwiazdy. Owo $ciskanie prowadzi do degeneracji
materii i tak w centrum gwiazdy powstaje nowy osobliwy obiekt — kula zdegenerowanego helu.
Gdy zewnetrzne warstwy gwiazdy ulegna ewentualnie rozproszeniu (np. przechodzac przez faze
mgtawicy planetarnej), helowe jadro zostaje odsloniete i oczom obserwatora ukazuje sie mala,
goraca gwiazda, Swiecaca juz tylko dzigki stygnieciu, czyli helowy bialy karzel. Gwiazda :
masywniejsza jest w stanie sprezy¢ helowe jadro do temperatury wyzszej od temperatury zaplonu
helu. Wtedy w centrum jadra zaczynaja tworzy¢ sie jeszcze cigzsze pierwiastki i tak dochodzi do
powstania gwiazdy o wielowarstwowej strukturze z jadrem np. weglowym. Po rozproszeniu
warstw zewngetrznych odstania sig bialy karzel o niejednorodnym skladzie chemicznym. Zauwazmy,

ze bez wzgledu na sklad chemiczny jego p.
T0zni sig od przytoczonej juz granicy Chandrasekhara.

~r
-

2, wskutek czego jego maksymalna masa niewiele

Dalsze losy takiej gwiazdy zaleza od tego, jak bardzo jej masa jest zblizona do granicy
Chandrasekhara. Malo masywne biale karly — jak powiedzielismy — po prostu juz tylko stygna,
natomiast w masywnych moze zmieniaé si¢ u.. Odpowiedzialny za to jest tzw. rozpad beta plus,
czyli neutronizacja materii. Mianowicie, przy ogromnej gestosci materii wewnatrz gwiazdy
zachodzi ,,laczenie” protonow z elektronami. Liczba nukleonéw pozostaje wtedy stala, lecz
ubywa elektronow, a wiec u, rosnie. Obniza sic wtedy warto$é M., i moze sie okazaé, ze od
pewnej chwili masa karla (pozostajac nie zmieniona) musialaby by¢ wigksza od dopuszczalnej
przez aktualne u.. Prawdopodobnie wtedy centralne czesci karla zapadaja sie, wyzwolona w ten
spos6b ogromna energia grawitacyjna rozrywa reszte gwiazdy i obserwujemy wybuch supernowej
I typu. Pozostaje po tym, byé moze, gwiazda neutronowa, ale to juz inna historia.

i3

W normalnym atomie ze w2gledu na duza
mase jadra w pordéwnaniu z masa elektronu
srodek masy praktycznie pokrywa sie ze
srodkiem jadra. Z poréwnania sily
odsrodkowej i przyciggania

elektrostatycznego
U} el
St L R
r 4reg

Z postulatu Bohra, 2rmv = nh2x,

n=1,2,...,Iiz powyiszego réwnania

otrzymujemy

4ze; nth? e? 5
e  4am’

i

(13 v =

Calkowita enérgia ukladu pozyton-elektron
WwWyYnosi

@) poprr - o

2 dme, Ir

Wstawiajgc (1) do (2) otrzymujemy energie
poziomow energetvcznych atomu

et \? aim
Ey = — 2 S
( 4.'”'0) hin?
Wstawiajac za m mase elektronu
otrzymujemy e'nurgiq stanu podstawowego
pozytonium E; = —6,8 ¢V
(leV = 1,6-10-12 J). Energia
wypromieniowanego kwantu y przy
przejiciu ze stanuon = 2don = 1
w przypadku pionium wynosi

maet 1
E,=E;—F = ————(1——| = 1,4 MeV.
¥ S 16€)h2 (1 4)

Na podstawie wzoru (1) otrzymujemy
promienie orbit stanu podstawowego
pozytonium i pionium odpowiednio

re= 53-10-11 f, rg = 1,9+10-13 m,



Klub 44

1-44

Czotdéwka 1ligi zadaniowej "Klub 44 M"

po uwgglednieniu ocen rozwiggar
gadari 135 /WD=2,27/ 1 136 /WT=1,12/
2 numeru 9/1986

Marek Prauga
Jerzy Mikuta
Henryk Mikorajczak
Zbigniew Zaus
Michat Marczak
Edward Orzechowski

Poraj 46, T4pkt
Zielona G. 46,17pkt
WaXbrzych 41,64pkt
KErakéw 38,05pkt
Radom 36,56pkt
Warszawa  35,43pkt

Panowie Prauza i Mikuta - obaj juz po

rag drugi.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki 1 Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

Skrot regulaminu

Kazdy moie nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n+ 2. Szkice rozwigzan
zamieszczamy w numerze n+ 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesige lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z [izyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspoélczynnik
trudnosei danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg
0s0b, ktdre nadeslaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktorejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktow jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1987.

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 1987
Zadania z matematyki nr 147, 148

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

147. Dany jest §cisle rosnacy ciag (k,.), ktorego wyrazami sg liczby naturalne. Niech z, bedzie
najmniejsza wspolna wielokrotnoscia liczb x,, ..., x,. Czy szereg ¥ 1/z, musi by¢ zbiezny?

148. Niech P bedzie punktem wewnetrznym wieloscianu wypuklego W spelniajacego nastepujacy
warunek : (*) z kazdego wierzchotka wychodza dokladnie 3 krawedzie. Zalozmy, Ze w szkielet
kazdego ostrostupa, ktérego podstawa jest dowolna $ciana wieloscianu W, a pozostalym
wierzchotkiem — punkt P, mozna wpisa¢ kule. Dowies¢, ze w szkielet wieloscianu W mozna
wpisa¢ kule. (Kula wpisana w szkielet wieloscianu to kula styczna do wszystkich jego krawedzi.)

Zadanie 148 przystal pan Henryk Kornacki z Augustowa stawiajac przy tym pytanie (ktore
przekazujemy Czytelnikom poza konkursem): czy twierdzenie jest prawdziwe bez zalozenia (*)?

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/1986
Przypominamy tre$¢ zadari:

139. Dane s3 ciagi nieskonczone liczb naturalnych (x), (), (z)). Dowiesc, ze x, < x,, ¥, € Vo, 7, < 7, dla pewnej

. pary numerow p, g.

140. Dany jest trojkat ABC; S 5 = S. Niech E€ BC,Fe CA,Ge AB, AG = GB, 2BE = EC,3CF = FA4;
prBFnprCG = {K}, prCGnprdE = {L}, prAEnprBF = {M}; Sg g = S'. Obllun. S'|S.

139, Jesli ciag o wyrazach naturalnych jest ograniczony z gory, to ma podciag staty; jesli jest
nieograniczony z gory, to ma podciag rosngcy. W kazdym przypadku ma wigc podciag
niemalejacy. Z ciagu (x,){Z, wybieramy podciagg niemalejacy (x;)Z ;. Z ciggu (67 j)}";1 wybieramy
podciag niemalejacy (y; -'t)ﬂ 1. Z ciggu (z, j"),‘;’f; 1 wybieramy podciag niemalejacy (z; i e

[}

Przyjmujac na przykiad p = I.J'k’, q= 1},‘9 dostajemy zadane nierownosci.

140. WprowadZmy na plaszczyznie ukosnokatny uklad wspotrzednych tak, by 4 = (10,0),

= (0,10), C = (0,0). Wowczas K = (2,2), L = (4,4), M = (1,6) (rysunek). Zachodza proporcje
Skim: Sces = KL:CG = 2:5 oraz Scem:Sces = KM:KB = 1:2 i wreszcie Scep:Sapc = 1:2,
skad §°:5 = 1:10.




Rys. 1
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== Kierunek wedrowania zuczka

Rys. 2

Czotdwka 1ligi zadaniowej "Klub 44 F®

po uwzgfqdnieniu ocen rozwigzan
zadari 33 /WI=2,40/ 1 34 /WI=3,80/
z numeru 9/1986

Tomasz Rawlik -

Dezierzystaw
Lipniacki -

Aleksander Surma =
Anna Gluza -
Pawel Rogocs =
Jacek Stelmach -
Piotr Bata -

Gliwice

Lublin
Mys zhdw
Torun
Legnica
Zabrze
Torun

39,04pkt

36,68pkt
34,50pkt
27,03pkt
23,63pkt
20,80pkt
20,62pkt

e e
e R

Rys. 3

Zadania z fizyki or 45, 46
Redaguje dr Andrzejf NADOLNY

45. Rysunek 1 przedstawia obwod autotransformatora o bardzo duzej liczbie zwojow n

(n > 1000), w ktorym opornik o oporze R jest podiaczony do jednego zwoju. Obliczyé

natezenie pradu plynacego przez opornik przy zalozeniu, ze prad ten praktycznie nie wplywa na
strumien pola magnetycznego w rdzeniu autotransformatora, a opor R jest znacznie wiekszy od
oporu jednego zwoju. Jakie jest przesuniecie fazowe pradu plynacego przez opornik w stosunku

do pradu ptynacego przez autotransformator? Jaka powinna by¢ indukcyjno$é autotransformatora,
aby przyjete zalozenie moglo by¢ spelnione?

46. WyobraZmy sobie nieszczgénika, pod ktérym zatamat sie 16d na jeziorze. Majac przy sobie
woreczek z piaskiem, uwiazany na cienkim sznurku, usituje on rzucié¢ go tak, by dotarl jak
najblizej brzegu. Pod jakim katem wzgledem poziomu powinien by¢ rzucony woreczek z dana
predkoscia, jesli wspolczynnik tarcia woreczka o 16d wynosi 0,17 Opér powietrza zaniedbujemy.

Rozwiazania zadan z numeru 11/1986
Przypominamy tre$¢ zadan:

37. Jednorodna, pozioma tarcza o masie M i promieniu R moze sie obracaé, praktycznie bez tarcia, wokél pionowe;j

zice) przez jej srodek © (rysunek 2)

czy wyrusza zuczek (o rozmiarach znacznie mniejszych od R),

muje si¢ w punkcie P po dokonaniu okrazenia. Znajac kat «,
aczyé mase zuczka.

fancucha zlozonego z jednakowych pojemnosci C.

37. Niech poszukiwana masa zuczka bedzie m. Oznaczmy predko$¢ katowa zuczka wzgledem
osi tarczy w inercjalnym ukladzie wspotrzednych przez w., a predkosé¢ katowa tarczy przez w,
(dodatnie wartosci obu predkosci odpowiadaja temu samemu kierunkowi obrotow, np.
zgodnemu z kierunkiem wedrowki zuczka). Wzgledna predkosé katowa zuczka wzgledem
tarczy jest rowna

(1) W = Wy—Ww;.
Ze wzgledu na prawo zachowania momentu pedu (wzgledem osi tarczy) mamy
mwg R?+In, = 0,

gdzie I = MR?/2 jest momentem bezwladnosci tarczy wzgledem jej osi. Wynika stad

Wy M
W 2m’
a po uwzglednieniu zwiazku (1)
M+2m
(2) : W= ———" @,
2m

Fakt obejscia przez zuczka calego obwodu tarczy zapisujemy jako
fo
3) fwdr =2z,
0
gdzie ¢ oznacza zmienng czasows, a fo, — czas wedrowki zuczka. Kat, o jaki obroci sig w tym
czasie tarcza, wyraza sie wzorem
fo
“ fwde = —a
0

(znak minus wskazuje, Ze tarcza obrocila sie w kierunku przeciwnym do kierunku wedrowki
zuczka).

2m
Ze wzorow (2), (3), (4) wynika o = - 27,
2, 3), ) wy P P
o M
Stad wyznaczamy m = S
2n—o 2

Uzyskany wynik nie zalezy od postaci funkcji w(t), czyli od tego, jak zuczek zmienia w drodze
tempo marszu, a nawet od tego, czy przystaje lub chwilami si¢ cofa.

38. Niech wypadkowa pojemno$¢ tancucha wynosi C45. Zauwazmy, Zze dodanie do
nieskonczonego tancucha jeszcze jednego ,,ogniwa”, jak na rysunku 3, nie zmieni jego
pojemnosci.
Wynika stad ' : e
nika s = ——
3 i Cun C C+Cus

Rownanie to przyjmuje po przeksztalceniach posta¢ réwnania kwadratowego o dwoch
pierwiastkach, z ktorych tylko jeden — jako nieujemny — ma sens fizyczny i wyraza poszukiwana
pojemnosé:

Y3i-1

Cap = e C=031C.

1S5



Dila kazdego Zrodia swiatla mozna okresli¢ tzw. wspolczynnik
skutecznosci wizualnej. Jest to ulamek calkowitej mocy
promieniowania, jaki przypada na promieniowanie widzialne,
przy czym definicja uwzglednia dodatkowo zalezno$¢ czulosci oka
od dlugosci fati swiatla.

Cialo doskonale czarne ma maksymalna skuteczno$¢ wizualna
(14%) dla temperatury rownej temperaturze powierzchniowej
Slorica (okoto 6000 K). Wynika to z przystosowania oka do
warunkow oéwietlenia panujacych na Ziemi. Dla 3000 K
skutecznos¢ wizualna jest rowna skutecznosci zarowki, czyli
okolo 3%. Bardzo mala skutecznos¢ ma swieca — tylko 0,13%.
Duzo lepsze sa zrodia $wiatla, w ktorych energia promieniowania
powstaje nie kosztem ciepla, lecz kosztem innych rodzajow energii.
Swietlowki maja skuteczno$é¢ okolo 40%, a lampy sodowe

nawet 45%.

Rewelacyjne z tego punktu widzenia sg Zrodla chemiczne (np.
fosfor, ktorego Swiecenie jest wynikiem utleniania w powietrzu).
Dlatego bardzo dobrg skutecznos$¢ wizualng maja robaczki
$wietojanskie. Jednak absolutnym rekordzista jest afrykanski owad
Photuris pennsilvanica o skutecznosci §wiecenia siegajacej 90%.

AT &
Zgodnie z postanowieniami soboru nicejskiego z 325 roku
Wielkanoc wypada w pierwsza niedziele po pierwszej wiosennej
peini Ksigzyca. Za pierwszy dzien wiosny przyjeto 21 marca.

Z postanowien tych wynika, ze najwczesniej Wielkanoc moze
przypadac 22 marca, a to wowczas, gdy 21 marca wypada

w sobote i w tym dniu jest pelnia. NajpéZniej Wielkanoc
obchodzimy, gdy pelnia wypada 20 marca i jest to sobota.
Wowczas pierwsza pelnia wiosenng jest pelnia 18 kwietnia

w niedzielg, a Wielkanoc obchodzimy w nastgpna niedzielg, tj.
25 kwietnia. Wielkanoc moze zatem przypas¢ w ktorakolwiek
niedzielg miedzy 22 marca a 25 kwietnia.

%ﬂ Wr// -T P <,

Do zapamigtania kolejnych cyfr rozwinigcia dziesigtnego 7 stosuje
sie rozne teksty, w ktorych liczby liter w kolejnych wyrazach sg
rowne odpowiednim cyfrom. Ostatnio w Mathematical
Intelligencer ukazalo sie krotkie opowiadanie umozliwiajace
zapamigtanie 402 cyfr. Jest to pono¢ rekord swiatowy. Autorzy
zachecajac do ulozenia dluzszego tekstu ostrzegaja przed miejscem
601, gdzie pojawiaja sig trzy kolejne zera (zera sa oznaczane
znakami przestankowymi roznymi od kropki) oraz przed
miejscem 772 — tam znajduje sie szeS¢ dziewiatek i 0semka.

RGO e

Punkt orbity heliocentrycznej ciala niebieskiego (np. planety,
komety), najbardziej oddalony od Stonica, w astronomii nosi
nazweg aphelium. Wyraz ten nalezy wymawia¢ ap-helium,

a nie — jak si¢ to czgsto zdarza — afelium, co oznacza miejsce,
w ktorym nie ma kotow i z astronomig nie ma nic wspolnego.

Oto konstrukcja stycznej z danego punktu P do danego okregu
wykonana sama linijka. Prowadzimy z P dwie dowolne sieczne
okregu otrzymujac w przecigciu z nim odpowiednio punkty 4 i B
oraz C i D. Przecinamy proste AC i BD oraz AD i BC otrzymujac
punkty K i L. W przecigciu prostej KL z okregiem otrzymujemy
punkty Qi R. Proste PQ i PR sg styczne do okrggu (ale
dlaczego?).

B

Ciekawe, ze sama linijka nie mozna skonstruowac¢ srodka danego
okregu.

Kazdy z 20 aminokwasow odkrytych w organizmach zywych
(z wyjatkiem glicyny) moze istnie¢ w dwoch odmianach:
prawoskretnej i lewoskretnej.

ARV

alanina lewoskretna alanina prawoskretna

Rysunek przedstawia dwie odmiany alaniny. Obie formy majg
ten sam skiad chemiczny, a roznia si¢ jedynie roztozeniem
atomow — jedna jest odbiciem zwierciadlanym drugiej.
Syntetyczny aminokwas zawiera z reguly polowe odmiany
prawo- i polowg lewoskretnej. W organizmach zywych wystepuje
wylacznie odmiana lewoskretna. Prawdopodobnie ta
maksymalna asymetria powstala przypadkowo. Mozna
przypuszczac, ze bariery ewolucji fatwiej mogla pokona¢ jedna

z réwnowaznych form niz dwie.

} S R
Pierwszym podwojnym laureatem nagrody Nobla jest Maria
Sklodowska-Curie. Uzyskata ona nagrode w dziedzinie fizyki
w 1903 roku i w dziedzinie chemii w 1911 roku. Oprocz niej jest
jeszcze trzech podwojnych laureatéw: Linus Carl Pauling
(1954 — chemia, 1962 — pokdj), John Bardeen (1956 i 1972 —
f izyka) i Frederick Sanger (1958 i 1980 — chemia).
Nikt nie uzyskat trzykrotnie nagrody Nobla, mimo to jest
trzykrotny laureat — Miedzynarodowy Czerwony Krzyz (1917,
1944, 1963)

l
Wezmy na plaszczyznie 5 n(n+3) punktéw, z ktérych zadne trzy-

.

nie leza na jednej prostej i sprobujmy poprowadzi¢ przez nie
krzywa opisang rownaniem W(x, y) = 0, gdzie W jest
wielomianem stopnia n. Okazuje sie, ze zawsze da sie to zrobid,

a gdy n jest wigksze od dwoch — nawet na wiele sposobow. Przez

1
Y n(n+3)+1 punktéw na og6l nie da sie poprowadzi¢ zadnej

krzywej opisanej wielomianem stopnia n. Fakt, Zze dla n > 2 nie
istnieje liczba punktéw wyznaczajaca jednoznacznie krzywa stopnia
n, nazywa sig¢ paradoksem Cramera. Dla n = 2 mamy natomiast
twierdzenie Braikenridge’a — Maclaurina: przez kazde pie¢
punktow, z ktorych zadne trzy nie leza na jednej prostej,
przechodzi dokfadnie Jedna stozkowa (czyli elipsa lub parabola,
lub hiperbola).

PO g

Kopalny uran zawiera przede wszystkim izotop o masie atomowej
238. Jedynie 0,7202%; stanowig atomy uranu 235 uzywanego jako
material rozszczepialny w reaktorach jadrowych. Sklad izotopowy
uranu jest jednakowy wszedzie na Ziemi, a takze w calym
Ukladzie Stonecznym — w skalach ksiezycowych i meteorytach.
Procesy chemiczne, erozja i ruchy tektoniczne spowodowaly, ze
niektore regiony sa bogate w zloza uranu, a inne ubogie. Nie ma
jednak w przyrodzie procesow, ktore moglyby rozdzielaé izotopy.
Dlatego, gdy zauwazono w jednej z fabryk paliwa jadrowego we
Francji, Ze przetwarzany uran zawiera jedynie 0,7171% izotopu
235, rozpoczgto systematyczne badania zloza, z ktorego
pochodzita ruda. Jak si¢ okazalo — centrum zloza, polozonego

w Gabonie, jest jeszcze ubozsze, zawiera bowiem tylko 0,44%,
rdzszczepla!nego uranu.

Aby wyjasmc ten niezrozumialy fakt, trzeba bylo zalozy¢, ze co
najmniej 200 min lat temu w erze prekambry_]sklej samorzutnie
,»zapalila si¢” W zlozu reakcja lafdcuchowa. Dalsze badania
catkowicie potwierdzily t¢ hipoteze. W szczegdinosci stwierdzono
obecnos¢ wielu pierwiastkow bedacych typowymi produktami
reakcji laricuchowej. Ich ilo$¢ odpowiada spaleniu 6 ton uranu 235,
Zatem w ciagu setek lat w tym naturalnym reaktorze wydzielita
si¢ energia rowna okolo 15000 megawatolat. Jest to

w przyblizeniu energia wyprodukowana w ciggu czterech lat
przez jeden reaktor w duzej elektrowni jadrowej.

~
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