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Komputer

stat sie Juz jednym z podstawowych narzedzi fizyka. Stosowany jest do sterowania
ukadami pomiarowymi, szbierania i analizy danych, a w teorii do obliczen

numerycznych i symulacji ewolucji uk¥addw fizycznych metodami dynamiki molekularnej

lub metodami Monte-Carlo.

Pojawia sie nowa galaZ - "fizyka komputerowa',
Na Wydziale Pizyki Uniwersytetu Warszawsklego prazygotowywany jest projekt

specjalizacji "fizyka komputerowa". Tak wige, obok astronomii

medyczne

, rozpoczynajacy w tym roku studia, byé moze, beds mogli jako specjalzacje

fizyki j;drawe:j. fizyki czgstek elementarnych, biofizyki; geuf:\zyki. fizyki

wybraé "fizyke komputerowg".

Wigeej szczegdldéw w majowym numerze "Delty".

fizyki ciara statego,



Potrafimy uzyskaé dokladne (teoretycznie)
konstrukeje

podwojenia szescianu za pomoca paraboli,

trysekcii kata za pomoca Ronchoidy
Mikodemesa lub $limaka Pascala,
rektyfikacji okrggu i kwadratury, kola
za pomoca kwadratrysy Hippiasza.

Danit Granin, pisarz radziecki, w ksiazce Naprzeciw
burzy (PIW, 1964 r.) opisuje zycie naukowcow konca
lat pi@édziesiqtych podczas owczesnej odnowy.
Zamieszcza w niej (str 280) nastgpujacg wypowiedz
(z ktorg sig, rzecz jasna, nie sohdaryzuje) z

— Wszyscy ci uczeni siedzq na karku panistwa i tylko
pijq krew. Taki ci przychodzi do pracy, kiedy ma ochote. |.
Warto by ich do kopalni... Od dwdch lat si¢ grzebiq,
a gdzie produkcja? Zebym mial wiadze, to bym ich

wszystkich... Najpierw oczywiscie po linii partyjnej.

Aby z takimi wypowiedziami mozna si¢ bylo spotkac
tylko w opowiesciach o czasie minionym,

Czytelnikom 1 sobie zyczy

Delta

Linijka, cyrkiel i przyblizone rozw1azan1a
wielkich probleméw

Mgr J arostaw GORNICKI

1
Najstarszymi przyrzadami, ktdrymi postlugiwano sie w geometrii, byly linijka i cyrkiel (ten ostatni
po_]awﬂ si¢ pozZniej, ale gdzie i kiedy — nie wiadomo). Pozwalaja onc na:
1. kreslenie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty,
2. kredlenie okregow o srodku w danym punkcxc i promieniu rownym odlegloéci danych dwéch
punktow,
3. wyznaczanie punktow wspaélnych linii otrzymanych wedlug powyzszych zasad.
Konstrukcyjne wyznaczenie jakiegos punktu (gdy dany jest pewien zbior punktow) polega
na wykonaniu skonczonej liczby krokéw opisanych-w 1, 2, 3. Dzisiaj konstrukcje takie nazywamy
platonskimi lub klasycznymi.

W roku 1637 René Descartes (Kartezjusz, 1596—1650) zapowiedzial nierozerwalny zwiazek
geometrii z algebra kladac podwaliny pod geometrie analityczng i algebraiczng. Stanowilo to
punkt wyjscia ogodlnej teorii wielomianow i opartej na niej algebraicznej teorii konstrukcji
geometrycznych. Tej ostatniej pelny ksztalt nadali matematycy XIX wieku — P. Ruffini,

N. Abel, E. Galois, P. Wantzel, F. Lindemann. Wskazali oni ogo6lne twierdzenia podajace
warunki konieczne lub dostateczne na to, aby konstrukcje platonskie byly wykonalne oraz
dowiedli, ze nie wszystkie punkty mozna otrzymac konstrukcyjnie (patrz M. Brynski,

L. Wilodarski, Konstrukcje geometryczne, Biblioteczka Delty nr 1, WSiP, Warszawa 1979).

Zagadnienie warunkow konstruowalnosci cyrklem i linijka stanowi tylko czes¢ problematyki
zwigzanej z konstrukcjami geometrycznymi. Juz sami Grecy poszukujac rozwiazan
prezentowanych nizej problemow uciekali sie (i to z wielkim powodzeniem) do uzycia krzywych
bardziej skomplikowanych niz okregi i proste lub uzywali innych przyrzadow. Ich konstrukcje

sa tak wzorowe, ze pOZniejsze pokolenia niewiele mogty je udoskonali¢c. Probowano tez konstrukcji
srodkami ubozszymi niz platonskie. Konstrukcjami postugujacymi sie tylko cyrklem zajmowat sig
matémalyk duniski Georg Mohr (1640—1697). Popularnosé¢ zyskaly one dopiero w 1797 roku
dzieki pracy L. Mascheroniego (1750—1800). Idee Mohra i Mascheroniego pozwolily
sformutowac i udowodni¢ twierdzenie, ze kazda konstrukcja wykonalna za pomoca cyrkla

i linijki jest tez wykonalna samym eyrklem. Konstrukcje z uzyciem samej linijki okazaly si¢
mniej efektywne. Jakub Steiner (1796—1863) wykazal w 1833 roku, Ze kazda konstrukcje
klasyczng mozna wykonac za pomoca samej linijki, jezeli na plaszczyznie dany jest pewien okrag
oraz jego $rodek (patrz H. Rademacher, O. Toeplitz, O liczbach i figurach, PWN, Warszawa
1956, str. 221—235).

1 :



Rys. 2

-
Albrecht Diirer (1471—1528) — niemiecki
malarz, rzezbiarz, architekt.

Po tych dygresjach wr6émy do konstrukcji platofiskich. Oczywisty jest fakt, Zze zaden rysunek
nie jest konstrukcja doktadng. Kreslac otrzymujemy przedmioty fizyczne, np. ,,punkty”’

w ksztalcie kropek, ,,odcinki”, ,,tuki’’ majace grubos¢. Musimy zatem odrézniaé rozwiazania
teoretyczne od ich praktycznej realizacji. W fazie analizy teoretycznej udzielamy odpowiedzi
na pytania: =

1. Czy istnieje konstrukcyjne rozwigzanie danego problemu, jezeli tak, to jak ono wyglada?

2. W przypadku odpowiedzi negatywnej, jakie _}est konstrukcyjne przyblizone rozquame tego
problemu?

Wiasnie takie, teoretycznie przyblizone konstrukcje nazywamy ,,konstrukcjami przyblizonymi®*
(nie nalezy tego terminu myli¢ z praktyczna realizacja konstrukciji). =

Jak wiadomo z rozwazaf XIX-wiecznych matematykéw, szereg zagadniefi starozytnosci nie jest
wykonalnych linijkg i cyrklem. Mozna je rozwiagza¢ dokladnie uzywajac krzywych
algebraicznych lub wykona¢ konstrukcje przyblizone. Ponizej sformulujemy kilka takich
zagadnien oraz wskazemy ich przyblizone rozwiazania za pomocg konstrukeji platoniskich.

A. Podwojenie szescianu — wyznaczy¢ krawedZ szeScianu, ktorego objgtosé jest dwa razy
wigksza od objetosci danego sze$cianu.

Konstrukcja Bunofalcego. Dana mamy $ciang ABCD szescianu o krawedzi a (rys. 1). Dzielimy
1

przekatna DB na sze$¢ rownych odcinkéw, Na boku DA odkladamy odcinek DE = EB‘B.
Wowczas

: 1 TP

EB = Y AB*+ (AD—ED)’ = - AB Via-12y/z
Wykonujac obliczenia z dokladnoscia do pigciu cyfr po przecinku i poréwnujac wynik
F - A
z dokladna wartoscia liczby }/2 *@ mamy:
0,001 a < *Y2-a—EB < 0,002+ a

B. Trysekcja kata — podzial dowolnego kata na trzy rowne czesci.

1. Konstrukcja Albrechta Diirera. Dany mamy kat ostry £ AOB, ktéry bedzie katem
srodkowym okregu o(0, AO) (rys. 2). Dzielimy odcinek 4B na trzy rowne czgsci:

AC, = C,C; = C; B. W punktach C,, C, prowadzimy prostopadle do 4B, ktore przecinajg
luk ABw punktach D;, D,. Budujemy teraz sum¢ odcinkoéw A4D,, D, D,, D, B i znajdujemy
trzecia czes¢ tej sumy. Odkladamy cieciwe AE rowng otrzymanemu odcinkowi. Wtedy

1 -
x ACE = = % AOB i blad jest mniejszy niz 18", a ponadto maleje on, gdy kat zbliza sig

do zera. Konstrukcja ta ma pigkna mysl przewodnia: punkty D,, D, dzielg luk AB na nier6wne
czesci. Gdyby$my przyjeli ktorakolwiek cieciwe AD,, D, D,, D, B za cigciwg odpowiadajaca
trzeciej czesci kata ¥ AOB, to popehiliby$my duzy blad. Aby go zmniejszy¢ — poszukujemy
cieciwy AE, ktorej dlugosé jest srednia arytmetyczna dlugoscei cieciw AD,, D, D,, D, B.

Dla malych katow (mniejszych od 22° 30") bardzo dokladna jest_

2. Konstrukcja Finsiera. Dany mamy kat ¥ A0B, AO = BO (rys. 3). Odkladamy punkt C tak,
by byt on koncem $rednicy AC okreggu o(O, A0). Na przediuzeniu OC odkladamy CP = 04

oraz odc:nek OM = i;-t')A Okrag o (M, MA) przecma polprosta CB w punkcie D. Kat ¥ DPA
mozemy uwazaé za trzecig czes¢ kata ¥ AOB (blad nie przekracza tu 0,074").

C. Rektyfikacja okregu — wyznaczenie odcinka o dilugosci rownej dlugosci danego okregu.

1. Konstrukcja Spechta. Do okregu o(0, OA) kreslimy styczna w punkcie 4 (rys. 4). Na stycznej
odkladamy odcinki AB = ]5—] 0A, AC = %OA. Na polprostej A0 odklad.anvny odcinek

P
AD = OB. Z punktu D prowadzimy rownolegla do OC. Wtedy

121 146 AE  AD
AD = OB=‘|/OA’+~§~5—-OA1= '/5 - 0A,

AC ~ 40’
. 13
wiec AE = EV 146- 04 ~ 6,2831839 - OA.

Dlugoé¢ odcinka AE rézni si¢ od diugosci okregu o mniej niz 0,000002 - OA.

Konstrukcja ta jest teoretycznie bardzo dokladna, ale malo dogodna w stosowaniu. Technicznie
prostsza jest



Adam Adamandy Kochadski (1631—1700) — 2, Konstrukéja Adama A. Kochanskiego z 1685 roku. Do okregu o(O, OA) kreslimy w punkcie A4
Polak, nadworny matematyk kréla Jana III e = Ih
Srerdiisin e e styczna AM (rys. 5) oraz f:leylwq AD = AOQ-Z pul.'lktu 0 kres! imy prqsta przechodzqczil przez
$rodek cieciwy AD. Przecina ona styczna w punkcie C. Na tej stycznej odkladamy odcinek
CE = 3- 0A. Wtedy

]/3 V3

40 e
CA=-—0A4, AE= (3—- —3—) *0A 1 BE = ‘l/—3—~ 1/12' 04 = 3,1415333 - OA.

B

Zatem odcinek BE rozni sie od polowy dtugosci okregu o 'mniej niz 0,00006 - OA.

M D. Rektyfikacja luku — zbudowanie odcinka, ktérego diugosc rowna sie diugosci danego
Rys. § == tuku AB okrggu o(0, OA) odpowiadajacego katowi srodkowemu ostremu ¥ AOB.

Podamy'rozwiamnie przyblizone dla katow % A0B nie przekraczajacych 30°. Na prostej A0
(rys. 6) odktadamy odeinek OS = 2 OA i styczng do okregu w punkcie A. Nastgpnie
prowadzimy prosta przechodzaca przez punkty S i B, ktora na stycznej wyznacza punkt C.
Wowezas jezeli o jest miara lukowa kata £ AOB, to
|AB| = o.- OA, SD =2+ 0A+0D = (2+cosx) - OA,
d4C s 3

B —sinarOA-a = =i -~
, DB = DS~ 2bcosa

Rys ' 3sina L oo =R
¥s. Stad AC = T +0A4.Dla o = < diugosc luku 4B rozni sig od dlugosci odcinka AC
coso ;

o mniej niz 0,0005 - |AB|.

Dla katow ostrych wiekszych od 30° mozemy kazdy taki kat zapisaé w postaci 30°+ B lub
2:30°+f, gdzie § < 30°, i wykonac rektyfikacje kazdego z tych lukéw oddzielnie. Wtedy blad
wzgledny takiej konstrukcji jést mniejszy niz 0,0015.

E. Kwadratura kola — wyznaczy¢ taki odcinek, aby pole kwadratu zbudowanego na tym odcinku
bylo rowne polu kota o danym promieniu. .

1. Mozemy to wykona¢ wykorzystujac np. rektyfikacjn; Kochanskiego, co obrazuje rysunek 7.
Odcinek AB jest promieniem okregu, a odcinek AC polowa dlugosci okregu.

Zlotym podzialem odcinka nazywamy taki podzial odcinka
o diugodei @ na dwa odeinki o dlugosciach x i a—x,

Vi-1
2

x nazywamy zlota czedci odcinka o dlugosci . Konstrukcja
takiego podzialu znana byla juz Starozytnym. Oto konstrukcja
Herona z Aleksandrii (I wiek n.e.). Dany mamy odcinek OA.
Budujemy okrag o(Q, OA4). Na odcinku OA jako na érednicy

e aix = x:(@a—x), stad x = < @. Odcinek o dlugosci

Ryvs. 7

1
kreslimy okrag oy (O’, o Oz{) i z punktu O wyznaczamy

prostopadia OB = 04 do odcinka Od. Odcinek O'B przecina
. okrag o, w punkcie M. Z twierdzenia Pitagorasa latwo moina

¥5-1
2

sprawdzic, ze BM = « 0A. Jest to zatem zlota czesd

odcinka. 04,

2. Dany mamy okrag 0(O, OA) oraz jego $rednicg AB (rys. 8). Na odcinku OB odkiadamy
1
odcinek OF réwny zlotej czedci odcinka 04, a nastepnie odcinek FH = = OF. Wtedy AH jest

bokiem kwadratu, ktorego pole rozni si¢ od pola kota ograniczonego okregiem o(0, OA)
o mniej niz 0,001 - 0A4*. Obliczmy

5—1 5= 515+3
AH = 0A+ '/ST OA+ J/—é—- 04 = J/?— 0A = 1,7725423 - OA.

Rys. 8

Zatem roznica miedzy AH a ]/ 7+ OA nie przekracza wartosci 0,0001 - OA.

3. Dany mamy okrag o(0, OA) oraz punkty A, B bedace korficami $rednicy (rys. 9). Tworzymy
3 :

odcinki OD = = - 0A, OF = E + 0A i punkt E jako srodek odcinka OB. Nast¢pnie na

G
/ / odcinkach DE i AF jako na $rednicach budujemy potokregi po przeciwnych stronach.
A D o G?B E Prostopadta do 4B poprowadzona w punkcie O przecina te polokregi w punktach G i H.

Odcinek GH ré#ni sie od Y7+ OA o mniej niz 0,00002 - OA4 (wystarczy zauwazy¢,
7e OG? = OD - OE, OH? = OA- OF).

i Mimo tego, ze kwadratury kofa nie mozna wykona¢ srodkami klasycznymi, istnieja figury
" ograniczone tukami okregow (tzw. ksiezyce Hipokratesa z V wieku p.n.e.), dla ktorych jest to
Rys. 9 mozliwe.

3




L.}

Rozwizzanie zadania M 457. Uzyjemy
dwumianu Newtona, Z jednej strony

ol 1= 1
oczywiscie [1+ —] =l+nr—=2,
n n

5 jei zas (1 ln_]*_..l_J_
z drugiej z.u( +--i”—) B o

a(n=1) I n(n—1)(n=2) = i
T SR T TR I R R R Y

S £ ok 20

Tricat @ < ¥ 3 + 5T + ... F =5 < 2.

Rozwigzanie zadania M 458. Wystarczy
zauwazyé, ze pole kazdego rzutu
prostopadloscianu jest dwukrotnie wieksze
od pola rzutu trojkata ABC (jak na
r)‘rsunku). Wobec tego pole jest
maksymalne, gdy plaszczvzna, na ktorej
lezy trojkat, jest rownolegla do plaszczyzny

rzutu,

L.}

~ Rozwigzanie zadania M 459.

0 o0 o0

EPion= Y X PE-hk=

=1 n=1k=n i
0 k o0

=% Y Pe=k= ) k-PE=
k=1n=1 k=

= k) = EE.

Zmiara kolejnosei sumowania jest
dopuszczalna, bo sumowane wyrazy sg
nieujemne,

O liczbie osi symetrii wielokata

Dr hab. Edmund PUCZYLOWSKI

Rozwazajac wielokaty o niewielkiej liczbie bokow fatwo spostrzec, ze liczba osi symetrii, jesli
tylko jest niezerowa, dzieli liczbe bokdw. Czy jest to prawda ogolna? Tak, i to wlasnie chcemy
udowodnic.

Niech wigc dany bedzie n-kat W i niech I bedzie zbiorem jego izometrii. Zauwazmy, ze
1°jeslifgel,tofegelorazf~tel;

2° dowolna izometria przeprowadza wierzcholki na wierzcholki, przy czym wierzcholki sasiednie
przechodza na sasiednie. Co wigcej, izometria jest wyznaczona jednoznacznie przez wartosci

na dowolnej ustalonej parze wierzchotkow sasiednich, tzn. jedli f, g € I oraz Py, P, sa
wierzchotkami sgsiednimi i f(P,) = g(P,) oraz f(P,) = g(P,), to f = g.

Z 2° wynika, ze zbior I mozna utozsamia¢ z pewnym zbiorem przeksztalcen zbioru
wierzchotkow W. To w szczegolnosci oznacza, ze zbior [ jest skonczony.

Powiemy, ze sasiednie wierzcholki P, P, sa kolejne, gdy obiegajac brzeg W w kierunkuJsuchu
wskazowek zegara po przejéciu przez P, napotykamy jako nastgpny wierzcholek P,. Mowimy,

_ze f e I zachowuje orientacje, gdy f(P,), f(P) sa kolejne, o ile tylko P,, P, sa kolejne. Nietrudno

spostrzec, ze powyzsza definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru pary kolejnych
wierzchotkow.

Oznaczmy przez Z zbior izometrii zachowujacych orientacjg; a przez S zbior pozostalych
izometrii. ZauwazZmye Z€

3° i) przeksztalcenie tozsamosciowe id nalezy do Z; o

ii)jeslif,ge Z,tofegeZorazf'eZ;
iiiyjeSlifeZigeS,tofogeSs;
iv)jeslif,ge S, to fogeZ.
Moze sig zdarzyc¢, ze zbior S jest pusty. Jesli jednak zbior ten nie jest pusty, to ma on tyle samo

elementow co zbior Z. Zalozmy bowiem, ze s € S. Wowczas na podstawie 3° iii) mamy fos€ S
dla feZ Przy tymjelifi o8 = foos5,t0f; = (fies)os ! = (frbo8) 05 ! = f,. Kazdemu

- wigc elementowi f € Z przyporzadkowujemy dokladnie jeden element f o 5 € S, Jesli jednak

5, € S, to na podstawie 3% ii) i 3° iv) mamy 5, o s~ ' € Z, Teraz (s; o s7') o5 = 5;,. W wyniku
opisanej operacji kazdy element z § zostal przyporzadkowany pewnemu elementowi zbioru Z.
Zbiory Z i § majg wigc tyle samo elementow.

Oczywiscie dowolna symetria nalezy do S. Odwrotnie: jesli s € S, to dla pewnego wierzcholka
P mamy s(P) # P. Nietrudno teraz spostrzec, ze s-jest symetria wzgledem symetralnej odcinka
Ps(P). W efekcie, jesli tylko W ma jakas o$ symetrii, to ich liczba jest roéwna liczbie elementow
zbioru Z, Zajmijmy si¢ wigc dokladniejszym zbadaniem tego zbioru.

Zauwazmy, ze

4° dowolna izometria z Z jest wyznaczona przez dowolny ustalony wierzcholek W. Dokladniej,
jesli P jest wierzcholkiem i dla pewnych f, g € Z mamy f(P) = g(P), to f = g.

5°jesli fe Z, a P, Q sa dowolnymi wierzcholkami, to f(P) jest k-tym liczac od P w kierunku
ruchu wskazowek zegara wierzcholkiem wtedy i tylko wtedy, gdy f(Q) jest k-tym wierzchotkiem’

* liczac od Q w tym samym kierunku. Liczba k zalezy wigc tylko od f. Oznaczmy ja I(f).

(Przyjmujemy tutaj, ze /(f) jest liczba dodatnia, a wigc I(id) = n.)

6° przeksztalcenie f, dla ktorego /(f) przyjmuje wartos¢ minimalna, mozna scharakteryzowac
w ten sposob, ze przy przejsciu od dowolnego wierzchotka P do f(P) zgodnie z ruchem
wskazowek zegara nie napotykamy dla zadnego g € Z wierzchotka g(P).

Z opisanych wlasnosci zbioru Z wynika, Ze elementy tego zbioru mozna ustawic¢ w ciag
f=fi.fz, ..., fr = id w taki sposob, ze I(f}) < I(f2) < ... < I(f,) = n. Poniewaz dla dowolnego
1 < i < r—1 i dowolnego wierzchotka P, przechodzac od f;(P) do f;.;(P) zgodnie z ruchem
wskazowek zegara, dla zadnego g € Z nie napotykamy wierzcholka g(P) oraz
(fis1 ofi D (fi(P)) = fi+.(P), wiec na podstawie 6° wnioskujemy, ze fi;, ofi* = f. Zatem

fi=Feofo..ofdlal < i<iorazl(f)=i-I(f)

\——
i razy

W szczegolnosci n = I(f,) = r- I(f). Oznacza to, ze liczba elementow zbioru Z, a wiec'i liczba
symetrii W, jesli nie jest rowna zeru, to dzieli .

F- )



Rozwigzanie zadania F 213. Calkowita
energia wypromieniowana przez kuliste

cialo w ciggu jednostki czasu zgodnie
‘ze wzorem Stefana-Boltzmanna wynosi

E =daRicT?, o= 5,67:10- W:m=2 K-

Jednoczesnie powierzchnia satelity absorbuje
promieniowanie ciepine pochodzace

ze Stonica. Poniewaz przyimujemy,

ze zdolnoéé absorpcyjna powierzchni wynosi
1 (cialo doskonale czarne), to zgodnie

z prawem Kirchhoffa moc promieniowania
absorbowanego przez powierzchnig jest
rOWNna mocy promieniowania emitowanego
przez nig, gdy jej temperatura rowna jest
temperaturze otoczenia. Wiclkos¢ energii
zaabsorbowanej wyniesie wigc

Egps = CaR3,

gdzie przyimujemy, Ze satelita zwrocony
jest tylko jedna strong w kierunku Slofica.
Pordéwnujac energic wypromieniowana '

z pochlonigta otrzymujemy

T = *Y€lde) = 280 K.

Czy Ksiezyc jest satelita Ziemi).

Dr Tomasz KWAST

Ksiezyc znajduje si¢ w odlegtosci ro = 3,844 - 10° m od Ziemi o masie m = 5,974 - 10?* kg

i w odleglosci R = 1,496 - 10'* m od Slofica o masie M = 1,989 - 10°° kg. Latwo sprawdzié,

ze mjr: < M/R?, a dokladniej: przyspieszenie Ksigzyca wywotane przez Slofice jest ponad
dwukrotnie wigksze niz przyspieszenie wywierane przez Ziemige. W ogblnoéci obszar przestrzeni,
w ktérym przyspieszenie ze strony Ziemi dominuje nad przyspieszeniem ze strony Slorica,
nazywamy strefa przyciagania Ziemi. Mowimy wigc, ze Ksigzyc znajduje si¢ poza strefa
przyciagania Ziemi. Skutkiem tego wokolstoneczna orbita Ksigzyca jest wygigta stale w te samg
strone — Slorice zawsze znajduje sig po jej wklgslej stronie. Wyglada to tak, jakby Ksiezyc byt
planeta, ktorej ruch jest lekko zaburzany przez Ziemig. Tymczasem kazdy widzi, ze Ksigzyc
jednak obiega Ziemig!

Dopoki mowimy tylko o kinematyce Ksigzyca, to obojetne jest, czy jego ruch przedstawimy jako
geocentryczny perturbowany przez Slorice, czy heliocentryczny perturbowany przez Ziemig.
Spodziewamy si¢ jednak, ze dynamika powinna podpowiedzie¢, ktora sytuacj¢ nalezy uznac za
,,prawdziwsza””. Czyzby wigc nalezalo uznaé Ksiezyc za planete, skoro Slorice dziala nafi silniej

" niz Ziemia? Otéz nie. Zauwazmy bowiem, ze prawie takiemu samemu przyspieszeniu ze strony

Storica podlega Ziemia. Widocznie wiec nie ma znaczenia, jakie rzeczywicie przyspieszenie
Ksigzyca wywoluje Slofice, a tylko wazna jest roznica a, migdzy tym wlasnie przyspieszeniem ags
i przyspieszeniem Ziemi azs, ktora to roznice nazwijmy przyspieszeniem perturbacyjnym. Ruch
Ksiezyca mozna bedzie uznaé za geocentryczny (jedynie perturbowany przez Slorice), jezeli jego
przyspieszenie perturbacyjne ze strony Slonca bedzie dostatecznie male w poréwnaniu

z przyspieszeniem centralnym, czyli tu ze strony Ziemi.

Ale, jak powiedzieli$my, rownie dobrze mozna opisywac¢ ruch Ksigzyca jako heliocentryczny
perturbowany przez Ziemi¢. Wtedy przyspieszeniem perturbacyjnym bedzie rdznica a, migdzy
jego przyspieszeniem axz wywolanym przez Ziemig i przyspieszeniem Slonca asz wywolanym

. tez przez Ziemie. Analogicznie ruch Ksiezyca uznaliby$émy za heliocentryczny, gdyby w tym

ujeciu przyspieszenie perturbacyjne bylo dostatecznie male w poréwnaniu z centralnym, czyli
ze strony Stonca.

Widzimy wiec, Zze dla obu wersji opisu ruchu Ksiezyca mozna utworzy¢ stosunek

przyspieszenie perturbacyjne

= przyspieszenie centralne

i jezeli bedzie on mniejszy w wersji geocentrycznej, to uznamy Ksiezyc za satelit¢ Ziemi, jesli
za$ wiekszy, to za planete. W ogolnosci obszar przestrzeni, w ktérym y jest mniejsza w wersji
planetocentrycznej niz heliocentrycznej, nazwiemy strefa oddziatywania planety.

Nietrudno jest znaleZé przyblizony wzor na rozmiar strefy oddzialywania. Kto nie ma na to
ochoty, moze kontynuowaé czytanie dopiero od slowa ostatecznie.

a. Opis geocentryczny (rys. 1).
] GM GM GM ]

a, = Ggs—Azs = [-F cosy— R ? smy

r -
Nalezy teraz uwzglednié, ze cosy = 1,siny = sinp—, 0* = R*+r?>—2Rrcos g, nastepnie
. ° .
rozwinaé w szereg wzgledem malej wielkosci r/R i zachowa¢ tylko pierwsze jej potegi.

Dostaniemy wtedy

Mr

G
ity = = [2cosg, sing],

GMr

ndee = Y1+3cos?p,

/ Gm M r® e
Vaeoe = a,l: 75__ = ;E‘“ + 3cos*g.



b. Opis heliocentryczny (rys. 2).

Gm Gm Gm Gm :
a, = agz—dsz = [?—cosgp— e = smqa] = - [cosg, sing]
: Gm
! i .?'2 s
Rys. 2 - : GM m Rz
) yhelinc=ﬁp1 ?jﬁ-r_z'
Przyréwnujac oba wyraZenia na y dostajemy ostatecznie wzor na rozmiar strefy oddzialywania
planety
: r=R5 ——mZ;Mz i
]/1 +3cos?p

Podstawiwszy dane liczbowe stwierdzamy, Ze strefa oddzialywania Ziemi rozcigga sie do
odleglosci co najmniej 800 tys. km, a wiec Ksigzyc jest stale wewnatrz niej. Oddychamy z ulgg —
Ksigzyc rzeczywiscie jest satelita Ziemi. To samo zreszta dotyczy satelitow innych planet. Pojecie
strefy oddziatywania mialo dawniej duze znaczenie praktyczne, np. przy numerycznym $ledzeniu
ruchu komet zblizajacych si¢ do Jowisza. Przy obliczeniach recznych cenne byly wszelkie chwyty
usprawniajace rachunki. Okreélenie strefy oddzialywania dawalo obiektywna wskazowke,

w ktorym momencie formalnie heliocentryczny ruch komety staje si¢ jowicentrycznym

i odwrotnie, czyli kiedy nalezy zmieni¢ procedure rachunkowa. Obecnie, kiedy z zastosowaniem
komputera mozna sledzi¢ ruch komety Scisle w kazdej chwili, nie ma to praktycznego

znaczenia — pozostalo nadal znaczenie poznawcze.

B

Moment bezwladnosci w geometrii

Radostaw SZMYTKOWSKI

Pojecie momentu bezwladnosci zostalo wprowadzone do fizyki przez Eulera, gdy ten podawat
rownania ruchu bryly sztywnej. Od tej pory udowodniono wiele wiasnosci momentu, np.
twierdzenie Steinera, twierdzenie o osiach prostopadtych, wlasno$¢ nieréwnosci trojkata i inne.
Okazalo si¢ rowniez, Ze pojecie momentu bezwladnosci moze by¢ przydatne przy rozwiazywaniu
problemow geometrycznych. Przedstawimy tu kilka zastosowan do figur plaskich. Pierwsze z nich
dotyczy

Twierdzenia o siecznych przechodzacych przez srodek ciezkosci trojkata:

Jezeli przez §rodek cigzkosci trojkata przeprowadzona jest prosta, to suma odlegtosci od tej
prostej dwoch wierzcholkow trojkata, znajdujacych sig po jednej stronie, rowna jest odleglosci
trzeciego wierzcholka od tej prostej.

Dowdd. Zaréwno w tym dowodzie, jak i w nastepnych bedziemy korzystali z nastgpujacego
faktu, ktory latwo udowodni¢: érodek cigzkosci trojkata pokrywa sig ze srodkiem cigzkosci

figury ztoZonej z trzech punktéw materialnych o rownych masach umieszczonych w wierzchotkach
tego trojkata. -

Moment bezwladnoséci wyzej opisanego ukladu punktéw materialnych wzglgdem osi K

przechodzacej przez srodek cigzkosci tego ukladu i lezacej w plaszczyznie trojkata jest dany
wzorem

) ¢ i:-{a2+b=+c=),

gdzie a, b, ¢ sa odleglosciami odpowiednich wierzcholkow od osi K, a m — suma mas (rys. 1).
Moment bezwladnosci wzgledem osi rownoleglej do K i przechodzgcej przez punkt A jest dany
wzorem J4 = Jo+ma®. Z drugiej strony

m m
)] Ja= T(Cva)2+—3—(a+b)2,

1 2 2
czyli Jo— ?m(a2+b2+c2)- 5 ma?+ ey ma(b—c),
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Rozwigzanie zadania F 212. Aby obliczy¢,
ile energii zaabsorbuje powierzchnia rakiety,
musimy obliczyé zdolno$é absorpcyjna
zewnetrznej powierzchni. Zdolnosé
absorpcyjna A jest stosunkiem :nerg_u

absorbowanej z padaj ) pr wania
do energii call j tego promieni lia.
Na podstawie wzoru Stefana-Boltzmanna

calkowita zdolnoéé emisyjna Eem, tzn. ilosé

energii wyprc iowanej przez jednostl
powierzchni w ciggu 1 s dla danej

temperatury jest rowna:
Eem = AaoT4, stad A = Eym/(c- T%),

gdzie o jest stalg Stefana-Boltzmanna roéwna
5,67-10-% W/m~-2 K-*. Na podstawie
danych otrzymujemy A4 = 0,88. Energia
absorbowana Egps = AE, ktéra oswietla
powierzchnie P = vis, musi byé co najmniej
rowna ilosci ciepla potrzebnej na stopienie
masy m = gPh metalu o gestosci o.
Otrzymujemy stad energie

wypromieniowana przez laser

evish

E=
A

cw(Te—T),

gdzie efekty przewodnictwa ciepla zostaly
pominigte. Przyjmujac dane dla stali

e = 7700 kg/m?, cw = 460 J/(kg- K),

Te = 1800°C otrzymujemy E = 512000 J.

Rys. 3

2
skad ma’-?m(b—-c)——»ﬂ,

*
oraz atc=b

Podobnie, wykorzystujac wlasno$ci momentu bezwladnosci mozna udowodnié nastepujace
Twierdzenie Leibniza:

Suma kwadratow odlegtosci dowolnego punktu P od wierzcholkéw tréjkata rowna jest sumie

kwadratow odleglosci wierzchotkow od srodka cigzkosci trojkata i potrojonego kwadratu
odleglosci punktu P od s$rodka cigzkosci (rys. 2).

Dowod. Ponownie zastgpujemy trojkat trzema masami, m/3 kazda, umieszczonymi w jego
wierzchotkach. Moment bezwladno$ci wzglgdem osi przechodzacej przez punkt P i prostopad]e_l
do plaszczyzny tréjkata jest rowny

m
Jp = F (PA*+ PB*+ PC?),
gdzie PA, PB, PC sa odpowiednio odleglosciami punktu P od wierzcholkow A, B, C trojkata.
Z drugiej strony, na mocy twierdzenia Steinera, moment ten jest rowny
Jp = Jo+m- PO?,
gdzie Jo — moment bezwladnosci wzgledem osi rownoleglej do poprzednio rozwazanej

i przechodzacej przez $rodek cigzkosci O trojkata, a PO — odlegloé¢ od punktu P do punktu O.
Przyréwnujac oba wyrazenia na Jp i uwzgledniajac, ze

Jo= 3 @b+,
gdzie a, b, ¢ sa odpowiednio odleglo$ciami wierzchotkéw A4, B, C od punktu O, otrzymamy
m : m
=5 (PA*+ PB*+ PC?*) = = (@+b*+c*)+m: PO?,
skad natychmiast wynika teza twierdzenia.

Czytelnikowi proponujemy, aby korzystajac z wlasnosci momentu bezwladnosci rozwigzat
nastgpujace

Problemy:

1) udowodni¢, ze suma kwadratow Srodkowych trojkata jest rowna 3/4 sumy kwadratéw bokow,
2) znalez¢ dlugosci srodkowych trojkata majac dane dlugosci jego bokow,

3) znalez¢ odleglos¢ srodka okregu opisanego na trojkacie od srodka cigzkosci tego trojkata.

Oczywiscie, moment bezwladnosci mozna wykorzystaé nie tylko do dowodzenia wlasnosci
trojkata. Ilustruje to nastepujacy przyklad.

Problem.
Pokazac, ze dla cienkiego pierscienia w ksztalcie elipsy o masie m i duzej polosi a zachodzi

ZAm,-I; =m-a,
i

gdzie Am; —

masa nieskoriczenie malego elementu pierscienia odleglego o /; od jednego z ognisk
elipsy.

Rozwigzanie. Momenty bezwladnosci wzgledem osi przechodzacych przez ogniska F; i F,
(rys. 3), prostopadiych do plaszczyzny rysunku, sa oczywiscie rowne:

3) D Amy- 1t = D' Amy- ki,
i i

gdzie Am; — jak wyzej, l;, k; — odpowiednio odleglosci tego elementu od ognisk F; i F;.
Korzystajac z nastepujacej wiasnosci elipsy k¢+/; = 2a i podstawiajac to do (3) mamy

D Amy- 12 = Y AmiQ2a—1)?,
i i

co po przeksztalceniu daje
dm- a* = 4a- ZAm;-l;
i

(‘Z’ Amy =

i ostatecznie
4 E,{lmg-i.=m'a.
i
Uwaga. Wlasnos¢ powyzsza mozna tez udowodni¢ nie korzystajac weale z pojecia momentu
bezwladnosci. Jak?

Czytelnikowi zainteresowanemu opisywanym tutaj zagadnieniem polecamy artykul w radzieckim
czasopi$mie Kwant 7/1984 pod tym samym tytulem co ten. Mozna tam znaleZ¢ wiele innych
geometrycznych twierdzen uzyskanych uzyta tu metoda.

7

c.b.d.o.
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Kolory motyl
Skad biora si¢ kolory?

Biorg si¢ ze swiatla stonecznego. Jest ono biate,
co oznacza, Ze jest mieszaning wszystkich barw —

zawiera fale o dlugos$ciach od 2; mm (fiolet)

600
do 300 MM (czerwien). Kolor przedmiotu, jaki
obserwujemy, nie jest jednak zwigzany z wpadaniem
do naszego oka fal o odpowiadajacej mu dtugosci.
Tak jest tylko dla przedmiotéw $wiecacych. Kolor
wszystkich innych przedmiotéw to wrazenie wywolane
w naszym oku przez brak pewnych barw (zupelnie
innych od tych, ktére postrzegamy) w pelnym widmie

$wiatla bialego.

Pigmenty, czyii pochlaniacze

to, z punktu widzenia fizyki, rezonatory. Np. chlorofil
jest ,,nastrojony’’ na barwe czerwona. Energia fali

o dlugosci okoto 0,001 mm jest wigc mu przekazywana
1 fala ta ginie. A my widzimy ,,reszt¢”’, co robi na nas
wrazenie zielonosci. I taki wlasnie kolor maja dla nas
rosliny. W ten sposob dzialaja wszystkie pigmenty.

Barwa przeciw barwie

Jezeli nakladaja sie dwie fale tej samej diugosci, ale
przesunigte w fazie, nastgpuje ich interferencja. Gdy
przesuniecie to wynosi polowg okresu — fala wygasza
sie. I to jest drugi sposob powstawania obserwowanych
koloréw. Jesli §wiatto odbije sig od zewnetrznej

i wewnetrznej Scianki przezroczystej plytki, to dla
pewnej barwy roznica fazy obu odbitych fal moze
spowodowac jej wygaszenie, Zalezy to tylko od grubosci
plytki — nie zalezy od materiatu, z ktérego jest ona
zbudowana. Np. plytka o grubosci 0,002 mm wygasi

_barwe czerwona (dlaczego akurat ja?) i bedziemy plytke

widzieli jako zielona. Podobnie plytke o gruboéci
0,001 mm zobaczymy jako czerwong — prawda?
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W ten sposéb powstaja réznorodne kolory masy
perfowej — slimak czy malz nakladajg warstwe szkliwa
o nieréwnej grubosci. Bardziej prymitywny przyklad
to cienka warstewka (tez nieréwna) rozlanej na katluzy

~ benzyny.

Interferencja powodujaca wygaszanie moze mieé
miejsce nie tylko w przypadku przezroczystych plytek.
Interferowa¢ moga réwniez fale odbijajace sie od
nieréwnej powierzchni. Wéwczas to, ktéra barwa si¢
wygasi, zalezy od kierunku patrzenia,

A jak to ,,robia” motyle?

Oczywiscie wszystkimi sposobami. Jako luskoskrzydte
uzywaja, rzecz jasna, tusek. Roznego ksztaltu tuski,

w ogromnej liczbie (200—600 na mm?) pokrywajace
skrzydtla i zawierajace roézne pigmenty, sg Zrodlem
calej gamy kolorow. Kazda tuska zawiera co prawda
tylko jeden pigment, a pigmentow ,,do wyboru” motyl
ma na ogol nie wigcej niz pie¢, jednak przy tej liczbie
mozliwe jest tyle réznych kombinacji, Zze nie powinno
dziwi¢ obserwowane bogactwo.

Te same tuski pozwalaja, przez swg budowe, uzyskac
kolor i metodg interferencji. Najezgsciej tuska ma dwie

_ warstwy: dolna — gladka, zawierajgca pigment

1 gorng — o regularnie pozalamywanej powierzchni
wywolujacej interferencj¢. Bywa tez odwrotnie:
widoczne na oktadce niebieskie potksigzyce skrzydia
rusatki pawika powstaly przez interferencj¢ na dolnej
pozatamywanej powierzchni tusek (goérna ich
powierzchnia jest gladka i bez pigmentu, czyli
przezroczysta).

Motyl wasik swdj kolor zielony uzyskuje i przez
pigment, i przez interferencjg.

Pigkny modry kolor modraszkéw to wynik
wielokrotnej interferencji — ich tuski sa
wielowarstwowe. :

Zmiane koloru przy zmianie kierunku patrzenia (a wigc
jest to kolor powstaly przez interferencjg)
najefektowniej prezentuje mieniak tgczowiec.
Metaliczny potysk jego skrzydel to z kolei wynik
dzialania pigmentu,

Jest rzeczg ciekawg, ze u motyli (i w ogdle u zwierzat)
prawie nigdy kolor zielony nie powstaje w wyniku
dziatania samego pigmentu. Sadzi si¢ nawet, Ze zielony
kolor ich larw to po prostu wynik przyswojonego
przez nie chlorofilu, czyli zwyczajnie jest on
,pozyczony” od roslin.

A na koniec zagadka: jak s3 wobec tego zbudowane
tuski skrzydet motyli bialych?

Malq Delte przygotowali
Maciej JEDRZEJCZAK i Janusz KUPRYJANOWICZ



Kiedy swiatlo biegnie po okregu? Jacek DAMEK

Y

Rys 1. Przejicie czastki przez barierg
potencjalu.

Stanistaw Lem w swojej pierwszej powiesci
fantastyczno-naukowej Astromauci umiescil
wyjasnienie przez chifiskiego fizyka Lao Czu
sytuacji, w ktorej promienie $wiatla biegna
po okrggach (rozdzial ,,Profesor Lao Czu™).
Tam przyczyng tego zjawiska byla bardzo
silna grawitacja. Obok zamieszczamy opis
podobnej sytuacji, ale majacej zupelnie

inne przyczyny.

Rys. 3. Promienie w ,,rybim oku”
Maxwella,

Nasze poszukiwania osrodkéw optycznych, w ktérych mozliwie duzo promieni §wietlnych
.,zatacza’ okregi, beda po trosze przypominaly postgpowanie magika wyciagajacego krolika
z kapelusza. Tym krolikiem beda pewne zasady optyki geometrycznej, a kapeluszem
powszechnie znane prawa mechaniki.

Zaczniemy od rozpatrzenia dwéch obszaréw rozdzielonych plaszezyzna, w ktorych dana czastka
przyjmuje energie potencjalng réwna odpowiednio ¥, i ¥, (rys. 1). Podczas przejicia czastki
przez granicg obszaréw zmienia sig tylko jej skladowa predkosci prostopadia do ,,bariery”.

. o Siliocei g E;;_ E-V,
e Siﬁﬁ =, G ]/Elkin = ]/E:_V_l’

gdzie E jest stala podczas ruchu catkowita energia czastki. Wielkosé ]/E — F(r) odpowiada wigc
doktadnie optycznemu wspoélczynnikowi zalamania. Zrozumiale jest teraz, ze zasadzie Fermata
w optyce (patrz Delta 6/1985), mowigcej, iz promiefi $wiatla biegnie miedzy punktami A i B

B

po torze, wzdluz ktorego calka f n(s)ds przyjmuje wartos¢ ekstremalna, odpowiada
A
A
w mechanice zasada Jacobiego, wedlug ktorej wzdhuz toru ciala | }/ E—V(r)ds = extremum.
: A
Z tego wynika, ze jesli cialo o energii E zakresla w polu o potencjale ¥(r) pewna krzywa, to po tej

krzywej moze biec swiatlo w o$rodku o wspolczynniku zalamania n(r) = |/ E-V(r)
(z dokladnoscia do stalego czynnika).

Na poczatek postaramy si¢ ,,wyciagnac’’ pewna zasadg optyki geometrycznej z prawa zachowania
momentu pedu w polu sil centralnych. Prawo to mozna zapisa¢ w postaci morsing = const,
gdzie r jest odlegtoscia od centrum sity, m — masg ciala, v jego predkoscia, a ¢ katem miedzy
predkoscig i promieniem wodzacym (rys. 2).

Z rozwazafi wstepnych wiemy, ze n(r) ~ |/ Eyin ~ v, czyli zasadzie zachowania momentu pedu
odpowiada w optyce zasada

nrsing = const;
jest to tzw. prawo Bouguera dla o§rodkéw o symetrii sferycznej, spetnione wzdluz kazdego
promienia $wietlnego.

Aby otrzymac réwnanie promienia $wietlnego we wspolrzednych biegunowyéh (r, 0),

: e r(f)
zauwazymy, ze sing = —

_'r.___z’
Yo (5]

a nastgpnie z prawa Bouguera

dr e, :
— = — Vit =2, gdzie C — stala.
df (8

Z powyzszego widac, ze jesli n(r) = k/r, to z dowolnego punktu ofrodka mozna wystaé promier,

m

_ ktory bedzie biegl po okreggu wokot punktu O.

Omowimy teraz osrodek, zwany ,,rybim okiem™, o wspolczynniku zalamania

” .

-———?—-, np i @ — state. Jego wlasnosci badal Maxwell.
1+ (rfa)?

Podstawiajac n(r) do (1) otrzymujemy po scatkowaniu

n(r) =

)

K(1+p%d :
¢ = f (+¢)de , gdzie wprowadziliémy oznaczenia o = rfa, K = Clan,.

oV —K:(1+0%?

K(1+0%) d : ( K 02—1 )]
S o e EAIEEI »
oV o* —K*(1+g?)? de Vi—4Kz ¢

mozZzemy wigc przepisa¢ (2) w postaci sin(f— o) =

Latwo wykazad, ze

Va*ni—4c* ar
gdzie o — stala catkowania.
Dla jednoparametrowej rodziny promieni przechodzacych przez punkt (ro, 6p) mamy

r2—a? réd—a*

rsin(f— o) = Fosin(@y—o)

Jak widac, przy dowolnej wartosci parametru « rownanie to jest spelnione przez r;, = a?/ro

i 0, = 7+0,, skad wynika, Ze wszystkie promienie wyslane z dowolnego punktu P zbiegaja sie
w punkcie P,, lezacym na prostej faczacej P, i O; P, i P, polozone sa po przeciwnej stronie O,
oraz OP; - OP; = a* (rys. 3). Obraz punkfu otrzymujemy wi€c przez inwersje.

Czytelnik sam sprawdzi na podstawie ostatniego wzoru, ze kazdy promien przecina okrag r = a
w koricach jego srednicy.
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Patrz w niebo

Najjasniejsza gwiazda nieba — Syriusz (« Canis Majoris) goruje
w Nowy Rok o péinocy miejscowego czasu lokalnego. Swieci -
wtedy pigknym, jasnym blaskiem okoto 20° nad potudniowym
horyzontem.

Lokalny czas miejscowy jest rownomiernie plyngcym czasem okreslajgcym
poloZenie tzw. Slonca sredniego w danej miejscowoéci. Poniewa? plynie
rownomiernie, moglby by¢ wskazywany przez zegarki. Jednak koniecznosé
ciaglej jego zmiany przy podrézowaniu spowodowala wprowadzenie czasu

strefowego. Jest to czas micjscowy pewnego wybranego poludnika,
obowigzujacy na okreslonym obszarze. Aby w danej miejscowosci znalezc
moment czasu lokalnego, wystarczy do czasu strefowego (zegarkowego)

oznice diug: geograficznej miejscowosci | poludnika danej strefy

wyraiona w minutach czasowych.

Niemal w tym samym momencie, w ktorym goruje Syriusz,
dotuje inna bardzo jasna gwiazda — Wega (« L yme] Mieszkaricy
Polski na péinoc od szerokosci geograficznej 51° 20° maja szanse
zaobserwowac ja tuz nad potlnocnym horyzontem. W Polsce
poludniowej Wega nie jest gwiazda okolobiegunowa, a wigc

w momencie dolowania nie jest widoczna.

Syriusz goruje nad tzw. punktem potudnia (miejsce przecigcia
poludnika niebieskiego z horyzontem), a Wega doluje nad
punktem polnocy. Obserwacje tych jasnych, a wige fatwych

do odnalezienia gwiazd, w momencie ich kulminacji pozwalaja
na dobre zorientowanie stron swiata. W dniach poprzedzajacych
Nowy Rok i nastepujacych po nim momenty kulminacji mozna
latwo wyznaczy¢, pamietajgc, ze dnia nastcpnego gwiazda goruje
lub dotuje o 4 minuty wczesniej.

W naszych szerokosciach geograficznych na skutek niskiego
polozenia nad horyzontem Syriusz silnie migoce mieniac si¢ przy
tym roéznymi barwami, widzimy go bowiem przez gruba warstwe
ruchomej atmosfery. W rzeczywistosci jednak gwiazda ma barwe

biala. Scislej — biala barwe ma jasniejszy skladnik tego ukladu
podwaojnego (Syriusz A). Jest on gwiazda ciagu gléwnego,
podobna pod wzgl@dem zaawansowania ewolucyjnego do Slonca,
choé¢ masywniejsza i jasniejsza od niego. Drugi skladnik ukladu
(Syriusz B) — bialy karzel — jest trudny do zaobserwowania.
Dostrzezenie go jest mozliwe pod warunkiem zastosowania
specjalnych technik osfabiajacych silny blask Syriusza A.

Wzmianki o Syriuszu pochodzace, ze starozytnej Grecji, Babilonu
czy Rzymu wprawiajg astronomow w pewne zaklopotanie. Moga
one bowiem sugerowac, ze w ciagu zaledwie kilkunastu wiekow
uklad przeszedt faze gwaltownej ewolucji. Starozytni kronikarze
nazywali go ,,Czerwonym Syriuszem’’, co moze oznacza¢,

ze w ich czasach gwiazda $wiecila zdecydowanie czerwonym
blaskiem. Rzeczywiscie teoria przewiduje, Ze Syriusz B

— obecny bialy karzel — by! kiedy$ czerwonym olbrzymem.
Niewatpliwie pare AB mozna bylo wtedy obserwowaé z Ziemi
jako czerwona i bardzo jasna gwiazde¢ (—4 mag), niewiele
stabsza niz Wenus w maksimum blasku. Zachecajace byloby
zatem przyjaé, ze przeksztalcenie Syriusza B z czerwonego
olbrzyma w bialego karla nastgpilo niemal na ,,oczach ludzkich’
w ciagu ostatnich dwéch tysiecy lat.

Jednak tejemnicze zmiany barwy i jasnosci Syriusza nie sa do
korca wyjasnione. Zgodnie z teorig ewolucji gwiazd przejscie
od fazy czerwonego olbrzyma do fazy bialego karla zajmuje
gwiezdzie typu Syriusza B o wiele wiecej czasu niz owe

2—3 tysiace lat, ktore uplynely od historycznych przekazow.
Przejsciu takiemu powinien towarzyszy¢ wyplyw materii, ktorej
pozostatosci powinny by¢ do dzisiaj zauwazalne w ukladzie,

a ktorej jednak nie obserwuje sie. Wydaje si¢ wigc, ze tajemnicza
czerwona barwa Syriusza wymaga innego niz ,,ewolucyjne’’
wyjasnienia, jesli, oczywiscie, bez zastrzezen wierzymy
starozytnym kronikom.

mgr Joanna UDALSKA

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

dania

Rozwigzanie na str. 4

Rozwigzanie na str. 4

Rozwigzanie na str. 4

Rozwiazanie na str. 7

Rozwigzanie na str. 5

{Io
M 457. Udowodni¢, ze 5% V2=1<

impulsu lasera wynosi f =

1
— dla n e N.
n

M 458. Przy jakim polozeniu prostopadlo$cianu wzgledem plaszczyzny jego rzut prostopadty
na t¢ plaszczyzne ma najwieksze pole?

M 459. Niech & bedzie zmienna losowa przyjmujaca wartosci 0, 1, 2 ... Wykaza¢, ze zachodzi
nastepujacy wzor na wartos¢ oczekiwana

Redaguje mgr Rafaf STARONSKI

F 212. Jaka co najmniej musi by¢ energia E wypromieniowana przez laser impulsowy
umieszczony na orbicie, aby wiazka $wiatla mogla naruszy¢ powloke rakiety transkontynentalnej?
Predkos¢ rakiety w gornej czesci toru nie przekracza wartosci v = 1 km/s. Czas trwania

0,1 ms, a $rcdnica wiazki s = 1 cm. Wiadomo tez, Zze metalowy
korpus rakiety rozgrzewa si¢ na skutek tarcia w atmosferze do T = 527°C, a jego

zdolno$¢ emisyjna wynosi E., = 2+ 10* J/(m? s). Grubos¢ powloki jest rowna 10 cm.
Przyjmujemy, ze wlasno$ci emisyjne i absorpcyjne nie zaleza od dlugosci fali promieniowania.
Niezbedne dane nalezy odszukac¢ w tablicach traktujac powloko: rakiety Jako stalowa plyte,

F 213. Nieczynny satelita telekomunikacyjny krazy wokot Ziemi. Oszacuj, do jakiej temperatury
rozgrzewa si¢ on w czasie przebywania w nastonecznionej czgsci orbity. Dla uproszczenia
przyjmij, ze satelita jest cialem doskonale czarnym w ksztalcie kuli o promieniu R. Ilos¢ energii
stonecznej padajacej w ciggu 1 s na 1 m? powierzchni wynosi C =~ 1,4- 10* J/(sm?).



Pora na doroczne omoOwienie ligi.zadaniowej. Po podsumowaniu
punktéw za zadania z matematyki z numerow < 4/1986

Klub 44 M liczyt 42 czlonkéw. Dwie osoby, ktore przekroczyly
sume 44 po ocenieniu zadan z numeru 5, ,,zaokraglity’’ te liczbe
do 44. A wigc mamy jubileusz!

Jak co roku, drukujemy obszerniejsza tabele ligowa.

W nastepnych miesiacych bedziemy znow podawac tylko Scista
czolowke (6—8 nazwisk). Zaprzestaniemy jednak podawania
nazwisk tych uczestnikow, ktorzy osiggnawszy stan konta bliski
44 punktow zatrzymali sie i przestali przysylaé¢ rozwiazania.
Przyjmiemy zasade, Ze nazwisko uczestnika moze by¢ wymienione
w czolowce z nie zmieniona suma punktow co najwyzej
trzykrotnie. Nastgpny raz ukaze si¢ dopiero wtedy, gdy wykona
ruch w gore. Jedynie w noworocznym omoéwieniu bedziemy

stale oglaszaé¢ obszerng czoléwke (okoto 60 nazwisk)

w komplecie.

Korzystamy z okazji, by zwrécié si¢ do Czytelnikow z prosba
o opinie na temat zadan ligowych, ich trudnosci i tematyki —
czego brakuje, a czego jest, by¢ moze, za duzo — i o wszelkie
uwagi dotyczace ligi zadaniowej. Prosimy przy tym,
by ewentualne uwagi tego typu byly pisane na oddzielnych

- kartkach (nie razem z rozwigzaniami zadan), a takze oddzielnie
od innej korespondencji kierowanej do redakcji Delry.
Uczestnikow startujacych jednocze$nie w lidze M i F prosimy
ponadto o przysytanie wszelkiej korespondencji (rozwiazan,
propozycji, uwag) dla M i F w oddzielnych kopertach.
I jeszcze jedna prosba. Cho¢ nie jest to wymagane regulaminem,
milo nam, gdy uczestnik ligi, czy to w momencie rozpoczecia
swego udzialu, czy to po jakim$ okresie startow, decyduje sig
napisac¢ pare stow o sobie (wiek, zawod, praca, inne dane, ktore
mogg by¢ interesujace). Zdecydowanie natomiast wymagamy,
by kazde rozwigzanie bylo podpisane imieniem i nazwiskiem.

Gdy ktos chce poznaé swoje oceny (patrz omowienie sprzed roku),

powinien nam przysta¢ kartke pocztowa (oddzielna dla M i F),
ofrankowana i zaadresowana do siebie, ze sporzadzona tabelka

z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen.

PrzejdZzmy do zadan z matematyki z ubieglego roku. :

W nielicznych tylko przypadkach udalo sie uczestnikom znalez¢
rozwigzania wyraznie zgrabniejsze od naszych, i to glownie

w zadaniach najlatwiejszych (z czego by wynikalo, ze my mamy
sklonnos¢ do zbednego komplikowania rzeczy prostych...).

Za to nierzadko byly znajdowane interesujace uogolnienia.

Jak co roku, przedstawiamy szkice ciekawszych rozwiazan

i uogoélnien oraz odnotowujemy zadania, ktore zostaly rozwigzane
prawidlowo przez niewielka liczbe uczestnikow. Brak komentarza
przy informacji o rozwiazaniach oznacza, 7e nie odbiegaja one

w istotny sposob prostotg ani ogélnoscia od rozwiazan

podanych przez nas.

Zadanie 109 [Wielomiany o wspolczynnikach + 1 i pierwistkach wylgcznie
rzeczywistych] (WT = 3,33) rozwiazali poprawnie tylko M. Mazur,

A. Pawlowski, T. Szymczyk, P. Figurny, P. Jedrzejewicz, Z. Koza,

D. Kurpiel.

Zadanie 111 [Zbior wypukly ograniczony w R3, nie bedacy kula, ktérego

brzeg ma w kaidym punkcie plaszczyzne styczna i przez ktérego kazdy

punkt przechodzi srednical (WT = 3,60). Przykiad (taki sam, jak

w rozwiazaniu w Delcie) skonstruowali: M. Gatecki, J. Janowicz, Z. Koza

(z dowodem) oraz ). Ciach, T. Jozefczyk, K. Kowalkowski (bez dowodu).

Ponadto T. Rawlik dat dobry przyklad: kolo(!) —sprytnie wykorzystujac
* przeoczenie w sformulowaniu treici (brak Zadania, by zbiér miat

niepuste wnetrze),
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Zadanie 117 [Dla czworosciandéw A, .4; 434, opisanych na kuli K(0O, 1),
OAy 2 ... 2 OAy, inf OA; = 71 (WT = 3,31). Tylko D. Kurpiel, K. Serbin,
T. Szymezyk, M. Galecki, M. Mazur, J. Uryga, Z. Galias, J. Janowicz,

P. Jedrzejewicz.

Zadanie 114 [, > 0, xn = (@1 ...an'™, n = 1,2, ... = app1+ ... +aApym =
2 (n+m)xnom—nxal (WT = 2,18) ma bardzo proste rozwiazanie,
znalezione przez wielu uczestnikow:

b 1
1 i
n+m
AL (mxntaps1+ ... Fanim) = Raney ... Gnym) = Xnim-

Zadanie 118 [xy, ..., x;€R, peN nieparzyste = ¥ xpFrLpxEls (Z'X',’)’l
(WT = 1,15). Komentarz jak wyzej; natychmiastowy dowdd z nieréwnosci

Schwarza (¥ uivi)* < Y uj 3 v zastosowanej do liczb ui = x{P+1)12,
m = x{P-1)12,

Zadanie 122 [:N— R, lim f(x)eR, f(xy) = f(x)+f(»), gdy
X=+ 00

NWD(x, ») = 1; wyznaczyé f] (WT = 2,02). Sytuacja, jak w poprzednich
dwoch zadaniach. Krétkie rozwiazanie: ustalmy x € N i niech (pg) bedzie
ciggiem wszystkich liczb pierwszych > x; wtedy fxpn) = f(x)+f(pn)

i w granicy g = f(x)+g, skad f= 0.

Zadanie 124 [u,v, w wektory o dlugodci | = ktorys z wektordow +uto+w
ma dlugos¢ =< 1] (WT = 2,75) zostalo rozwigzane poprawnie przez ponad
20 uczestnikéw. Wyrdzniamy za urode i oryginalnoéé dwa rozwiazania:

I (P. Jedrzejewicz). Sformulowanie réwnowazne: Dane 3 proste przechodzace
przez wspdlny punkt O = istnieja punkty 4, B, C, _po ;ednym na kazdej

z tych prostych, takie, 2¢ 04 = OB = 0C =1, |OA+OB+ OC‘] = 1:
Pomijamy przypadek trywialny, gdy dwie (lub trzy) proste pokrywaja sie.
Rozbijamy kaida prosta na dwie pdlproste (o poczatku ©) i obieramy
punkty 4, B, C na ,,co drugiej” z powstalych szeiciu pélprostych. Tréjkat
ABC ]Est wowczas ostrokamy O jest $rodkiem kola opisanego =

= 0A+0B+0C = OH, gdzie H — ortocentrum trojkata ABC. Wobec
ostrokatnosci, H € intdBC = OH < 1.

II (M. Galecki). Mozemy przyjaé, ze v # +w. Niech u = 05. Kofice
wektorow w+o+w sa wierzcholkami rombu o boku 2 i $rodku §em,

gdzie w = o(0, 1). Nalezy dowieéé, Ze jeden z wierzcholkéw lezy w kole K
ogranjczonym okrggiem w. Pélprosta SO~ przecina brzeg rombu w punkcie
P e K. Niech P lezy na boku AB i niech proste S4, SB przecinaja o

(poza punktem §) w punktach E, F (w razie stycznoéci, £ = S lub F = §).
Poniewaz 54)SB, punkty E i F sa konicami $rednicy okregu w. Odcinek
A‘Eprucina polprosta SO™, wigc A € SE™; Be SF™ i z rownosci AB = 2 = EF
wnosimy, 7e 4 € SE lub Be SF. Stad 4 €K lub Be K.

Zadanie 125 [Cykliczne uporzadkowanie pewnego zbioru ciggéw skoriczonych
z relacja bliskosdci] (WT = 2,94). Dwanascie dobrych rozwiagzan. S. Solecki
znalazl takie uogdlnienie: Niech

Z=2Z(my,...mn) = {(x1, ..., x%n): ¥ {1, ...,m}, i=1,.,n}
ciagi (x4, ..., Xn), (¥1, ..., ¥a) sa bliskie <= F'|x1—yi| =

Istnienie cyklicznego uporzadkowania zbioru Z, przy ktérym sasiednie ciagi
s3 bliskie, jest rownowaine alternatywie warunkdw: a) Y'mie {m,n+1},
b) istnieja i,fe {I,...,n}, { #j, takie, ze my jest parzyste, a my > 1.

Zadanie 128 [Istnienie p punktéw (p — liczba pierwsza) bez trojki
wspolliniowej w zbiorze {(x,3):x,y € {1,...,p}1 (WT = 3,16) rozwiazali
poprawnie: A. Bonk, P. Jedrzejewicz, M. Mazur, H. Mikolajczak, J. Mikuta,
Z. Surduka, Z. Koza. W jednym z listéw znalezlismy nawet dowdd tezy
bez zalozenia, Ze p jest liczba pierwsza, niestety, niepoprawny. A szkoda;
nie wiadomo bowiem, czy w tej ogdlnodci twierdzenie zachodzi — jest to
otwarty problem. (tzw. no-three-in-line problem). Jeili przez M(n)
oznaczymy maksymalng liczbe punktéw bez tréjki- wspolliniowej

w kwadracie kratowym nxn, a przez N(n, M) — liczbeg réinych
rozmieszczen M takich punktéw, to zgodnie z teza zadania M(x) = n, gdy
n jest liczba pierwsza (spostrzezenie pochodzace od P. Erddsa). Jednak —
poza oczywistym oszacowaniem M(n) = 2n — nic wigce] nie wiadomo

o zachowaniu wielkosci M(n) dla duzych n, mimo Ze eksperymentalnie
stwierdzono w przyblizeniu wykladniczy wzrost wielkosci N(n, 2n) dla n
niezbyt wielkich! (zob. artykul R, K. Guya w ksigzce Combinatorial
Mathematics and Its Applications, Acad. Press, Londun, New York 1971
str. 124 —cyt, za p. J. Celem, ktory zadanie zaproponowat).

Zadanie 129 [Czy w szeéciokacie wypuklym o polu § musi istnieé
przekatna odcinajaca trojkat o polu = §/6? = §/67 (WT = 3,18). Tylko
P. Jegdrzejewicz, D. Kurpiel, J. Uryga, J. Klisowski, P. Kumor, Z. Galias.



Zadanie 130 [inf (m—1"4p-1im) = 2 (WT = 1,71). Duio poprawnych
m, neN
rozwiazari. Dwa ciekawe uvogdlnienia:
1 (P. Jedrzejewicz). inf (x¥+)»*) = 1. Dowéd z nieréwnosci migdzy
x,»6(0,1]
srednia arytmetyczng wazong i frednia geometryczng waiona
(Fauwz T dla wy,ctin >0, gy oouqn = 0, Xg1 = 1):
1\¥ -1 11\*% -1
a0
x g
1 ! 1 -1
= [}"— +(1—y)'1) G (x-—-+(1—x)-1) =
o ¥y :

I (J. Kaja), Niech 4 = (1, ), sup4d = @, keN,

k k :
Z= {_Zl(('z;m)—m)"““i:ﬁn. sk €A}
J= =

WowezasinfZ = 1. Dowdd z uogdlnionej nierdwnosci Bernoulliego
((1+x) = 1+1tx dla x = 0,¢ > 1) przez podstawienie ¢ = aj,

X = a}’(fz,'a_f)—-a;—l), j=1,..,n, proste przeksztalcenie i zsumowanie
powstalych nieréwnosci.

Zadanie 132 [(Z [T aip)* < [T X'dlistary > 0,i < n,j < O] WT = 1,71)
LR | Y S

bylo rozwiazywane na wiele sposobdw: tak, jak w Delcie, badi przez
indukeje (po k, po n), indukcje wsteczng (k — 2, k- k—1), pracowite
wymnazanie sum, wreszcie stosowanie znanych nierdwnodci (Jensena,
Héldera). Przytoczona w oméwieniu zadania 130 nierdwnodé miedzy
érednimi wazonymi postuzyla M. Mazurowi (ktory zreszta to zadanie
zaproponowal) i R. Mitraszewskiemu do uzyskania uogdlnienia w postaci

‘}_,‘Hau < [T(Xai¥)" dla ay > 0, q1 > 0, X1lgy = 1;
z J i

dla k = 2 nieréwnosé. ta redukuje sie¢ do zwyklej nierownosci Hildera
(a nierdwnosé wyjsciowa — do nierdwnosci Schwarza).

Zainicjowana przed dwoma laty liga fizyczna zdazyla sig juz

na dobre zadomowié na lamach Delty i okrzepng¢. Przez pierwsze
poltora roku jej istnienia uczestniczylo w niej ponad 120 osob,
jest tez juz pierwszy czlonek Klubu 44 w tej konkurencji.

Wirdd uczestnikow (ktorzy zecheieli sig blizej przedstawic) tak jak
przed rokiem przewazaja uczniowie i studenci. Spory wzrost
liczby nadsytanych prac nastapit po wydrukowaniu w numerze
1/1986 omowienia poczatkow dziatalnosci oraz pierwszej tabeli
ligowej. Liczymy na podobne skutki obecnego, kolejnego
podsumowania. 3

Lektura nadsylanych rozwigzan sklania nas do zamieszczenia

paru, zdawaloby sie oczywistych, rad:

1. Na gotowe rozwigzanie zadania powinno si¢ spojrze¢ krytycznie,
" by stwierdzi¢, czy na pewno wynik ma sens fizyczny (np.

moglismy pomyli¢ si¢ w przeksztalceniach).

2. Wyznaczane wielkosci ,,liczbowe” nalezy podawac

z dokladnoscia odpowiadajaca dokladnosdci zastosowanej metody

oraz uzytych danych wyjéciowych (w tresci zadan podajemy je

zwykle z dokladnoscia do dwoch miejsc znaczacych, taka sama

dokladno$¢ proponujemy stosowaé podczas korzystania z tablic).

Pamigtajmy o jednostkach!

A teraz omowienie wybranych zadan.

Zadanie 11 [Wyznaczanie masy przedmiotu zawieszonego wewnatrz gablotki]
(WT = 2,63). Wszyscy rozwiazujacy podali (przynajmniej obok innych metod)
metody wykorzystujgee drgania przedmiotu na sprezynie, ewentualnie drgania
calej gablotki, zawieszonej na sprezynie o znanej stalej sprezystosci (jak
podali P. Figurny i T. Rawlik, uklad ten ma dwie czestodci rezonansowe).
~ Najtadniejsze rozwigzanie podal M. Semla: gablotke z przedmiotem

wprawionym w drgania pionowe o amplitudzie 4 stawiamy na szybko
reagujace) wadze i odczytujemy amplitude wahan cigzaru F, stgd znajdujemy
stalg sprezystoéci zawieszenia przedmiotu k = F/A4. Znajac dodatkowo okres
drgan przedmiotu T wyznaczamy jego masg jako

5 kT2

T

Zadanie 15 [Petla z izolowanego przewodu w zanikajacym polu
magnetycznym] (WT = 3,10). Rozwigzania zblizone do naszego nadeslali

W. Bartz, M. Semla, L. Szalast, P. Zawadzki. W rozwiazaniu opublikowanym
w numerze 2/1986 powinno si¢ dla poprawnoéci toku rozumowania umiedcié
migdzy punktami P i § opornik, odpowiadajacy izolacji dzielacej dwa
przewody w miejscu ich styku. Dzigki duzej wartoci oporu nie bedzie on
wplywal na wystepujace w petli napiecia i prady, jego umieszczenie
spowoduje natomiast, e omawiane obwody przyima posta¢ dwéch ;
zamknietych oczek. Jest to o tyle waine, ze sila elektromotoryczna indukuje
sig w obwodach zamknietych (chociaiby przerwa iskrowa); dla obwodu

nie zamknigtego strumien indukeji magnetycznej nie jest okreslony.

W omawianym rozwigzaniu przyjeto za promienie okregdéw podane w tresci
zadania wartosci $rednic. Wplynglo to na koficowe wartosci napigé, nie

zmieniaj jednak osta o0 u

Zadanie 17 [Przesuwanie po podioiu preta z gérnym koficem mocowanym

w wigzach prostoliniowych] (WT = 1,65) pomimo niskiej wartosci WT
nastreczalo powazne trudnosci. Swiadczy o tym mala liczba nadestanych
rozwiazan oraz fakt, e niektérzy czolowi uczestnicy ligi mieli wiele trudnosei
z poprawnym rozlozeniem wszystkich sil i sformulowaniem warunkéw, ktdre
sily musza spelniaé. Otrzymaliémy nawet list od Czytelnika wytykajacy nam
rzekomy blad w rozwiazaniu zamieszczonym w numerze 3/1986. Rozwiazanie
to jednak, jesli tylko nie liczyé pewnych niedokladnosci rysunkow,

jest poprawne. F

Zadanie 21 [Elektryczna czarna skrzynka] (WT = 1,96) zostalo przez kilku
uczestnikéw (R. Pluta, J. Stelmach, T. Wieczorek) rozwigzane z uiyciem
¢rodet pradowych. Niestety, tylko jedno z nich (T. Wieczorka) bylo
satysfakcjonujace. Mniej wigecej w polowie nadeslanych rozwigzaf
zastosowano uklad ,,gwiazdy™.

Zadanie 22 [Przelewanie cieczy lewarem] (WT = 3,81} okazalo sig
najtrudniejsze w minionym roku. Tylko J. Osada zwrécil uwage na rolg
ciénienia pary nasyconej cieczy, natomiast opory przeplywu jako jedyny
uwzglednit J. Stelmach.

Zadanie 26 [Pocisk wystrzelony z Ksiezyca] (WT = 2,27). Dz. Lipniacki
rozpatrywal ruch pocisku w nieinercjalnym ukladzie zwiazanym z, Ziemia

i Ksigzycem, co znacznie komplikuje problem. Przy okazji peprawiamy

bledy liczbowe, ktdre wystapily w naszym rozwiazaniu (Delta 7/1986):
najwigksza odleglosé, na ktéra moze pocisk oddalié sig od powierzchni Ksigzyca,
wynosi 1/5R, a przyciaganie ziemskie jest na calym torze pocisku

co najmniej 400 razy iejsze od pr Ksigiyca.

Zadanie 29 [Ruch klocka pod wplywem dzialania spreiyny i tarcia]

(WT = 1,70). W wigkszoéei nadeslanych rozwigzan (m.in. P. Miloszewski, -
J. Osada, L. Szalast, P. Wach) wykorzystano zasade zachowania energii:
p'rz)rrbwnujac prace wykonana na pokonanie sily tarcia W = fmgs(f—
wspdlczynnik tarcia, m — masa klocka, g — przyspieszenie ziemskie,

5 — szukane przesunigeie klocka) do réinicy energii sprezyny w pozycji

. 3 \ " 1 f
pierwotnej i koncowej AE = ?k(L?—xi‘) (x — odksztalcenie sprezyny
w koficowym polozeniu klocka) otrzymuje sie

£ fms)

s=2(L = dlaL:-'—'fﬂ",—orazs=0dla Léfmg

k Tk

Kilku uczestnikéw (A. Gluza, Dz. Lipniacki, J. Sobon) rozwiazywalo
réwnanie ruchu klocka, co bylo metoda bardzo pracochlonng.

J. Lipkowski stwierdzit, ze ruch klocka jest typowym ruchem

harmonicznym tlumionym, jak rozpatrywany w podrecznikach.

Dokladnie to tak nie jest: w naszym przypadku sila tarcia jest niezalezna

od predkosci i ruch migdzy zatrzymaniami klocka ma charakter taki, jak bez
tlumienia, natomiast kolejne ruchy klocka maja skokowo malejaca amplitude
i rozne ,,punkty réwnowagi’” (patrz rysunek).

Rozwigzanie zblizone do naszego (Delta 9/1986) nadeslal jedynie

M. Wéjeicki, ktory podal jeszeze jedna ciekawa metode wykorzystujacq

fakt, ze dzialdjaca na klocek wypadkowa sila w momencie pierwszego
zatrzymania (Scisle: graniczna warto$¢ sily, odpowiadajaca zatrzymaniu sig
klocka) jest réwna co do wartodci wypadkowej sile dzialajacej na klocek
ruszajacy z polozenia startowego i ma przeciwny do niej zrak.

Nalezy jeszcze zwrocié uwage, ze dosé powszechnie przyjmowano sile tarcia
statycznego w przypadku klocka nieruchomego jako réwna T = fmg,
niezaleznie od wartodci sily dzialania sprezyny na klocek F. Tymaczasem

dia fmg = F zachodzi T = F, inaczej sila tarcia spowodowalaby ruch klocka!

-

1-2a 1

€zas

koniec ruchu

r=2/®




Klub 44

Lista uczestnikow ligi
zadaniowej Klub 44 M

po uw;glgd nieniu ocen rozwigZan

zadai 131 (WT = 2,00) i 132 (WT = 1,71)
Zbigniew Galias — Krakow 45,62
Robert Mitraszewski — Wroclaw 45,19
Marian Roman — Elk 1—43,09
Zbigniew Koza — Jelenia Gora 1—43,03
Andrzej Sudot — Nowy Sacz 42,56
Tomasz Rawlik — Gliwice 2—41,48
Marek Prauza — Poraj 1—41,30
Jerzy Mikuta — Zielona Goéra 1—40,50
Grzegorz Kus — Krakow 39,93
Henryk Mikolajczak — Walbrzych 39,26
Zbigniew Zaus — Krakow 36,93
Michal Marczak — Radom 36,56
~ Wojciech Krzyzanski— Zywiec 34,45
Edward Orzechowski— Warszawa 234,31
Artur Smolczyk — Tarnéw Op. 1—33,68
Slawomir Solecki- — Ostréw Wilkp.1—33,35
Jerzy Tyszkiewicz — Warszawa 33,28
Zygmunt Bartkowski— Warszawa 32,93
Mariusz Lopusiewicz— Legnica 32,15
Mirostaw Mikucki — Augustdéw 31,67
Piotr Figurny — Lubartow 1—31,39

Krzysztof Jakubczak — Kudowa Zdrdj 31,00
Dariusz Kowalczyk — Warszawa 29,81
Krzysztof Jedziniak — Katowice 1—29,49
Wiadystaw Wasiak — Torun 28,92
Jarostaw Kaczyfiski — Starogard Gd. 28,31
Stanislaw Dorosz  — Krakéw 28,06
Maciej Gluszek — Wroclaw 27.85
Janusz Prajs — Opole 27,57
Jan Ciach — Ostrowiec Sw.1—27,21
Tomasz Komorowski— Swidnik 2—26,82
Tadeusz Jozefczyk — Poznan 1—26,60
Jerzy Cislo — Wroclaw 26,56
Radostaw Zapert — Kielce 26,51
Krzysztof Zygan — Lubin 24 98
Adam Stadler . — Rzeszow 24,94
Zbigniew Krylow — Sopot 24 93
Mirostaw Matlgga — Skoczow 24,82
Karol Jachacy — Tluszcz 24,67
Tomasz Maslowski — Torun 24,40
Krzysztof Trautman — Warszawa 1—24,31
Jerzy Malopolski — Krakow 1—24,23
Adam Wyrwa — N. Wisnicz 1—23,43
Lech Bartlomiejczyk — Gliwice R0
Ryszard Pagacz — Zawadzkie 222,16
Malgorzata Czernia- — Gdansk 1—20,54
" kowska e
Dzierzyslaw Lipniacki — Lublin 20,07
Jozef Siwy — Eaziska G. 1—19,73
Pawel Kaminski — Warszawa 4—19,58
Piotr Wach — Katowice 19,03
Piotr Jedrzejewicz — Torun 1—19,00
Jerzy Janowicz — Bolestawiec 5—18,76
Adam Ruszel — Krosno 18,72

Legenda (przvkladowo): stan konta 5—18,76
oznacza, Ze uczestnik juz pigciokrotnie
zdobyl 44 punkty, a w kolejnej (szostej)
rundzie ma 18,76 p.

Zestawienie obejmuje wszystkich uczestnikdw,
ktorzy zgromadzili co najmniej 18 punktéw,
Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie) (cyfra w nawiasie wskazuje,
ile razy uczestnik przekroczyl bariere

44 punktéw): Z. Bartold (2), T. Biegariski
(1), A. Bonk (1), W. Boratyfiski (1),

M. Fiszer (1), M. Galecki (5), A. Gluza

(1), D. Kurpiel (1), J. Mandziuk (1),

‘M. Mazur (2), R. Mazurek (1),

J. Milezarek (1), W. Olszewski (1),
~ A Pawlowski (3), K. Serbin (2),

D. Sowizdrzal (3), T. Szymezyk (1),

W. Szymczyk (1), J. Uryga (4), K. Witek (1).

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Wydzial Fizyki Uniwersytétu Warszawskiego oraz Redakcja
miesigcznika Delta organizuja %konkurs — lige zadaniowa pod nazwa Klub 44,

2. Liga ma charakter ciagly. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesigczniku Delta, po 4 zadania w kazdym
numerze: 2 z matematyki i 2 z fizyki, z dwumiesieczna przerwg (nr 6 i 7 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byé¢ kazdy.

4, Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadari konkursowych i przesylaniu opracowanych rozwigzan
do Redakcji Delty. Aby zostaé uczestnikiem, wystarczy przesta¢ rozwiazanie choéby jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybra¢ dowolnie. Nie ma koniecznodci rozwigzywania zadan z kazdego
miesigca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylaé¢ do konca miesiaca n+2 (dodawanie modulo 12, np. termin
nadsylania rozwigzan zadan z nr 11/1987 uplywa 31 stycznia 1988). W numerze n+4 podane sg szkicowe
rozwigzania.

7. Rozwigzanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru i podpisane. Uczniowie
proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku i uczelni. Rozwiagzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przysyla¢ w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byé¢ samodzielne. Serie rozwiazan jednobrzmiacych nie beda brane pod uwage.

9. Rozwigzanie kaZdego zadania jest oceniane w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Przy ocenie jest
brana pod uwage nie tylko poprawnos¢ merytoryczna i rachunkowa, lecz takze pomysiowosé\ metody

i elegancja rozwigzania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspdlczynnik trudnosci ustalany po uplywie terminu nadsylania rozwiazan.
Wspolczynnik ten jest liczba migdzy 1 a 4 ustalang wedlug nastgpujacei zasady: jezeli N oznacza liczbe oséb,
ktore nadeslaly rozwigzanie chotby jednego zadania z danego numeru, w danej konkurencji (matematyka

lub fizyka), a § oznacza sumg ocen uzyskanych przez wszystkich uczestnikéw za dane zadanie, wéwczas
otrzymuje ono wspdlczynnik trudnosci WT = 435N, Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacii
ligowej liczbe punktéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przez wspolczynnik trudnosci (z zaokragleniem

do dwdéch miejsc po przecinku).

11. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwigzania poszczegdlnych zadan (obliczone wedlug padane;
wyzej zasady) sa sumowane, oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwila osiagniecia sumy 44 punktéw -
w jednej z tych dziedzin uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44.

12. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) moina w dalszym ciagu braé udzial

w konkursie ligowym. Nadwyzka punktow ponad wartosé 44 zostaje zaliczona na poczet ponownego
uczestnictwa w lidze.

13. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44.

14. Czotéwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delra.

15. Czlonkowie Klubu 44 beda zapraszani na spotkania Klubu 44, ktére beda organizowane w Warszawie

raz do roku.

16. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i moinoéé zmian Regulaminu.

Zadania z matematyki nr 143, 144 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

V3 1-44

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 9/1986

143. We wnetrzu kwadratu rozmieszczono w dowolny
sposob skoriczong liczbe rozlacznych kol domknietych
(o roznych promieniach). Udowodnié, Ze mozna ten
kwadrat podzieli¢ na wielokaty wypukie o rozlacznych
wm:trzach tak, by we wnetrzu kazdego wielokata
znalazlo sie doklad.me jedno z kol.

144. Dowies¢, Ze rownanie 1987y% = 1+x+ x2+x°+x*
nie ma rozwigzan w liczbach wymiernych x, y.

- Zadanie 144 przystal pan Jarostaw Cel z Lodzi.

Przypominamy tre$¢ zadan:

135, Okregi K i L sg wpisane w ramiona kata o wierzchotku ©O. Trzem okrag jest styczny zewnetrznie do K i L
w punktach- P i . Dowiei¢, e punkty O, P, Q sa wspolliniowe.

136. Udowodnic, ze iloczyn dowolnych czterech kolejnych a) liczb naturalnych, b) liczb parzystych,

¢} liczb nieparzystych — mo#na przedstawié na dwa réine sposoby jako roinice kwadratéw dwéch liczb
naturalnych.

135. Niech O,, 0., ry, r, ozniczaja odpowiednio $rodki i promienie okregéw K i L; przez
03, r; oznaczmy $rodek i promien trzeciego okregu. Jednokiadno$¢ o srodku O i skali r, Iry
przeprowadza okrag K na okrag L; stad proporcja 00,:00, = r:ry. Punkty P i Q leza na
bokach 0,05 i 050, trojkata O, 05 0;, a punkt O lezy na przediuzeniu boku 0, O;.

O\P 00 0,0 'ri rs r

Z réwnosci ——« = s iy mocy twierdzenia Menelausa
(05 QO; 001 3 ~Fs Iy

wynika wspolliniowos¢ punktow P, Q i O.

136. Dla dowolnych liczb a, b, x, y i dla e = + 1 zachodzi réwnosé
(ab+ sxy)2 —(bx+eay)® = @—x)(a+x)(b—y)(b+y).

Gdy a, b, x, ysa liczbami naturalnyml otrzymujemy przedstawienie iloczynu po prawej stronie
w postaci roznicy dwoch kwadratow na dwa rozne sposoby przyjmujac e = 1 oraz e = —1,
Dla b = a+x, y = x dostajemy po prawej stronie iloczyn (a— x)ala+x) (a+2x); przy
stosownym wyborze wartosci @, x € N (0 < x < a) czynnikami tego iloczynu beda dowolnie

zadane cztery liczby naturalne w postepie arytmetycznym. Stad teza zadania w kazdym z trzech
przypadkow.
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Termin nadsylania rozwigzan: Zadania z fizyki nr 41, 42 Redaguje dr Andrzej NADOLNY
31 III 1987

41. Fotografujac z brzegu jeziora o gladkiej powierzchni przeciwlegly brzeg otrzymano obraz
tego brzegu wraz z jego odbiciem w wodzie, jak na rysunku 1. W jaki sposéb mozna okresli¢,
co jest odbiciem w wodzie, jesli obie polowy zdjecia nie rdznia sie pod wzgledem ostrosci ani
jasnosci?

42, Rysunek 2 przedstawia fragment sieci zlozonej z oporéw o nie znanych wartosciach. W jaki
sposob mozna wyznaczy¢ warto$é oporu Ry nie przerywajgc nigdzie sieci, jesli dysponuje sig
tylko omomierzem i przewodami do polaczen? Wyprowadzi¢ odpowiedni wzor.

Rys. 1 Rys. 2

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1986

Przypominamy tres¢ zadan:

33. Gaz doskonaly (jednoatomowy) podlega odwracalnemu procesowi kolowemu, dia ktérego zaleinosé
cisnienia p od temperatury T jest przedstawiona na rysunku 3 (odcinek 1—3 opisywany jest zaleznoscia
P = const-]"'?_'). Poda¢ wykres zaleznosci cisnienia od objetosci dla tego procesu i obliczyé sprawnosé silnika
cieplnego realizujacego taki cykl, w ktorym py; = 2p,. Czy dla gazu dwuatomowego wynik bedzie taki sam?

34. Poslugujgc sie argumentacja fizyczna oceni¢, jaka czes¢ wokoislonecznego toru Ksiezyca ma wypukloéé

zwrocona ku Sloncu.

P : P
Pl 2 3 @-

Z

L 7

<

Spe=mmm———r e

= o T Rys. 3 Rys. 4

33, Zaleznosc cisnienia od objetosci dla danego procesu przedstawia rysunek 4. Przemiana 3—1
. T s jest opisywana zaleznoscia p ~ V, wowczas bowiem — ze wzgl¢du na rownanie Clapeyrona —
Lista uczestnikow ligi ; zachodzi p? ~.T. Mamy wigc V,/V, = p,/p; = 2. Stosunki temperatur w odpowiednich

zadaniowej Klub 44 F punktach cyklu wynosza: T>/Ty = pa2/ps = 2, Ta/Ty = (p2/p1)* = 4. _

e e Sprawnoé¢ silnika cieplnego wynosi
po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 29 (WT = 1,70) 7%
i 30 (WT = 2,52) (N n= ik
Tomasz Rawlik — Gliwice 36,85
Aleksander Surma — Myszkow 31,77  gdzie W — praca wykonana przez gaz w jednym cyklu,
Drzierzyslaw Lip-  — Lublin 30,20 © — cieplo pobrane przez gaz w jednym cyklu.
niacki Praca W jest roznica pracy wykonanej przez gaz w przemianie 2—3 i pracy wykonanej nad
Pawet Rogocz — Legnica 23,63  gazem W przemianie 3—I.
Arma Gluza — Toruf 21,65 Wartosci W odpowiada pole powierzchni zakreskowanego trojkata na rysunku 4:
Jacek Stelmach  — Zabrze 18,49 =
Robert Repucha ~ — Goldap 17,58 . (2) W= i V= iMRI" (n — liczba moli gazu, R — stala gazowa)
Piotr Bala — Torus 1—15,34 gheC T : ¢ :
Miroslaw Semla — Opole 15,20 5 G
Tabuiz Oaade  Yegnics 15,17  Gaz pobiera cieplo w przemianach 1—2 oraz 2—3 (w przemianie 3—1 oddaje cieplo). Wobec tego
Piotr Wach — Katowice 14,95 = = =
Leszek Szalast — Radzyn Podl. 14,14 . ‘. Q H[CV(TZ Tl)+CP(T3 T2)}
Zbigniew Galias  — Krakow 1248  (Cy i C, — molowe ciepto wlasciwe gazu odpowiednio przy stalej objetosci oraz przy stalym
Maciej Stasiak — Czluchéw 12,15 . ci$nieniu).
Wiestaw Stochmal — Szczecin 11,88 3 5 !
Zbigniew Lipowczan — Katowice 11,81  Po dokopaniu podstawieA Cy = — R, C, = —R (dla gazu jednoatomowego) oraz T, = 2T},
Mariusz Surma — Kielce 10,18 > 2 2 ;
Piotr Dziembaj — Krakéw 10,05 I3 = 4T, otrzymujemy
Maciej Krzyza- — Lublin 8,58 13
nowski S 3) Q = —nRT;.
Wiestaw Kacprzak — Krakow 8,46 - - R
Tadeusz Foszcz — Ilmenau 8,15 i 1

(NRD) Ostatecznie ze wzorow (1), (2), (3) wyznaczamy y = —. Dla gazu dwuatomowego mamy
Maciej Gluszek — Wroclaw 8,11 13

3 7 19 7 ;

Zestawienie obejmuje wszystkich Cy = —Roraz C, = —R, zatem Q = —nRT,. Praca W jest nadal opisywana wzorem (2)
uczestnikéw, ktorzy zgromadzili co najmniej 2 2 2
S prERIo, i w rezultacie n = —.
Jedynka przed stanem konta P. Baly 19
oznacza, iz zdobyl on juz raz 44 punkty
i obecnie odbywa druga runde. 34. Rozwiazanie w artykule dr. Tomasza Kwasta.



Najmniejsza ilo$¢ energii, na jaka moze zareagowaé nasze oko,
wypoczgte przez dluzszy czas w ciemnosci, odpowiada

w przyblizeniu energii 20 fotonow $wiatla zielonozoltego.
Wrazliwos¢ oka jest tak duza, ze mozemy w pewnych warunkach
,.Zzaobserwowac’’ pojedyncze fotony. Uzyjmy Zrodia swiatla

0 natgzeniu nieco ponizej progu widzialnosci; do oka dociera
wtedy srednio troche mniej niz 20 fotondéw jednoczesnie. Liczba
.ta ulega jednak fluktuacjom i moze co pewien czas przekroczyé
wartos¢ progowa. Obserwowac bedziemy nieregularne krotkie
blyski. Preciki sg bardziej wrazliwe na Swiatlo niz czopki, dlatego
blyski widzimy nie na zoltej plamce (najwigksza gestos¢ czopkow),
lecz na bocznych czgsciach siatkowki (najwieksza gestoscé
precikéw), tj. patrzac nie na wprost. Preciki nie daja jednak
wrazen barwnych i rozblyski sg z reguly biale.

Kalendarz z roku 1975 nadawal si¢ do uzytku w 1986 roku,
obecnie jednak nie mozemy postugiwaé sie kalendarzem

z 1976 roku — nie pasuje. Powstaja dwa pytania: z jakich lat
kalendarze nada_]a si¢ dla 1987 roku i ile trzeba mie¢ kalendarzy,
zeby ,,zawsze”’ ktory$ z nich byl zgodny z biezacym.

"

7224\

Konstruowane obecnie pulapki elektrostatyczne umozliwiaja
uwigzienie, w temperaturze cieklego helu, pojedynczej czastki
naladowanej. Fizykom z Uniwersytetu Waszyngtonskiego udalo
sig utrzymac jeden elektron przez, dziesig¢ miesiecy w pulapce

o objetosci okolo milimetra szesciennego. Oznacza to,.

e w przyszlosci mozliwe bedzie badanie np. ruchu wy}zolowancgn
elektronu przy oddzialywaniu z promieniowaniem
elektromagnetycznym.

Punkty stycznosci bokow trojkata opisanego na okregu z tym
okregiem tworzs trojkat wpisany w ten okrag. To oczywiste.
Mniej oczywiste jest, ze albo oba trojkaty maja boki odpowiednio
réwnolegle, albo proste zawierajgce nie przecinajace sig boki

tych trojkatow przecinaja si¢ w punktach lezacych na jednej
prostej.

Latwo sprawdzié, ze

g = 14+x+x24+ 23+ x4+ x5+ ...
= g

Istotnie, wystarczy pomnozy¢ obie strony przez (1—x) i gotowe.
Podobnie

x—1 o x  x? 0 ot z
X
1 1
Zatem lacznie, wobec = o + T 0, mamy
— i
e R o 1
s bl b bt L = Z — =0,
=k X X X

dla kazdego x # 1. Gdzie tu tkwi blad?

Katenoida (powierzchnia, utworzona przez blone mydlang,
rozpieta na dwoch okregach prostopadiych do odcinka
taczacego ich srodki), wykonana np. z blachy, po rozcieciu da sig
utozy¢ w ksztalt helikoidy (powierzchni utworzonej

z przecinajacych lini¢ srubowg prostych, przecinajacych réwniez
pod katem prostym o$ $ruby).

Cialo swobodnie spadajace w osrodku plynnym (cieczy lub gazie)
nie porusza sig bynajmniej ruchem jednostajnie przyspieszonym.
Przeciwnie — po pewnym czasie jego ruch staje sie jednostajny.
Kiedy — zalezy zarowno od osrodka, jak i ksztaltu ciala.

Wielkos¢ 1 odleglos¢ od Ziemi Slonca i Ksigzyca sa tak ,,dobrane™

ze ich katowe $rednice obserwowane z Ziemi sa prawie rowne,
0 czym mozna si¢ przekona¢ podczas zaémien. Jak si\: wyda je,

nikt nie sprawdzil dotad, czy taka zaleznos¢ ma miejsce jeszcze
dla jakiegos satelity jakiejs innej planety.

Johann Bernoulli wyrazit Zyczenie, by na jego nagrobku
znajdowala sig spirala logarytmiczna — wdzieczni (i chyba
niedouczeni) potomni ozdobili jego gréb spirala Archimedesa.
Carl Friedrich Gauss zyczyl sobie, by jego nagrobek nie zawieral
napisow, a jedynie rysunek siedemnastokata foremnego — na
nagrobku sa napisy, nie ma natomiast rysunku siedemnastokata.
Blizsze badania (bo na oko nie sposéb tego stwierdzic)
pozwalaja jednak siedemnastokat znaleZ¢ — taki ksztalt ma
postument pomnika.

Z nowym rokiem rozpoczynamy nowy serial obrazkowy na ostatnich stronach okladki. Bedzie
to przeglad rozmaitych charakterystycznych obiektow mikro- i makroswiata. Serial
zaprojektowanyjest nastepujaco. W roku mamy do dyspozycji 24 strony. Zwazywszy, ze w glab
mikroswiata powinni$my dojé¢ do odleglosci rzedu 1072° m, za$ w glab Wszechs$wiata siegamy

do odlegltosci rzedu 10 Gpe (3 - 102° m), latwo zrozumiec, ze musimy co miesigc prezentowac
skalg 100 razy mniejsza i tylez razy wieksza. Inaczej-mowiac, z miesiaca na miesigc bedziemy
ogladac obiekty o dwa rzedy wielkosci mniejsze i wieksze.

Nie wynika wszakze z tego, Drogi Czytelniku, ze dowiesz si¢ wreszcie, jak wyglada np. atom
lub kwark. Chyba zrozumiale, ze obiekty mniejsze od dlugosci fali swietlnej w ogole nie
,»wygladaja’® — zobaczy¢ ich juz nie mozna przy zadnym powigkszeniu. Mozna jedynie posrednimi
sposobami odtwarza¢ ich strukture i przedstawia¢ ja za pomoca mniej lub bardziej
symbolicznych rysunkéw. Tego rodzaju informacje znajda sie wlasnie w naszym serialu. Przy
zglebianiu Wszechéwiata nie ma tych klopotow, sa za to inne. Mianowicie — obrazy odleglych
galaktvk uzyskuje sie wprawdzie latwo, trzeba jednak mie¢ na wzgledzie, e tak jak na zdjeciu
wygladaly one tyle czasu temu, ile potrzebuje swiatlo na przebycie odleglosci od nich do nas.
Indczej mowiac, im dalej siggamy w przestrzen, tym dawniejsza fazg zycia WszechSwiata widzimy.

Rozpoczynamy nowy serial od skali 1072 i 10*>. Mamy tu do czynienia z obiektami dobrze
znanymi. Za miesiac chyba juz tak nie bedzie i z biegiem czasu bedziemy ogladac coraz bardziej
..egzotyczne®’ obiekty otaczajacego nas swiata. Mamy nadziejg, ze te 24 obrazki sklonig
Czytelnika do samodzielnego zastanowienia sig¢ nad ,,znikomoscia’’ lub ,,wielkoscia™ czlowieka.
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