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Holografia—mozliwosci 1 zastosowania

Dr Katarzyna CHALASINSKA—MACUKOW

Holografia jest to metoda zapisu i rekonstrukcji peinej
informacji niesionej przez fale réznej natury: fale
elektromagnetyczne, akustyczne czy elektronowe.

Juz w samej nazwie, ktéra mozna tlumaczy¢ jako
,.pelny zapis” (z greckiego holos = pelny, gramma =
= zapis), zaznaczona jest ta cecha. Wlasnie mozliwos¢
pelnego zapisu rézni holografi¢ od konwencjonalnej
fotografii i daje mozliwos¢ otrzymywania
tréjwymiarowych obrazéw.

Podstawy holografii zostaly sformulowane przez

Denisa Gabora w latach 1948—1951, za co w 1971 roku
otrzymat nagrod¢ Nobla w dziedzinie fizyki. Prawdziwy
rozwoj holografii przypada jednak dopiero na lata
szescdziesigte i jest $cisle zwigzany z rozwojem

techniki laserowej. W tym czasie holografia i mozliwosci
jej zastosowania w wielu dziedzinach nauki i techniki
wzbudzily ogromne zainteresowanie. Byla ona przez
jaki$ czas dominujaca dziedzing optyki stosowanej.
Trojwymiarowe obrazy holograficzne fascynowaly

1 pobudzaly wyobraznig. Dawaly wielkie nadzieje na
szybka realizacje tréjwymiarowego kina i telewizji.

Tak si¢ jednak nie stato. Zbudowanie holograficznego
kina okazalo si¢ bardzo trudne do realizacji i do

dzisiaj takie nie istnieje. Réwniez hologram nie

stal si¢ natychmiast konkurencja dla fotografii i nie
wszedl do powszechnego uzytku. Coraz czgsciej

zaczely pojawiaé sig opinie, Ze holografia jako metoda
zapisu informacji nie speinita pokladanych w niej
nadziei, ze zawiodla i Ze¢ nie warto dalej na tak szeroka
skalg w nig inwestowac.

Niemniej jednak w laboratoriach naukowych prace
trwaly nadal. W wielu dziedzinach nauki i techniki
holografia weszla na stale jako technika zapisu.
Poszukiwano rowniez nowych materiatow
$wiatloczutych oraz opracowywano nowe metody zapisu

®orzedmiot
punkiowy

Zrddta s
® odniesienia

Rys. 1

i rekonstrukcji holograméw. Rozwinela si¢ cala nowa
dziedzina holografii — hologramy odtwarzane w $wietle
bialym. To spowodowato, ze w ostatnich latach
holografia zaczyna znowu budzi¢ zainteresowanie

i mie¢ masowych odbiorcéw.

A wlasciwie na czym polega zapis holograficzny?
Wyobrazmy sobie pole $§wietlne pochodzace od dwoch
Zrédet punktowych, z ktérych jedno traktujemy jako
przedmiot punktowy, a drugie jako Zrédio odniesienia.
Rozklad maksiméw fali stojgcej, utworzonej przez
interferencje fal pochodzacych z obu Zrédet,
przedstawia rysunek 1. Aby zapisa¢ hologram, nalezy
umiesci¢ w tym polu materiat swiattoczuly. Sposéb, .

w jaki to robimy, determinuje wlasnosci zapisanego
hologramu oraz narzuca sposob jego odczytania.
Polozenie oznaczone na rysunku 1 jako 4 daje w efekcie
tzw. hologram plaski, to znaczy zapis powstaje na
powierzchni materiatu $wiattoczulego.

Przykiad prostego ukladu doswiadczalnego do zapisu

hologramu plaskiego przedstawia rysunek 2. Swiatto

pochodzace z lasera jést dzielone na dwie czgscei,

z ktorych jedna oswietla przedmiot i odgrywa role

tzw. fali przedmiotowej, a druga, tzw. fala odniesienia,

jest skierowana bezpoérednio w strong hologramu.

Obie fale sa spojne, a wigc maja zdolnos¢ do

mterferencp Przypomnijmy sobie, Zze kazda falg mozZna
opisa¢ poprzez podanie wartosci jej amplitudy i fazy

w danym momencie i punkcie przestrzeni. Gdy

rejestrujemy swiatto rozproszone od przedmiotu,

czyli gdy fotografujemy, klisza rejestruje natezenie I,

rowne kwadratowi amplitudy fali rozproszonej. Faza

jest zgubiona. Dlatego tez fotografia wiernie

odwzorowuje rozklad oswietlenia obiektu (za to

odpowiada amplituda fali rozproszonej), ale jest

dwuwymiarowa. Zagubiony zostal relief i glgbia

sceny — za to odpowiada wtlasnie faza fali rozproszonej.
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W przypadku zapisu holograficznego klisza réwniez
rejestruje tylko natgzenie 7 fali, ale dzigki wprowadzeniu
fali odniesienia (i spdjnosci $wiatla) pojawiajg si¢

w nim nowe skladniki. Natezenie 7 wynosi wtedy

I = Ip+Io+IF0,

gdzie I, i I, sa odpowiednio nat¢Zeniami fal
przedmiotowej i odniesienia, a [, jest wynikiem
interferencji migdzy obu falami i zawiera informacjg

o ich fazie. Wiaénie dzigki dodaniu fali odniesienia
hologram zawiera peing informacje¢ o fali przedmiotowej,
a obrazy holograficzne sa tréjwymiarowe.

Gdy hologram oswietlimy $wiatlem laserowym
(prosty uklad przedstawia rysunek 3), otrzymamy
obraz tréjwymiarowy rejestrowanego obiektu,
powstajacy w tej samej odleglosci, w jakiej znajdowat si¢
przedmiot i widziany tak, jak go ,,widzial”” hologram
przy zapisie. Umieszczajac oko za hologramem,

w sposéb zaznaczony na rysunku, mozemy go
obserwowaé ,,jak przez szybke”. Scisle rzecz biorac,
podczas odczytu hologramu powstajag dwa obrazy:
rzeczywisty i urojony. Ktory z nich przedstawiony jest
na rysunku 3, a ktéry na rysunku 5?

Hologram ptaski sktada si¢ z mniej lub bardziej
skomplikowanych prazkéw interferencyjnych i dziala
jak superpozycja wielu siatek dyfrakcyjnych. Aby °
zrekonstruowaé obraz z takiego hologramu, niezbgdne
jest oswietlenie monochromatyczne, bo w przeciwnym
przypadku kazda barwa 'daje obraz nieco przesunigty,
co powoduje, ze rekonstrukcja jest nieczytelna.

Koniecznos¢ uzycia $wiatla laserowego do rekonstrukeji
byla wlasnie powodem, Ze technika holograficzna
pozostawala technika laboratoryjna i nie wchodzita do
powszechnego uzytku. Jednym z wczesniejszych
sposobow ominigcia tej trudnosci bylo zastosowanie
zapisu obj¢tosciowego. Kiedy gruba warstwe materiatu
$wiattoczulego umiescimy w polu interferencyjnym

w taki sposob, jak to zaznaczone jest na rysunku 1
(polozenie B), to zapis powstaje w calej objetosci
materialu w postaci warstw mniej lub bardziej
naswietlonych. Tak wykonany hologram nazywamy -
hologramem objgtosciowym. MozZe on by¢ odtwarzany
w $wietle bialym, gdyz ma wlasnos¢ selektywnosci
chromatycznej i kierunkowej. W pierwszym przybliZzeniu

HOLOGRAM
BSERWATOR

Rys. 3

mozna go potraktowa¢ jako filtr interferencyjny,
ktory wycina z widma tylko te diugosé fali, ktora
spelnia warunki Bragga (patrz nizej). Na ogot warunki

- te sg spelnione dla dlugosci fali uzytej do zapisu.

Filtr interferencyjny sktada si¢ z wielu naswietlonych
plaszczyzn rownoleglych odbijajacych swiatto (podobnie
jak warstwy atomow w krysztale). Fala padajaca

(np. swiatlo biale) ulega ugigciu (rozproszeniu) na
roznych plaszczyznach (patrz rysunek 4), uzyskujac
rozne przesunigcie fazowe. W efekcie interferencji tych
fal nastgpuje wzmocnienie ich lub osfabienie

w zaleznosci od dlugosci fali 4, kata obserwacji 0

i odleglosci d migdzy plaszczyznami, zgodnie

z warunkiem Bragga (warunek wzmocnienia)

2dsinf = mA, gdziem=1,2,3....

Selektywnos¢ chromatyczna i kierunkowa polegaja
na tym, Zze wzmocnienie dla réznych dlugosci fal
wystgpuje pod réznymi katami 6.

Technika objgtosciowa pozwala uzyskiwac obrazy
holograficzne w naturalnych barwach. Wymaga to
wielokrotnych naswietlen, z ktorych kazde tworzy
hologram odpowiadajacy innej barwie, uzytej do zapisu.
W procesie rekonstrukcji $wiatlem bialym otrzymujemy
superpozycje odtworzen wiernie odpowiadajaca
obiektowi pierwotnemu. Ta technika jest w tej chwili
bardzo rozwijana na calym swiecie przez mitosnikow
holografii artystycznej. Coraz czgstsze sg wystawy
hologramoéw artystycznych. Powstaly rowniez muzea
holograficzne, cieszace si¢ wielka popularnoscia.

W sklepach spotyka si¢ reklamy holograficzne,

a w kioskach z upominkami mozna kupi¢ breloczki-
hologramy. Dzigki uzyskiwaniu coraz to lepszych
materialéw $wiattoczulych jakos¢ obrazow bywa w tej
chwili taka, ze do zludzenia przypominaja one oryginat.

. Ale kazdy hologram wykonany technika objgtosciowg

jest jak dzielo artysty — trudny do skopiowania.
Mozna wigc mie¢ pojedyncze egzemplarze, ale nie ma
mowy o masowym powielaniu dla celéw komercyjnych,
Ogromnej rewolucji w tej dziedzinie dokonatly tzw.
hologramy tgczowe, zaproponowane przez Bentona.
Jego idea sprowadza si¢ wlasciwie do wykonania

~ hologramu z hologramu, przy czym zapis holograméw

jest plaski. Pierwszy hologram jest zapisany w ukladzie
konwencjonalnym z boczna falg odniesienia (rys. 2).
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Drugi etap, polegajacy na zapisie hologramu

z hologramu, przedstawiony jest na rysunku 5. Pomyst
Bentona polegal na uzyciu w tym drugim etapie
szczeliny przestaniajacej hologram pierwotny.
Odtwarzany z tak zamaskowanego hologramu obraz
jest rownoczesnie rejestrowanym przedmiotem na
drugim hologramie, czyli na hologramie Bentona.
Hologram Bentona rejestruje rowniez obraz szczeliny
maskujacej hologram pierwotny.

Podczas rekonstrukcji (rys. 6) migdzy obserwatorem

a hologramem powstaje obraz przedmiotu oraz,

w innej plaszczyznie, blizej obserwatora, obraz
szczeliny maskujacej. Jesli taki hologram o$wietlimy
Swiatlem bialym, to wraz ze zmiang dtugosci fali
obrazy szczelin i obrazy przedmiotu dla réznych
dlugodci fal wypadaja w innym miejscu, na réznych
wysokosciach. Obrazy szczelin, odpowiadajace réznym
barwom, s3 rozdzielone przestrzennie. Umieszczajac
oko w plaszczyznie szczeliny na danej wysokosci
bedziemy obserwowali obraz przedmiotu, dawany
przez jedna tylko dlugos¢ fali. Przesunigcie oka

w kierunku prostopadlym do szczeliny daje zmiang
barwy obrazu — od fioletu do czerwieni, stad nazwa
,,hologramy tgczowe”. Jak widzimy, szczelina
wprowadza w proces rekonstrukcji selektywnos¢
chromatyczng — dziala jak szczelina wyjsciowa
monochromatora. Barwa zrekonstruowanego
przedmiotu nie jest barwa oryginatu, jednak obraz jest
czytelny, a efekt jest zadziwiajacy.

Bardzo wazny jest fakt, Ze metodg Bentona otrzymujemy
hologram ptaski. Proces kopiowania jest wiec duzo
prostszy niz w przypadku holograméw objetosciowych.
Bardzo latwe jest tez wykonanie hologramu
odbiciowego, czyli takiego, na ktérym informacja
zapisana jest nie w postaci rozkladu zaczernienia na
kliszy, lecz w postaci zmiennego reliefu proporcjonalnego
do padajgcego nateZzenia w trakcie zapisu.
Rekonstrukcja z takiego hologramu powstaje w $wietle
odbitym, a nie przechodzacym (jak to jest
przedstawione na rysunku 6). Te cechy umozliwily
w ostatnich latach masowsg produkcje ,,holograméw

. teczowych”, ktore zaczely sig pojawiac
konkurencyjnie z konwencjonalna fotografia.
Ozdabiaja one karty kredytowe, sa na pocztéwkach
czy koszulkach typu T-shirts. Jedno z najpoczytnigjszych
czasopism na $wiecie The National Geographic juz
dwukrotnie ,,zafundowalo’ sobie okladke
7 hologramem Bentona. Juz widze oczyma wyobrazni,

FALA

00CZYTUJACA /

HOLOGRAM
PIERWOTNY
PRZESLONIETY

Rys. §

jak moj syn kupuje Delte z trojwymiarowym obrazem
holograficznym na oktadce.

Na zakonczenie chcialabym omowié jeszcze jeden,
chyba najnowszy, rodzaj hologramu. Mam na mysli
‘holografi¢ komputerowa. Na czym ona polega? Aby
to zrozumiec, nalezy zdac sobie sprawe z tego, ze
Swiatlo rozproszone, niosace informacje o przedmiocie,
moze by¢ zapisane w postaci mniej lub bardziej
skomplikowanej funkcji matematycznej, opisane;j
macierzg n x n punktéw, odpowiadajacych punktom
przestrzeni, w ktérych znamy zaréwno amplitude,

jak i faze fali przedmiotowej. Stosunkowo proste
operacje matematyczne pozwalaja na obliczenie,

za pomoca komputera, rozktadu natezenia pola
odpowiadajacego plaszczyZznie hologramu dla dowolnie
danych rozkladéw fali przedmiotowej. Otrzymane
wartosci liczbowe natgzenia dla poszczegélnych
punktéw hologramu mozna za pomocg specjalnych
urzadzen przerzucié na kliszg w taki sposéb, ze
zaczernienie kliszy w danym punkcie bedzie
proporcjonalne do obliczonego natezenia. Tak
otrzymany hologram odtwarza si¢ swiatlem laserowym
analogicznie jak plaski hologram konwencjonalny,

Komputerowy zapis hologramu rokuje ogromne
nadzieje i ma zastosowanie w wielu dziedzinach
techniki. Pozwala na rejestracj¢ dowolnych rozkladéw
pola odpowiadajacych abstrakcyjnym, trudno
realizowalnym w praktyce obiektom. Ma to
zastosowanie w optycznym przetwarzaniu informacji,
czyli m.in. w analizie zdje¢ lotniczych, zdje¢

z mikroskopu elektronowego czy diagnostyce medycznej.
Ta metoda wykonuje si¢ hologramy dziatajace jak
bezaberracyjne soczewki czy cale zestawy soczewek,
idealnie dopasowane do potrzeb ukladu, w ktérym
maja pracowac.

Jak widzimy, zastosowania techniki holograficznej sg
ogromne i bardzo réznorodne. Oméwitam tu tylko
niektdre, te, ktore w tej chwili walcza o swoje miejsce.
Jest wiele innych zastosowan, takich jak np.
interferometria holograficzna, ktore sa powszechnie
stosowane juz od lat. Dzigki realizacji pelnego zapisu
informacji holografia otworzyta mozliwosci dotychczas
niedostgpne. Opracowanie nowych materiatow
Swiattoczulych i nowych metod zapisu umozliwia
coraz to nowe zastosowania i ciaggle poszerzanie grona
odbiorcéw. Chyba nie zostalo powiedziane jeszcze
ostatnie stowo w tej dziedzinie.

Rys. 6
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Definicje réwnolicznodci jako pierwszy podal
Bernard Bolzano w roku 1847, Jednakze

w pelni zrozumial znaczenie tego pojgcia

i doktadnie je zbadal dopiero w latach
1873—1890 Georg Cantor, twdrca teorii
MNOZOsci,

ol A A e
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O istnieniu odpowiecniosci wzajemnie
jednoznacznej migdzy liczbamij naturalnymi
a ich kwadratami wiedzial juz Galileusz

w roku 1638, Wyciagnal stad wniosek,

ze aksjomat ,,calosc jest wigksza od czgsci”
nie moze by¢ zastosowany do zbiorow
nieskonczonych.

Rozwiqzanie zadania F 209. Niech x bedzie
gruboscia lodu po czasie r. Poniewaz proces
nie zachodzi bardzo szybko, temperatura

w warstwie lodu bgdzie zmieniala sie liniowo
od temperatury topnienia Ty = 0°C do

temperatury otoczenia T = — 10°C. Utrata

ciepla z jednostki powierzchni lodu w krotkim
: ; : o=k s

czasie At jestréwna x At i towarzyszy

jej przyrost grubosci lodu o Ax, Wynika stad
rownosé -

% ?o‘-_f_ A L(} Ix,
X
a po przejéciu granicznym A¢ — 0 rownanie
rozniczkowe

dt L

M Sco Be o

dx #(To—T)
Rozwigzanie tego réwnania (przy zalozeniu,
ze dla t = 0, x = 0) daje szukana grubosé
warstwy lodu

S e
.t-_—]/ﬂ.r_”. n:Scm.
Lo

O rownolicznosci zbiorow

Mgr Piotr ZAKRZEW SKI

Czy zbiory nieskonczone moga rézni¢ sie liczba elementow? Zeby moéc sensownie postawié takie
pytanie, sprobujmy uogolni¢ pojecie rownej liczebnosci zbiorow. Dla stwierdzenia, ze skoficzone
zbiory A i B maja po tyle samo elementow, wystarczy elementy zbioru 4 polaczy¢ z elementami
zbioru B w rozlgczne pary w taki sposob, zeby zaden z elementow ktoregokolwiek ze zbiorow
nie pozostal bez pary. Kazdemu elementowi zbioru 4 odpowiada wowczas dokladnie jeden,
wystgpujacy z nim w parze, element zbioru B i odpowiednios¢ ta jest wzajemnie jednoznaczna.
Na odwrot: kazda funkcja f dzialajaca roznowartosciowo z 4 na B laczy elementy tych zbiorow
w pary postaci {a, f(a)), gdzie a € A. Powyzsze uwagi prowadza do nastepujacej definicji.

Zbiory X i Y sa rownoliczne (rownej mocy, oznaczenie: X ~ Y), jedli istnieje roznowartosciowa
funkcja przeksztalcajaca zbior X na zbior Y.

Pojecie rownolicznosci ma sens dla dowolnych zbiorow i, jak widzielisémy, w przypadku zbiorow
skonczonych oznacza po prostu posiadanie tej samej liczby elementow. Zauwazmy tez, ze jesli
X~YiY~ Z to X~ Z (sprawdzenie pozostawiamy Czytelnikowi). Przygladajac sie zbiorom
nieskonczonym natrafiamy jednakze na nowe zjawisko: zbior moze by¢ rownoliczny ze swoim
podzbiorem wlasciwym. Przykladowo, funkcja f(n) = 2n ustala rownolicznos¢ zbioru N liczb
naturalnych ze zbiorem liczb parzystych (rys. 2).

Zbiory rownoliczne ze zbiorem liczb naturalnych nazywamy przeliczalnymi. Przeliczalnosé
zbioru X oznacza mozliwo$¢ ponumerowania wszystkich jego elementow i ustawienia ich w ciag
nieskoficzony xg, Xi, ..., W ktorym wyrazy si¢ nie powtarzaja. Roznowartosciowa funkcja z N
na X jest wlasnie taka numeracja : wystarczy polozy¢ x, = f(n). Tak wigc nie tylko zbior liczb
parzystych, ale w ogole kazdy nieskonczony zbior zlozony z liczb naturalnych jest przeliczalny
(dlaczego?). Z drugiej strony, zbiory intuicyjnie znacznie ,,wigksze” od zbioru liczb naturalnych
tez moga byc¢ przeliczalne. Przykladem takiego zbioru jest zbior liczb wymiernych. Oczywiscie
ustawienie wszystkich liczb wymiernych w ciag nie ma nic wspolnego z ich naturalnym
porzadkiem wedlug wielkosci.

Pora zatem zapytac, czy w ogole istnieja zbiory nieskonczone, ktore nie sa przeliczalne? Odpowied:
na to pytanie jest twierdzaca, a podstawowy przyklad stanowi zbior R liczb rzeczywistych.
Zeby tego dowies¢, pokazemy, ze zaden nieskonczony ciag liczbowy nie wyczerpuje wszystkich
liczb rzeczywistych. Dla dowolnego danego ciagu (x, : n € N) znajdziemy mianowicie liczbe a,
ktorej w tym ciagu nie ma. Utworzmy najpierw rozwiniecia dziesigtne liczb xq, x,, ... W kazdym
z rozwinigé bedzie nas interesowac jedynie ciag zlozony z cyfr od 0 do 9 wystepujacy po
przecinku. Wypiszmy wigc te ciagi kolejno:

ool el ..

A
o, Gt

Jesli przy tym liczba ma dwa rozwinigcia (np. 0,500... = 0,499...), to wypisujemy jeden po
drugim obydwa odpowiadajace jej ciagi. Chcemy znalez¢ liczbg @ w postaci 0, aga, a, ... Bedzie
ona rozna od wszystkich liczb {x,:n € N}, o ile tylko ciag ao, a;, ... bedzie rozny od wszystkich
wypisanych powyzej ciggdbw. Polézmy wiec dlan = 0,1, 2, ...

' jesli ¢ = 9,

0;
an = o
cn+1, jesli ef # 9.
Taka definicja gwarantuje, ze dla kazdego n € N ciagi ao, a,,
roznig sig n-tym wyrazem!
Tym samym dowdd jest zakonczony.

ol B, €}, ... 53 rOine, gdyz

Zbiory rownoliczne ze zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbiorami mocy continuum.
Przykladem zbioru mocy continuum jest dowolny przedzial liczbowy (z koncami lub bez jednego
badzZ obu koncéw). Dowdd tego faktu rozbijemy na trzy kroki:

£



Kas ¥

Kas. 4

. hhﬂ,m
—t—t + } +
qXgXo X X b y
Rys. 5. bunkepa £ musi preeprowadzae

punkt ¥ na pewien punkt xy € P, punkt xy,
na pewien punkt x; € P> {xy}, ten z kolei na
punkt x; € P~ {xg, x1 } itd. — stad bierze si¢
nasza definicja.

Cantor przez trzy lata usilowal udowodnié,
ze zbiér punktéw prostej nie jest réwnoliczny
ze zbiorem punktdéw plaszezyzny. Gdy
przekonal sig, Ze jest przeciwnie, napisatl

w licie do Dedekinda: ,,Widze, ze tak jest,
ale nie wierze™.

Wsirod matematykow znany jest pomysi
hotelu Hilberta o nieskonczonej liczbie
miejsc. W tym hotelu zawsze znajdzie sig
miejsce dla spdZnionego podrdinego —
wystarczy kazdego z dotychczasowych gosci
przeniesé do pokoju 0 numerze o jeden
wigkszym niz zajmowany poprzednio.

Wyjasnienie zagadki ze strony 14, dotyczace]
zadania 1 z XXVII MOM.

Zbior Su {d} nadal ma wlasnosé: dla
dowolnych réznych liczb a, b nalezgcych do S
lem.

liczba ab— 1 jest pelnym kwadra

Zainteresowanemu Czytelnikowi polecamy do
dalszej lektury ksiazke Wactawa Sierpinskiego
Wstep do teorii mnogosci i topologii oraz
ksiazke Kazimierza Kuratowskiego pod tym
samym tytulem.

1. Przedzial otwarty (—1, 1) ma moc continuum.
Rownolicznosci R z (—1, 1) dowodzi funkcja:

X

fix)=——— dla xeR (rys. 3).
14+ |x]

2. Kazde dwa przedzialy otwarte sa rownoliczne,

Jesli bowiem mamy dane liczby a,b,c,d, gdzie a < b i ¢ < d, to funkcja liniowa:

c—d ad—bc

x+
a—b a—b

glx) =

przeksztalca roznowartosciowo przedzial (a, b) na przedziat (c, d) (rys. 4).

3. Jesli P jest przedzialem, a y dowolna liczba spoza P, to Pu |y} ~ P, tzn. dolaczenie jednego
elementu nie zmienia mocy przedziatu. g
Wezmy bowiem dowolny réznowartosciowy ciag (x, : n € N) elementow P (jesli a i b sg konicami

b—a .
Pia < b, to mozna np. polozyé¢ x, = a+ =5 dlan=0,1,...). Zdefiniujmy (rys. 5):
h
Xo jesli x = y
fxr= {xey Sedlixi—x,
X dla pozostalych punktow przedziatu P.

Funkcja f przeksztalca Pu{y} roznowarto$ciowo na P.

Punkty 1, 2 i 3 sa udowodnione. Jesli teraz mamy dane dowolne liczby ai b, a < b, to:

(a, b) ~ R na mocy 1 i 2,
(a,b) ~ [a,b), (a,b) ~ (a,b] i (a,b) ~ [a, b] na mocy 3.

Kazdy przedzial ma wigc ,,tyle samo elementow” co caly zbior liczb rzeczywistych.

Nastepny przyklad jest jeszcze bardziej zaskakujacy. Wiadomo dobrze, ze istnieje wzajemnie
ednoznaczna odpowiednios¢ migdzy liczbami rzeczywistymi a punktami prostej (o$ liczbowa).
Prosta ma wigc moc continuum. Z kolei polozenie punktu na plaszczyznie okreslamy za pomoca
dwach liczb rzeczywistych — wspotrzednych w ustalonym ukladzie wspolirzednych.

Okazuje sig jednak, ze ... zbior punktow plaszczyzny tez ma moc continuum!
Znaczy to, ze do okreslenia polozenia punktu na plaszczyZnie wystarczy jedna wspoirzedna!

Dla dowodu ustalmy na danej plaszczyznie pewien uklad wspétrzednych prostokatnych.
Zauwazmy najpierw, ze kwadrat K = {{x,»>:0 < x < 110 < y< 1} jest rownoliczrly
z plaszczyzng. Jesli bowiem f jest jakakolwiek, funkcja przeksztalcajgca réznowartosciowo
przedzial (0, 1] na R, to funkcja 5

&({x, ) = {flx), () dla x,y e K

przekszialca roznowartosciowo K na calg plaszczyzne. Poniewaz przedziat (0, 1] ma moc
continuum, wigc wystarczy pokazac, ze K ~ (0, 1]. Znowu postuzymy si¢ rozwinigeciami
dziesigtnymi. Dla uniknigcia niejednoznacznoéci uzywajmy wylgcznie rozwinie¢, w ktorych
wystepuje po kolei nieskonczenie wiele cyfr roznych od zera. WeZmy wigc punkt {x,y> e K
i niech:

X =0 Xe XX -0

y=0,y01y2 ...

Checemy mu przyporzadkowac liczbg z = 0, 2,2, z; ... nalezaca do przedziatlu (0, 1]. Jak to
zrobic? Problem sprowadza si¢ do tego, by z pary nieskoniczonych ciggow: (x,:n € N)

i (ya: n € N) utworzy¢ jeden ciag (z,: n € N). Najprosciej byloby przeplata¢ kolejne wyrazy
danych ciagow dostajac w wyniku cigg: xoyex, ¥ x; 2 ... Ta metoda jest jednak zla, gdyz
zdefiniowana na jej podstawie funkcja nie przeksztalcalaby K na (0, 1]. Przykladowo,

na liczbg 0, 1010... nie przeszediby zaden punkt z K. Mozna jednak przeplata¢ nie pojedyncze
wyrazy, lecz cale ich bloki. Odpowiednie bloki otrzymamy stawiajac w naszych ciagach kreski
po kazdym wyrazie roznym od zera. Na przyklad parze liczb:

x = 0, 1|2]/03|004]..., y = 0,08/5]9/0002|...
przyporzadkujemy liczbe z = 0,1082503_90040b02..,

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze tak okreslona funkcja przeksztalca
roznowartosciowo K na (0, 1].

Powro¢my do pytania, od ktorego zaczeliSmy. Wiemy juz, ze odpowiedzZ na nie jest twierdzaca.
Znamy przykiady zbioréw przeliczalnych i zbioréw mocy continuum. Czy moga jednak istnie¢
zbiory nieprzeliczalne innej jeszcze mocy? Okazuje sie, ze tak. Swiat zbiorow nieskoriczonych
jest bardzo bogaty. Zachecamy Czytelnika do lepszego poznania rzadzacych nim praw.

S5
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Rozwigzanie zadania M 453. Rozwiazanie

przedstawione jest na rysunku.

Pola prostokytow dajg w sumie p, a pola
wycinkow kolowych daja w sumie pole kola
o promieniu |, czyli 7.

Objetoéd bryty powstalej w wyniku obroti

szescianu o krawgdzi a wokdk gidwnej
przekatnej wynosi

dL 23,

'E

W drobiazgu 122 z Delty 6/1986 podalidmy

bXedny wynik. Przepraszamy naszych
Czytelnikow.

Dzickujemy panom: Rafatowi Augustynowi
z Katowic, Janowl Okoniewskiemu i
Ryszardowi Szelidze z Zar za zwrdcenie
nam uwagi na blad.

=

Rozwigzanie zadania F 208. Jesli zalozymy,
ze woda jest niescisliwa, to s v = § -V, gdzie
V — predkosé opadania goérnego poziomu
wody, § — jego pole powierzchni,

a v — predkos¢ wyplywu przez dolny otwor
o powierzchni 5. Z zasady zachowania energii
mamy: v? = 2gy, gdzie y — glebokosé wody
(rysunek). Zaniedbaliémy przy tym energie
kinetyczng gérnych warstw wody ze wzgledu
na warunek § = s.

Z warunku stalej predkosci przesuwania sie
poziomu wody wynika:

X2

E
— = —. = const.
Vgy ¥

Stad — ksztaht klepsydry opisany jest funkcja
¥ = kx*, gdzie k = a2V2[2gs2,

Kwazary mieszkaja w galaktykach

Dr Bronistaw RUDAK

Najbardziej charakterystyczna cecha kwazarow jest znaczne przesunigcie ku czerwieni
powstajacych w tych obiektach linii widmowych. Miara tego przesuniecia jest paramet-

lub: = Al ab

zdefiniowany jako z=
Alal\'

gdzie 4., oznacza laboratoryjna dlugosé¢ fali linii widmowej (np. dla linii Lyman « wodoru
Ay = 1215 A), natomiast Ay, jest obserwowana dlugoscia fali tejze linii.

Jezeli Wszechswiat ekspanduje zgodnie z prawem Hubblea, to odleglosci Ukladu Stonecznego
do poszczegolnych obiektow rosng wraz ze wzrostem z.

Rekordowa wartoscia parametru z szczyci si¢ obecnie kwazar PKS 2000—330:
z(PKS 2000-330) = 3,78.

Rozpietos¢ wartosci z w calej grupie znanych kwazardw jest znaczna — spotyka si¢ wsrod nich
obiekty, ktorych przesunigcie ku czerwieni niewiele przekracza 0,01. Wartosci z dla galaktyk
s srednio mniejsze niz dla kwazarow. Dla wielu z nich z < 0,01, ale jest sporo galaktyk, ktore
leza znacznie dalej niz niejeden kwazar. Obecny rekord dla galaktyk wynosi z = 3,2. W sumie
jednak to wlasnie kwazary sa najodleglejszymi obserwowanymi przez czlowieka obiektami
materialnymi.

W pierwotnej, roboczej definicji kwazarow istotna rolg odgrywala ,,nibygwiazdowosc¢™ tych
obiektow. Slowo angielskie quasar jest skroceniem sformulowania quasi-stellar object. Kwazary to
ciala, ktore na ,,pierwszy rzut oka” (umowmy sig, ze oko to duzy astrograf) wygladaja jak
gwiazdy. Na kliszy fotograficznej obraz kwazara czy gwiazdy jest doktadnie taki, jaki daje
punktowe zrodlo promieniowania. Oba typy obiektow sa nierozroznialne dopoty, dopoki nie
mamy moznosci zobaczenia ich widma elektromagnetycznego za pomoca spektrografu. Widma
kwazarow sa tak rozne od widm gwiazdowych, ze pomylki zdarzaja si¢ bardzo, bardzo rzadko.

Z galaktykami nie ma tego problemu. Sa to obiekty rozciaglte (méwimy czasem — daja rozdzielone
obrazy). Moze nie wszystkie sg tak pigknie widoczne jak slynna galaktyka w Andromedzie,

ale na kliszach fotograficznych wyraznie roznig si¢ od gwiazd.

Kwazary leza na krancach Wszechswiata (prawdziwie kosmologiczne odleglosci), a mimo to
dajg sie zaobserwowa¢ — swiadczy to o olbrzymich ilosciach energii wysylanych przez nie

w kazdej chwili w postaci promieniowania elektromagnetycznego. Zwykla gwiazda podobna do
Stonca wypromieniowuje w ciagu jednej sekundy mniej wigcej 10°* ergow. Typowa galaktyka
zawiera 10'! takich gwiazd, a wigc $wieci z moca 10** ergdéw na sekunde. Istnieja wsérod galaktyk
monstra — gigantyczne galaktyki eliptyczne, ktorych moc przekracza 10*° ergow/s. Nie sg to
jednak liczby, ktorymi mozna zaimponowac¢ kwazarom. W tej familii 10*7 ergow/s to
przecietnos$¢, a najjasniejszy do tej pory znany obiekt w kosmosie — kwazar S50014+81 —
promieniuje z mocg 10*® ergow/s!

To, co jest zadziwiajace, to fakt, iz tak olbrzymie energie wyzwalane sa w obiektach o rozmiarach
nieporoéwnanie mniejszych niz rozmiary jakiejkolwiek galaktyki. Niezbyt duza galaktyka osigga
Srednice kilku tysigcy parsekow. W tym obszarze jest wystarczajaco duzo miejsca dla
kilkudziesieciu miliardow gwiazd i to wlasnie gwiazdy sa zarowkami w galaktyce-zyrandolu.
Kwazar jest natomiast obiektem jakosciowo odmiennym. Ksztaltu jego widma nie da sig
wytlumaczy¢ jako superpozycji wielu widm gwiazdowych, a co wazniejsze — praktycznie cala
energia wypromieniowywana przez kwazar generowana jest w obszarze dajacym sie wpisac

w sferg o promieniu zaledwie jednego parseka. Opisanie tego, co dzieje si¢ w obrebie tego
parseka, nie nalezy do tematu artykulu. Warto jednak wspomniec, ze wedlug obecnych koncepcji
centralnym motorem kwazara jest czarna dziura o masie bliskiej miliarda mas Slonca.
Promieniowanie kwazara jest nastgpstwem dyssypacji energii kinetycznej materii gazowej
akreujacej (spadajacej) na czarna dziure. Zeby kwazar byt w stanie emitowa¢ wilasciwa dla niego
ilos¢ energii w jednostce czasu, w ciggu jednego tylko roku musi spas¢ na czarna dziurg materia
o masie blisko stu mas Stonca.

Mozna teraz zastanawiac sie skad mialaby sie bra¢ owa materia. Jakim sposobem kwazary -
zapewniaja sobie dostateczna ilosc ,,paliwa”, aby swieci¢? Nie moze to by¢ w zadnym wypadku
gaz migdzygalaktyczny. Gestos¢ materii migdzygalaktycznej jest zbyt niska. Kwazary z cala
pewnoscia musza by¢ ,,podiaczone’ do niewidocznych do tej pory poteznych ,,zbiornikow”

z materig. Gdyby takich zbiornikow nie udalo si¢ odkryé, kto wie, jakie mialoby to reperkusje
w calej kosmologii. Jedynym ratunkiem byloby przyjecie, ze kwazary znajduja si¢ duzo blizej
niz sadzimy, wobec czego promieniuja znacznie mniej energii niz wynikaloby to z zatozenia
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Rozwigzanie zadania M 451. Suma cyir
szukanej liczby wynosi 10. Oznaczmy przez k

liczbe zer. Przypuszczenie,ze k = 0 prowadzi

do sprzecznosci, gdyvz k to liczba zer. Suma
10 =& liczb roznych od zera jest réwna 10,
a po odrzuceniu cyfry k zostaje 9— k cyir
roznych od zera, ktére dajg w sumie 10—k,
W takim razie jest wsrdd nich 8 — & jedynek
i jedna dwdjka. Mamy zatem k zer, 8 —k
jedynek, jedna dwojke i cyfre k. Pokazemy,
e k = 3. Zauwazmy, ze jest B — k cyfr,
ktore wystepuja raz. Stad

0+ 1+

e+ (B=k=1) = 10,
8-k 5m.'1(1nik(rw
T—k)8-
Zatem { ) M e 10, czyli k = 3.

ol

Jedyna cyfra wystepujaca dwukrotnie jest
wigc jedynka, stad &
dziesigtny 6210001000,

6 i liczba ma zapis

h gn

P(Xzn:n = gq. Mamy teraz

P({X=r ni) = P(X = n)

X P(X = m). 1 to po pros

P(X = m+n), wiec gmain qm " gn. Wynika
stad, ze gn = g". Dalej, P(X ny= P(X =
= m)—P(X = n+ 1) git—ght! = g1 —-gq).
Poniewaz E P(X ") 1, wiec szereg

n=0
o0
5

24 g1 —g) musi by¢ zbiezny, zatem
n=0

0<g=<l.

Uwaga. Wiasnos¢, o ktorej mowa w zadaniu,

nazywana jest wiasnoscia ,,braku pa

Jesli X bedziemy interpretov

oczekiwan

prawdopodobi

zajdzie w cis

ch n jednostek

od tego, jak dlugo juz

czekamy. Takq wiasnoéé ma na pr ad czas

oczekiwania na pierwszy sukces w ciagu prob

Bernoulliego.

o ich kosmologicznych odlegloiciach. Nalezatoby odrzuci¢ ekspansje Wszechswiata jako czyn:'lik
powodujacy poczerwienienie kwazarow i galaktyk i szuka¢ innego przekonywajacego rozwigzania.,
A rezygnacja z rozszerzajacego si¢ Wszechéwiata narobilaby wielu klopotow kosmologom,
niekoniecznie dlatego, ze 90% z nich zarabia na chleb badajac modele Wszechswiata z ekspansja.

Na szczescie Natura okazala si¢ laskawa. Dzigki wyrafinowanym technikom obserwacyjnym,
rozwinigtym w ostatnich latach, udalo sig¢ znalez¢ dla kilkudziesigciu kwazarow upragnione
zbiorniki z paliwem. ,,Kilkadziesiat™ — to liczba nieduza, zwlaszcza iz kwazaréw znamy obecnie
ponad 1500, ale poczatek zostal zrobiony.

Owymi zbiornikami kwazarowego paliwa okazaly si¢ by¢ calkiem zwykle galaktyki. Co wiecej,
kazdy z kwazarow rezyduje w samym centrum (jadrze) swojej galaktyki. Mechanizm zasilania
w tym wypadku kwazara materia jest na tyle skomplikowany i trudny, Ze mozna go zamkna¢
w jednym zdaniu: glowne elementy galaktyki — gwiazdy — w swojej wedrowce po galaktyce
moga zabladzi¢ w poblize jadra, gdzie potgzne sily przyplywowe czarnej dziury rozrywaja je
bezlitosnie, po czym tak ,,skruszona’ materia przez owa dziure jest pochlaniana.

Czy odkrycie wokot kwazarow wiasnie galaktyk, a nie innych tworow, moglo by¢ dla astronomow
zaskoczeniem? Raczej nie. Zeby zrozumie¢ dlaczego, musimy przyjrze¢ sie niektorym osobnikom
w menazerii galaktyk. g

Pod wzglgdem morfologicznym galaktyki mozna z grubsza podzieli¢ na trzy grupy: spiralne,
eliptyczne i nieregularne. W kazdej z tych grup znajduje si¢ catkiem liczna gromadka galaktyk-
olbrzymow, ktorych rozmiary dziesigciokrotnie przewyzszaja rozmiary osobnikow typowych,
Niezwykle ciekawymi obiektami, stanowiacymi zaledwie kilka procent olbrzymich galaktyk
spiralnych, sa galaktyki Seyferta.

Fascynujaca cecha galaktyk Seyferta jest bardzo silnie §wiecace, najczesciej punktowe, jadro.
Moc wypromieniowywana przez takie jadra wynosi od 10*? do 10** ergoéw na sekunde. Zatem
samo jadro wyswieca ilos¢ energii porownywalna z iloscig energii wyswiecanej przez calg reszte
galaktyki Seyferta. To jeszcze nie wszystko. Widmo punktowego jadra jako zywo przypomina
widmo typowego kwazara (gwoli $cistosci: mowa tu o jadrach galaktyk Seyferta typu 1).
Spektroskopowo jadra galaktyk Seyferta sa nieodroznialne od kwazarow! Czy w takim razie
kwazary i jadra galaktyk Seyferta nie stanowia przypadkiem dwoch réznych klas jasnosci (mocy
promieniowania) jakiego$ jednego typu obiektow? Dlaczego nie? Pierwotnej definicji kwazarow
mozna wiele zarzucic. Zgodrie z nig kwazar to obiekt punktowy, nie rozdzielony na kliszy
fotograficznej. A przeciez stopien rozdzielczoéci zalezy istotnie od wielu czynnikow. Techniki
obserwacyjne sa coraz skuteczniejsze i to, co bylo niewidoczne na poczatku lat szesé¢dziesigtych,
moze zosta¢ zaobserwowane obecnie lub w bliskiej przysztosci. Czy kwazar, wokot ktorego
zdolamy zaobserwowac stabiutka galaktyke, przestanie by¢ z tego powodu kwazarem?

Badania galaktyk Seyferta wskazuja dos¢ jednoznacznie, ze ich jadra sg ,,kwazarami malej mocy™:
zawieraja masywna czarng dziure (okoto 108%—10° mas Slonca), ktéra akreuje materi¢ w tempie
jednej masy Stofica na rok.

Wroémy wreszeie do galaktyk odkrywanych wokol kwazarow. Na pierwszych zdjeciach
wykonanych kilka lat temu galaktyki te wygladaja jak bardzo slabe mgielki otaczajace kwazary.
Zeby udowodni¢ niezbicie, iz mgietki te w istocie sa galaktykami, trzeba bylo postuzy¢ sie
spektroskopia i zbada¢ ich widma. Udalo sie to w kilkunastu przypadkach (pamietajmy, ze
fotografowac mozemy obiekty stabsze od tych, dla ktorych mozliwe jest otrzymanie widma).

Problem, ktory fascynuje obecnie badaczy, to pytanie, jaka jest morfologia galaktyk zawierajacych
kwazar, Jezeli marzy si¢ nam pelna unifikacja kwazarow i jader galaktyk Seyferta, to chcialoby sig,
zeby byly to galaktyki spiralne. Tak jednak nie jest. Tylko okolo 40%, zaobserwowanych do tej
pory galaktyk z kwazarem w $rodku to rzeczywiscie galaktyki spiralne. Mniej wigcej drugie

tyle obiektow wykazuje wszelkie cechy olbrzymich galaktyk eliptycznych. O pozostalych 20%,
trudno cokolwiek zdecydowanego powiedzie¢ — material obserwacyjny jest zbyt niepewny.

We wszystkich natomiast przypadkach jasnos$¢ jadra, czyli kwazara, jest okolo stu razy wigksza
niz jasnos¢ samej galaktyki.

Rok 1985 przyniost nieoczekiwana obserwacje. Otéz.w galaktyce otaczajacej kwazar QSO
1059+ 73 (w odlegtosci okolo 400 milionow parsekow) zauwazono ,,jasny, niebieski obiekt™.
Wedlug odkrywcow jedynym sensownym wytlumaczeniem jest zjawisko supernowej. Czy jest to
istotne w kontekscie poruszonego tematu? Alez bardzo! Pomijajac fakt, ze bylaby to najdalsza
zaobserwowana do tej pory supernowa, mielibySmy w reku

— dowdd na kosmologiczne odleglosci do kwazarow (pamigtajmy, ze supernowe umozliwiaja
niezalezny pomiar odlegtosci),

— jeszeze jeden dowod na obecnos¢ gwiazd w ,,mgielce” otaczajacej kwazary, .
— dowod, ze przynajmniej niektore kwazary wystepuja w galaktykach spiralnych (do szacowan
statystycznych przydatoby si¢ nieco wiecej takich odkryc).

r 4
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Aby znalez¢ trojkat o najmniejszym obwodzie, ktory
ma jeden wierzcholek w punkcie 4 wewnatrz danego
kata ostrego, a dwa pozostale na ramionach tego kata
— odbijamy punkt A symetrycznie wzgledem tych
ramion otrzymujgc punkty 4" i 4",

— poszukiwane wierzchotki B i C znajdujemy

w przecigciach odcinka A’A" z ramionami kata.
Istotnie, wybierajac na ramionach kata dowolne
punkty P i Q stwierdzamy, ze obwod tréjkata APQ
ma te samg dhugosé co tamana A'PQA", a ta jest
najkrotsza, gdy P = Bi Q = C, poniewaZ odcinek
jest krétszy od innych tamanych laczacych jego korice.

Mozna rozwigzac trudniejsze zadanie: problem Fagnano
(fanjano) — znalez¢ trojkat o najmniejszym obwodzie
majacy po jednym wierzchotku na kazdym z bokow
danego ostrokatnego trojkata KL M.

Gdybysmy znali polozenie jednego z wierzchotkow
(np. A) — zadanie sprowadzatoby si¢ do poprzedniego.
Wezmy wigc jakikolwiek punkt 4 na boku KL

i znajdZmy pozostale wierzcholki tréjkata jak

w poprzednim zadaniu. Obwod tréjkata ABC to
dtugosé odcinka A’A4”. Dla jakiego spo$réd mozliwych
punktow A odcinek ten bedzie najkrotszy?

Zauwazmy, ze MA' = MA = MA". Trojkat A'MA"
jest wigc rGwnoramienny i

xA'MA"
2

A'A" = 24'Msin = 2AMsin ¥ KML.



Zatem odcinek 4°A4" jest najkroétszy, gdy najkrotszy
jest odcinek AM. Tak wiec rozwigzaniem problemu
Fagnano jest tzw. trojkat spodkowy — o bokach
laczacych punkty przecigcia wysokosci

z przeciwleglymi bokami.

I jeszcze jedno zadanie: problem Fermata —
w trojkacie ostrokatnym znaleZé punkt, ktdrego suma
odleglosci od wierzchotkéw bedzie najmniejsza.
Wezmy w trojkacie KLM dowolny punkt P i obréémy
trojkat KPM o 60° otrzymujgc trojkat KQL'. Powstang
dwa tréjkaty réwnoboczne KPQ i KML'.
W szczegélnosci PL+ PK+PM = LP+ PQ+QL’,
a zatem suma odleglosci punktu P od wierzchotkow
trojkata jest rowna dlugosci tamanej LPQL’. Szukany
punkt musi wigc lezeé¢ na odcinku LL'.

Ze wzglgdu na symetrig zalozen
szukany punkt leze¢ musi na
kazdym z odcinkéw laczacych
wierzcholek trojkata z
wierzcholkiem trdjkata
rownobocznego zbudowanego na
przeciwleglym boku. Tylko czy
te trzy odcinki przecinajg si¢

w jednym punkcie?

Tak rzeczywiscie jest. Dla tych,
ktérzy sami chcieliby przekonaé
si¢ o tym, podajemy inny
sposob znalezienia najlepszego
punktu P. Famana LPQL' jest
odcinkiem, gdy

¥ KPL = ¥ KQL' = 120°,

Wystarczy wigc znalezé
przecigcie luku okregu,

z ktorego odcinek KL wida¢
pod katem 120°, z takimz tukiem
dla odcinka ML i najlepszy
punkt P jest znaleziony. Przy
okazji odkryliSmy jeszcze
jedng wilasno$¢ ostatniego
rysunku: przecinajace si¢

w punkcie P odcinki dzielg
plaszczyzne na jednakowe katy.

Malg Delte opracowal Marek KORDOS
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Rys. |

Rys. 2. Przestrzen fazowa wahudla
matematycznego. Stan P odpowiada punktom
lezacym w zaznaczonym krazku, a stan P,
odpowiada punktom lezacym

w zdeformowanym pod wplywem ewolucji
obrazie tego krazka.

Hipoteza ergodyczna i twierdzenie Sinaja

Dr Henryk ZOEADEK

Wstep

Jednym z podstawowych probleméw mechaniki statystycznej jest wyjasnienie procesu dochodzenis
do rownowagi termodynamicznej w ukladach makroskopowych, tj. ztozonych z wielkiej liczby
czastek (rzedu 10** w 1 cm?). Stan rownowagi termodynamicznej jest to taki stan ukladu (gazu,
vieczy, krysztatu itp.), w ktorym wszystkie czastki sa ,,dokladnie wymieszane”. (Definicje
wprowad: nych tu poje¢ podamy pozniej.)

Przykladem procesu osiagania takiej rownowagi jest rozprezanie gazu w proznie (1 .. 1).
Po usuniegciu przegrody gaz w krotkim czasie wypelni caly zbiornik i nigdy nie powréci do stanu
poczatkowego. =

Z drugiej strony wiadomo, ze klasyczny uklad ztozony z N czastek o masie m opisuje sig
rownaniami Newtona
dZXg

dr?

m

= F[(Xl, .,.,XN), = ], ...,N,

gdzie x; oznacza polozenie i-tej czastki, a F; sil¢ na niq dzialajaca. PoloZenia i predkosci czastek
ukladu w danej chwili okreslaja jego dalsza ewolucje. Wystarczy rozwigza¢ rownania Newtona.

Znajac polozenia i predkosci czastek w danej chwili mozemy tez odtworzy¢ dotychczasowa
histori¢ uktadu. Co wigcej, mozemy przypuszczad, ze uklad po pewnym czasie powrédci do stanu
poczatkowego; przeciez zaden ze stanow nie jest wyrozniony. Stoi to w jawnej sprzecznosci

z ukladem z rysunku 1; jeszcze nikt nie zaobserwowal, zeby czastki gazu zebraly si¢ ponownie
w jednej ézt;éci zbiornika.

Sprzecznos¢ ta zostala sformutowana w zesztym wieku, kiedy Maxwell, Boltzmann i Gibbs
tworzyli podstawy mechaniki statystycznej i po dzi$ dzien stanowi powazne wyzwanie dla
fizykow i matematykow.

Celem niniejszego artykulu jest przedstawienie pewnego matematycznego podejscia do
powyzszego zagadnienia.

Stan ukladu

Stan ukladu mechanicznego jest zdefiniowany przez podanie polozen i predkosci wszystkich
czastek ukladu. Przestrzen fazowa jest to zbior wszystkich stanow ukladu, czyli zbidr wszystkich
mozliwych zespoloéw polozen i predkosci czastek wechodzacych w uktad. Na przyklad:
przestrzenia fazowa jednej czastki znajdujacej sie w pudeltku K jest iloczyn kartezjanski K x R3,
(zbiér par (x, v), gdzie x oznacza polozenie, a v — wektor predkosci). Przestrzenia fazowa
uktadu ztozonego z N czastek w pudetku K jest KxR*x ... x Kx R® (N razy).

W podobny sposdb wprowadza sig pojecie przestrzeni fazowej innych uktadéw mechanicznych

o skonczonej liczbie stopni swobody. Na przyktad przestrzenia fazowa wahadla matematycznego
jest nieskoficzony walec S' x R, a stan jest wyznaczony przez podanie kata ¢ wychylenia wahadla
od polozenia roGwnowagi i predkosci katowej w wahadla (rys. 2.). *

Wprowadzone powyzej pojecie stanu ukladu jest wygodne jedynie dla teoretykow.

W praktycznych zastosowaniach niemozliwe jest dokladne wyznaczenie stanu. Jest on okreslony
tylko z pewnym przyblizeniem. Poza tym im wiecej czastek uklad zawiera, tym wiecej polozen

i predkosci trzeba wyznaczac i juz dla N = 10 dostajemy 60 liczb. Wida¢, ze dla N rzedu 10%?
nasze pojecie stanu traci jakikolwiek praktyczny sens. Z powyzszych powodéw w mechanice
statystycznej wprowadza si¢ inne pojgcie stanu ukladu.



Rys. 3. Kropla oliwy pod wplywem sdersen

z molekulami cieczy dyfunduje i znajdzie sie

w dowolnym miejscu, natomiast kropla soku
rozpusci sig jednostajnie w calej objetosci wody.

P

\

R
\

NN

)

Rys. 4. Bilard w kwadracie K. Latwo
zauwazy¢, ze ten uklad jest réwnowazny
swobodnemu ruchowi czastki w torusie T2
(czterokrotnie wigkszemu od kwadratu K).
Zajmijmy si¢ zatem swobodnym ruchem w T2.
Jesli wybierzemy stan, w ktérym wszystkie
punkty przestrzeni fazowej (T2 x §1) sq
jednakowo prawdopodobne, to uklad nie jest
ergodyczny, poniewaz trajektorie leza na
powierzchniach ¢ = const, ktére nie sa

geste w T2 % 81, Jesli wybierzemy stan,

w ktorym dopuszczone s3 jedynie punkty

Z ¢ = o, to uklad jest ergodyczny, jesli tg gy,
jest liczba niewymierna i nie jest ergodyczny,
jesli tg ¢ jest liczba wymierng. W zadnym

ze standw uklad nie jest mieszajacy.

Wedlug nowej definicji stanem ukladu nazywa si¢ rozktad prawdopodobienstwa P (lub miarg
probabilistyczng) na przestrzeni fazowej. Polozenia i predkosci czastek nie sa wyznaczone
jednoznacznie. Mozna jedynie mowi¢ o prawdopodobienstwie P(A4) tego, ze polozenia i predkosci
czastek leza w danym obszarze A przestrzeni fazowej. Przykladem takiego stanu moze by¢ stan
wahadla matematycznego, w ktorym wychylenie ¢ i predkos¢ katowa w moga z jednakowym
prawdopodobienstwem znajdowa¢ sie w kuli o matym promieniu ¢ i srodku (o, wo) (rys. 2).

Jest to przyblizenie stanu (pg, wo) w sensie pierwszej definicji.

W dalszym ciagu polozenia i predkosci czastek wystgpujacych w ukladzie bedziemy nazywali
punktem przestrzeni fazowej (lub prosto punktem) i oznacza¢ przez X. Punkt przestrzeni fazowej
w chwili ¢ oznaczymy przez X,.

Stan uktadu na ogot si¢ zmienia, jesli P jest stanem w chwili 0, to stan w chwili 7 jest rozkiadem
prawdopodobienstwa P,, w ktoérym P,(A4) oznacza prawdopodobienstwo (wzglgdem miary P)
tego, ze w chwili t punkt X bedzie si¢ znajdowa¢ w obszarze A. Stan P nazywa si¢ stanem
rownowagi termodynamicznej, jesli jest staly, tj. P, = P. Mowimy, ze uklad w stanie P dazy do
stanu rownowagi P, jesli rozkiad P, dazy do rozktadu P, przy f rosnacym do nieskonczonosci
(tzn. dla kazdego obszaru A w przestrzeni fazowej P,(A) — P, (A)).

Postugujac sie wprowadzonymi pojeciami opisany we wstepie problem mozna sformutowac
nastepujaco. Pokazac, ze:

1) istnieje tylko jeden stan réGwnowagi termodynamicznej P,

2) odpowiada on sytuacji, w ktorej czastki sa wymieszane.

3) dla dowolnego stanu poczatkowego P mamy P, — P,.

Wiasnos¢ 2) oznacza, ze uklad w stanie rownowagi mozna traktowac jako uklad makroskopowy,
w ktorym nie sa istotne polozenia poszczegolnych czastek i ktory opisuje si¢ parametrami
termodynamicznymi, takimi jak temperatura, ci$nienie, gestosé itp. Wiasnie przejscie od opisu
mikroskopowego (za pomoca rownan Newtona) do makroskopowego stanowi tg¢ trudnosé,

z ktéra matematycy i fizycy jeszcze nie uporali si¢ w zadowalajacym stopniu.

Ergodycznos¢ i mieszanie

Zalozmy, ze stan P ukladu jest stanem rownowagi. Mowimy, ze uklad w stanie P jest ergodyczny,
jedli dla dowolnego obszaru A przestrzeni fazowej (takiego, ze P(4) > 0) i dla dowolnego

punktu X przestrzeni fazowej punkt X, € A dla pewnego ¢, to znaczy, ze punkt w procesie ewolucji
znajdzie si¢ w dowolnym kawaltku przestrzeni fazowej. Innymi slowy, trajektoria punktu X

(zbior punktow X,) jest gesta w przestrzeni fazowe;j.

Definicje ergodycznosci przytoczyliémy dla formalnosci. Z punktu widzenia mechaniki
statystycznej wazniejsze jest pojecie mieszania. Mowimy, ze uklad w stanie rownowagi P

jest ukladem mieszajacym, jesli dla dowolnych obszaréw A i B przestrzeni fazowej takich, ze
P(A4) > 01i P(B) > 0, prawdopodobienistwo tego, ze punkt X startujacy z A(X € A) znajdzie si¢
w chwili # w obszarze B (X, € B) dazy do P(B) przy t rosnacym do nieskonczonosci. Oznacza to
jednostajne rozplywanie si¢ dowolnego obszaru przestrzeni fazowej w calej przestrzeni fazowe;j.

Oczywiscie, kazdy uklad mieszajacy jest ergodyczny. Najbardziej obrazowymi przykladami
ukazujacymi roznice miedzy ergodycznoscia i mieszaniem sg: bardzo mala kropla oliwy w szklance
z wodnym roztworem alkoholu o gestosci rownej gestosci oliwy i kropla soku w szklance z woda
(rys. 3). Na rysunku 4 przedstawione sa inne przyklady uktadow ergodycznych i nieergodycznych.

Wazno$¢ pojecia mieszania ilustruje nastepujace

Twierdzenie 1. Jesli ukiad w stanie rownowagi P jest mieszajacy, a Q jest innym stanem ukladu,
to Q¢ = P przy t — o0.

Nie bedziemy dowodzi¢ tego twierdzenia, ktore w gruncie rzeczy jest prostym wnioskiem
z definicji mieszania (o ile znamy teorig calki i miary i zalozymy, ze stan Q jest dostatecznie
regularny).

Stynna Hipoteza Ergodyczna mowi:
ukiady mechaniki statystycznej w stanie rOwnowagi sg ukladami mieszajacymi.

Dazenie do rownowagi nie jest jedynym wnioskiem plynacym z Hipotezy Ergodycznej. Wynika

z niej takze, ze dla typowego punktu przestrzeni fazowej czes$¢ czasu, gdy punkt ten przebywa

w obszarze A, jest proporcjonalna do wzglednej objetosci obszaru 4. W przykladzie z rysunku 1
wzgledna objgtos¢ obszaru przestrzeni fazowej odpowiadajaca skupieniu czastek w jednej czesci
zbiornika jest rzedu (1 }2]“13‘ Zatem $redni czas powrotu do stanu wyjsciowego jest rzedu 210% ¢
(wiek Wszechswiata wynosi okoto 10'7 s).

Nic dziwnego, ze Hipoteza Ergodyczna skupila swego czasu i skupia nadal uwage wielu badaczy.
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Rys. 7

Rys. 8

Rys. 9. Ewolucja (skokowa) ukladu dana jest
przeksztalceniem (r, ¢) — (r, + 1+ r). Okregi
r = const 53 zachowywane i ewolucja na tych
okregach sprowadza sie do obrotu o kat
zmieniajacy sie z r. Uklad ten nie jest
ergodyczny, bo trajektoria dowolnego punktu
lezy na okregu i nie jest gesta. Rozwazmy
teraz przeksztalcenie plaszczyzny, ktore malo
rozni si¢ od powyzszego i zachowuje pole
(tzn, kawalek plaszczyzny przeprowadza na
kawalek o takim samym polu). Twierdzenie
KAM mowi, z¢ w nowym ukladzie czesé
trajektorii nadal bedzie lezala na zamknietych
krzywych (bliskich okregom r = const).
Przedstawiony tu uklad pochodzi od pewnych
rzeczywistych ukiadéw fizycznych.

Twierdzenie Sinaja

Rozwazmy uklad N kul o jednakowej srednicy d, jednakowej masie i jednakowej szybkosci,
znajdujacych si¢ w prostopadlosciennym pudetku. Ruch oddzielnej kuli jest jednostajny

i prostoliniowy do momentu zderzenia si¢ z inng kulg lub ze $ciana pudetka. (Przy zderzeniu
kat padania rowna si¢ katowi odbicia — skladowa styczna predkosci pozostaje taka sama,
a skiadowa normalna zmienia znak — rys. 5.) Okazuje sig, ze stan, w ktorym wszystkie
konfiguracje kul i ich predkosci sa jednakowo prawdopodobne, jest stanem réwnowagi.

W 1963 roku matematyk radziecki Jakow G. Sinaj opublikowal twierdzenie o mieszaniu
powyzszego ukladu. Jest ono cytowane w niemal wszystkich podrecznikach fizyki statystycznej.
Jednak jego dowod nie zostat jeszcze do tej pory Scisle i w pelni przedstawiony. Praca Sinaja

z 1963 roku liczy 4 strony i zawiera tylko ogolne wskazowki, jak powyzszego twierdzenia nalezy
dowodzi¢. W pracy z 1970 r. Sinaj udowodnil wlasnos¢ mieszania dla ukladu typu bilard.
Rozwinal tam technike, za pomoca ktérej mozna rozwazac uklad sztywnych kul w pudetku.
Czes$¢ trudnosei technicznych zwigzanych z ukladem kul zostala przezwyciezona w pracy ucznia
Sinaja, N. I. Czernowa, z 1982 r. Wydaje si¢, ze do pelnego dowodu niewiele brakuje i wkrotce
zostanie on opublikowany.

Bilard

Przyczyna ergodycznosci i mieszania ukladow mechanicznych lezy w ich niestabilnosci.
Zaprezentujemy to zjawisko na przykladzie bilardu na dwuwymiarowym torusie 72,

z wyrzuconym dyskiem D (rys. 6). (Jest on rownowazny bilardowi w kwadracie z wyrzuconym
dyskiem.) Wygodnie jest przedstawi¢ ten ukiad jako bilard na plaszczyznie z wyrzucona okresowa
rodzing dyskow (rys. 7). Czastka (jedna) porusza sig¢ prostoliniowo z predkoscia 1 i odbija sig
od dyskow zgodnie z zasada: kat padania rowna si¢ katowi odbicia. Utozsamiajac na
plaszczyznie punkty roznigce sig o wspolrzedne calkowite otrzymuje sie z powrotem torus i ruch
na nim. Punkt przestrzeni fazowej jest okreslony przez polozenie czastki (x, y) € T>\D

i kierunek predkosci (albo jej kat nachylenia y do osi 0X, ¢ € S*). Zatem przestrzen fazowa jest
trojwymiarowa i rowna (T2~.D) x §'. Z praktycznego punktu widzenia trudno jest sledzi¢ jedna
czastke (patrz rys. 7). Wygodniej jest wybra¢ maly zespot (komorke) czastek lezacych w pewnym
matym kawatku T?\D z predkosciami lezacymi w malym otoczeniu wybranej predkosci.

Zobaczmy, co bedzie si¢ dzialo z komorka w podzniejszych chwilach. Dopoki czastki z komorki
nie zderza si¢ z dyskiem D, dopoty komorka zachowuje swoja wyjsciowa forme. Natomiast

po odbiciu od dysku czastki rozbiegna sie (rys. 8). Widaé, ze nasza komodrka po odbiciu
rozplynie si¢. Nastapi duzy rozrzut predkoséci. W trakcie dalszego ruchu rozrzut predkosci nie
zmienia sig, natomiast rozrzut polozen stale powigksza si¢. Przy nast¢gpnym odbiciu zachodzi
nowy rozrzut predkosci i idacy za tym rozrzut potozen. Po kilku odbiciach nie sposodb narysowac
obrazu wyjsciowej komorki. Jest on dokladnie rozmazany. Sinajowi udato sig uja¢ to zjawisko

w §cisle matematyczne formuty i udowodni¢ ergodycznosé¢ bilardu na torusie.

Uklad dwéch kul w kwadracie jest ergodyczny (wynika to z twierdzenia Sinaja), natomiast uklad dwoch kul na

torusie T2 nie jest ergodyczny. Przyczyna nieergodycznosei ostatniego ukladu lezy w tym, ze suma predkodciv, + v,
obu kul jest stala w trakcie ruchu na torusie (ale nie w kwadracie). Stad wynika, Ze trajektorie punktéw nie sa zbiorami
gestymi (lezg na powierzchniach v, +v; = const).

Uklad ztozony z kilku kul mozna sprowadzi¢ do ukiadu typu bilard w przestrzeni
wielowymiarowej. Jesli oznaczymy przez ¢;, i = 1, ..., N, polozenia srodkow kul, a przez

= (qi, ..., g:) punkt w przestrzeni 3N-wymiarowej, to otrzymamy ruch czastki
w przestrzeni 3N-wymiarowej. Musimy jednak wprowadzi¢ pewne ograniczenia — odleglos¢
miedzy $rodkami kul nie jest mniejsza niz d i odlegtoéé srodkow kul od $cianek pudelka nie jest
mniejsza niz d/2. (Te ograniczenia odpowiadaja wyrzuceniu dysku D w przypadku
dwuwymiarowego bilardu.) Prawo — kat padania réwna si¢ katowi odbicia — pozostaje nie
zmienione. Natomiast wyrzucony obszar nie jest $cisle wypukly (dokladniej, brzeg jego zawiera
odcinki). W tym miejscu lezy trudnos¢, ktora pokonal Czernow.

Uwagi koncowe

Na koniec powiemy kilka slow o ograniczonosci zastosowania Hipotezy Ergodycznej. Otoz uklad
sztywnych kul jest jednym z nielicznych ukladéw ergodycznych. Wskazuja na to eksperymenty
numeryczne i wspolczesna teoria ukladow dynamicznych. (Wskazuje na to wazne twierdzenie
udowodnione przez A. N. Kolmogorowa, W. 1. Arnolda i J. Mosera, tzw. twierdzenie KAM.)
Tak wiec w tych przypadkach potrzeba innych podejs¢ do problemu nieodwracalnosci.
Oczywiscie takie podejscia istnieja, jednakze sa matematycznie trudne w realizacji ze wzgledu

na zlozonos¢ problemu i trudnosci rachunkowe.



Kacik olim p 1 jSki Podamy teraz kilka zadan dla Czytelnikow.

1. Dane sa w przestrzeni punkty 4, B, C, D. Niech M oznacza

Przy rozwigzywaniu niektorych zadan z geometrii bardzo érodek odcinka AC, za$é N — érodek odcinka BD. Udowodni¢, ze
wygodnym narzegdziem jest rachunek wektorowy. Oto jego zalety: :

1° Wiele poje¢ geometrycznych latwo jest wyrazi¢ za pomoca AB*+ BC*+ CD*+ DA? = AC*+ BD* +4MN?.
wektorow, np.: rownoleglosc, prostopadlosc, dlugos¢ odcinka, X
pole tréjkata. (zadanie 8 z II Austriacko-Polskich Zawodow Matematycznych)

2° Rachunek wektorowy podlega prawom zwyklej algebry.

2. Dana jest w przestrzeni kula K i punkty A, B poza kula takie,
#e odcinek AB przecina wnetrze kuli. Udowodnié¢, Ze zbior tych
punktow P, dla ktérych odcinki AP i BP sa styczne do kuli K,

Jako przyklad rozwiazemy zadanie 4 z zawodow 111 stopnia
XVIII Olimpiady Matematyczne;j.

Przekatne pewnego czworokata plaskiego, ktorego kolejne boki zawarty jest w pewnej plaszczyznie.

maja dlugosci a, b, ¢, d, sa prostopadte. Udowodnic¢, ze (zadanie 3 z zawodow II stopnia XXXI Olimpiady Matematycznej)
przekatne dowolnego czworokata plaskiego, ktorego kolejne boki ¢

maja dlugosci a, b, ¢, d, sa prostopadle. 3. Udowodnic, ze jezeli punkt P przebiega okrag wpisany

w trojkat ABC, to warto$¢ a- PA*+b- PB*+c- PC? jest stala
(a, b, ¢ sa odpowiednio dlugosciami bokow lezacych naprzeciw
wierzchotkow 4, B, C). /

Rozwigzanie. Niech ABCD bedzie dowolnym czworokatem
plaskim. Obliczymy iloczyn skalarny 4C-BD wektorow,
utworzonych przez jego przekatne.

AD? = AD? = (AB+ BC+ CD)? = AB?+ BC?+CD* + (G-Il-hes

+2AB- BC+2AB- CD+2BC- CD = AB*+CD?*— BC*+ . : e

+2(AB+ BC) - (BC+CD) = AB*+CD*—BC*+24C- BD, 4. IE)al_'na jest kula i-wewnatrz niej punkt TP‘ 1.’unk‘ty A, B,.C sa
Sy 1 ) takimi dowolnymi punktami powierzchni tej kuli, ze odcinki

astad AC-BD = 2—(AD’+ BC?— AB*—CD?). PA, PB, PC sa parami prostopadle. Niech PQ bedzie przekatna

wewnetrzng prostopadloscianu wyznaczonego przez odcinki
PA, PB, PC. Wyznaczy¢ zbior punktow Q.
(zadanie 2 z XX Migdzynarodowej Olimpiady Matematycznej)

Okazuje sig, ze iloczyn ten zalezy tylko od dtugosci bokow
czworokata. Poniewaz prostopadios¢ przekatnych jest
rOwnowazna zerowaniu si¢ tego iloczynu, wiec w czworokacie,
ktorego boki rowne sa bokom wyjsciowego czworokata, przekatne
tez musza by¢ prostopadle, c.n.d. Stawomir TOMASZEWSKI

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 451. Znalei¢ liczbe dziesigciocyfrowa, ktorej pierwsza cyfra jest zarazem liczba zer w jej
zapisie dziesigtnym, druga liczba jedynek i tak az do ostatniej cyfry, ktora jest liczba dziewiatek.
Rozwiazanie na str. 7

M 452. Niech X bedzie zmienna losowa, przyjmujaca wartoéci caltkowite nieujemne,
0 nastepujacej wlasnosci
P(X= m+nX=m)=P(X=n)dla m,neN.
ZnaleZ¢ rozktad X.
Rozwiazanie na str. 7

M 453. Boki wielokata wypuklego o obwodzie p ,,rozsunigto” o 1. Udowodnié, ze przyrost
pola jest wigkszy niz p+m.
Rozwiazanie na str. 6

Redaguje mgr Maciej JEDRZEJCZAK

F 208. Jaki ksztalt powinna mie¢ klepsydra (rysunek) wypeiniona woda, aby skala czasu byla
liniowa?

Rozwigzanie na str. 6

F 209. Jakiej grubosci warstwa lodu utworzy si¢ na spokojnej powierzchni jeziora w ciagu

12 godzin, jesli temperatura powietrza wynosi — 10°C, a poczatkowa temperatura wody 0°C,
Wspolczynnik przewodnictwa cieplnego lodu % = 2,2 J/K 's -m, cieplo topnienia

L = 3,4x10° J/kg, a gestos¢ o = 900 kg/m?3,

Rozwigzanie na str. 4




dr Marcin E. KUCZMA

Zadanie 1 (propozycja RFN). Niech d bedzie
dowolna dodatnig liczba calkowita rézna od 2,
51i 13. Udowodni¢, ze w zbiorze {2, 5, 13, d}
moina tak wybraé dwa rozne elementy a, b,
by ab— 1 nie bylo kwadratem liczby naturalnej.

Rozwigzanie, Wystarczy dowiesé, ze co
najmniej jedna z liczb 2d—1, 5d—1, 13d—1
nie jest pelnym kwadratem. Przy dzieleniu
przez 16 kaida liczba bedaca kwadratem daje
reszt¢ 0, 1, 4 Jub 9, natomiast co najmniej
jedna z trzech napisanych wyiej liczb daje
inng reszte — o czym przekonujemy sie
obliczajac te reszty dla szesnastu mozliwych
wartosci reszt z dzielenia d przez 16,

Zadanie 2 (Chiny). Na plaszczyinie dany jest
trojkat 4, 4, 45 i punkt Py, Definiujemy

As = Az_; dla wszystkich 5 = 4, Konstruujemy
ciag punktow Py, Py, P, ... tak, 7e Py, , jest
obrazem Py przy obrocie wokét punktu

Agyr (K =0,1,2,..)) 0 120° w kierunku
wskazdwek zegara. Udowodnié, ze jesli

Piogs = Py, to trojkat 4, 4, 44 jest
réwnoboczny.

Rozwigzanie, ZloZenie obrotéw (o dowolnych
srodkach) o katy, ktorych suma jest
wielokrotnoscia 3607, jest przesunigciem.
Jesli wige ri oznacza obrét (w ustalonym
kierunku) o 120° wokol 4i (i = 1, 2, 3), to
F = raryr, jest przesunigciem o pewien
wektor v, Zatem rozwazane przeksztaleenie
przeprowadzajace Py na Pjoge jest
przesunigciem o wektor (1986/3)w = 662,
a poniewag Prags = Py, wiecw = 01 fjest
przeksztalceniem identycznosciowym.

Az

<
120°

120°
@

A

Stad A, = f{Ay) = ray(8), gdeic B = raFi{d) =
= ra(A;) (rysunek). Trojkaty 4, 4, B i Bds A,
sq réwnoramienne, maja réwne katy (¥ 4, =
= %43 = 120°) i wspdlny bok 4, B —s3
wigc przystajace. Wobec tego A, 4, BA, jest
rombem i A, A34; jest trojkatem
réwnobocznym.

Zadanie 3 (NRD). Kazdemu wierzcholkowi
pieciokata foremnego przyporzadkowana jest
liczba calkowita w taki sposéb, ze suma
wszystkich pigciu liczb jest dodatnia. Jesli
trzem kolejnym wierzcholkom
przyporzadkowane s3 odpowiednio liczby
x, ¥, ziy < 0, to nastepujaca operacja jest
dopuszczalna: liczby x, y, z zastepujemy
odpowiednio liczbami x4y, —y, z+ y.

- Powtarzamy t¢ operacje dopéty, dopoki co
najmniej jedna z pieciu liczb jest ujemna.
Rozstrzygnaé, czy ten proces koniecznie
musi si¢ zakoriczyé po skoniczonej liczbi
krokow,

Nie mamy si¢ czym chwali¢. Najlepszy z Polakow — w siddmej dziesiatce; polska ekipa —
w nieoficjalnej klasyfikacji druzynowej — na 17 miejscu, z taczna zdobycza punktowa
w wysokosci < 37% mozliwych do zdobycia punktow — oto nasze trofea w

XXVII MIEDZYNARODOWE]J
OLIMPIADZIE MATEMATYCZNE]J
(Warszawa, 8—14 VII 1986)

Dodajmy, ze w ostatnicl. latach rzadko siggali$my po wyzsze laury. Okazuje sie, ze atut wlasnego
terenu nie zdotal odegrac’ wigkszej roli. Moze tym wilasnie rézni sie MOM od ,,prawdziwego
sportu”?

To teraz o XXVII MOM juz nie z punktu widzenia ambicji narodowych. Juz po raz trzeci

Polska byla gospodarzem (poprzednio: V MOM 63 i XIV MOM ’72). Impreza miala rozmach
nalezyty: 210 uczestnikow z 37 panstw (odpowiednie liczby dla V MOM: 64 i 8; dla XIV MOM:
107 i 14); petne szescioosobowe ekipy przystaly 32 panstwa. Z przemowienia profesora Aleksandra
Pelczyniskiego, Przewodniczacego Komitetu Organizacyjnego XXVII MOM, podczas uroczystosci
otwarcia w dniu 8 lipca: ,,... dynamika rozwoju miedzynarodowych olimpiad matematycznych
ma wigc charakter wykladniczy™. -

Mimo niedociagnie¢ organizacyjnych byta to wspaniala impreza. Ogromna, barwna,
wielonarodowosciowa grupa miodziezy i opiekunow, przewodniczacych delegacji. Wspolnie
spedzony tydzien, nawiazane znajomosci i przyjaznie. Intensywna praca myslowa, intensywne
zycie towarzyskie. Spelnione nadzieje i zawiedzione ambicje. To wszystko na dlugo pozostanie

w pamigci,

Przez dwa dni, 9 i 10 lipca, trwaly zawody. Uczniowie (oraz uczennice, w liczbie 9) zmagali si¢

z zadaniami konkursowymi. Przez trzy dni poprzedzajace zawody trwala mozolna praca Jury

nad wyborem zadan oraz ich jednolitym zredagowaniem. Z okolo 80 zadan, zaproponowanych
przez uczestniczace panstwa, czteroosobowy zespot matematykodw kraju organizator. w (czyli
Polski) jeszcze w maju i czerwcu wstepnie wyselekcjonowal 21 zadan, dazac do uzyskania mozliwie
szerokiego wachlarza tematyki i zréznicowania trudnosci, a w koricu kierujac sie kryteriami
estetycznymi. Wybor 6 zadan z tego zestawu nalezal do 38-osobowego Jury XXVII MOM

(37 reprezentantéw panstw uczestniczacych oraz Przewodniczacy Jury profesor Stanistaw
Balcerzyk). 8 zadan zostalo odrzuconych z przyczyn formalnych, jako zbyt podobne do zadan
wykorzystanych w olimpiadach i konkursach w roznych krajach. Nad zadaniami pozostalymi
rozgorzala dyskusja, do gltosu dochodzily emocje. Czy mozna dopusci¢, zeby dwa zadania
pochodzily z propozycji jednego kraju? Czy mozna zrezygnowa¢ ze stereometrii? Czy mozna

da¢ dwa zadania kombinatoryczne? Albo teorio-liczbowe? Czy moga by¢ dwa bardzo trudne”.

A jesli tak, to wlasciwie ktore s bardzo trudne? A ktore, naszym zdaniem, wyrozniaja sie uroda?
Czy ktokolwiek z Szanownych Kolegdw jest w stanie poda¢ inne rozwiazanie zadania

z pigciokatem?

Potem bylo dopracowywanie sformutowan zadan. Odbywalo sie to w czterech zespolach
jezykowych (A, F, N, R). Teksty podane w propozycjach byly traktowane ,,roboczo’, jako punkt
wyijécia do ostatecznej redakcji. Okazalo sie, ze teksty powstale w czterech zespolach sg do siebie
zupetnie niepodobne. I zndéw zazarta dyskusja. Ktory lepszy?

Dobrg ilustracj¢ moze stanowi¢ zadanie nr 4, W oryginalnym sformulowaniu trojkat ,.$lizga sig”
(glides) jednym bokiem po obwodzie wielokata. ,,Ja nie wiem, jak to jest w szkolach kraju
Szanownego Kolegi. W naszych szkolach uczniowie wiedza z lekcji matematyki, co to jest zbior
punktow o danej wlasnosci, natomiast ze $lizganiem maja do czynienia co najwyzej na lekcjach
wychowania fizycznego™. Pada propozycja, by polecenie zadania brzmialo: wyznaczy¢ zbior
punktéw X wewnatrz wielokata, dla ktérych istnieja punkty ¥ i Z na obwodzie wielokata takie,
ze trojkat XYZ przystaje do OA4B. Kontrargument: ,,To jest wprawdzie precyzyjne, ale zatraca sig
intuicyjny sens, przejrzysty przy sformulowaniu dynamicznym”. ,,Nikt z uczniéw nie bedzie miat
watpliwosci, jak rozumie¢ ten ruch trzeciego wierzchotka™. ,,To znaczy, zadamy od uczniow,

by ich dobra wola wyréwnala nasza nieudolno$é w precyzyjnym podaniu tresci?”’ Emocje coraz
gorgtsze, problem dojrzewa do glosowania. Nieznaczna wickszos¢ jest za sformulowaniem
dynamicznym. ,,Mam to rozumie¢, ze wigkszo$¢ jest przeciwna temu, by uczniowie mojego

kraju otrzymali sformulowanie rygorystycznie poprawne?!” z

Zdarza sig czasem, ze logiczna usterka w tresci moze by¢ trudna do zauwazenia. Tak bylo

z zadaniem nr 1. Oryginalna propozycja brzmiala: Zbior § = {2, 5, 13} ma te wlasnoé¢, ze dla
dowolnych réznych liczb a, b € S liczba ab— 1 jest pelnym kwadratem; pokaza¢, ze dla zadnej liczby
naturalnej d ¢ .S zbior Su {d} nie ma tej wlasnoéci. To sformutowanie wszystkim przypadlo do gustu,
niezgodnosSci dotyczyly drobiazgow, ,,kosmetyki redakcyjnej”. I gdy juz tekst taki zostat

(w czterech jezykach) wiasciwie zaakceptowany, jeden z jurorow zauwazyt blad! Twierdzenie
podane w tym tekscie jest nieprawdziwe. Kto z naszych Czytelnikow zauwazy pulapke? Zagadka
dla sprytnych; rozwigzanie w numerze.

calkowitych nieujemnych. Ciag taki musi by¢
skonczony.

Rozwigzanie. Przypusémy, ze w pewnej chwili
kolejnym wierzcholtkom pigciokata
przyporzadkowane sg liczby uy. ..., us i ze
ktoras z nich jest ujemna (np. u; < 0).

Niech V = (v,, ..., Us) bedzie ukladem liczb Inna metoda (J. Keane, USA; nagroda
otrzymanym z ukladu U = (uy, ..., us) po pecjalna). Przy o h jak wyzej, niech
wyk iu opisanej w zad operacji G(U) = Zel+ Zlar+wig 1|+ Xlui+ iy +
(dla y = uy). Rozwazmy funkcje F(U) = Fuppal+ it wig g Fuisg+uisal.

= ¥{wis1—#i-1)? (numeracja cykliczna: Gdy poréwnamy 20 skladnikow definiujacych
o = Us, ug = uy). Bezposrednim rachunkiem G(U) z 20 skladnikami definiujacymi G(V),
sprawdzamy, ze F(V)— F(U) = 2u; S, gdzie okaze sig, #e 19 skladnikéw ma tg sama

8 = Fu = Fui = 0;stad F(V) < F(L). wartosé, a ten jeden, ktéry pozostaje, jest
Zatem wartosci F w kolejnych krokach wiekszy w G(U) niz w G(V). Konkluzja jak

y tworza malejacy ciag liczb w metodzie poprzedniej.
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Zadanie 4 (Islandia). Niech A i B beda
koleinymi wierzchotkami n-kata foremnego

(n = 5) o srodku O poloz na pk yinie.
Trojkat XY Z, ktory jest przystajacy do OAB

i ktory zajmuje poczatkowo pozycje OAB,
porusza si¢ na plaszczyznie tak, ze kazdy

z punktéw Y, Z przebiega caly brzeg
wielokata, a X pozostaje wewnatrz wielokata.
Znaleié miejsce geometryczne punktow X,

Rozwigzanie. Niech C bedzie kolejnym za A,
B wierzcholkiem wielokata i przypusémy,
#e Y lezy wewnatrz AB, a Z — wewnatrz BC.

X

Okrag o opisany na X¥Z przechodzi przez B,
poniewaz ¥ YXZ+ ¥ YBZ = ¥ AOB+

+ ¥ ABO+ ¥ OBC = 180°. Promien tego
okregu réwna sie r = R/2cosx, gdzie & =

= 180°/n, a R = OA jest promieniem okregu
opisanego na wielokacie. Katy XYZ i XBZ sa
owne jako wpisane oparte na tym samym
tuku. Stad ¥ OBZ = ¥ OBC = £ XYZ =

= ¥ XBZ, czyli punkty B, O, X leig na jednej
prostej. Cigciwa BX okregu o najwieksza
dlugoséé ma wtedy, gdy jest srednicg. Zatem
maksymalna diugosé odcinka OX wynosi
d=2r—R = R((l/cosa)—1). Szukana
figura jest n-ramienna gwiazdka — suma n
odcinkdw diugosci d lezacych na
przediuzeniach odcinkéw laczacych punkt O
z wierzcholkami wielokata.

Zadanie 5 (Wielka Brytania). Znalezé

wszystkie takie funkcje f okreslone na zbiorze

nieujemnych liczb rzeczywistych

i 0 wartosciach rzeczywistych nieujemnych, ze

(i) Sxf(3) S(¥) = flx+y) dla wszystkich
xy=0,

(i) f(2) = 0,

(i) fix) £0dla0 < x < 2,

Rozwigzanie. Dla z = 2 mamy f(z) =
= f((z=2/(2))f(2) = 0. Zatem

fZ)=0<=z22,

Dla 0 = y < 2 zachodzg wiec réwnowaznosci:
xz2—yextyz2e flx+y) =

= 0= fxfON) = 0= (1)) = 0=

< xf(y) 2 2 < x = 2/f(»). Znaczy to, ze
2-y=2{())dla0 = y < 2. Zatem f musi
byé dana wzorem

- ks
fo) = {2-r
0 y= 2.

0 y<2,

Pozostaje tylko sprawdzié, ze funkcja ta
istotnie spelnia warunki zadania.

Zadanie 6 (NRD). Na plaszczyznie dany jest
skonczony zbiér punktéw o wspolrzednych
catkowitych. Czy moina pokolorowaé pewne
punkty tego zbioru na czerwono, a pozostale
na bialo, w taki sposéb, ze dla kaidej

prostej L rownoleglej do jednej z osi
wspolrzgdnych bezwzgledna wartosé réznicy
pomigdzy liczbg punktow bialych i czerwonych
lezaeych na L jest nie wigksza niz 1?

Uzasadnij swoja odpowiedz.

W koricu przeciez udalo sie (a bylo to juz dobrze po pétnocy 6/7 lipca) ustali¢ kompromisowe
sformulowania wszystkich zadan, praktycznie jednobrzmiace w czterech jezykach. Te teksty,
przetlumaczone nastepnie przez poszczegolnych jurorow na jezyki ojczyste, zostaly powielone

i w dniach zawodow rozdane uczniom.

Od chwili przybycia do Warszawy az do zakonczenia pisania w czwartek jurorzy nie mieli
moznosci kontaktu ze swymi podopiecznymi; byli zakwaterowani na przeciwleglym kranicu
miasta i tam tez obradowali. Jedyny krotkotrwaly kontakt wzrokowy mial miejsce podczas
uroczystosci oficjalnego otwarcia MOM. Do sali, w ktorej si¢ to odbywalo, Jury zostalo
wprowadzone innymi drzwiami niz uczniowie i zajelo wyznaczone miejsca w odrebnej czesci sali.
»»Drut kolczasty”, cho¢ niematerialny, byl wyraznie wyczuwalny.

Zawody: dwa dni po trzy zadania. Dla zawodnikow — koniec wysitku i zdenerwowania.
Organizatorzy oferuja im program turystyczny. A dla Jury? Rozwigzania zadan sa napisane

w ojczystych jezykach uczniow. Rozpoczyna si¢ nastepny etap prac: koordynacja ocen.
32-osobowa ekipa koordynatorow (matematykow z réznych osrodkéw w Polsce) zostala
podzielona na szes¢ zespolow, do poszczegdlnych zadan konkursowych. Kto czytal w numerze
5/1986 Delty tekst pt. Bylem koordynatorem, ten wie, jak wygladala koordynacja ocen

w kameralnych warunkach XIV MOM. Przy obecnej liczbie uczestnikow tryb tej pracy musiat
zosta¢ usprawniony. Do k-tego zespolu koordynatorow podchodzi (wedlug ustalonego ,,rozkladu
jazdy™) reprezentant m-tego kraju w Jury (k < 6, m < 37) i przedstawia ocenione wstepnie przez
siebie rozwigzania k-tego zadania wykonane przez swoich podopiecznych. Niektore prace trzeba
tlumaczy¢ stowo po stowie, inne wystarczy pokrotce zreferowac. Oceng ustala juror wraz

z koordynatorami; zadaniem tych ostatnich jest baczy¢, by jednakowg miarka byly mierzone
prace wszystkich uczestnikéw. Kontrowersje byly nieliczne. Zadna z nich, na szczescie, nie
trafila na plenarne posiedzenie Jury; we wszystkich przypadkach udalo si¢ wynegocjowaé oceng
mozliwa do przyjecia dla obu stron. Niemala w tym zastuga Przewodniczacego Zespolu
Koordynatorow profesora Tadeusza Figla, ktory posredniczac w negocjacjach kilkakrotnie
wzniost sie na wyzyny kunsztu dyplomacji.

Tak wiec koncowe posiedzenie Jury sprowadzilo si¢ do ustalenia barier punktowych dla
poszczegodlnych rodzajow nagrod oraz przyznania nagrody specjalnej (za pomyslowe rozwiazanie
zadania nr 3). Decyzje Jury uwidocznione sa w tabeli wynikéw u dotu strony. Warto nadmienic,
ze wsrod laureatow nagrod 111 stopnia znalazt sig 10-letni Australijczyk Terence Tao (19 pkt)

(a takze trojka Polakow).

MOM jest oficjalnie rozgrywana tylko w konkurencji indywidualnej, ale kierownicy ekip
pracowicie sumuja punkty i tworza nieoficjalng klasyfikacj¢ druzynowa. W tym roku na czele
znalazly si¢ ex aequo Stany Zjednoczone i Zwiazek Radziecki (po 203 punkty), a dalej RFN (196),
Chiny (177), NRD (172), Rumunia (171). Ekipa polska (z 93 punktami) byla siedemnasta,

za Australia (117) i Kanada (112), a przed Marokiem (90) i Tunezja (85). Najbardziej
wyrownana ekipe przystala RFN; jej najsilniejszy zawodnik zdobyl 36 punktow, a dwaj

najstabsi — po 30. Druzyna polska byla jedyna, ktora nie zdobyla ani jednego punktu w zadaniu
nr 4. Z druzyn o peinych skiadach taki sam wynik mialy dwie druzyny w zadaniu nr 6 i cztery

w zadaniu nr 3. Natomiast komplet punktoéw zdobylo siedem druzyn w zadaniu nr 2 i po jednej
w zadaniach 4 (!) i 5. Suma wszystkich ocen za rozwiazania zadan nr 1, 2, 3, 4, 5, 6 wyniosla
odpowiednio: 800, 864, 176, 683, 881, 405. Wida¢, ze najtrudniejsze bylo zadanie nr 3 (zreszta
zgodnie z przewidywaniami). Ekipa radziecka zdobyla za to zadanie razem 22 punkty; ekipa
amerykanska — 17 punktow; rumunska — 16; chinska — 14 (inne mniej; np. polska — 1).

~ Na marginesach podane sa teksty zadan wraz ze szkicowymi rozwigzaniami. Dysponujac

rozwiazaniami pochodzacymi od autorow zadan, od uczestnikow olimpiady i od matematykow,
ktorzy rozwiazywali te zadania dla wlasnej satysfakcji, wybraliSmy rozwigzania najprostsze do
skrotowego zapisania. Zaznaczmy jednak, ze wszystkie zadania, oprocz 3, byly przez
olimpijczykow rozwiazywane na wiele innych sposobow. Na przykiad zadanie nr 2 rozwiazuje sie
wygodnie przy uzyciu liczb zespolonych. W zadaniu nr 6 poznalismy chyba z szesc¢ istotnie
roznych metod rozwiazania. Zachecamy naszych Czytelnikow do poprobowania wiasnych sit

na tym polu. Namawiamy do tego przede wszystkim tych, ktorzy sg jeszcze uczniami. Przeciez
za rok — XXVIII MOM. Na Kubie!

W NI v Nagrody II stopnia:

Y KI XX H MOM 41 zawodnikow z 20 krajow (= 26 pkt)
Nagrody I stopnia:

Kos Géza (Wegr)')‘
Wiadimir Roganow (ZSRR); 42pkt
Stanislaw Smirnow (ZSRR)'

Nagrody III stopnia:
48 zawodnikow z 25 krajow (= 17pkt)
w tym trzech Polakow

Fang Weimin (Chin)-}l Piotr Jedrzejewicz 23pkt
Jorg Jahnel (NRD) | 41pkt Tadeusz Pezda  20pkt
Joseph Keane (USA) I Stanistaw Kasjan 17pkt

oraz 12 zawodnikéw z = 34pkt

(1 z Brazylii, 1 z Bulgarii, 2 z Chin,
1 z Francji, 2 z RFN, 2 z Rumunii,
2z USA i 1 z Wietnamu)

Nagroda specjalna:

Joseph Keane (USA)
(za oryginalne rozwigzanie zadania nr3)

LA

Rozwigzanie. Pokolorowanie takie jest zawsze t bez wspolnych wierzchol i

mozliwe. Dla dowodu wezmy dowolng linig
prosta L pozioma lub pionowa przecinajgca
rozwazany zbidr A i niech P, . ..., Pr beda
punktami zbioru AnL, ponumerowanymi

w kolejnosci wzrastania wolnej wspoirzednej.
Laczymy odcinkami Py z P;, P3 z P, itd.
(na koncu moze pozostaé pojedynczy punkt).
Tak samo postepujemy z punktami na kazdej
takiej prostej L. Otrzymujemy rodzine
odcinkéw; kazdy punkt z A nalezy co
najwyzej do dwoch odcinkoéw. Suma
wszystkich odcinkéw rozpada sig na linie

zamknigte lub nie, Wierzcholki kazdej z nich
lujemy napr ie (bialo, czerwono,

bialo itd.); jest to mozliwe, bo lamane

zamknigte majg parzysta liczbe wierzcholkéw.

Jeéli pozostaly punkty nie nalezace do zadnego

zrozwazanych odcinkéw, malujemy je

caltkiem dowolnie. Nietrudno sprawdazié,

e otrzymane pokolorowanie ma wy

wlasnosé.

Czas rozwigzywania 41 godziny kazdego dnia.

Za rozwigzanie kazdego zadania mozna bylo

otrzyma¢é 7 punktow.




Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan: 3111987

®

Préba si% Klubu 44 w XAVII MOM

Na poczatku lipca by jeszcze optymizm.
W wyniku selekeji opartej na ocenach
rozwigzan zadar z odmiu numerdw Delty
J/oraz na zgodzle wyrafonej, a nastgpnie
potwierdzonej przez kandydatdw/ zostata
wytoniona szdstka reprezentantdw:

M. Gatecki, J. Komorowski, D. Kurpiel,
J. Mixuta, A. Pawowski, K. Serbin oras
rezerwowy A. Bonk, Nieatety, trzej 2 nich
odwotali swd] udzia¥ dos¥ownie

w ostatnie]j chwili. Do rozwigzywania
zadad XXVII MOM /przesz ﬁ% godziny po
potudniu 9 i 10 lipea/ praystapia wiee
cgteroosobowa ekipa Klubu 44 w Bkladzie:
Andrzej Bonk /Chetmza/, Marek Gatecki
/Milandwek/, Dariusz Kurpiel /Zarszyn/,
Jerzy Mikuta /Zielona Gdéra/. Ich prace
icstaly ocenione wedfug kryteridw
przyjetych na Olimpiadzie. Wyniki - bes
rewelacjl, ale i bez wstydu; Elub 44
wypadl pordwnywalnie z reprezentacjs
Polski, Marek Gatecki zdobyt 21 punktdéw.
Z takim wynikiem miatby na XXVII MOM
nagrode III stopnia. Druzyna usyskala
tacznie 59 punktéw. W przeliczeniu na
ekipe szescicosobowa daje to rezultat
plasujgcy w nieoficjalnej klasyfikacji
druzynowej miedzy Marokiem a Tunezjg
/por. strona 15/.

Szkoda, Ze ekipa nie byXa w komplecie !
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki.
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru » w terminie do korica miesiaca n+ 2. Szkice rozwiazar
zamieszczamy w numerze n+ 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwich lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na.kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1, Ocene mnozymy przez wspolczynnik
trudnosci danego zadania: WT = 4 — 35N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N —
iczbg oséb, ktdre nadestaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) —i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo -—to tytul Weterana,

Szczegolowy regulamin zostat wydrukowany w numerze 1/1986.

Zadania z matematyki nr 139, 140

Redaguje dr Marcin £. KUCZMA

139. Dane sg trzy ciagi nieskonczone (x;), (1), (z;), ich wyrazami sg liczby naturalne. Dowies¢,
ze istnieja numery p i g takie, Ze jednoczeénie spetlnione s nieréwnosci x, < x,, ¥p < ya, 2, < zg.

140. Trojkat ABC ma pole S. Punkty E, F, G leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB i dzielg
te boki w nastepujacych stosunkach: AG = GB, 2BE = EC, 3CF = FA. Trojkat utworzony
przez proste AE, BF, CG ma pole S’. Obliczy¢ stosunek S’/S.

Zadanie 140 przystal pan Tomasz Rawlik z Gliwic.
Zadania z fizyki nr 37, 38

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

37. Jednorodna, pozioma tarcza o masie M i promicniq R moze si¢ obraca¢ praktycznie bez
tarcia wokol pionowej osi przechodzacej przez jej srodek O — patrz rysunek 1. Z punktu P
obwodu tej, poczatkowo nieruchomej, tarczy wyrusza zuczek (o rozmiarach znacznie
mniejszych od R), ktory wedruje dookola tarczy po jej obwodzie i zatrzymuje si¢ w punkcie P
po dokonaniu okrazenia. Znajac kat «, o jaki obrocila sie tarcza w czasie tej wedrowki,
wyznaczy¢ mase zuczka, X

stan poczatkowy stan korcowy

iR

~

=i~ kierunek wedrowania Zzuczka
Rys, |

38. Znalez¢ wypadkowa pojemnos$¢ (miedzy punktami 4 i B) nieskoriczonego lancucha
zlozonego z jednakowych pojemnosci C, jak na rysunku 2.

5 Y e Il : 1 % e
= i 1l 1
G
B C 1 Il 11 ——
i LA 2 LA =
Rys.2



Rys. 1. Wyglad nieba okolo godziny 22 na
przelomie listopada i grudnia.

Minima Algola w listopadzie 1986 r.

2 XI gb4)m
5 XI §h29m
8 XI 2h18m

10 XI 23h07m
13 XI 19h56m
16 XI 16h44™
19 XI 13h33m
22 XI 10h22m

25 X1 7811m™
28 XI 4h00™

1 XII Qb5om
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Ruys. 2, Krzywa zmian blasku Algola.

Patrz w niebo

Zmienno$¢ blasku gwiazd, tak dobrze znana i zbadana we wspolczesnej astronomii, zostala
odkryta dopiero w 1596 roku przez pastora holenderskiego Davida Fabriciusa. Zaobserwowat
on osobliwe zachowanie gwiazdy oznaczonej symbolem o Wieloryba, ktéra co 11 miesiecy

z jasnego obiektu drugiej wielkosci gwiazdowej zmieniala si¢ w ledwie dostrzegalny golym okiem,
a7 wreszcie na parg miesigcy znikala. Dzi§ wiadomo, ze blask Miry (tak nazwal ja pozniej
Heweliusz) zmienia si¢ w tym czasie na skutek pulsacji o 8 wielkosci gwiazdowych — od 2

do 10 mag.

Druga w kolejnosci odkrycia gwiazda zmienna i jednoczesnie najdawniej znang gwiazda
za¢mieniowa jest Algol (§Persei). Jego szczegOlne wilasnoscei odkryl w 1667 roku Geminiano
Montrari z Bolonii. Jednak przez ponad 100 lat zmienno$¢ Algola nie wzbudzala zainteresowania
wirod astronomow. Dopiero w 1782 roku angielski mito$nik astronomii John Goodricke
przeprowadzil serie systematycznych obserwacji umozliwiajacych wyznaczenie okresu zmian
blasku Algola. On rowniez jest autorem modelu objasniajacego okresowe zmiany jasnoéci ukladu.
Wedlug Goodricke'a ich przyczyna jest wzajemne zakrywanie si¢ skladnikow roznej jasnosci
okrazajacych wspolny srodek masy. 3

Dazisiejsza nasza wiedza na temat tego ukladu przedstawia si¢ nastepujaco: Jest to uklad
potrojny odlegly od Ziemi o okolo 100 lat §wietlnych. Najjasniejszy skiadnik — Algol A to
gwiazda ciagu glownego okolo 90 razy jasniejsza od Stonca. Algol B jest podolbrzymem
okolo 3 razy jasniejszym od Storica. Te dwie gwiazdy okrazajg wspolny srodek masy w ciggu
2 dni 20 godzin 49 minut i wlasnie je obserwujemy jako zmieniajacego swoj blask Algola.
Trzeci skltadnik — Algol C — okraza par¢ AB w duzej odleglosci z okresem 1,86 lat. Jest on
gwiazda osobliwa okolo 4 razy jasniejsza od Slonica. Caly ukiad jest Zrodlem promieniowania
radiowego i rentgenowskiego.

Algol jest dla poczatkujacych milosnikow astronomii szczegdlnie wdzigcznym obiektem dla
przeprowadzenia obserwacji zmian blasku. W fazie maksimum, tj. gdy widzimy z Ziemi obydwa
skladniki jednoczesnie (Algola C nie wida¢ nigdy golym okiem), jest on gwiazda 2,1 wielkosci
gwiazdowej. Bez trudu odnajdujemy go wowczas jako druga co do jasnosci gwiazde

w Perseuszu. Warto porownaé¢ go wtedy z ,,gwiazda stalg” (nie zmieniajaca jasnosci) o podobnym
blasku. Moze nig by¢ np. ¥ Andromedy (rys. 1). Gdy skladnik B zasloni (dla ziemskiego
obserwatora) jasniejszy skladnik A, blask ukladu spada do 3,4 mag. Na krzywej zmian blasku
odpowiada to wystapieniu minimum gtownego (rys. 2 punkt 4). W tej fazie Algol jest znacznie
stabszy niz ePerseusza (2,9 mag) lezaca na przedluzeniu odcinka lgczacego yAnd i fPer. W miarg
odstaniania Algola A blask ukladu wzrasta az do osiagni¢cia maksymalnej wartosci (rys. 2

punkt B). Cala faza minimum gléwnego trwa okolo 9 godzin. Na krzywej zmian blasku widzimy
rowniez tzw. minimum wtorne (rys. 2 punkt C) odpowiadajace zakryciu skladnika stabszego
przez jasniejszy. Jest ono znacznie plytsze i tym samym trudniejsze do zaobserwowania.

Kilkugodzinne obserwacje przeprowadzone w pogodna noc w okolicy minimum blasku Algola
pozwalaja przekonac si¢ o jego zmiennosci. Przedsiewziecie wymagajace wiecej precyzji

i cierpliwosci polega na wyznaczeniu momentu gléwnego minimum blasku. Aby go wyznaczy¢,
nalezy sporzadzi¢ rysunek krzywej zmian blasku ukladu, odkladajac na osi pionowej jasno$¢
obserwowana, a na poziomej — czas. Oszacowania jasnosci Algola, przez poréwnanie z kt6ras

z ,,gwiazd stalych™ (np. ePer), dokonujemy co 15—20 minut przez kilka godzin przed i po
spodziewanym momencie minimum. Dokladny moment powinien wypada¢ na osi symetrii tego
fragmentu krzywej zmian blasku. Skladajac kartke¢ z wykresem tak, by obie galezie — malejacego
i rosnacego blasku — pokryly si¢ mozliwie jak najdokladniej, na przecigciu zlozenia z osig czasu
odczytujemy zaobserwowany moment minimum blasku Algola.

mgr Joanna UDALSKA
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