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Kwantowy efekt Halla— Nobel 1985

dr hab. Tomasz DIETL

16 pazdziernika 1985 r. Komitet Nagrod Nobla Szwedzkiej Krolewskiej
Akademii Nauk poinformowal o przyznaniu nagrody Nobla
czterdziestodwuletniemu zachodnioniemieckiemu fizykowi Klausowi von
Klitzingowi. Nagrode przyznano za ,,odkrycie kwantowego efektu Halla”.
Odkrycie nastgpito w 1980 r., a wigc sto lat po odkryciu przez amerykanskiego
fizyka Edwina Herberta Halla , klasycznego™ efektu Halla. W 1879 r. Hall
stwierdzil, ze przylozenie pola magnetycznego do materiatu, przez ktory plynie
prad elektryczny, prowadzi do pojawienia si¢ w przewodniku pola elektrycznego
(napigcia) o kierunku prostopadlym do kierunku pola magnetycznego i pradu
elektrycznego (rys. 1). Klasyczny efekt Halla stanowi od wielu lat podstawowa
metode charakteryzacji przewodnikéw, gdyz, jak si¢ okazuje, opér Halla R,,
(stosunek napigcia U, do pradu /,) pozwala na wyznaczenie ggstosci nosnikéw
pradu elektrycznego.

Klaus von Klitzing wykazal doswiadczalnie, Ze w pewnych warunkach opér
Halla nie zalezy od temperatury i indukcji pola magnetycznego, a jego
odwrotno$é jest wielokrotnoscia e?/h, gdzie h jest stala Plancka, a e ladunkiem
elektronu!

Przykladowa zaleznos¢ R, od pola magnetycznego B w heterostrukturze

GaAs — Aly 3Ga, ;As przedstawia rysunek 2. W stabych polach magnetycznych
R,, rosnie liniowo z wartoscia B. W obszarze tym mamy do czynienia z klasycznym
efektem Halla. Stosunek R,,/B wyznacza koncentracje elektronéw w prébce.

W odpowiednio silnych polach magnetycznych i niskich temperaturach na

wykresie pojawiajg si¢ charakterystyczne stopnie. W obszarach plateau (stopni)

R,, = h/e?i =~ 26kQ/i, gdzie i = 2, 3, 4,...

Jakie moga by¢ praktyczne zastosowania efektu von Klitzinga? Po pierwsze,
kwantowy efekt Halla moze stuzy¢ do zbudowania ,,atomowego” wzorca

jednostki oporu elektrycznego. Ponadto przyjmujac, ze predkosé $wiatla jest

znana z innych pomiaréw, ¢?/h wyznacza bezwymiarowa stala struktury subtelnej o
Jak wiadomo, stala « opisuje ,,sil¢” oddziatlywan elektromagnetycznych. Jej
dokladna znajomo$¢ pozwala wigc na precyzyjne poréwnanie przewidywan
elektrodynamiki kwantowej i wynikow doswiadczalnych.

Kwantowy efekt Halla obserwuje si¢ w tzw. ukladach dwuwymiarowych,
ktorych budowe oméwimy w dalszej czesci artykutu. Od potowy lat
siedemdziesiatych istnialy przestanki teoretyczne i dane doswiadczalne
sugerujace, ze w ukladach dwuwymiarowych znajdujacych si¢ w ekstremalnie
niskich temperaturach i silnych polach magnetycznych opér Halla moze
przyjmowac wartosci skwantowane w jednostkach h/e®. Spodziewano si¢ jednak,
ze podobnie jak w wielu analogicznych sytuacjach w fizyce ciala stalego, na
wyniki doswiadczalne bedzie wplywalo szereg niekontrolowanych efektéw
(kontakty, defekty struktury krystalicznej itp.). Ponadto istniejace teorie zostaly
zbudowane przy wielu zalozeniach upraszczajacych. W zwiazku z tym nie
oczekiwano zgodnosci teorii i wynikéw doswiadczalnych lepszej od, powiedzmy,
10%,. Wielkim osiagnigciem Klausa von Klitzinga bylo podjgcie precyzyjnych
pomiaréw oporu Halla R,, (w my$l zasady, Ze nalezy prowadzi¢ pomiary tam,
gdzie teoretycy nie oczekuja niczego interesujgcego). Doswiadczenia von
Klitzinga wykazaly, ze R,, = h/e?i, dla naturalnego i, z dokfadnoscia do bledu
eksperymentalnego, ktéry w pierwszych pomiarach wynosit 10~2 %. Pézniejsze
doéwiadczenia prowadzone z dokladnoscig 2 <10~ % potwierdzily wyniki von
Klitzinga. Réwnoczesnie rzesze teoretykow przystapily do teoretycznego
uzasadnienia wyniku do$wiadczalnego oraz do znalezienia poprawek do
wyrazenia R,, = h/e%. Jak dotychczas, nie ma powszechnie akceptowanego
modelu teoretycznego. Kwantowy efekt Halla, a takze odkryty pézniej
utamkowy kwantowy efekt Halla (i = 1/3, 2/3, 1/5, 2/5,...) stanowig poligon
wspolczesnych teorii podejmujgcych probe opisu zjawisk przenoszenia tadunku
elektrycznego przez uklad wielu oddziatujgcych elektrondéw w obecnoéci pola
magnetycznego i losowo rozmieszczonych centréw rozpraszajacych (Zrodiem
tych centréw sa domieszki i defekty istniejace w kazdym realnym materiale).



Obszar w poblitu granicy migdzy dwoma
réznymi materialami nazywamy
migdzypowierzchnia. W wielu przypadkach
w poblizu takiej granicy wlasnosci obu
materialow ulegaja zmianom ze wzgledu na
mozliwosé wystepowania defektéw struktury
krystaliczne;j.’

Odkrycie kwantowego efektu Halla jest takze sukcesem tych fizykow i inzynieréw,
ktérzy pracuja nad wytwarzaniem silnych pol magnetycznych i niskich temperatur
oraz zajmujg si¢ produkcja wysokiej jako$ci materialow potprzewodnikowych.
Dos$wiadczalne badanie zjawiska prowadzi si¢ w stacjonarnych polach
magnetycznych okolo 5 -10° razy silniejszych od pola ziemskiego i w
temperaturach czesto zaledwie kilku tysigcznych czesci kelwina. Produkcja
polprzewodnikéw o wysokiej czystosci wymagala opanowania m.in. techniki
wytwarzania ,,prézni”’ o ci$nieniu resztkowym rzgdu 10~'* ci$nienia
atmosferycznego.

Uklady dwuwymiarowe

Pierwsze doswiadczenia dotyczace kwantowego efektu Halla prowadzone byly
w trahzystorach polowych z izolowang bramka typu MOS-FET. Tranzystory
takie stanowig podstawowy element ukladéw o duzej skali integracji. W
typowym kalkulatorze lub zegarku elektronicznym jest ich okoto 5 tysigcy!
Schemat budowy tranzystora przedstawia rysunek 3. Uklad ten mozemy
traktowaé jako kondensator, ktérego jedng z oktadek stanowi metal, a drugg
wysokooporowy krzem typu p. Miedzy oktadkami znajduje si¢ dielektryk SiO,,
ktéry wytwarza sig¢ przez utlenienie powierzchni krzemu. Przylozenie napigcia
¥, do kondensatora prowadzi do pojawienia si¢ przy powierzchni pétprzewodnika
tadunku Q = C: V,, gdzie C jest pojemnoscig kondensatora. Elektrony
przypowierzchniowe moga si¢ porusza¢ swobodnie jedynie w ptaszczyZnie
migedzypowierzchniowej Si-SiO, i w tym sensie stanowig uklad dwuwymiarowy
(ruch w kierunku prostopadlym do migdzypowierzchni uniemozliwia napigcie
V,). Zalezno$¢ energii elektronu od pedu ma wigc w ukladach dwuwymiarowych
postac

p: P

2m  2m’

W badaniach kwantowego efektu Halla interesuje nas iloraz napigcia U, do
pradu 7, jako funkcja pola magnetycznego prostopadiego do migdzypowierzchni
(rys. 3).

Drugi uklad pélprzewodnikowy, ktéry oméwimy, ma jak dotad mniejsze
zastosowania praktyczne, ale wydaje sig, ze w przyszlosci bedzie podstawowym
elementem urzadzen telekomunikacji Swiattowodowej oraz szybkich komputeréw.
Typowa struktura GaAs—AlGaAs, bo o niej mowa, sklada si¢ z cienkich warstw
czystego GaAs i Al, ;Ga, ,As oraz domieszkowanego krzemem Al, 3Ga, ;As
nalozonych metoda wiazek molekularnych na podloze z pélizolacyjnego GaAs
(urzadzenie do laboratoryjnej produkcji takich struktur, zwanych
heterostrukturami, kosztuje okolo miliona dolaréw). Poniewaz pasmo
przewodnictwa GaAs lezy niZej niz w Aly 3Ga, ;As, elektrony z domieszek
(donoréw) krzemowych w Al, ;Ga, ,As domieszkowanego Si przechodza do
GaAs (rys. 4). I tutaj elektrony tworza uktad dwuwymiarowy, gdyz
przyciaganie elektrostatyczne przez dodatnie donory uniemozliwia ruch w
kierunku prostopadltym do migdzypowierzchni GaAs-AlGaAs.

O fizyce klasycznego i kwantowego efektu Halla

Przypuéémy, Ze przez przewodnik o jednorodnym przekroju i dhugosci L, plynie
prad elektryczny 7, (rys. 1 i 3). Oczywiscie I, jest tym wigksze, im wigksza jest
$rednia predkos$é elektronéw v oraz ich liczba N, I, = evN/L, (Czytelnik moze
podjaé probg wyprowadzenia tego wzoru samodzielnie). Przylézmy teraz pole
magnetyczne B o kierunku prostopadlym do powierzchni naszej probki. Na
elektrony zaczyna dziataé sila Lorentza F = eE +e(v x B), gdzie E jest polem
elektrycznym w przewodniku. Sita Lorentza powoduje przeptyw fadunku w
kierunku prostopadlym do kierunku pola magnetycznego i pradu elektrycznego
{zjawisko to jest wykorzystywane w niektorych oscyloskopach do odchylania
wiazki elektrondw). Prowadzi to do gromadzenia si¢ tadunku na $ciankach
prébki. Eadunki te wytwarzaja pole elektryczne E,, ktore zaczyna kompensowac
sktadowa magnetyczng sily Lorentza i ostabiaé przeptyw nosnikow w kierunku .
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Roéwnanie to stanowi istotg klasycznego efektu Halla. Jest ono speinione zaréwno
w przypadku, gdy elektrony znajduja si¢ w calej objetosci prébki, jak réwniez
gdy wystepuja w cienkiej (d ~ 10~®m) warstwie przy miedzypowierzchni.

Jak powyzszy klasyczny obraz modyfikuje mechanika kwantowa? Lew Landau
wykazat w1930 r., ze pole magnetyczne ,,kwantuje” ruch elektronow w
plaszczyznie prostopadiej do kierunku pola magnetycznego. W przypadku
dwuwymiarowym oznacza to, Ze energia elektronéw moze przyjmowac tylko
dyskretne wartoéci E; (w przypadku tréjwymiarowym E = E;+ p2[2m).
Stwierdzil on takze, ze odleglo$¢ migdzy poziomami E; (nazywamy je obecnie
poziomami Landaua) jest proporcjonalna do indukcji pola magnetycznego.
Udowodnit wreszcie, ze na kazdym poziomie Landaua moze znajdowa¢ si¢ co
najwyzej eBL,L,/h elektronow. W odpowiednio niskiej temperaturze elektrony
zapelniajg tylko najnizsze poziomy. Liczbg zapelnionych poziomdéw okresla
wtedy wzor v = hN/eBL.L,. W polach magnetycznych, w ktérych zapetnionych
jest catkowicie i poziomow, a pozostale sa puste, otrzymujemy

s WS

eN e’

(2 Ryy

Wydaje si¢ wigc, ze nasz prosty model catkowicie ttumaczy kwantowy efekt
Halla! Gdzie wigc te klopoty fizykow-teoretykow, o ktdrych wspominaliSmy?
Chwila zastanowienia wystarczy jednak, by stwierdzi¢, Zze nasze rozumowanie
przewiduje ,,skwantowane’ wartosci R,, tylko dla dyskretnych wartosci pol
magnetycznych B; = hN/ieL,L,. W doswiadczeniu natomiast obserwuje si¢
spelnienie rownania (2) w szerokim zakresie pdl magnetycznych (rys. 2).
Wigkszosé fizykow uwaza, Ze wystgpowanie stopni zwiazane jest z defektami
(domieszkami), ktore istnieja w kazdej prébce. Jesli jednak defekty majg
znaczenie, to czemu réwnanie (2) wyprowadzone przy ich zaniedbaniu jest
spetnione? Intuicyjnie mozemy to tlumaczy¢ tym, ze obszary geometryczne
probki, w ktérych istnieje silny potencjat elektrostatyczny wytworzony przez
defekt, s ,,omijane’" przez elektrony. Prowadzi to do zmniejszenia efektywnej
powierzchni probki. Nie wplywa to jednak na réwnanie (2), gdyz nie zawiera
ono zadnych wymiaréw geometrycznych.

Czytelnicy proponuja
Pan Kazimierz Luczak z Beldowa nadestal nam szereg ciekawych wzoroéw z zakresu teorii li;:zb.
Oto jedna z serii:

TH+8*+64 :1° = 9%,

224 +234+24* + 64(1 +2)* = 25%+26%,

454+ ... +AB464(1+ ... +3)2 = 494+ ... 4514,
76°+ ... +80*+64(1+ ... +4)* = 814+ ... +84*
Itd.

Gdyby ktos chciat udowodnic te wzory, to proponujemy najpierw wykazaé¢ (indukcyjnie), ze

n
1
Zw = 55 M+ D@+ DO +3n—1),
=1

a nastepnie, za pomoca udowodnionego wzoru, wykazac, ze

4n2 4 4n 4n?+ 5n
Y, Ki@ua+bP = 3 K,
k=4n+3n k=4nt+4n+1

skad bezposrednio mozna juz wypisa¢ dowolnie wiele rownosci podanego typu.
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Rozwiazanie zadania F 200. Cukier
rozpuszczajac sie pochlania cieplo i dlatego
temperatura herbaty podczas tego procesu
maleje. Herbata przekazuje w jednostce

czasu do otoczenia tym wigcej cnergii, im
wigksza jest roznica temperatur migdzy nia

i otoczeniem, a wiec herbata z rozpuszczonym
cukrem przekaze w tym samym czasie do
otoczenia mniejsza ilosc ciepla niz majaca
wyzsza temperaturg herbata bez cukru.
Klient, ktory pierwszy poslodzil, bedzie

wigc pit herbate cieplejsza.

O pewnym algorytmie 1 zwigzanym zZ nim
zadaniu geometrycznym

Dr Jerzy JAROMCZYK, Grzegorz SWIATEK

Wzigl pierzastq sirzale lezacq na stole
Kiedy inne w zawartym lezaly kolczanie,
Przeznaczone Achiwom wnet na skosztowanie.
Te wzigwszy, karbem przytkngl do cigciwy szczelnie,
I jak siedzial na stotku wymierzyl luk celnie,
Grot puscil i ten topory wszystkie trafil rzedem
Przeszywszy pierwsze ucho, wylecial tym pedem
Przez ostatnie (...)
Homer, Odyseja, Piesn 21
thum. L. Siemieniski

Tak opisuje Homer rozwiazanie przez Odysa zadania Penelopy przestrzelenia jednym

strzalem z tuku otworéw w dwunastu ustawionych rzgdem obuchach toporow. W artykule tym
zajmiemy si¢ rozwigzaniem podobnego zadania, aczkolwiek w zgota innym celu niz zrobit to
Odys.

Zadanie jest nastepujace:
Na plaszczyznie dany jest uklad n odcinkéw (otwartych). ZnaleZé (o ile istnieje) prosta, ktora
ma niepuste przecigcie z kazdym odcinkiem uktadu.

Prosta taka bedziemy nazywa¢, dla zachowania analogii z zadaniem Penelopy, prosta
przeszywajaca dany uklad odcinkow. Interesowac nas bedzie rozwiazanie w postaci algorytmu
(sposobu postgpowania) pozwalajacego na znalezienie, dla danego ukladu odcinkow, prostej
przeszywajacej. W fej sytuacji zadanie wymaga sprecyzowania, co rozumiemy przez ,,znalezienie
prostej”.

Przyjmujemy, ze uklad odcinkéw jest okreslony przez n czwérek liczb (x§, ys, xi, yi), (x3, vé,
x3, ¥1), ..., (X, ¥3, X1, Y1), gdzie punkty o wspotrzednych (xb, yb) oraz (x{, ¥i) sa korcami
i.tego odcinka ukladu. Zakladamy ponadto, ze liczby x§, x}, x3, xi, ..., x5, x] sa parami
rézne. Dla kazdego uktadu odcinkéw na plaszczyinie odpowiedni wybor ukladu wspolrzednych
pozwala spelnié ten warunek, z drugiej za$ strony w zastosowaniach praktycznych rowno$¢
dwdch nie zwiazanych ze soba danych nie powinna w ogole sig zdarzyc.

Zadaniem jest znalezienie réwnania prostej majacej niepuste przecigcie z kazdym z danych
odcinkow.

Proponujemy Czytelnikowi, aby przerwal na moment lekturg tego artykutu i sprobowat
samodzielnie znaleZ¢ rozwiazanie.

Wydaje si¢, ze rozwiazanie naszego zadania nie jest latwe. Znalezienie na przyktad prostej
przeszywajacej pewien podzbiér n—1 odcinkow z danego ukiadu weale nie musi nas
przybliza¢ do rozwiazania. Wiadomo w szczegolnoscei, ze dla kazdego n= 3 istnieje uklad r
parami rozlacznych odcinkéw o jednakowej dlugosci taki, ze kazdy podzbior (n— 1) odcinkow
ma prosta przeszywajaca, natomiast caly uklad takiej prostej nie ma.

a
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Rozwigzanie zadania M 440. Liczba 247 —
—1 = 16"— 1 dzieli sie przez 5, zatem

24n_ | = 5k dla pewnego nieparzystego k.
Stad

6-22*" 41 = 6-25ks1 4] = 1225k 4
(12— 11) = 12025+ 1) —11 = 12025+
FIESK-D_25k-1 g 251 )—1] =
= 12-33(25t-n_2sk-n g 28y
+1)—11.

Tak wiec liczba 6 - 22*" & 1 dzieli si¢ przez
11.

Rozwiazanie, ktore pragniemy przedstawi¢, opiera si¢ na pewnej transformacji geometrycznej.
Rozpocznijmy od jej okreslenia i kilku podstawowych wiasnosci.
Rozwazmy dwie plaszczyzny P i P’. Wybierzmy na kazdej z nich ukiad wspotrzednych
prostokatnych. Wspéirzedne na plaszczyznie P oznaczaé bedziemy jako x i y — na P’
odpowiednio jako x’ i y". Transformacja, ktora nazywaé bedziemy dualna, przyporzadkowuje
prostej o rownaniu y = ax+b, lezacej w plaszczyznie P, punkt o wspotrzednych (a, b) na
plaszczyznie P’. Przeksztalcenie to odwzorowuje w sposdb wzajemnie jednoznaczny zbior
prostych niepionowych plaszczyzny P na plaszczyzne P’. W sposob naturalny nasuwa sie
pytanie, co jest przeciwobrazem prostej przy tej transformacji. Przyjmijmy, ze rownanie tej
prostej, lezacej w plaszczyznie P’, jest postaci

Y =ax'+b.
Wowezas proste nalezace do przeciwobrazu maja réwnania y = xx’'+a'x’+b’, gdzie x* jest
parametrem przebiegajacym zbior liczb rzeczywistych. Podstawiajac x = —a’ otrzymujemy
y = —b'. Zatem punkt (—a’, b') nalezy do kazdej z tych prostych, a ich wspolczynniki
kierunkowe przebiegaja wraz z parametrem x’ liczby rzeczywiste.

Dokonali$my wigc nastepujacego spostrzezenia:

Przeciwobrazem prostej o rownaniu 3 = a’x’+b’ z plaszczyzny P’ jest zbior prostych
niepionowych plaszczyzny P przechodzacych przez punkt (—a’, b").

Przypus¢my teraz, ze w plaszczyznie P dany jest domkniety odcinek / o koncach (xo, o),
(x1, y1), przy czym x, # x,. Znajdzmy obraz przy transformacji dualnej zbioru prostych
niepionowych przecinajacych /. Zgodnie z powyzszym spostrzezeniem jest on suma prostych,
z ktorych kazda jest obrazem zbioru prostych przechodzacych przez pewien punkt odcinka.
Rownania tych prostych sa postaci y* = 1(—x¢x'+ yo) + (1 — t)(—x,x"+ y,), gdzie parametr ¢
przyjmuje wartosci z przedzialu domknigtego [0,1). Zauwazmy, ze skoro x, # x,, to proste
¥’ = —xox'+yo oraz y' = —x,x’'+y, przecinaja si¢. Obraz zbioru prostych niepionowych
przecinajacych 7 jest domknigciem pary katow wierzchotkowych i nie zawiera prostej pionowej.

Zbior o powyzszych wlasnosciach bedziemy dalej nazywaé obszarem wierzchotkowym.
Dowiedlismy, ze zbiér prostych przecinajacych domknigty odcinek niepionowy przechodzi przy
transformacji dualnej na pewien obszar wierzcholkowy. Odwracajac to rozumowanie Czytelnik
udowodni bez trudu, ze kazdemu obszarowi wierzchotkowemu odpowiada w ten sposdb

pewien niepionowy odcinek.

Wyposazeni w transformacj¢ dualna mozemy przystapi¢ do rozwiazywania naszego zadania. W
mysl przyjetego na wstepie zalozenia zaden odcinek ukladu nie jest pionowy. Przeksztalémy
zatem kazdy odcinek w odpowiadajacy mu obszar wierzchotkowy. Przypomnijmy, ze punkty
lezace w obszarze wierzcholkowym odpowiadaja prostym przecinajacym odcinek. Tak wiec
kazdy punkt lezacy w czesci wspolnej obszaréw wierzchotkowych odpowiada prostej
przeszywajacej wszystkie odcinki.

Opisane powyzej rozumowanie pozwala latwo sformutowa¢ algorytm znajdowania prostej
przeszywajacej. Algorytm jest nastepujacy:

I. Przeksztalci¢ kazdy odcinek w odpowiadajacy mu obszar wierzcholkowy.

2. Znalez¢ podzbior plaszczyzny bedacy czelcia wspolng wszystkich obszaréw wierzchotkowych.
3. Wybra¢ punkt nalezacy do znalezionego przeciecia i wyznaczy¢ prosta bedaca jego
przeciwobrazem. Prosta ta jest szukana prosta przeszywajacg.

W przypadku, gdy czgs¢ wspdlna obszarow wierzchotkowych jest pusta, uklad nie ma
niepionowej prostej przeszywajacej; jednak nie ma on wtedy w ogole prostej przeszywajacej.
Przypus¢my bowiem, ze uktad ma pionowa prosta przeszywajaca. W mysl zalozenia przyjetego
na poczatku artykutu co najwyzej jeden odcinek przecina ona w koricu, pozostale za§ w
punktach wewngtrznych. Istnieje wigc rowniez niepionowa prosta przeszywajaca powstala z
poprzedniej przez niewielki obrot.,



W przypadku natomiast, gdy czgs¢ wspolna obszarow wierzchotkowych jest niepusta, pionowe
proste przeszywajace musimy wyznaczy¢ oddzielnie. Czytelnikowi pozostawimy dowod faktu,
7e proste te wypelniaja pas pionowy ograniczony prostymi o rOwnaniach

x =max {xh:1< i< n}oraz x = min {x} : 1 < i< n}, jak rowniez znalezienie prostego

i efektywnego algorytmu wyznaczania minimum i maksimum zbioru liczb.

Zastanowmy sie nad zloZonoscia przedstawionego algorytmu. Zagadnienie zlozonosci

obliczeniowe] pewnych innych algorytmow bylo juz w Delcie przedstawione (patrz A. Kreczmar

Delta 4{1986, T. Przytycka Delta 9/1985). Zwro¢my uwage, ze w naszym algorytmie glowna

praca (po wykonaniu transformacji) poswigcona jest znalezieniu czgsci wspolnej obszarow

wierzcholkowych. Mozna pokazac, czym tutaj nie bedziemy si¢ zajmowac, ze zadanie takie

wymaga rzedu M -n ‘logn elementarnych operacji, takich jak znajdowanie punktow przecigcia

prostych itp. (n — to liczba odcinkéw, M — liczba niezalezna od n). W przedstawionym
algorytmie znacznie ciekawszym zagadnieniem jest jego zlozonos$¢ pamigciowa. Intuicyjnie

gt nofion e, vl ook wapding v ie¢ przez to mozna ilo$¢ informacji (takich jak wspolrzedne punktow. ol iki

ma facznie czterdziesci bokow. Jej sktadowe Pallilies .pr F . e J 3 J pO =% p CoRucd czynn.l k E,

wielokaty zostaly na rysunku obwiedzione! prostych itp.), ktére musimy mie¢ w trakcie wykonywania algorytmu. W przypadku realizacji

kolorem i w kazdym wpisano liczbe jego algorytmu przez komputer informacje przechowujemy w pamigci komputera — stad termin

bokdw. Miary wszystkich katéw sq bliskie zlozono$¢ pamieciowa. Jasne jest, Ze oszacowania wymaga ilos¢ informacji zwiazanych z opisem

= — preyklady oparte na podobnej zasadzie 5 Pl : & . ol R

TERAS Sas e wielokqtb\f quqcy’rch czgscia w:spotnq o.bszarot’v w:erzc}'l.olkow‘ych: Oplserr! takim jest .na

par katow, otrzymujac dla  par katéw przyklad cigg bokow poszczegolnych wielokatow. Pokazemy, ze liczba ta jest proporcjonalna

wiaénie 2n(n+ 1) bokéw, co, jak nietrudno do liczby odcinkdw. Dokladniej — udowodnimy nastepujace twierdzenie.
z kolei pokazaé, jest juz gorna granica.

Rysunek przedstawia cztery pary katow

Twierdzenie. Laczna liczba bokow wielokatow bedacych czescia wspodlna n obszarow
wierzchotkowych jest nie wigksza niz 8n.

Stwierdzenie to jest dos¢ zaskakujace; wydawac sig moze, ze liczba ta jest rowna 2n(n+1), co
T dla duzych n ogromnie przewyzsza 8. Istotnie, gdyby nie zalozenie, ze zaden z obszarow
s _ wierzchotkowych nie zawiera prostej pionowej, mozna by skonstruowac przyklad z 2n(n+1)
e (N7 Y:Q { %}i&{ N Al bokami. To niepozornie wygladajace zalozenie catkowicic zmienia sytuacje.
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h {),F‘l L"
e

NW A=

SW SE',

Y

W dowodzie twierdzenia postuzymy sie dwoma lematami. Rozpatrzmy obszar wierzchotkowy.
Nazwijmy jego krawedzie kierunkami stron $wiata. Sadzimy, ze rysunki najlepiej wyjasniaja
zasade tego nazewnictwa. Przeprowadzimy proste pionowe przez wierzchotki wszystkich
obszarow wierzcholkowych. Podziela one plaszczyzng na n+ 1 pasow (w tym dwie
polplaszczyzny).

Lemat 1. Przeciecie kazdego z pasdw z obszarami wicrzchlolkowymi jest wielokatem
wypuklym, ktérego bokami sg krawedzie obszaréw wierzcholkowych. (Przez wielokat
rozumiemy figure o brzegu zlozonym z odcinkow lub poiprostych.)

Dowdéd: Rozwazane przeciecie jest czescia wspolna pewnych polplaszczyzn, zatem jest
wielokatem wypuktym. Eatwo zauwazyé, ze proste pionowe ograniczajace pas nie moga by¢
bekami wielokata — kazda z nich, z wyjatkiem jednego punktu, lezy na zewnatrz obszaru
wierzchotkowego, ktérego wierzcholek zawiera.

Z lematu wynika, iz przeciecie n obszaréw wierzchotkowych jest suma co najwyzej n+1
wielokatéw. Nazwijmy je skladowymi tego przecigcia. Rozpatrzmy krawedZ okreslonego typu
(np. NE) jednego z obszaréw wierzchotkowych. Wystepuje ona jako bok pewnych skladowych
przeciecia. Numerujemy te wystapienia poczynajac od sktadowych najdalej polozonych wzgledem
wierzcholka obszaru.




Ro:wiqﬂnie zadania F 201. Tlosé ciepla,
jaka otrzymuje czesc preta o przekroju

kolowym znajdujaca sie¢ w plomieniu, jest
proporcjonalna do jej powierzchni bocznej,
a wiec do promienia preta. Cieplo jest
odprowadzane wzdluz preta. Straty ciepla sa
wigc proporcjonalne do powierzchni
przekroju poprzecznego preta, a \;igc do
kwadratu promienia. Dlatego rownowaga
cieplna grubego preta ustala sie w znacznie
nizszej temperaturze niz cienkiego drutu

i cienki drut topi si¢ w plomieniu, a gruby
pret nie.

Twystgpienie

Enysrgpa'en.«‘e

Iwystgpienie

Lemat 2. W kazdym wielokacie (skladowej przeciecia) wszystkie krawedzie danego kierunku
(NE, NW, SW lub SE), z wyjatkiem co najwyzej jednej, wystepuja pierwszy raz.

o

Dowod: Zauwazmy, Ze nie po raz pierwszy wystapi¢ moze tylko krawedZ o najmniejszym
nachyleniu sposrod krawedzi danego kierunku. W wielokacie jest co najwyzej jedna taka
krawedz kazdego kierunku. (Czy nachylenie krawedzi NE drugiego z obszarow przedstawionych
na rysunku 3 jest duze, czy male?)

Teraz mozemy wyznaczy¢ laczna liczbe bokow wielokatoéw skladowych. Liczba pierwszych
wystapien krawedzi obszarow wierzchotkowych nie przekroczy liczby wszystkich krawedzi,

tj. 4n. W kazdej z n— 1 skladowych ograniczonych moga pojawic si¢ co najwyzej cztery boki
pochodzace od krawedzi wystepujacych nie pierwszy raz. Daje to dodatkowo (4n—4) boki
sktadowych ograniczonych. W skltadowych nieograniczonych pojawi¢ sie moga co najwyzej po
dwa takie boki, bowiem kazda z takich skladowych ma boki pochodzace od krawedzi w dwoch
kierunkach (SW i NW lub SE i NE). W sumie otrzymujemy oszacowanie 8n na laczng liczbe
bokoéw wielokatow skltadowych, co konczy dowod twierdzenia.

Okazuje sie, ze przedstawione oszacowanie nie jest najlepsze. Mozna je poprawi¢ do 17,5 n| — 4
(ir1 oznacza najwigksza liczbe catkowitg nie wigksza niz r) i to oszacowanie jest juz niemal
optymalne. Istnieja przykiady obszarow wierzchotkowych dajacych w przecigciu |7,5 nj— 6
bokow. Jednak zarowno dowod tego oszacowania, jak i konstrukcja przykladu nie sa juz latwe.

Zastanoéwmy si¢ na koniec nad zlozonoécia wykonania transformacji dualnej w przypadku,
gdy algorytm znajdowania prostej przeszywajacej jest realizowany przez komputer. Chwila -
namystu przekonuje, ze zlozonos¢ ta jest... zerowa. Po prostu transformacja dualna, ktora tak
bardzo ulatwila nam prace, nie jest dla komputera zadnym przeksztalceniem. Proste
reprezentowane przez parg liczb przechodza w transformacji dualnej na te same pary. Odcinek
Jest parg par wspolrzednych swoich koficow, a obszar wierzchotkowy jest parg tych samych :
par liczb oznaczajacych tym razem jego krawedzie. Cala transformacja jest wiec tylko zmiana

interpretacji, ktora pozwolila w naszym przypadku zastapi¢ malo uchwytne zbiory prostych

przecinajacych odcinki znacznie latwiej wyobrazalnymi obszarami wierzcholkowymi. W geometrii
analitycznej identyfikujemy punkt z jego wspoirzgdnymi. Nie warto jednak brac tego
utozsamienia zbyt kategorycznie, gdyz, jak to wskazuje powyiszy przyklad, moze to ograniczaé
nasza intuicje.

Przedstawiony w tym artykule algorytm nalezy do geometrii obliczeniowej, bedacej czescia dzialu
projektowania i analizy algorytméw. Projektowane w obrebie geometrii obliczeniowej algorytmy
znajduja zastosowanie migdzy innymi w grafice komputerowej, a takze w statystyce
matematycznej.

r 4
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Przyjrzyjcie si¢ dokladnie (najlepiej przez lupe)
fotografii zamieszczonej w gazecie. Czy widzicie,
ze fotografia sklada si¢ z siatki zlewajacych si¢ kropek

roznej wielkosci odleglych od siebie o okoto 3 mm?

Wielkosé kropek okresla jakos$é zdjecia — jego
rozdzielczos¢. Podobnie jest w przypadku klisz, tu
rozdzielczos¢ okreslana jest przez wielkos¢ tzw.

ziarna kliszy, typowo wynosi ona mm (czyli

1
100
dziesigciokrotnie mniej niz grubos¢ wilosa ludzkiego).
Mozna wyprodukowac klisz¢ o mniejszych nawet
ziarnach, jednak cena, jaka za to placimy, jest
wysoka: im mniéjsze ziarno, czyli wigksza
rozdzielczos¢ — tym mniejsza czulosé, a i tak typowa
czutos¢ kliszy fotograficznej jest niewiele wigksza
niz czulos¢ oka. Ponadto klisza ma jeszcze jedna
powazng wade: np. na zdjeciach nieba potrafimy
dosy¢ dobrze zmierzy¢ polozenia gwiazd, natomiast
okreslenie na podstawie zaczernienia kliszy jasnosci
poszczegolnych gwiazd nie jest ani fatwe, ani
Jjednoznaczne.

A wigc klisza fotograficzna, bgdaca jednym z
najwigkszych osiagnigc techniki XIX w., pozostawia
uczucie niedosytu: przy bardzo dobrej rozdzielczosci
jej czutosé oraz wiernos¢ odtworzenia skali jasnosci
sg dla wielu celow zdecydowanie zbyt niskie.

Zupelnie przeciwne oceny uzyskuje fotomnoznik,
instrument dzialajacy na podobnej zasadzie co
fotokomodrka. Kazdy wie, ze prad przepltywajacy
przez fotokomorke zmienia si¢ pod wplywem
oswietlenia. Okazuje sig, ze czulosé fotomnoznika
jest kilkunastokrotnie wigksza niz czulosé kliszy, a
jego charakterystyka jest liniowa, co znaczy, Ze
natezenie pradu jest doktadnie proporcjonalne do
natezenia oswietlenia. Natomiast rozdzielczo$é
fotomnoznika jest fatalna, bo zadna.

| me

Od kilkudziesigciu lat pracuje si¢ nad pomystami
polaczenia zalet tych dwdch ,,detektorow”. Mozna
powiedzieé, ze produktem tej pracy jest m.in.
telewizja, ale tam, gdzie potrzebna byla skrajnie
wysoka czutos¢, trzeba bylo szukac dale;j.

Najprostszym urzadzeniem bylaby siatka
fotomnoznikéw, jednak zaréwno ich duze rozmiary,
jak 1 ogromna ilos¢ oprzyrzadowania elektronicznego
powodowaly, ze trzeba bylo poszukiwac innych drog.
Wreszcie w 1973 roku w Laboratorium Bella (USA)
udato si¢ skonstruowaé pierwsze duze urzadzenie
nowego typu. Nazwano je trzema literami: CCD
(czyta si¢ sjisjidi) od angielskiej nazwy (charge-coupled
device). Czulo$¢ tego urzadzenia jest jeszcze
pigciokrotnie wyzsza niz fotomnoznika, liniowa
charakterystyka pozwala na dokladne odtworzenie
rozktadu jasnosci obserwowanego obiektu;
otrzymujemy obraz o wystarczajaco dobrej
rozdzielczosci. ;

Zasada dzialania CCD jest nastgpujaca: cale
urzadzenie podzielone jest na elementy zwane
pixelami (to tez dziwaczny skrot od stéw picture
element). Pixel jest rownowhzny ziarnu kliszy i jego
wielkos¢ decyduje o rozdzielczoscei instrumentu.
Kazdy pixel podzielony jest na 3 paski, jak na
rysunku. W czasie naswietlania paski zakreskowane
sa naladowane tak, ze odpychaja od siebie elektrony
(podobnie jak obudowa i ,,zeberka’ oznaczone
podwdjna linig). Prawie kazdy foton, padajacy na
plytke CCD, powoduje wybicie jednego elektronu

z regularnej krzemowe;j siatki krystalicznej. Elektron
zewszad odpychany ,,laduje’ w najblizszym
niezakreskowanym pasku — jest to srodkowy pasek
jakiego$ pixela. Podobnie dzieje si¢ ze wszystkimi
wybitymi elektronami. Po skonczonej ekspozycji
uwigzione elektrony sg zliczane w peczkach
odpowiadajacych poszczegélnym pixelom i liczby

te sg zapamigtywane przez komputer.



- PrzesledZzmy 6w proces na rysunku, gdzie

- przedstawiono schemat CCD majacy 9 pixeli (3 x 3)

- oraz u goéry — rzadek rejestrujacy. A wigc zaczynamy.

~ W czasie ekspozycji do paskownr 1, 3,4, 6, 7, 9

- przylozone jest napigcie odpycha_]qce elektrony
Wszystkie elektrony grzezna w paskach 2, 5, 8’

(rys. a). Rozpoczynajqc zliczanie od{qczamy napiecie
od paskow 1, 4, 7 i elektrony rozlewajg si¢ po :
obszarach 1——2 4—5 i 7—8. Nastepnie przykltadamy

- napigcie do paskoéw 2, 5, 8, co zmusza pozostale tam

- elektrony do przesunigcia si¢ do paskéw 1, 4, 7

(rys. b). Ale pasek 1 styka si¢ z paskami II V i VIII

rzadka rejestrujacego. Jesli wiec po odlaczeniu

- napigcia od paskéw 3 i 6 przylozymy napigcie znowu

do paskow 1, 4, 7, to elektrony, ktore znajdowaty

- si¢ W najwyzszym szeregu pixeli, znajda si¢ w rzadku

rejestrujacym, a te, ktore byly w szeregu srodkowym,

- zostang przesunigte do szeregu najwyzszego (rys. c).

Jeszcze jedno przefaczenie napieé (wylaczenie 2, 5,
wlaczenie 3, 6) i sytuacja staje si¢ prawie taka sama

Jak na poczatku operacji, tylko ze elektrony z szeregu

gornego znajduja si¢ w rzadku rejestrujacym, a szereg

- dolny (paski 7, 8, 9) jest pusty — wszystkie

~ elektrony s3 przesunigte o ,,oczko” wyzej (rys. d).

Teraz ta sama zasada jest wykorzystana do

. przesuwania w prawo, w kierunku rejestratora,
elektronéw w rzadku rejestrujacym. Po oproznieniu,
- zliczeniu i zapamigtaniu liczb tych elektronéw cata
operacje przelaczania napieé rozpoczynamy od

- poczatku.
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Reprodukcja obrazu‘uzyskanego przy uzyciu CCD, na ktorym
- widoczna jest kometa Halleya (wewnatrz kotka).

e
lpixel  fpixel Ipixel
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Prostota pomystu i konstrukcji pozwolita na to, ze
juz w 10 lat od wymyslenia CCD stal si¢ najbardziej
rozpowszechnionym, od wojska po astronomie,
superczulym detektorem obrazujagcym. Dzisiaj mozna
kupi¢ w sklepie CCD o liczbie pixeli 300 < 300, a
wigksze, np. 800 x 800, produkowane sa na
zamoéwienie wojska. Taki CCD o 640000 pixeli ma
rozmiary 12x 12 mm, czyli rozmiar 1 pixela jest réwniez 10
razy mniejszy niz grubos¢ wlosa ludzkiego. A wiec
udato si¢ polaczy¢ zalety kliszy fotograficznej i
fotomnoznika — powstal zupetnie nowy wspaniaty
detektor — CCD,

Wilasnie przy uzyciu CCD dwaj astronomowie
amerykanscy, David C. Jewitt i G. Edward
Danielson, odkryli kometg¢ Halleya 16 pazdziernika
1982 roku. W momencie odkrycia kometa byla
oddalona od Stonca o ponad péttora miliarda
kilometréw i miala wtedy jasno$¢ 24 mag. Po raz
pierwszy dostrzezono komete tak wczesnie — trzy
lata przed jej zblizeniem do Stofica i w tak duzej
odlegtosci od Stonca. Na zdjeciach kometa zostala
zarejestrowana prawie dwa lata pézniej.

Malq Delte przygotowal Tomasz CHLEBOWSKI



LIDAR

Doc. dr Krzysztof ERNST

O rbznych zastosowaniach laserow pisaliSmy juz wielokrotnie na tamach Delty. Starali$my sie
rownoczesnie zwroci¢ uwage na specyfike promieniowania laserowego, a w szczegolnosci na te
Jego cechy, dzigki ktorym zastosowania te staly sie w ogdle mozliwe.

Kolejny przyklad, ktoéry chcemy przedstawié dzisiaj, to LIDAR, czyli, méwiac inaczej,

laserowy radar. Juz samo pochodzenie nazwy wiele nam wyjasni, LIDAR jest bowiem akronimem
od angielskiego okrelenia ,,Light Detection and Ranging”, co oznacza wykrywanie i okre$lanie
potozenia za pomocg Swiatla. Nalezy tu od razu zwroci¢ uwage na istotng réznice miedzy
radarem i lidarem. Zmieniajac dwie pierwsze litery w nazwie przeszli$my od fal radiowych do
obszaru widzialnego zmniejszajac tym samym o wiele rzedow wielkosci diugosé fali
promieniowania elektromagnetycznego uzywanego do poszukiwania obiektéw w przestrzeni.
Tylokrotnie tez zwigkszyliSmy zdolnos¢ rozdzielcza naszego ukladu, ktory jest teraz w stanie
wykrywac obiekty nawet tak male, jak np. czasteczki gazow znajdujacych si¢ w atmosferze.

Stosowane od dawna metody badan atmosfery, a w szczegolnoéci jej zanieczyszczen, polegaly
na pobieraniu probek z atmosfery, a nastepnie wykonywaniu pomiaréw w warunkach
laboratoryjnych. Sam pomiar jest w ten sposob bardzo prosty, ale zdobycie probki dosyé
ktopotliwe, szczegolnie jesli interesuje nas trudno osiggalny obszar. Sprobujmy wiec ustawié
taki uktad detekcyjny, ktéry umozliwialby pomiary przy przestrzennym rozdzieleniu badanego
obiektu i aparatury badawczej.

Rozpatrzmy na poczatku prosty uklad, w ktorym wykorzystany jest jeden z podstawowych
procesow oddzialywania promieniowania z materia, jakim jest rozpraszanie $wiatta. Uklad
skiada sig z lasera, teleskopu i detektora promieniowania, a jego schemat przedstawiony jest na
rysunku 1. Wigzka Swiatla wyemitowana przez laser oddzialuje z czasteczkami gazow lub tez
z wigkszymi obiektami typu czastek aerozoli, pylu czy kurzu znajdujacymi sie w atmosferze.
Swiatlo rozproszone do tylu powraca do naszego ukladu i po zebraniu przez teleskop
rejestrowane jest za pomoca czulego detektora (np. fotopowielacza). Swiatlo powracajace do
ukiadu stanowi na tyle znikoma cze$¢ §wiatla wyemitowanego w przestrzen, ze praktycznie
tylko uzycie lasera pozwala na uzyskanie mierzalnego sygnalu. Monochromatycznosc i
spojnos¢ umozliwia dobrg kolimacje wiazki, co z kolei pozwala na uzyskanie przestrzennej
gestosci fotonow na tyle duzej, ze nawet powracajaca ich cze$¢ przewyzsza tlo wynikajace z
rozproszenia $wiatla stonecznego. Ponadto mala rozbieznos¢ wiazki pozwala na wysoka
kierunkowa zdolnos¢ rozdzielcza ukladu.

Filtr

Fotopowielacz

Teleskop

EJ

Lasery stosowane w ukladach lidaru sa zazwyczaj laserami impulsowymi, co pozwala na oceng
odleglosci (range) z odstepu migdzy wystanym a powracajgcym impulsem. Im krotszy impuls,
tym dokladniej t¢ odlegltos¢ mozemy oceni¢. Np. przy impulsie o czasie trwania 10 ns (typowa
szeroko$¢ impulsu z lasera barwnikowego pompowanego laserem azotowym) rozmycie
przestrzenne impulsu wynosi 3 metry.

Rys. 1

Przedstawiony na rysunku 1 przykladowy uklad przy wielu swoich zaletach ma pewna

istotng wade. Zdolny do wykrywania w przestrzeni czastek aerozolu czy tez czasteczek gazu,
a takze do okreslania ich odleglosci i oszacowania koncentracji, nie pozwala nam ich
jednoznacznie zidentyfikowaé. W jaki sposob nalezaloby zatem zmodyfikowaé nasz uklad, aby
oprocz odpowiedzi na pytania: ,,czy, gdzie i ile”, uzyskaé takze niezwykle wazng informacje:
GO
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Rys. 3

Rozwigzanie zadania M 439. Tloczyn
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W przedstawionym ukladzie (rys. 1) pomiar natezenia $wiatlta odbywat sie na czestosci
emitowanej przez laser, co oznacza, ze rejestrowali$émy rozproszenie Rayleigha. Swiatlo
rozproszone na ukladach czasteczkowych zawiera rowniez skladowe o czestosciach roznych od
czestosci $wiatta padajacego. Przesuniecie tych skladowych, zwanych ramanowskimi, zalezy od
budowy czasteczki i jest jednoczesnie wielkoscia pozwalajaca na jej identyfikacje w sposab
analogiczny do identyfikacji ukladéow atomowych na podstawie absorbowanych lub emitowanych
przez nie czgstosci.

Zmodyfikujmy wigc teraz nasz uklad stosujac filtr obcinajacy wszelkie tlo wynikajace z
rozproszenia rayleighowskiego i rejestrujmy rozklad widmowy tylko $wiatta rozproszonego

ze zmiang czgstosci. Na rysunku 2 przedstawione sg typowe zapisy widma ramanowskiego dla
rozproszenia w atmosferze. Zapisu a) dokonano w atmosferze "'wzglednie” czystej, natomiast
zapisu b) dokonano w atmosferze o duzej zawartosci samochodowych gazow spalinowych,
Uzyto lasera azotowego o dtugosci fali 337 nm, a umieszczone na rysunku strzatki wskazuja
na oczekiwane polozenia maksimow dla zidentyfikowanych w widmie czasteczek.

Istcinyim gianiczeniem powyzszej metody jest bardzo male natezenie linii Ramana w stosunku
db linii Rayleigha. Wymagane sa zatem lasery o duzej mocy, duze teleskopy, dlugie czasy
zliczania (poprawiajace stosunek sygnatu do szumu) i wreszcie duze koncentracje czasteczek

w badanych obszarach.

Sprobujmy zatem zmodyfikowa¢ nasz pierwotny uklad w inny sposob. Niech Zrodlo emituje
teraz dwie linie o réznych czgstosciach tak, aby jedna z nich wypadata w maksimum absorpcji,
podczas gdy druga byla slabo absorbowana przez gaz, ktérego obecnosé chcemy wykryé.
Pomiarow natezenia $wiatla rozproszonego do tylu dokonujemy teraz dla kazdej z dwoch
czestosdci niezaleznie. Obecno$¢ okre§lonego gazu w badanej przestrzeni uwidoczni sig
oslabieniem jednego z sygnaléw wzgledem drugiego. Dokladna analiza pozwala na uzyskanie
informacji o koncentracji gazu absorbujacego, a takze o jej rozkladzie przestrzennym.
Pomiaréw dla réznych gazow dokonywaé mozemy przez dobor odpowiedniej dlugosci fali
$wiatla laserowego. Stosujemy w tym celu lasery strojone, czyli takie, w ktorych mozemy
zmienia¢ w sposob ciagly dlugos¢ fali emitowanej wiazki. Typowym przykladem takiego lasera
jest dzialajacy w obszarze widzialnym laser barwnikowy.

Postugujac si¢ opisang metoda zwana DIAL (differential absorption lidar) i stosujac wlasnie
laser barwnikowy grupa fizykéw z Kolonii dokonata szeregu pomiaréw rozkladu koncentracji
dwutlenku azotu w atmosferze. Przy niewielkiej koncentracji NO,, odpowiadajacej
zanieczyszczeniu atmosfery nad Kolonia, zasigg pomiaréw wynosit okoto 4 km. Ciekawe wyniki
uzyskano badajac rozklad stgzenia NO, w kilkusetmetrowym otoczeniu komina fabrycznego.
Pomiaréw dokonano na wysokosci 45 metréw w pigeiu kierunkach. Dla kazdego kierunku
usredniano wyniki pochodzace z wielu impulsoéw laserowych dla kazdej z dwoch diugosci fal.
Wyniki przedstawione sa na rysunku 3. Polaczone zostaly punkty odpowiadajace jednakowej
koncenfracji NO,, a zamieszczone na rysunku liczby wyrazaja stezenie w ppm (part per

million, czyli w milionowych). Przedstawienie danych pomiarowych na tle mapki terenu pozwala
natychmiast wykry¢ winnych zanieczyszczenia atmosfery. '

Informacje, ktore mozemy uzyskac za pomocs lidaru, znacznie wykraczajg poza podane wyzej
przykiady. Stosowane sa rowniez roznorodne techniki i systemy pomiarowe. Bardzo
rozpowszechnione sa badania atmosferycznych aerozoli. Dzieki duzym przekrojom czynnym

na rozproszenie (duze czastki) sa one bardzo wygodnym obiektem do obserwacji i umozliwiaja
m.in. badania dynamiki dolnych warstw atmosfery. Mozemy rowniez badaé chmury okreslajac
np. ich wysoko$¢ i rozklad przestrzenny, a takze uzyskiwaé informacje o $niegu i deszczu,
aczkolwiek przy przejsciu do tak duzych czastek radar mikrofalowy staje si¢ bardziej uzyteczny.

Lidar pozwala ponadto na uzyskanie wielu informacji przydatnych w meteorologii, takich jak
sita wiatru, temperatura, gesto$é, wilgotnosé czy widocznosé. Wymaga to zazwyczaj precyzyjnych
urzadzen i ztozonej analizy danych. Np. sile wiatru mozna okresli¢ na podstawie przesuniecia
dopplerowskiego badanych linii, a temperature z rozkladu natezen skladowych rotacyjnych

w widmach czasteczkowych.

Techniki lidarowe rozwingly si¢ szczegolnie intensywnie w latach siedemdziesigtych dzieki
mozliwogciom zastosowania najnowszych technik laserowych. W tym tez mniej wigcej okresie
uswiadomiono sobie wielkie zaniedbania w tego typu badaniach. Wynikly one z prostej w
zasadzie przyczyny. Otdz do niedawna atmosfera traktowana byla jako zbiornik bez dna na
roznego rodzaju odpady wytwarzane na Ziemi. Rzeczywisto$¢ okazala sie zupelnie inna i dopiero
dokladne badania atmosfery, m.in. za pomoca lidaru pokazaty, jak niepokojacy jest stan jej
zanieczyszczenia i czym grozi nam w przysztosci zlekcewazenie istniejacego niebezpieczenstwa.



Ukryta masa we Wszech§wiecie Mgr Jacel CHOLONIEWSEQ
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Planety, gwiazdy i galaktyki wysylaja promieniowanie elektromagnetyczne i tylko dzigki temu
mozemy je bada¢. Wydaje sie wiec, ze cialo niebieskie, ktore nie wysyla takiego
promieniowania, bedzie dla astronoma nie do wykrycia. Tak jednak‘ nie jest. Obiekt
astronomiczny, ktory nie $wieci lub $wieci bardzo stabo, mozna mimo to wykry¢. Obiekt taki
bedzie bowiem oddzialywal grawitacyjnie na inne ciala powodujac zmiang kierunku i predkosci
ich ruchu.

Okolo roku 1844 zauwazono, ze najjasniejsza gwiazda nocnego nieba — Syriusz — porusza si¢
na nim po elipsie (oprocz znanego juz wczesniej ruchu postepowego po prostej). Fakt ten mozna
wyjasni¢ zakladajac, ze Syriusz wchodzi w skiad uktadu podwojnego i bierze udzial w ruchu
obiegowym wokot jego srodka masy. Hipoteza ta okazala sig stuszna. W roku 1862 odkryto
rzeczywiscie niewidzialnego dotychczas towarzysza Syriusza A — Syriusza B. Jest on jednak
gwiazda $wiecaca bardzo stabo, mimo do$¢ znacznej masy. Dalsze badania pozwolity odkry¢ caly
szereg podobnych gwiazd, ktore nazwano bialymi kartami (biale karly reprezentuja koncowe
stadium ewolucji pewnych typow gwiazd).

Nastepnym przykladem wykrycia ciala niebieskiego na podstawie jego wplywu na ruch innych
cial jest historia 6smej planety Ukladu Stonecznego — Neptuna. Wskazowka do jego odkrycia
bylo stwierdzenie niezgodnosci miedzy obliczonym a obserwowanym polozeniem Urana,
najdalszej od Slorca, znanej wtedy (okolo roku 1844) planety. Niezgodnos¢ ta, wynoszaca okolo
dwoch minut katowych, byla o wiele wigksza od dokladnosci 6wezesnych obliczen
teoretycznych. Aby wytlumaczyé¢ te niezgodno$¢, wysunigto hipoteze o istnieniu na zewnatrz
orbity Urana jeszcze jednej planety. Hipoteza ta okazala si¢ prawdziwa — we wskazanym przez
teoretykow miejscu znajdowato sie dos¢ sltabo $wiecace cialo, obiegajace Storice — planeta
Neptun.

Kolejnym etapem naszej wedrowki w poszukiwaniu ukrytej masy beda galaktyki spiralne.

Ruch materii, na ktorg skladaja sie glownie gwiazdy, odbywa si¢ w nich po okrggach o wspolnym
srodku w centrum galaktyki. Predkos¢ tego ruchu jest funkcja odleglosci od centrum (r). Jej
przykladowy przebieg dla galaktyki M31 jest pokazany na rysunku. Znajomos¢ tego przebiegu
pozwala wyznaczy¢ mas¢ materii zawartej wewnatrz orbity o promieniu r:

M(r) = rv*(r)/G.

Okazuje sie, ze masa materii $wiecacej, na ktorg skladaja si¢ masy poszczegolnych gwiazd, jest
mniejsza, nizby to wynikalo z powyzszego wzoru. Co wigcej, roZnica ta powigksza sig wraz ze
wzrostem odleglosci od centrum. Wnioskujemy stad o istnieniu w galaktykach spiralnych
ciemnej, nieSwiecacej materii.

Podobne zjawisko obserwujemy w przypadku gromad galaktyk. Masy gromad galaktyk
obliczone na podstawie analizy ich dynamiki sa znacznie wieksze od sumy mas wszystkich
widocznych galaktyk, wchodzacych w sklad poszczegolnych gromad.

Problem ,,brakujacej masy” w galaktykach spiralnych i gromadach galaktyk nie doczekal si¢ do
dzisiaj ostatecznego wyjasnienia. Jedna z ostatnio wysunietych hipotez na ten temat jest
hipoteza ,,masywnych neutrin”. Zgodnie z nig’ ciemna, nieswiecaca materia, zwigzana z
galaktykami i gromadami galaktyk bylyby chmury masywnych neutrin.

Okazuje sig, ze problem ,,brakujacej masy™ istnieje rowniez w odniesieniu do Wszechswiata
jako calosci. Jak zaraz zobaczymy, wynika on jednak nie tyle z przestanek fizycznych, co
filozoficznych. Dalsza ewolucja Wszechéwiata zalezy bowiem od jego $redniej gestosci. Jesli
gestos¢ ta jest wieksza od pewnej wartosci krytycznej (wynosi ona 3H3/87nG, gdzie H, — stala
Hubble’a), to po fazie ekspansji, w ktorej sie obecnie znajdujemy, nastapi faza zapadania sig,
ktora moze zakonczy¢ sie powtornym Wielkim Wybuchem. Dla $redniej gestosci mniejszej od
gestoéci krytycznej ekspansja Wszechswiata nigdy nie ulegnie zahamowaniu. CheielibySmy
oczywiscie, aby mial miejsce pierwszy, oscylujacy, scenariusz ewolucji Wszech$wiata. Drugi

z nich oznacza bowiem, ze Wszechs$wiat ,,zdarzyl si¢ tylko raz”. Obliczenia $redniej gestosci
Wszech§wiata polegaja na podzieleniu mas wszystkich galaktyk znajdujacych sie w dostepne;j
obserwacyjnie czesci Wszechéwiata przez jej objetosé. Daja one, niestety, wielkos¢ kilkakrotnie
mniejsza od gestodci krytycznej, co wskazuje na otwarty, nieskonficzenie ekspandujacy
Wszechswiat. ,,Domkniecie” Wszechswiata mogloby zapewni¢, podobnie jak dla galaktyk

i gromad galaktyk, istnienie w przestrzeni miedzygalaktycznej masywnych neutrin lub innej
ciemnej materii.

To juz koniec naszej wedrowki w poszukiwaniu ,,ukrytej masy”. O ile w dwoch pierwszych,
opisanych tu przypadkach (odkrycie Syriusza B i Neptuna), mozna ja bylo jednoznacznie
zidentyfikowa¢, to w pozostalych jej natura nie jest jeszcze ostatecznie poznana.



Jak Kepler stwierdzit eliptyczno$¢ orbit

W dziele Astronomia Nova wydanym w 1609 r. Johann Kepler oglosit dwa z trzech nazwanych
jego imieniem praw ruchu planet. W tym samym roku Galileusz zaczynal dopiero obserwowaé
niebo za pomoca konstruowanych przez siebie lunet. Wynika stad, ze w szczegdlnosci pierwsze
prawo gloszace, Ze orbity planet sg elipsami, a Storice znajduje si¢ w ich ognisku, Kepler
wyprowadzil na podstawie obserwacji wykonanych ,,golym okiem™ — w kazdym razie tylko za
pomoca przyrzadu typu celownicy. Inaczej méwiac, majac tak ograniczone mozliwosci Kepler
byl w stanie stwierdzi¢, ze odleglo$¢ np. Marsa od Slorica jest zmienna. Tu trzeba od razu
nadmieni¢, ze Kepler byt entuzjasta systemu heliocentrycznego i od razu przyjmowal, ze

SR planety (lacznie z Ziemia) obiegaja Slofice. Pozostawal tylko ,,drobiazg’ — znalezienie ksztaltu

ich orbit. .

5 Rozumowanie Keplera przebiegalo w przyblizeniu nast¢pujaco. Przyjmijmy, ze orbita Ziemi

\ jest kolowa i lezy w plaszczyZnie orbity Marsa. Uznajemy za znany okres obiegu Marsa wokot
Stofica — okres ten znany byl juz od dawna, lecz dopiero od czasow Kopernika zaczal by¢
interpretowany jako ,,rok marsyjski’’. Wyobrazmy sobie, ze Marsa w polozeniu M obserwujemy
z Ziemi w polozeniu Z,. Po uplywie roku marsyjskiego Ziemia znajdzie si¢ w polozeniu Z,,
poniewaz wykona w tym czasie wigcej niz jeden obieg wokot Storica S. W obu sytuacjach moizna
zmierzy¢ katy SZ, M i SZ, M, jak rowniez na podstawie uplywu czasu mozna okresli¢ kat
Z,5Z,. W czworokacie SZ, MZ, mamy zatem znane dwa boki SZ, = §Z, (ich dlugo$¢ mozna
przyjac za jednostke odleglosci) oraz wszystkie katy, mozna zatem wyznaczy¢ boki pozostale
albo tez przekatna SM. Wyznaczajac w ten sposéb wielokrotnie odleglto$¢ Marsa od Storica
Kepler zdotat stwierdzi¢, ze jest ona zmienna i — jak wiemy — dopasowal do orbity elipse.

Praktycznie Kepler postepowal oczywiscie troche inaczej. Dysponujac wieloletnimi, odpowiednio
,»gestymi” obserwacjami Marsa mozna skonstruowa¢ wiele analogicznych czworokatow
odpowiadajacych sytuacji, gdy Mars w jednym polozeniu obserwowany jest jakby z dwoch
miejsc. Stowo ,,jakby’ uzasadnione jest tym, Ze obserwacje takie moga by¢ nawet w pewnym
sensie fikcyjne. Mianowicie, mozna droga interpolacji znajdowac takie fikcyjne polozenia
Marsa i odpowiadajace im po dwa polozenia Ziemi, ktore spefnialyby zalozenia metody.
Szczesliwie Kepler miat do dyspozycji ogromny zbidr obserwacji wykonanych przez Tychona
Brahego, ktorego byl uczniem i wspolpracownikiem.

W pewnym stopniu na sukces Keplera zlozyly sie tez sprzyjajace okolicznosci. Mianowicie,
przypadkowo Mars ma orbite stosunkowo silnie splaszczong (jej mimosrod wynosi 0,0934) —
tylko Merkury i Pluton maja orbity bardziej splaszczone. Ponadto orbita Ziemi jest rzeczywiscie
w dobrym przyblizeniu kolowa i rzeczywiscie lezy prawie w plaszczyZnie orbity Marsa. Gdyby
tak nie bylo, to moze Keplerowi nie udaloby si¢ zauwazy¢ prawidtowosci w ruchach planet,

a wtedy moze z kolei Newton nie mialby z czego wyprowadzi¢ prawa grawitacji itd...

dr Tomasz KWAST
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M 439. Pokaza¢, 7e k cos x+sin x < Yk?+1.
Rozwiazanie na str. 11

M 440. Udowodnié, ze liczba 6 - 22*" + 1 nie jest liczba pierwsza, o ile n > 1.
Rozwigzanie na str. 5

M 441. W kole o promieniu R umieszczono n rozlacznych két o promieniu r w taki sposob,

7e nie da sie umiescic¢ ani jednego wigcej. Dowiesc, ze

(R"’) <Vi<-
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Rozwigzanie na str. 3

Redagujq mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 200. W kawiarni dwaj konsumenci otrzymali rownocze$nie herbate. Pierwszy postodzit ja
natychmiast, a drugi dopiero po zjedzeniu przyniesionego rownoczesnie kremu. Obaj zaczgli
pi¢ herbate jednoczesnie.

Ktory z nich pit cieplejsza herbatg?

Rozwigzanie na str. 4

F 201. Dlaczego cienki drut miedziany topi si¢ w plomieniu kuchenki gazowej, a miedziany
pret nawet nie rozgrzewa si¢ do czerwonosci?
Rozwiazanie na str. 7



Rozmaite geometryczne pochodne

Whynikiem rézniczkowania funkcji f w punkcie x, jest liczba
oznaczana przez f'(x,). Np. w drugiej klasie liceum podaje si¢
przepis, jak obliczy¢ tg liczbg. Geometryczne spojrzenie na ten
przepis pozwala liczbe f'(x,) przedstawi¢ jako rezultat
nastepujacych dzialan: prowadzimy styczna do wykresu funkcji
f w punkcie (xq, f(xg)) i nastepnie znajdujemy tangens kata,
ktory ta styczna tworzy z osig ,,iksOw”. Opuszczajac w tym
przepisie czes¢ znajdujgca sie po slowie nastepnie otrzymujemy
geometryczng pochodng funkcji f w punkcie x, — geometryczna
pochodna jest wiec prosta. Pojecie geometrycznej pochodnej
jest bogatsze od pojecia ,,zwyklej” pochodnej z dwoch powodow:

P
Flx,)=tg

1° Majac geometryczna pochodna mozemy znalez¢ ,,zwyklg”
pochodna, a znajac tylko zwykla pochodna — pochodnej
geometrycznej okresli¢ sie nie da.

!

Lt *o x

*g
a geometryczne pochodne rdzne

2° Geometryczna pochodna nie zalezy od ukladu
wspoOlrzednych i mozna ja znalez¢ rowniez dla krzywych nie
bedacych wykresami funkcji.

FE

Odpowiednikiem calkowania (czyli operacji prowadzacej od
pochodnej jakiej$ funkcji do tejze funkcji) jest rysowanie
obwiedni (czyli krzywej stycznej do wszystkich prostych — lub
ogolniej krzywych — danej rodziny). Bierze si¢ to z wariacyjnego
okreslenia stycznej — jest to prosta najlepiej (sposrod wszystkich
prostych) przyblizajaca krzywa w otoczeniu danego punktu.

W takim wiaénie okresleniu geometrycznej pochodnej kryje sie
mozliwos¢ uogdlnienia tego pojecia. Zeby dalej nie bylo
nieporozumien, nazwijmy liniowq zdefiniowana wyzej
geometryczng pochodna. :

LE

Pozostajac wérdd krzywych plaskich nazwijmy geometryczna
pochodng okregowq danej krzywej w danym punkcie okrag
najlepiej (sposrod wszystkich okrggdw) przyblizajacy krzywa

w otoczeniu tego punktu. Odpowiednim calkowaniem bedzie
i tutaj rysowanie obwiedni. Zwolennicy metod rachunkowych

i z tego pojecia zrobili ,,co$ rachunkowego™ — odwrotnoéé
promienia geometrycznej pochodnej okregowej danej krzywej
w danym punkcie nazywa si¢ krzywizng krzywej w tym punkcie
i jest to oczywiscie liczba. Znane sa tez metody uzyskania tej
liczby bez postugiwania si¢ metodami geometrii.

Z geometrycznej pochodnej okr¢gowej mozna ,,wyciggnac” nie
tylko liczby — moga to by¢ tez punkty, np. $rodki uzyskanych

okregow. Tak si¢ robi, a utworzong z nich krzywa nazywa sie
ewolutg krzywej wyjsciowej.

ewoluta elipsy

Oczywiscie pojecia tak liniowej, jak i okregowej geometrycznej
pochodnej moga by¢ rozciagnigte rowniez na krzywe
przestrzenne, Wtedy bardzo przydatne okazuje si¢ jeszcze pojecie
geometrycznej pochodnej Srubowej. Konsekwentnie — jest to
linia §rubowa najlepiej przyblizajaca krzywa w otoczeniu danego
punktu. I zndw zwolennicy rachunkoéw uzyskaja z niej liczby —
dla $ruby o promieniu r i skoku / sa to

4nr B 2nh
4n*r? +h* 422+ h2

Pierwsza z tych liczb to krzywizna — ta sama, ktora
uzyskaliby$my stosujac geometryczng pochodng okrggowa.
Druga liczbe nazywa sie skreceniem krzywej. Sto pigédziesiat lat
temu Frenet udowodnil, ze krzywizna (jesli jest wszedzie rozna
od zera) i skrecenie wyznaczaja krzywa z dokladnoécia do
polozenia. Geometryczna pochodna wyznacza ja oczywiscie
jednoznacznie.

W tym miejscu moze powsta¢ przekonanie, ze mozna by
okredli¢ mnostwo jeszcze innych geometrycznych pochodnych.
Tak tez jest rzeczywiscie: mozna poszukiwac najlepszych
przyblizen danej krzywej wéréd krzywych dowolnie obranej
przez siebie rodziny. Zeby jednak takie nowe geometryczne
rozniczkowanie bylo uznane za sensowny wynik (a nie za zbedne
mnozenie pojec), nalezaloby wykazaé, ze za jego pomoca mozna
uzyskaé jakies rezultaty, jakies twierdzenie latwiej niz innymi
metodami. Albo jeszcze lepiej — uzyska¢ nie znane dotad fakty.
Bo narzedzie musi by¢ nie tylko zmyslnie skonstruowane, ale
przede wszystkim przydatne.

dr hab. Marek KORDOS



Kacik olimpijski

Funkcja f :(a, b)— R nazywa si¢ funkcja wypukla, jesli dla dowolnych x, ye(a, b)i0 < r <1
zachodzi nierownosé

(1) - x+(A=0D-p) < t-f+U =) f().

Geometrycznie oznacza to, ze dla dowolnej prostej przecinajacej wykres funkcji w wiecej niz
jednym punkcie zadna czg$¢ wykresu migdzy punktami przecigcia nie lezy nad ta prostg.

Dla funkcji wypuklej zachodzi nierbwno$¢ Jensena:
Dla dowolnych x;, x3, ..., X € (a, b) oraz nieujemnych ¢, ¢, ..., t, spelniajacych warunek
L2+ =1 mamy *

03] Sl x4+ ot xn) S 1 fx)+ oo e f().
Nieréwnosci tej dowodzi si¢ za pomoca indukcji matematycznej korzystajac z nierdwnosci (1).
Udowodnijmy teraz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ mamy

(@*+b*+c*)*

< a*+b3+c>.
a+b+c

Dzielac przez a+ b+ ¢ otrzymujemy nierOwnos$¢ rGwnowazng

( a*+b*+c? )3 P L i

a+b+c at+b+e '

ktora wynika bezposrednio z (2), jesli podstawimy f(x) = x*, n=3,x;, =a, x; = b, x; = ¢,
= L._.
a+b+e
sprawdzi¢ korzystajac z jednego z ponizszych warunkow.

(i = 1, 2, 3). Trzeba jeszcze wiedziel, ze funkcja f jest wypuklia. Mozna to latwo

(3) Jesli druga pochodna funkcji (w przedziale) istnieje i jest nieujemna, to funkcja jest w tym
przedziale wypukla.

(4) Jesli w kazdym punkcie x € (a, b) istnieja pochodne lewo- i prawostronne (fZ(x) i £} (x)),
przy czym fZ(x) < f (x) oraz pochodne te sg funkcjami niemalejgcymi, to funkcja jest w
przedziale (a, b) wypukia.

(Funkcja warto$¢ bezwzgledna nie jest rézniczkowalna, ale spelnia warunek (4).)
W naszym zadaniu f"(x) = 2 > 0.

Uwaga: Jesli druga pochodna jest dodatnia w przedziale, to funkcja jest $cisle wypukla, tzn.
jesli tylko nie wszystkie x,, ..., x, sa rowne oraz0 <, < 1 (i = 1,..., n), to nierdbwnoé¢ (2)
jest ostra.

A oto zadania, w ktorych mozna skorzystac¢ z nierownosci Jensena

1. Dowiesé, ze
P e T e Dk et - 1
“_V’tgl"-th"- ...t 1gdd® < |/2—l < H(tgl"+ o+ 1gd4°).

(I Zawody Austriacko-Polskie, 1978r.)
2. Udowodni¢, ze dla kazdych liczb dodatnich p i g spelniajagcych warunek p+4g = 1 zachodzi
nierownos¢
plogp+qlogg = —log2.
(2—1—XXID
3. Udowodnié, ze jesli liczby x, y, z > —1 spelniaja warunek x+y+z = 1, to

x+y+z£3
Jis ity ey 2

(2—I—XXXVID)

4. W okrag k wpisany jest trojkat ABC. Na okregu k wybrano takie punkty 4°, B, C’, ze
proste AA’, BB, CC’ zawieraja Srodkowe trojkata ABC. Wykazad, ze pole trojkata -A'B'C’ jest
nie mniejsze od pola trojkata ABC.
(3 =TI3X¥)

dr Jerzy RYLL
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i1 Redakcji ,,Delty*

Skrot regulaminu

Kaidy moie nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n+ 2. Szkice rozwigzan
zamieszczamy w numerze n+ 4. Moina nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mo#na to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 *M
lub Kiub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnosécia do 0,1. Ocenge mnozymy przez wspélezynnik
trudnosci danego zadania: WT = 4—3S/N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N —
liczbg oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest
zaliczana do ponownego udzialu, Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1986.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/1986 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

127. Czy istnieje w R? zbiér majacy dokladnie 6 osi symetrii? 128. Niech K = {(x, ) € R? ix, y € {l,..., p}}; p = 3 to ustalona liczba

CzoXdwka ligi zadaniowej "Elub 44 Mn

po uwzglednieniu ocen roszwigzard
zadari 123 /WD=1,46/ 1 124 [WT=2,75/
2 numeru 1,/1986

Andrze] Bonk - Che¥mza 47,41pkt
Marek GaXecki = Milanéwek  45,90pkt
Jagek Mardziuk - Lublin 44,39pkt
Piotr Jedrzejewiez- Torus 43,96pkt
Marian Roman = Exk 43,09pkt
Andrze] Sudoz - Nowy Sgcz  42,56pkt
Fazimierz Serbin = Sanock 42,54pkt

Dariussz Sowizdrza¥- Szezecin  41,36pkt

Pan Garecki jest drugim uczestnikiem
1ligi, ktdry wykona pieé peinych okrgies.
Panowie: Bonk 1 Mardziuk - to nowe
twarze w Klubie 44,

pierwsza. Dowies¢, ze w zbiorze K istnieje p punktéw, wirdd ktérych nie ma
trzech wspolliniowych.

127. Niech L bedzie pewna ustalona osia symetrii rozpatrywanego zbioru. Jesli prosta L’ jest
inna osia symetrii i albo nie przecina prostej L, albo przecina, ale nie pod katem prostym, to
prosta L” symetryczna do L’ wzgledem prostej L takze jest osig symetrii. Jesli natomiast pewna
o$ symetrii L’ przecina L prostopadle, to inna osia symetrii jest prosta L'’ przechodzaca przez
punkt przecigcia prostych L i L’ i prostopadia do nich. W ten sposob wszystkie osie symetrii
rozne od L zostaly pogrupowane w pary L', L”. Jesli wigc dany zbiér ma dodatnia i skoniiczong
liczbg osi symetrii, to liczba ta jest nieparzysta — nie moze zatem by¢ rowna 6.

128. Warunki zadania speinia na przyklad p punktéw postaci (x, r(x)), gdzie x = 1,..., p,

a r(x) jest reszta z dzielenia x* przez p (dla x < p) oraz r(p) = p. Zalézmy, Ze trzy punkty tej
postaci (x;, y;) sa wspolliniowe. Wowczas xy, y; € {1,..., ph, yi = x}(mod p) (i = 1, 2, 3),
(z=y)(xz—x1) = (Pa—y)/(x3—x,). Stad

(xg—ﬁ)(xs—xl) = (x3—x})(x;—x;) (mod p),
czyli
(2 —x1)(x3— x:)(x3—x2) = 0 (mod p).

To jednak jest niemozliwe, bo liczba pierwsza p musialaby dzieli¢ ktorys$ z czynnikow lewej
strony, a wartos$¢ bezwzgledna kazdego z tych czynnikow zawiera sig ostro miedzy 0 a p.

Rozwigzania zadai z fizyki z numeru 3/1986 Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Pizypominamy tre§é¢ zadan:

25. W ukladzie optycznym dwa zwierciadla plaskie Z, i Z,, prostopadie do
siebie, tworza dwie Sciany graniastostupa o podstawie trdikata
roéwnoramiennego. W trzeciej écianie (nieprzezroczystej) tego graniastostupa
umieszczono soczewke skupiajaca S o ogniskowej f w taki sposéb, ze jej os
optyczna przecina prostopadle krawedz styku zwierciadel, a jedno z ognisk

26. Czy pocisk wystrzelony z powierzchni Ksigzyca z predkoscia — o, gdzie o
jest chwilowsg predkoscia Ksiezyca w jego ruchu wokdé! Ziemi: (a) spadnie na
Ksigzyc, (b) spadnie na Ziemig, czy tez (c) wejdzie na orbite dookola ktoregos
z tych cial (ktérego)? Odpowiedz uzasadnic. Niezbedne dane naleiy wziaé

z tablic.

soczewki lezy na tej krawedzi. Znaleié polozenie i powigkszenie wytworzonego
przez ten ukiad obrazu malego przedmiotu P, znajdujacego si¢ w poblizu osi

optycznej soczewki w odleglosci 1,5/ od niej.

e 3f
f L=
Z1
=20
- e e < ___r-a../,lj,
4 \ //
S xl hY -
\\ \\ oz
l\ll I‘,
“l P
l‘l 7
|
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25. Rysunek przedstawia bieg promieni w plaszczyznie prostopadlej do zwierciadet

i zawierajacej o$ optyczna soczewki. Polozenia obrazéw wyznaczamy przy zalozeniu, ze

soczewka jest cienka. Jesli by nie byto zwierciadel, obraz przedmiotu P powstalby w punkcie P;,

w odleglodci 3f od soczewki. Powigkszenie tego obrazu w stosunku do przedmiotu wynosiloby
3/]1,5f = 2. Na skutek odbi¢ od zwierciadel (niezaleznie od kolejnosci tych odbi¢) promienie
tworzace obraz biegna w kierunku punktu P,. W punkcie tym wyst¢puje obraz urojony dla
soczewki, powigkszony dwukrotnie wzgledem przedmiotu. Jak wynika z rozwazarh geometrycznych,
punkt P, znajduje si¢ w odleglosci f od soczewki. Po przejiciu promieni przez soczewke

ostateczny obraz (rzeczywisty) powstaje w punkcie P;. Odleglos¢ d tego punktu od soczewki,

wyznaczona z roOwnania soczewki — — — = —, wynosi 0,5/, Obraz P; jest dwukrotnie
zmniejszony w stosunku do obrazu P, jest wiec wielko$ci przedmiotu.

26. Obliczmy najpierw wzajemny stosunek dzialajacych na cialo znajdujace si¢ na powierzchni
Ksigzyca sil przyciggania go przez Ksiezyc i przez Ziemig. Wartosci tych sit wynosza odpowiednio

yMgm yMzm
S orar —
R? ) r?
gdzie: ¥ = 6,7+ 10~*!N - m? - kg~2 — stala grawitacji, Mx = 7,3 -1022kg — masa Ksi¢zyca,
M;z = 6,0 -10**kg — masa Ziemi, R = 1,7 - 10°m — promien Ksi¢zyca,
= 3,8 -10°m — $rednia odleglo$¢ Ziemia — Ksigzyc, m — masa ciala.



Mxr?
Stosunek wartosci obu tych sit jest rowny MKR 600. Sila przyciagania ziemskiego jest wiec
Z
na tyle mala w poroéwnaniu z sila przyciagania Ksigzyca, ze bedzie ona tylko nieznacznie
modyfikowala ruch pocisku w polu grawitacyjnym Ksigzyca. Aby stwierdzic, czy pocisk spadnie
z powrotem na Ksiezyc, czy tez ma szanse od niego si¢ oderwa¢, porownamy jego predkosé
z pierwsza i druga ksiezycowa predkoscia kosmiczng. Predkosé pocisku, réwna predkosci

2nr
Ksiezyca w ruchu wokot Ziemi, wynosi v = e 1,0 km/s (T = 2,4 -10°s — miesiac

Czoléwka 1igi zadaniowej "Klub 44 F»  gwiazdowy). Ksiezycowe predkosci kosmiczne, rowne odpowiednio vy = V—-‘v—‘ = 1,7 km/s

R
R werglgdulcrin cosn rowwiasan oraz vy = J/2v; = 2,4 km/s, s3 — jak widaé — znacznie wigksze od predkosci pocisku. Stad
zadafi 21 /WP=1,96/ 1 22 /W1=3,81/ wnioskujemy, ze pocisk spadnie na powierzchni¢ Ksigzyca. Obliczajac jeszcze maksymalng
= numeru 1/1986 odlegloéé, na jaka pocisk moze oddali¢ si¢ od Ksiezyca (okolo 5R) stwierdzamy, ze na calym

Plotr Bala - Torud 43,19pkt  torze pocisku udzial przyciggania ziemskiego (ponizej 1/20) jest zbyt maty, aby wplynaé na
Tomasz Rawlik - Gliwice 28,64pkt  zmiang tego rozwigzania.
. Aleksander Surma =~ Myszkdw 18,94pkt
Dziersystaw Lipniacki-Lublin  18,82pkt
Mirostaw Semla - Opole 15,20pkt

Patrz w niebo

Mars nie jest wprawdzie planeta najblizsza Ziemi, ale jest Poniewaz okresy obiegu Ziemi i Marsa nie sag wspotmierne,
planeta, ktora w momentach najdogodniejszych do opozycje wypadaja w bardzo réznych polozeniach Marsa na
przeprowadzania obserwacji powierzchni zbliza si¢ do Ziemi orbicie. Te, w czasie ktorych Mars znajduje sie w peryhelium, sa
na najmniejszg odlegtos¢. Jak w przypadku wszystkich planet najkorzystniejsze do dokonywania obserwacji. Opozycje takie
gornych najdogodniejsze warunki do dokonywania obserwacji wypadaja co 15 lub 17 lat, zawsze w sierpniu lub we wrzesniu i
wypadaja w czasie opozycji. Jednak nie wszystkie opozycje sa zwane s3 ,,wielkimi opozycjami Marsa™. Ma on wtedy
rownie dobre. szczegOlnie duze rozmiary katowe — §rednica jego tarczy sigga

& = s S 25", a jasnoscia dochodzaca do — 2,8 mag ustepuje jednej
Orbita Marsa jest dos¢ silnie splaszczona (mimosrod 0,093),

tylko planecie — Wenus. Dla poréwnania: w momencie
najwiekszego oddalenia od Ziemi Mars jest niewiele jasniejszy
od Gwiazdy Polarnej, a $rednica katowa jego tarczy jest rowna

w zwiazku z czym nie wszedzie jest jednakowo odlegla od
orbity Ziemi. Obie planety poruszaja si¢ niemal w jednej
plaszczyznie, a wigc odleglo$¢ migdzy nimi mozna mierzy¢ w

 plaszezyinie ich ruchu. Ziemia dokonuje jednego obiegu it

- dookola Storica w ciagu 365,26 dob, Mars — w ciagu 686,96 dob W czasie wielkich opozycji Mars zbliza si¢ do Ziemi na

- ziemskich, a wigc okres synodyczny, tj. odstep migdzy dwiema odleglo$¢ mniejsza niz 60 mln km. Wprawdzie jeszcze bardziej
jednakowymi konfiguracjami tych planet jest rowny 779,94 doby. zbliza si¢ do Ziemi Wenus (40 min km), ale Wenus jako
B ey eiomsans syuodycsnyms (5) panety pieasi; joi olsssem p‘laneta dolna _]estl wtedy _n.lew1do¢ma (zlaczenie dolne.) Gdy
obiegu wokét Storica (T) i rokiem gwiazdowym (E) jest nastepujacy: 1/S = sierp Wenus powigkszy si¢ na tyle, by mozna dokonywaé
= 1/E-1/T. obserwacji powierzchni, planeta jest juz odlegla od Ziemi

przynajmniej o 100 min km. Obserwacje dokonywane w czasie
wielkich opozycji Marsa przyczynily si¢ istotnie do sporzadzenia
szczegblowych map jego powierzchni, a takze doprowadzily do
odkrycia jego ksiezycow (Asaph Hall 1877 r.). W biezacym
stuleciu wielkie opozycje wypadaly w latach: 1909, 1924, 1939,
1956, 1971. Najblizsza bgdzie 18 wrzesnia 1988 r.

Przypadajaca 10 lipca biezgcego roku opozycja charakteryzuje
sie warunkami bardzo zblizonymi do wielkiej. W okolicy tej
daty Mars zbliza sie do Ziemi na odleglo$¢ okolo 60 min km,
$rednica jego tarczy wynosi 23", a jasno$¢ osiaga —2,4 mag
(dla poréwnania: Mars na poczatku 1986 roku byl obiektem
+ 1,4 wielkosci gwiazdowej). W czasie opozycji Mars znajduje
si¢ w gwiazdozbiorze Strzelca. Obecne jego poloZenie mozna
fatwo wyznaczy¢ na podstawie fragmentu mapy nieba z okladki
Delty 8/1985. W okolicy daty opozycji Mars pojawia si¢ na
niebie po zachodzie Stonca i jest widoczny przez cala noc,
pozostajac jednak bardzo nisko nad poludniowym horyzontem.

2 sierpnia Mars osiagnie maksymalna poludniowa deklinacje
(—2827). Od 1907 roku deklinacja jego po raz pierwszy
przyjmuje tak malg warto$§¢. W momencie gérowania, w
szerokosci geograficznej Warszawy znajdzie sig niecate 10° nad
horyzontem.

Oddalajac si¢ i stabngc Mars pozostanie gwiazda wieczorng do
konica 1986 roku.

mgr Joanna UDALSKA
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