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Pierwsza Olimpiada Matematyczna

'"
Pro! dr Stanislaw BA LCERZYK, Prezes Polskiego
Towarzystwa Matematycznego

Minelo ponad 36 lat od zorganizowania I Olimpiady Matematycznej w roku
szkolnym 1949/50. Juz sam fakt corocznego odbywania zawodów przez· tak
dlugi okres i minimalne zmiany dokonane w regulaminie swiadcza o tym, ze
podjecie przez Polskie Towarzystwo Matematyczne inicjatywy ówczesnego
Ministra Oswiaty, dr Stanislawa Skrzeszewskiego, bylo decyzja udana, a formy
organizacyjne - opracowane pod kierunkiem prof. Stefana Straszewicza ­
dobrze przemyslane. Wszyscy bioracy udzial w prowadzeniu Olimpiad
poswiecaja tej pracy wiele trudu i czasu, gdyz wiedza, ze ich dzialanie jest
rzeczywiscie pozyteczne, sluzy zarówno podniesieniu poziomu nauczania" w
szkole, jak tez ·umozliwia odnalezienie uczniów uzdolnionych matematycznie
i uswiadomienie im, ze maja realne szanse zglebienia wiedzy matematycznej,
a czasem nawet mozliwosci wzbogacenia matematyki.

Nie zamierzam podejmowac zadania oceny dorobku wszystkich dotychczasowych
Olimpiad Matematycznych, a·chcialbym jedynie podzielic sie wspomnieniami
weterana I Olimpiady Matematycznej.

W czasie ubieglych 35 lat zmienilo sie bardzo wiele zarówno w matematyce
jako nauce, jak i w sytuacji uczniów i szkól oraz w programach nauczania.
Matematyka, w odróznieniu od wielu innych dziedzin nauki, moze poszczycic
sie wyjatkowa trwaloscia swych osiagniec. Twierdzenia udowodnione sto,
dwiescie czy wiecej lat temu pozostaja nadal prawdziwe i czesto staja sie
ponownie przedmiotem badan. wspólczesnych matematyków uzyskujac nowa,
bogatsza tresc. Bardzo czesto konkretne zagadnienia i hipotezy stanowia przez
wiele dziesiecioleci tematyke intensywnych badan. Ta ponadczasowosc wyników
matematycznych wraz z niedostepnoscia wyników nowszych zawazyla na
materiale prezentowanym w programach szkolnych, które dopiero w ciagu
ostatnich kilkunastu lat wykroczyly poza dorobek uzyskany w XVII lub na
poczatku XVIII wieku. Ostatnie reformy programów nieco zblizyly material
nauczania i przedstawiony w nim zasób pojec do dzisiejszego stanu wiedzy
matematycznej. Mimo to matematyka jest stale w sytuacji· znacznie gorszej niz
fizyka, chemia czy biologia, których pewne osiagniecia dokonane w ciagu
ostatnich kilkunastu lat mozna - chociaz w bardzo znacznym uproszczeniu ­
omówic na lekcjach. Od dzisiejszej matematyki uczen jest stale odgrodzony
trudna do przenikniecia zaslona abstrakcji i formalizmu. Nie ma zadnego
wyobrazenia, co sie za nia kryje: czy jalowe, calkowicie wyeksploatowane
skladowisko starych, skomplikowanych wzorów, czy moze tajne zebrania, na
których matematycy ucza sie na pamiec wielocyfrowych tablic logarytmicznych.
Nie ma zadnych podstaw, aby domyslac sie, ze za ta zaslona znajduje sie
piekny i tetniacy zyciem swiat pelen nowych zagadnien, coraz doskonalszych
metod, swiat, któremu wielu ludzi potrafi poswiecic wszystkie sily i zdolnosci
przezywajac gleboka satysfakcje (a takze kleski) oraz odczucia takiej samej
natury jak towarzyszace kontaktowi z dzielami sztuki.

Zycie uczniów i szkoly uleglo w ciagu 35 lat duzym zmianom. Co prawda stale
odczuwa sie niedostatek podreczników, jednak w pierwszych latach powojennych
naprawde rozpaczliwie brakowalo praktycznie wszystkich podreczników. Cudem
zachowane podreczniki przedwojenne byly bardzo nieliczne, dwa-trzy w klasie,
niektóre przedrukowywano w skróconej wersji, do wielu przedmiotów podrecznikó,
nie bylo wcale. Stopniowo sytuacja sie poprawiala, lecz nie mielismy praktycznie
zadnego dostepu do jakichkolwiek ksiazek popularnonaukowych czy
uzupelniajacych. Nie dzialaly jeszcze kola uczniowskie, przynajmniej w mojej
szkole. Jedyna mozliwosc rozszerzenia wiedzy ucznia stanowilo siegniecie po
podrecznik starszej klasy, o ile taki byl dostepny, a nie zawsze byla to
mozliwosc atrakcyjna. '

W latach 1948-50 uczeszczalem do Liceum im. Mikolaja Kopernika w Toruniu,
do klasy typu matematyczno-fizycznego (byly jeszcze klasy typu przyrodniczego
i humanistycznego) w ostatnim roczniku, dla którego podzial taki byl utrzymany.
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Pózniejsze roczniki mialy jednolity program, a powrót do klas kierunkowych
jest nowoscia wprowadzona przed kilkunastoma laty. Szkola miala ogromne
tradycje, gdyf zostala zalorona w 1568 r., prezentowala wysoki poziom, co
zawdzieczala nie tylko kadrze przedwojennych pedagogów, leczrówn:iet
studentom Uniwersytetu Mikolaja I(opemika pracujacym w tej szkole, którzy
swój brak doswiadczenia pedagogicznego potrafili na ogól z nawiazka nadrobic
oryginalnoscia podejscia do tematyki i blitszym kontaktem ze swymi uczniami.

Wiekszosc,kolegów konczacych liceum typu matematyczno-fizycznego wybierala
studia na rótnych wydzialacp politechnik. Studia te cieszyly sie powataniem i
popularnoscia, wiedzielismy dokladnie, do czego przygotowuja, mielismy dosyc
jasne wyobratenie o pracy intyniera; nie ulegalo równiet watpliwosci, te
technika szybko posuwa sie naprzód i te ktos ten pastep tworzy. Równiet o
studiach na kierunkach fizyki i chemii mielismy mniej wiecej poprawne
wyobrazenie, zdajac sobie sprawe, te wyksztalcenie w tych specjalnosciach daje
przygotowanie praktyczne do pracy w rótnych dziedzinach, jak równiet, ze
nauki te stale rozwijaja sie. Spektakularne postepy dokonane w fizyce czy chemii nie
pozostawialy watpliwosci, te rozwój ten jest bardzo szybki. Nikt z nas, jak sadze,
nie zdawal sobie jednak sprawy z tego, czy w Polsce dokonuje sie w tych
dziedzinach jakis postep, kto ewentualnie jest jego twórca, a watpie, aby ktos
myslal o wlasnych motliwosciach w tej dziedzinie.

Jesli chodzi o matematyke, sprawa wygladala jeszcze gorzej. Zakres materialu
szkolnego nie dawal najmniejszej motliwosci dostrzetenia chociatby najbardziej
niejasnych oznak, te matematyka jest tywa, rozwija sie i Cos nowego w niej sie
dzieje. Jedynymi matematykami, o których istnie~iu wiedzielismy, byli
nauczyciele, gdyz mimo funkcjonowania w Toruniu uniwersytetu nie mielismy z
jego pracownikami tadnego kontak~u.Program liceum typu matematyczno­
-fizycznego przewidywal sporo godzin matematyki, co wiecej, nasz nauczyciel,
mgr Maksymilian Bylicki, wykorzystywal swoja funkcje wychowawcy klaSy dla
zwiekszenia tej liczby anektujac mniej prestitowe lekcje na rzecz kierunku
zasadniczego - matematyki. Dzieki temu poznalismy w klasie maturalnej
dosyc szczególowo podstawy rachunku rómiczkowego i calkowego.
Najwatniejsze bylo jednak zapewne wciagniecie w bogaty swiat pojec
pozwalajacych dostq;ec nie tylko np. zastosowania matematyki do opisu i
analizy zjawisk fizycznych, lecz takte odczuc pretnosc, rozleglosc i glebie'
poruszanych tematów. Oczywiscie nie wszyscy dobrze znosili tak duze dawki
matematyki, dodatkowe lekcje matematyki witane byly czesto zbiorowym
jekiem. Otrzymalismy jednak swietne przygotowanie do studiów, pozwalajace
latwo przetrzymac wstrzas, przetywany zwykle przez studentów na poczatku
pierwszego roku.

W takiej to sytuacji pewnego dnia w kc;>ncu1949 roku mgr Bylicki przyniósl
do klasy teksty zadan pierwszego etapu I Olimpiady Matematycznej. Jak
pózniej wspominal, znalazl je przypadkowo na ulicy, mimo te powinny dotrzec
poczta do wszystkich szkól ogólnoksztalcacych. Bardzo energicznie zachecal,
namawial do rozwiazywania zadan i nie pozostawial motliwosci,uniku tym, na
których liczyl. Rozwiazywanie zadan pozostawial jednak calkowicie naszej
samodzielnosci. Zadania stanowily oczywiscie pewne wyzwanie nie tylko dlatego,
te odbiegaly swym stylem od "zadan domowych", ale glównie dzieki
niezwyklosci pomyslu zawodów matematycznych, nazwanych w dodatku
Olimpiada. Nigdy o niczym takim nie slyszelismy. Wszystkie te czynniki razem
stanowily dostatecznie' silny impuls do rozmyslania nad zadaniami. Cel
przedstawiony w komunikacie Komitetu ·Olimpiady - wylonienie dwudziestu
laureatów (którym przyznano prawo wstepu na wydzialy matematyczno­
-przyrodnicze uniwersytetów i na dowolny wydzial wytszych szkól technicznych ­
ale po zdaniu egzaminu z nauki o Polsce i swiecie wspólczesnym) - wydawal sie
bardzo odlegly i nierealny. Nie przypuszczam, aby wielu uczestników od poczatku
liczylo na znalezienie sie w tej dwudziestce.

Dobrze pamietam emocje towarzyszace rozwiazywaniu zadan, wymiane
pogladów, a takte nieoczekiwane trudnosci zwiazane z opisaniem rozwiazan.
Wezwanie na zawody II stopnia w Lodzi, otrzymane wspólnie z czterema
kolegami z mej szkoly, bylo mila niespodzianka. Kontakt z wieksza grupa .
uczestników, podniecenie w czasie rozwiazywania zadan, wreszcie sani fakt, te
interesuje sie nami ktos spoza szkoly, stanowily duze przetycie. Takie same sa
z pewnoscia przetycia uczestników obecnych Olimpiad. Sadze jednak, ze maja oni
znacznie gruntowniejsze przygotowanie do zawodów dzieki nowoczesniejszym
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programom nauczania, rozpowsz~hnianiu pracy kól matematycznyclhczy nawet
klas matematycznych, wreszcie dzieki znajomosci calej tradycji i dorobku _
Olimpiad, opublikowanego w specjalnej serii ksiazek. Z drugiej strony, w tych
dawnych latach nie bylo wielu dzisiejszych atrakcji i rozrywek,"jak telewizja,
plyty itp., które znaczaco wplywaja na zainteresowania i program dnia
dzisiejszych uczniów. Nie bylo tez informatyki, która potrafi fascynowac
mlodych ludzi i, byc moze, przyblizyc ich do matematyki.

Zarówno po zawodach I etapu, jak i II etapu w Lodzi, czy III etapu w
Warszawie nie mialem zadnego pogladu na :szanse wlasnego powodzenia. List
Komitetu Glównego Olimpiady zawiadamiajacy o przyznaniu nagroay byl
zaskoczeniem i oczywiscie sprawil mi ogromna radosc. Jeszcze stale uwazam ten,
tak juz dawno otrzymany, dyplom laureata Olimpiady Matematycznej za jedno z
najcenniejszych swych osiagniec. Wazne takze dlatego, iz bez niego zapewne nie
zdecydowalbym sie na podjecie studiów matematycznych.

Uroczystosc zakonczenia Olimpiady w dniu 20 czerwca 1950 roku rozpoczela sie
w Seminarium Matematycznym Uniwersytetu Warszawskiego, które miescilo sie
wówczas w gmachu Obserwatorium Astronomiczego przy Alejach Ujazdowskich.
Profesor Waclaw Sierpinski wyglosil odczyt na temat teorii liczb. Uroczystosc
wreczenia dyplomów i nagród odbyla sie w Ministerstwie Oswiaty pod
przewodnictwem ówczesnego podsekretarza stanu, prof. dr. Henryka
Jablonskiego, uczestniczyl równiez Minister Szkól Wyzszych i Nauki, Adam
Rapacki. Matematyków reprezentowali prof. dr Waclaw Sierpinski - Prezes
Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, prof. dr Kazimierz Kurato~ski ­
Prezes Polskiego Towarzystwa Matematycznego, prof. dr Stefan Straszewicz ­
Przewodniczacy Komitetu Glównego Olimpiady, prof. dr Kazimierz
Zarankiewicz - Kierownik Olimpiady. Przemówienia, dyplomy, nagrody­
wielka ceFemonia. Niezwykle wrazenie wywarl na mnie fakt, ze jako ~agrody
otrzymalismy dwie ksiazki napisane przez prof. Sierpinskiego i jedna - przez
prof. Kuratowskiego, a autorzy byli tuz obok, podpisywali swe ksiazki.
Szczególnie serdecznie zabrzmialy koncowe slowa przemówienia prof~
Kuratowskiego: "W imieniu Polskiego Towarzystwa Matematycznego witam
was jako nowysh czlonków rodziny matematycznej".

Gdy dokladnie w 30 lat pózniej, 20 czerwca 1980 roku uczestniczylem w
pogrzebie prof. Kuratowskiego, wspominalem to jego przemówienie, z którego
przytocze jeszcze jedno zdanie: "Starac sie bedziemy jak najbardziej udostepnic
wam poznanie tej wspanialej nauki przez was i przez nas umilowanej". Jak
wiele znaczyla ta deklaracja wspólnoty, moglem docenic dopiero po latach, gdy
bylem w stanie stwierdzic, jaka byla pozycja prof. Kuratowskiego w swiatowej
matematyce.

Co dala I Olimpiada Matematyczna swym uczestnikom? Sadze, ze glównie
okazje sprawdzenia uzdolnien, przekonanie, ze poniewaz istnieja tu w kraju
ludzie, którzy znajduja w kontakcie z matematyka tak wiele satysfakcji, to, byc
moze, mamy szanse dolaczenia do nich. O sobie moge powiedziec tyle, iz w
czasach szkolnych lubilem matematyke, dostrzegalem walory rozumowania
matematycznego, jednak przed decyzja wyboru matematyki jako kierunku
studiów powstrzymywala mnie obawa, iz odnajdywanie i dostrzeganie uroków
i piekna matematyki moze nie trwac dlugo. Przypuszczalem, ze"zastosowania
techniczne pozwalaja pOznawac i owocnie stosowac dorobek matematyki. Dzis
wiem, ze odnosi sie to jedynie do niewielkiej jej czesci. Wiem tez, ze matematyka
jest wiecznie mloda, zywotna i stale ukazuje swym poddanym fascynujace
zagadnienia i wspaniale nowe wyniki.

Na przelomie XIX i XX wieku bogaty patron astronomii H. H. Warner z Rochester (stan
Nowy Jork) nagradzal odkrycie kazdej nowej komety przez obserwatora amerykanskiego suma
200 dolarów. Szczeg61nie zasluzonymi lowcami komet w owych czasach byli Amerykanie
Barnard i Brooks. Kazdy z nich ma na swym koncie odkrycie 22 komet. Barnard pieciokrotnie
otrzymal nagrode ufundowana przez Warnera, a za uzyskane w ten sposób pieniadze kupil dom,
który stal sie znany jako "Dom Komet". Rekord liczby odkrytych komet osiagnal Francuz
Pons, który w latach 1801-1827 odkryl ich az 29.
Dawniej komet szukalo zaledwie kilkunastu ludzi na calym swiecie, totez sZCZ6g6lnawytrwalosc
nagradza1:1a byla zwykle sukcesem. -
Obecnie poszukiwaniami takimi zajmuja sie setki astronomów i milosników nieba, a wiec
odkryc komete coraz trudniej. Dzisiejsze wspólzawodnictwo jest raczej innego rodzaju. Polega
ono na odszukiwaniu komet periodycznych w przewidywanych teoretycznie okolicach nieba,
sukcesem jest najwczesniejsze dostrzezenie okreslonej komety.

J.U.
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Bylem
koordynatorem

Dr Marcin E. KUCZMA

--
Rozwi,zanie zadania F 198. Gestosc mozna
okreslic jako stosunek masy atomów
przypadajacych na komórke do objetosci
tej komórki; Latwo przcl<onac sie, ze na
rozwazana komórke przypadaja 4 atomy
chloru i 4 atomy sodu. Zatem gestosc soli
kuchennej wynosi

4mH(Acl + A N.)
II = ---a-J-

gdZIe mu om.acza mase atomu wodoru,
a ACI i AN. - masy atomowe chloru i sodu.
Stad

mH= _ gaJ
4(AcI+ANa) '" 1,67' 1O-24g.

Zawodowy matematyk, jesli chce, by jego prace byly czytane, pisze je w jednym z kilku jezyków,
które zyskaly range miedzynarodowych. Jaka taka ich znajomosc nalezy do elementarza
wyksztalcenia kazdego, kto chce pracowac naukowo. Trudno wszelako byloby wymagac od tak
mlodych adeptów matematyki, jakimi sa uczestnicy olimpiad, zeby i oni operowali biegle obcym
jezykiem. Pisza wiec swoje rozwiazania w swoich jezykach ojczystych. Trzeba potem przeciez te
rozwiazania jednolicie i sprawiedliwie ocenic. Wsród jurorów nie ma nikogo, kto bylby' w stanie
czytac i tekst polski, i finski, i mongolski.

Spróbujmy spojrzec "od kuchni" na prace Jury Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej.
Kto wchodzi w sklad jury? Oczywiscie matematycy, reprezentujacy panstwa uczestniczace w
olimpiadzie - po prostu opiekunowie poszczególnych ekip. Kazdy z nich czyta wiec prace
swoich podopiecznych. Jak to zrobic, zeby bylo sprawiedliwie? Trzeba tu jasno powiedziec, ze
nikt nie kwestionuje uczciwosci ocen, nie w tym rzecz. Rozwiazanie bezbledne otrzymuje ocene
maksymalna, rozwiazanie calkiem bledne otrzymuje ocene zero. Klopoty zaczynaja sie
przy rozwiazaniach czesCiowo poprawnych: luki w dowodach, przeoczenia przypadków,
bledy rachunkowe, brak precyzji, zrobienie tylko czesci zadania.
Rozwiazanie z analogiczna usterka moze byc przeciez calkiem róznie ocenione przez róznych
czytajacych.

w ciagu pierwszego dnia po zawodach jurorzy maja obowiazek zapoznac sie z pracami swoich
podopiecznych (wiekszosci ekip towarzyszy dwóch opiekunów, ale formalnie tylko jeden z nich
wchodzi w sklad jury, drugi jest zastepca;, prace uczniów czytaja i oceniaja jednak obaj). Tu
zaczyna sie rola koordynatorów. Sa to matematycy z kraju organizujacego olimpiade, wchodza
w sklad zespolu obslugi imprezy. Ich zadaniem jest, jak nietrudno zgadnac, koordynacja.
Kazdy koordynator ma przydzielone jedno z zadan konkursowych i w toku pracy staje sie
"specjalista" od tego zadania. Musi porozmawiac z wszYstkimi jurorami, gdy tylko zakoncza
oni pierwsze czytanie prac uczniowskich. Z tej rozmowy dowiaduje sie, jakie sa typowe metody
rozwiazania danego zadania, jakie sa typowe (a takze nietypowe) bledy i usterki, i wreszcie, jak
kazdy z jurorów proponuje oceniac rozwiazania obarczone tymi usterkami.

Na plenarnym posiedzeniu jury kazdy koordynator opowiada o "swoim" zadaniu, o efektach
przeprowadzonych wywiadów, przedstawia propozycje ocen za nie w pelni poprawne rozwiazania
i wywoluje tym lawine wypowiedzi. Ktos sposród czlonków jury, o liberalnym spojrzeniu na
swiat, uwaza, ze omawiane przeoczenie nie powinno wazyc zbyt wiele; inny, patrzacy ostrzej,
ripostuje, ze termin "przeoczenie" jest tu eufemizmem, ze takie rozwiazanie jest bezwartosciowe.
Dac jeden punkt czy szesc punktów? Demokracja: dyskusje, wnioski, glosowanie. Przewaza
opinia, ze naleza sie cztery punkty. Jest bezwzgledna wiekszosc glosów? To cale szczescie ...

Co dalej? Zamiast ogólnikowo, moze lepiej opowiedziec przykladem. XIV MOM odbyla sie w
Polsce, w 1972 roku. Bylem koordynatorem zadania nr 5. Oto jego tresc: Funkcje/, g :R-+R

spelniajarównanief(x+y)+f(x-y) = 2f(x)g(y)dlax,YER;f~ O, If(x) I ~ 1 dlaxER;
dowiesc, ze Ig(y)1 ~ I dla y E R. Zadanie, jak za chwile zobaczymy, jest bardzo latwe. A jednak ...
A jednak na 107 uczestnikqw az 49 otrzymalo ocene zero. Jak to wyjasnil szef jednej z ekip,
czlonek jury: "U nas w szkolach rozpatruje sie tylko konkretne funkcje: ax2+bx+c, log x,
sin x itp. Ale funkcje tak w ogóle? To abstrakcja. Kazdy uczen zna definicje funkcji, ale gdy

trzeba cos udowodnic, nie majac w rece konkretnej funkcji, danej jawnym wzorem, staje
bezradny" .

Z podanego równania widac od razu, ze spelniaja je na przyklad funkcje f(x) = sin x, g(y) =
= cos y. I wszystko sie zgadza: i zalozenie (Isin xl ~ 1), i teza (Icos yl ~ 1). To zau~azyli
chyba wszyscy uczestnicy, ale u wielu na tym sie skonczylo. Niektórzy zauwazali, ze istnieja i inne
dobre pary funkcji - na przykladf(x) = cos x, g(y) = cos y, czy chocby po prostu f == 1, g == 1.
Wykonujac proste podstawienia mozna uzyskac pewne informacje o funkcji g; na przyklad
podstawienie y = O prowadzi do wniosku,ze g(O) = 1, a podstawienia y = x i y = - x
pozwalaja' przekonac sie, ze funkcja g musi byc parzysta. Wszystkie te obserwacje, razem
wziete, niewiele przyblizaja do rozwiazania zadania. Jednakze, choc moze trudno w to uwierzyc,
uczniowie, którzy odnotowali w swej pracy te wlasnie spostrzezenia (i nic ponadto), zostali

nagrodzeni jednym punktem (skala ocen za to zadanie przewidywala maksimum siedem
punktów).

Jak do tego moglo dojsc? Ano, w ekipach kilku panstw nikt z uczestników nie osiagnal nic
wiecej ponad te prosciutkie stwierdzenia. Trudno sie dziwic, ze szefowie tych ekip postawili
wniosek, by uznac to za przyczynek do rozwiazania zaslugujacy na dodatnia punktacje ("u nas
w szkolach itd."). Wniosek, choc z oporami - przeszedl!

Przy okazji, jest to wskazówka taktyczna dla uczestników olimpiad miedzynarodowych: pisac

w pracy wszystkie uwagi i spostrzezenia na temat danego zadania, nawet calkiem trywialne i we
wlasnej opinii bezwartosciowe. Zawsze sie tak moze zdarzyc, ze przez kurtnazje dla slabszych
ekip jury przyzna za to jeden lub dwa punkciki. A koncowa klasyfikacja powstaje przez
zsumowanie ocen za wszystkie zadania ...
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Ro••• i~.aDie zadania M 436. Rozpatrzmy
sciane o najwiekszej liczb,e boków n. Ma ona

II s~siadów o liczbach boków zawanych

miedzy 3 i II. W takim razie (zasada

szufladkQwa Dirichleta) pewne dwie sciany
mus~ miec te sama liczbe boków.

Ro.,.,i,zDDie zadania M 437. Poniewaz

suma dowolnych pieciu liczb napiSanych na

kartkach nie przekracza 2'+ ... + 26 = 12<1,
losowan musi byc co najmniej szeSC. Kazde

ze zdarzen, polegajacych na tym. ze kartka

z liczba 2,.-1, n = 1.2 •...• 7 nie zostala

wylosowana, ma prawdopodobienstwo -~.7
Jesli II = 3,4,5,6 lub 7, to suma liczb na

wylosowanych kankach jest mniejsza od J 24,
a po siódmym losowaniu wynosi 127. Zatem

prawdopodobienstwo otrzymania Iicz.by 127
. 5 ... "

wynOSI.., I jest Wieksze n1Z

prawdopOdobienstwo otrzymania 125 i 126.

i,zanie ad:aqia lO t 9" .p, lC _)' ':1<... l
ierscien pc.Ka....any :1;] T n~ (j-l.)'hy

aplecie Ulfe bylo rÓ711c 1':(.1 UA(

r>.:ieniu pl} .~lhy < ,< ZaJ
l'7'z'riaz'1ne przewoduiki (co na. ;A:,:"': :~.:en

Ich) nic sanadprzcwooni

Przeplyw·)w~ pradu tewJrz":i::"l w

~znegorodlaJu Zjaw OSK" clf"pln,c

:;awlsko JouleJa-Lenza, CI :Ou :eJlIe
IJmnieJjednego zlacza, ofrzcwanie co

r,}ajmniejjednego zlacza itp. l.e wJ.6Iedu ~a

zachowanie energii pierS(; .en me moze

kJzdym swym punkCIe cieplejszy od

otoczenia. Jezeli gdzies jesrciepleJszy (a 7.

pewnoscia takle miejsca sa ze wz~edl1 na

zjawisko loulc'a·Lenza), to mus.l.a tez byc

gdzies obszary o temperaturze mniejszej niz
temperatura otoczenia. W takim razie

umieszczajac chlodnice silnlka cieplnego

Vi chlodniejszym miejscu picd,cienia, a

grzejnik na zewnatrz pie~ienia moglibysmy,

jako jedyny skutek, zamieniac bez ograniczenia
cieplo z otoczenia na prace mechaniczna.

co jest sprzeczne z II zasada tennody~amik.i.
Gdyby A, B i C byly nadprzewodnikami i

r;dyby przynajmniej na poczatku U••• bylo

rózne od U••c+ Ue., to plynacy poczatkowo

bardzo duzy prad zniszczylby stan

nad przewodzacy

Ozywiona dyskusje 'wzbudzil sposób rozwiazania, który pojawil sie w kilku pracach, a polegal na
sprowadzeniu do równania rózniczkowego. Dwukrotne zrózniczkowanie lewej strony danego
równania wzgledem zmiennej x, a takze wzgledem zmiennej y, daje ten sam wynik. Podobnie
musi wiec byc i z prawa strona; zatem-f"(x)g(y) = f(x)g"(y) i wobeG dowolnosci x i y iloraz

f" If musi byc wielkoscili stala (zreszta g" Ig tez). Z teorii równan rózniczkowych liniowych
wynika teraz, ze f, jako funkcja ograniczona, musi byc postaci A cos ax+ B sin ax, co po
podstawieniu do danego równania daje g(y) = cos ay, a wiec faktycznie Ig(y)1 ~ 1. No, dobrze;
ale kto pozwolil rózniczkowac? W zalozeniach zadania nie ma ani slowa o rózniczkowalnosci
fig!

Glosy w dyskusji:

- Co z tego? Branie pod uwage funkcji nierózniczkowalnych (czy wrecz nieciaglych) to
kwestia pewnej kultury matematycznej, której nie mozna zadac od uczniów.
- Nie przesadzajmy. Zadanie ma zalozenie i teze i nalezy przeprowadzic dowód.
Rózniczkowalnosc jako malo znaczacy warunek dodatkowy? Tak sie akurat sklada, ze wsród _
par funkcji/, g spelniajacych dane równanie funkcje nawet tylko ciagle sa "w ogromnej
mniejszosci", mozna powiedziec, wyjatkowe.

- Ale zauwazmy, ze w omawianych pracach zos!alo zrobione (wprawdzie pod dodatkowym
zalozeniem) znacznie wiecej, niz zadanie ~maga: zostaly ZIialezione wzory na funkcje fi g.
- Moze i wiecej, ale nie na temat!

W koncu ustalono, ze rozwiazanie takie kwalifikuje sie na trzy punkty ...

[Tu dygresja: rozwazane równanie funkcyjne to tzw. równanie Wilsona. W klasie funkcji ciaglych
i ograniczonych ma tylko rozwiazanie trygonometryczne podane powyzej. Gdy sie odrzuci

ograniczonosc, dochodza ~ozwiazania hiperboliczne (co,sh i siph zamiast cos i sin) oraz pary:
g == l,.fliniowa. Ale jest jeszcze mnóstwo (2<) rozwiazan nieciaglych.]

Podobnie bylo i z innymi zadaniami. Dalsze dwa dni to dopracowywanie ocen. Jurorzy czytaja
prace "swoich" zawodników, teraz juz bardzo starannie, koordynatorzy skladaja im wizyty. Po

uzgodnieniu ocen, wedlug ustalen z posiedzenia jury, podpisuje sie wspólny protokól i gotowe.
Tylko ze znów nie wszystko jest proste. Z rozwiazaniami bezblednymi oraz bezwartosciowymi,
a takze z tymi, które podpadaja pod schematy omówione na plenum jury, sprawa jest jasna. Ale
jest masa przypadków indywidualny~h. Na przyklad, rozwiazanie w zasadzie poprawne, tylko
ze - cos pnykuwa uwage koordynatora. Przejscie od którejs formulki do nastepnej wymaga
uzasadnienia, a w pracy, która mam przed oczami, formulki te oddziela troche za krótka
linijka tekstu. Prosze rozmówce, by przetlumaczyl ten tekst slowo po slowie - no, nie ma tego
uzasadniepia, prawda? No, nie ma ... Wiec luka. Jaka ocene Pan proponuje? Max minus
jeden - wiec szesc? Zgoda ... Czasem jednak trafia sie kontrowersja bardziej zasadnicza.
Przypadki, gdy nie udaje sie koordynatorowi osiagnac porozumienia z jurorem, staja sie
pnedmiotem dyskusji na kolejnym plenarnym posiedzeniu jury.

Utkwil mi w pamieci jeden taki przypadek. Uczen wybral metode bardzo okrezna i zawila, a
gdy byl juz prawie "w domu" i pozostawalo tylko uczynic jakies jedno drobne spostrzeienie - on
tego spostrzezenia nie uczynil i zamiast tego powolal sie na mocne i nieoczywiste twierdienie;
tresci tego twierdzenia nie pamietam dokladnie i zreszta nie ma to tu znaczenia. Na plenum jury
staje kwestia: jak to ocenic? Okazuje sie, ze nikt z jurorów (zawodowych matematyków, badz
co badz) nie jest pewien, czy to twierdzenie jest w ogóle prawdziwe, -nikt nie jest w stanie od
reki je udowodnic lub obalic. Ale czy to ma miec wplyw na ocene? Przeciez uczen nie moze

miec pojecia o teorii, o która zahaczyl. Wiec albo bluffowal, albo wydalo mu sie oczywiste cos,
co bynajmniej oczywiste nie jest. Ale jednak - jesli to twierdzenie jest prawdziwe, to nie mozna
wykluczyc, ze naszemu uczniowi zdarzylo sie cos takiego kiedys spotkac w literaturze i jego
szczescie, ze akurat na olimpiadzie trafila sie okazja do popisania sie zdobyta, chocby ­
wyrywkowo, wiedza. No,'a wtedy - ocena max? Sprawe wyjasnil dopiero telefon do eksperta,
profesOra mieszkajacego w innym miescie, specjalisty od tych zagadnien (dobrze, ze nie byl na
urlopie). Twierdzenie okazalo sie bledne!

Na tymze posiedzeniu jury. padaja tez wnioski o wyróznienie rozwiazan szczególnie zgrabnych
lub pomyslowych. W naszym zadaniu wyróznienia doczekalo sie rozwiazanie takie: Przypuscmy,
wbrew tezie, ze Ig(yo)1 = a > 1 dla pewnego Yo. Niech M = sup If/; istnieje Xo takie, ze
If(xo)I > Mla. Oznaczmy u =f(~o+Yo), v = f(xo-Yo). Wtedy ju+vl = 2If(xo)g(yo)J > 2a 'Mla=
= 2M, skad lul > M lub lvi > M, co jest niemozliwe, bo M = sup Ifl. Prawda, ze proste?
Standard, rutyna. Nie do wiary, ale rozwiazanie to podal tylko 1 (slownie jeden) uczestnik,
Pawel Traczyk z Polski. Inne bezbledne rozwiazania opieraly sie na podobnym pomySle, jednak
mniej zgrabnie opracowanym, z indukcyjna konstrukcja ciagu punktów.

Praca jury dobiega konca. Ostatnie posiedzenie: ustalenie barier punktowych, przyznanie
nagród I, II, III stopnia oraz wyróznien. Komunikat koncowy i ustalenie miejsca nastepnej MOM.
Do zobaczenia za rok!
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CZe'il..1 o r6wnycll polacl~ Kazda z nich

dZIeli wtedy pole kola w stosunku l' 4

(przy podziale 2 5 lub l: 6 pozostale c.eciwy

nie podziela wiekszej CZeS~1 ani na piec,
an P..3. szesc kawalKów),

Rys. 2

Oznaczmy przez R promien kola, a przez et

kat srodkowy, oparty na cieciwie. Pole

odcinka kolowego (czeSc zakreskowana na

rysunku l) wynosi :tR' _a. _ .1_R' sina. =2" 2

= ~ ",R', stad a. - sina. =6. :t. Z drugiej7 7

strony. 3 ~ nRl ~ nR2 + -~:'fR2. poniewaz2", 7
trzy wycinki kolowe, odpowiadajace

cieciwom, daja w sumie cale kolo, przy czym
kazda z zakreskowanych na rysunku l
figur o polU.!. :tRI jest zawarta w dwóch7

. 'khZa 20
takich wycln ac. tem er ~ li7t; ponadto

ot < 11. Poniewaz funkcja sinus maleje w

przedziale <-;., n> oraz sinx ~ x dla x ~ O,
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6 . 20 . 20

77(. = (x-Slncx ~ 2f1l-S1n 21:"C =
20 . 1 20. 1 19

= -if "'-Sin 21-" '" 2i "'- -ii" ='21'"
6 19 •

Ale "7 < 21' stad sprzecznosc.

Kacik olimpijski
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Grzegorz SWIATEK

Czy zdarzylo sie Wam kiedys myslec nad rozwiazaniem jednego. tylko zadania przez, powiedzmy,
pól roku? Mysle, ze wielu z Was juz sie kiedys z takim problemem spotkalo. Dla autora niniejszego
artykulu takim "nierozwiazalnym" zadaniem byl przyklad, zamieszczony dalej do samodzielnego
rozwiazania z numerem 2. Sadze jednak, ze zadanie ponizsze Jest jeszcze ciekawsze. Oto ono :

Na nieskonczonej szachownicy jest wydzielony prostokat, którego jeden bok ma dlugosc
podzielna przez 3. Prostokat ten wypelniony jest pionkami. Ruchem dozwolonym jest bicie
podobne jak w warcabach, tyle ze bic mozna tylko w czterech kierunkach "na wprost", a nie po
przekatnej. Pionek moze zatem przeskoczyc swego bezposredniego sasiada z dolu, góry, prawa
lub lewa, o ile tylko nastepne pole w tym kierunku jest wolne. Pionka przeskoczonego
zdejmujemy wówczas z szachownicy. Dowiesc, ze nie mozna poprowadzic gry w ten sposób,
aby pozostal tylko jeden pionek.

Proponuje" chwjle zastanowic sie nad tym zadaniem, aby dostrzec, ze jest ono naprawde warte
pólrocznego rozmyslania.

Byl to przyklad gry w samotnika, która nie moze..zakonczyc sie sukcesem. Dla odmiany
prezentuje gre, w której musimy wygrac.

Na stole lezy 13 kart czerwonych i tylez samo czarnych. W kazdym kroku losujemy dwie karty,
po czym zamiast kart wylosowanych zwracamy na stól inne, wedlug nastepujacych regul:

zamiast dwóch czarnych kladziemy czarna i dwie czerwone,

zamiast czarnej i czerwonej - jedna czerwona,

w przypadku dwóch czerwonych nie zwraca sie nic.

Gra toczy sie do momentu, gdy na stole pozostana mniej niz dwie karty lub gdy liczba kroków
przekroczy 40. Wygrywamy, o ile w chwili zakonczenia gry na stole lezy jedna czerwona karta.

Dowiesc, ze nasza wygrana jest pewna.

To zadanie naprawde nie jest trudne i warto je samodzielnie rozwiazac.

A oto rozwiazanie przykladowe:

Oznaczmy przez C, i r,liczbe kart odpowiednio czarnych i czerwonych lezacych na stole po
i-tym kroku. Mamy ro = Co = 13. W mysl regul gry zachodza nastepujace zwiazki:

l° r'+l = r,(mod 2),r 2cl+1 +rl+l < 2ct+r"

Poczatkowo mamy 2co+ro = 39. Z warunku 2° wynika zatem, ze 2C38 +r38 ~ l. Tak wiec po 38
ruchach gra musi sie-zakonczyc. Z warunku l° wynika z kolei, ze na stole bedzie nieparzysta
liczba kart czerwonych, zatem ... koniec dowodu.

Ciekaw jestem, czy wybraliscie podobna metode rozwiazania? Zadanie jest co prawda latwe, ale
prostota rozwiazania, które przedstawilem, jest chy~a zaskakujaca. ZwrÓCmy uwage na istotne
elementy tej metody. Pojawily sie dwie wielkosci arytmetyczne, z których jedna pozostawala
stala przez caly czas gry, druga natomiast zmieniala sie w sposób monotoniczny - scisle
malejacy. Ta pierwsza to wlasnie ów niezmiennik, o którym mowa w tytule artykulu. Druga
mozemy nazwac pólniezmiennikiem, gdyz zmienia sie tylko, w jedna-strone. W fizyce takim
niezmiennikiem jest energia, a pólniezmiennikiem entropia, zwana tez sugestywnie "strzala czasu".
Czytelnicy, którzy interesuja sie fizyka, zauwazyli zapewne, ze równiez wiele zadan z tej
dziedziny daje sie zadziwiajaco prosto rozwiazac, gdy sie skorzysta z prawa zachowania energii
lub z innych praw zachowania.

&
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Srodkiem ciezkosci ukladu punktów

matcria1nych o masach l znajdujacych sie

w punktach :x ••... , x. nazywamy taki punkt
'II

O, ze :l: DX, = o: Wówczas momentem
i=l '

bezwladnOsci tego ukladu punktów

wzgledem srodka ciezkosci jest suma

kwadratów odleglosci tych punktów od

punktu 00

Inwersja wzgledem sfery o srodku O i

promieniu, nazywamy przeksztalcenie,
które punktowi X, róznemu od O,
przyporzadkowuje punkt.fl:x) nalezacy do
pólprostej OXi taki, ze IO.fl:X)1 'IOXI = ,2.
Analogicznie definiujemy inwersje wzgledem

okregu na p/aszczyznieo Przeksztalcenia te

maja wiele interesujacych niezmienników ­

na przyklad rozwartosc katów miedzy

krzywymi.

Oto kolejny przyklad:

Oznaczmy przez P wnetrze kata prostego, a przez !F rodzine wszystkich funkcji f: P-N
przyjmujacych wartosci rózne od O tylko w skoncienie wielu punktach. Krokiem nazwijmy
przejscie od funkcjifej> do innej funkcji h ej> w sposób nastepujacy. Wybieramy n ~ 3 i
punkty Ao, Ah'''' A. e P tak, byf(Ao) ~ n oraz punkty A ••... , A. byly wierzcholkami n-kata
foremnego o srodku Ao, przy czym AoA l ~ 1. Nowa funkcje h tworzymy nastepujaco

h(Ao) =f(Ao)-n,
h(A,) = f(A,) + 1 dla i = 1, o.. , n,
h(X) =f(X) dla X e P". {Ao, Al "00' A.}.

Nalezy udowodnic, ze zaczynajac od dowolnej funkcji f e!F mozemy w powyzszy sposób
wykonac tylko skonczona liczbe kroków.

Wskazówka: Narzucajacym sie niezmiennikiem jest suma wartosci,funkcjifw punktach, w których
f jest rózna od zera. Jednak ten oczywisty niezmiennik nie przyblizy nas do rozwiazania.
Nalezy dobrac wielkosci geometryczne. Przypuscmy, ze wartosc funkcji w punkcie y oznacza
liczbe punktów materialnych o masie 1 umieszczonych w y. Wówczas przy przejsciu do funkcji

z niej powstajacej niezmiennikiem jest srodek ciezkosci, a moment bezwladnosci wzgledem
srodka ciezkosci jest p6lniezmiennikiem zwiekszajacym sie co najmniej o 1. Dokonczenie
rozwiazania pozostawiam Czytelnikom.

O ile niezmiennik w pierwszym przykladzie mial charakter arytmetyczny i rozwiazywal problem
kombinatoryczny, o tyle w drugim przykladzie zarówno niezmiennik, jak i p6lniezmiennik mialy
charakter geometryczny i sluzyly do rozwiazania problemu geometryczno-kombinatorycznego.

Z kolei przyklad typowo juz geometryczny:

W przestrzeni dana jest sfera S i punkt P wewnatrz niej. J~li X E S, to f(X) okreslamy jako
taki punkt na sferze S, ze P ef(x)x. Dowiesc, ie f przeksztalca dQwolny okrag zawarty w S na
okrag·

Wskazówka: Niezmiennikiem jest IPXI . IPf(X)1 (potega punktu wzglede~ ~fery)o Latwo
sprawdzic, ze wielkosc ta nie zalezy od polozenia punktu X na sferze. Oznaczmy przez I
symetrie o srodku w punkcie P. Wtedy I of jest obcieciem pewnej inwersji do sfery S. Jak
wiadomo, inwersja przeksztalca sfery i plaszczyzny na sfery lub plaszczyzny. Chcialbym zwrócic
tu uwage Czytelników na to, ze wlasnosc polegajaca na przeksztalcaniu pewnych figur na
figury podobne moze pelnic w rozumowaniu role analogiczna, jak posiadanie niezmiennika.

Do~onczenie rozwiazania jest juz bardzo proste, pozostawiam je Czytelnikom.

Czy pamietacie zadanie o grze w samotnika? Spróbujcie moze rozwiazac je teraz, poszukujac
odpowiedniego niezmiennika.

A oto rozwiazanie. W pola szachownicy wpiszmy litery A, B, i C tak, jak to pokazano na
rysunku. Zauwazmy, ze po dowolnym ruchu zgodnym z regulami gry liczba pionków stojacych
na polach oznaczonych jedna z liter zwiekszy Sie o jeden, a liczby pionków stojacych na polach
oznaczonych kazda z pozOstalych liter zmniejsza sie o jeden. Jesli wiec liczby te byly jednakowej
parzystosci (tzn. wszystkie trzy parzyste lub wszystkie trzy nieparzyste), to po ruchu nadal beda
miec te wlasnoSC. To jest wlasnie nasz niezmiennik. Poczatkowo liczby te byly równe, gdyz
jeden z boków prostokata wypelnionego pionkami byl podzielny przez 3, mialy wiec jednakowa
parzystosc. Niemozliwe jest wiec osiagniecie trójki liczb 1, O, O majacych rózne parzystosci.

Tyle wykladu. Serd~nie zachecam do spra~dzenia zalet metody niezmienników juz w
samodzii:Inej pracy nad podanymi przykladami.

l) Szachownica to kwadrat~wa plansza zlozona z n x n pól. Obiegiem zamknietym szachownicy
nazwiemy ciag ruchów pewnej figury taki, ze w ostatnim ruchu figura powraca na pole
wyjsciowe, po drodze odwiedziwszy kazde inne pole dokladnie raz. Dowiesc, ze jesli istnieje
zamkniety obieg pewnej szachownicy skoczkiem, istnieje tez obieg zamkniety tej szachownicy

.Ieniwa wieza (leniwa wieza porusza sie tak, jak zwyczajna wieza szachowa, to znaczy po liniach
poziomych i kolumnach pionowych, ale zawsze tylko o jedno pole).

2) Na okregu znajduje sie 3n' miejsc, na których stoja jedynki lub zera. W kazdym kroku
zmieniamy pewna jedynke na zero i zmieniamy cyfry na dwóch miejscach sasiednich. Dowiesc,
ze nie uda sie w ten sposób przejsc od konfiguracji z jedna jedynka do ustawienia z samymi
zerami.

3) W przestrzeni dany jest taki skonczony zbiór X, ze dla kazdej pary 'punktów x, y e X istnieje
izometria zbioru X przeksztalcajaca x na y. Dowiesc, ze zbiór X jest zawarty w pewnej sferze.
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mala delia

lak powstala nowoCZesna nawlgaCJa

Jest bardzo prawdopodobne, ze gdyby Kolumb znal
rzeczywista odleglosc wschodnich wybrzezy Indii od
zachodnich wybrzezy Europy, to nigdy nie odwazylby
sie na morska wyprawe do Indii (1492). Byl on
przekonany, ze wyprawa taka bedzie musiala pokonac
w przyblizeniu cwierc obwodu Ziemi, a przyczyna
tego przekonania byl brak metody chocby
przyblizonego wyznaczania dlugosci geograficznej.

Poznanie wlasciwych proporcji kontynentów i
oceanów przyniosla dopiero wyprawa Magellana.
(1521), ale ciagle metody wyznaczania dlugosci
geograficznej pozosta\Vialy wiele do zyczenia. Jak
wiadomo (Mala Delta, Delta 3/1986), potrzebny jest
do tego zegar i wlasnie caly klopot polegal na braku
dostatecznie dokladnego zegara: mogacego dzialac
nawet w niesprzyjajacych warunkach. Skonstruowanie
zegara wahadlowego przez Huygensa (1658) ze
zrozumialych powodów nie rozwiazalo sprawy,
która stawala sie coraz pilniejsza, bowiem rozwój

a

Mapa swiata Behaima z 1492 r

transportu morskiego przy !Jraku orientacji na oceanie
zaczal coraz czesciej powodowac katastrofy okretów.
Wreszcie uczeni angielscy (Newton, Halley,
Flamsteed) zaproponowali Parlamentowi ogloszenie
konkursu na wynalezienie niezawodnej metody
wyznaczania dlugosci geograficznej. W 1714r. Parlamen1
angielski oglosil uchwale o przyznaniu nagrody 10,
15 lub 20 tysiecy funtów szterlingów temu, kto poda
praktyczna metode wyznaczania dlugosci geograficznej
z dokladnoscia odpowiednio 1,2/3 lub 1/2 stopnia.

~



John Harrison

Do konkursu zglosil sie w 1726 r. John Harrison
(1693-1776), samouk, i - jak powiedzielibysmy
dzisiaj --- majsterkowicz, z zamilowania zegarmistrz.
Nie od razu zyskal zaufanie i poparcie - dopiero - gdy
przedstawil wahadlo, które dzieki specjalnej konstrukcji
z pretów o róznym wspólczynniku rozszerzalnosci
cieplnej mialo okres wahan niezalezny od temperatury
otoczenia. Co wiecej, otrzymal tez wtedy od uczonego
i konstruktora George'a Grahama wsparcie pieniezne,
tak, ze mógl przystapic do budowy zegara wlasnego
pomyslu.

Pierwszy zegar Harrisona

Pierwszymodel zostal ukonczony w 1735 r. Wazyl
35 kg i mial dwa balanse o wadze 2 kg kazdy. Próby
wypadlypomyslnie i Harrison dostal fundusze na
prowadzenie dalszych badan. Dopiero w 1761 r.
doszlo do sprawdzenia kolejnego chronometru na
morzu. Po podrózy na Jamajke i z powrotem okazalo
sie, ze blad wskazania chronometru zmiescil sie w
granicach wymaganych do uzyskania najwyzszej
nagrody,jednak komisja opiniujaca wynalazek okazala
podejrzliwosci nakazala dalsze sprawdziany. Tak
rozpoczal sie wieloletni zatarg Harrisona z komisja,
zakonczonywreszcie w 1773 r. po interwencji samego
króla Jerzego III. Uznano pelna sprawnosc
chronometrów Harrisona i wyplacono mu nagrode.
Harrison mial wtedy 80 lat. Umarl w trzy lata
pózniej.

Wspólczesny chronometr morski

o konkurentach Harrisona wlasciwie niewiele wiadomo.

We wszystkich proponowanych metodach wyznaczania
dlugosci potrzebny byl zegar i dopiero Harrison
zbudowal mechanizm o zadanej (a nawet wyzszej)
precyzji. Poswiecil na to 47 lat i teraz, z perspektywy
czasu, trzeba przyznac, ze chyba nie trzeba bylo az tyle.
,z drugiej strony, trudno posadzac czlonków komisji
opiniujacej o zla wole ~ oni chcieli wynalazek
rzetelnie zbadac we wszelkich mozliwych warunkach,

a to wymagalo czasu. W rezultacie, chociaz
wspólczesne chronometry mocno róznia sie od
mechanizmów Harrisona, to zegarowa metoda
wyznaczania dlugosci geograficznej jest powszechnie
stosowana do dzis.

Mala De/te przygotowal Tomasz KW AST



Olimpiady Matematyczne' w Polsce

Pierwsza Olimpiade Matematyczna w Polsce zorganizowano w
roku szkolnym 1949/50. Obecnie konczy sie XXXVII Olimpiada;

zasady jej organizacji sa w zasadzie takie same, jak byly 36 lat
temu.

W Olimpiadzie moga uczestniczyc uczniowie szkól srednich.
Zawody stopnia I polegaja na rozwIazywaniu w domu 12 zadan
w okresie od 16 wrzesnia do 15 grudnia. Teksty zadan sa
rozsylane do wszystkich szkól srednich w kraju. Rozwiazania
sa oceniane przez komitety okregowe Olimpiady Matematycznej,
które dzialaja w Gdansku, Katowicach, Krakowie, Lublinie,
Lodzi, Poznaniu, Toruniu, Warszawie i Wroclawiu. Na podstawie
wyników zawodów stopnia I komitety okregowe kwalifikuja
uczestników do zawodów stopnia II, które odbywaja sie w lutym
w siedzibach komitetów okregowych. Polegaja one na
rozwiazywaniu 6 zadan w warunkach egzaminacyjnych w ciagu
dwóch kolejnych dni (3 zadania na 5 godzin kazdego dnia).
Wyniki tych zawodów sa podstawa klasyfikacji do zawodów
stopnia III, które odbywaja sie w kwietniu·w Warszawie lub jej
okolicy i maja przebieg taki, jak zawody stopnia II. Prace z
zawodów stopnia II sa oceniane przez dwóch czlonków
komitetu okregowego i dwóch czlonków Komitetu Glównego,
prace z zawodów stopnia III - przez czterech czlonków
Komitetu Glównego. Na podstawie WYników zawodów stopnia
m wylania sie laureatów Olimpiady.
Olimpiada organizowana jest przez Polskie Towarzystwo
Matematyczne i finansowana przez Ministerstwo Oswiaty i
Wychowania. Komitet Glówny jest powolywany na wniosek
Towarzystwa przez Ministra Oswiaty i Wychowania. Komitet

Glówny i komitety okregowe skla~ja sie w wiekszosci z
nauczycieli akademickich i nauczycieli szkól srednich. Do

zawodów stopnia I przystepuje przecietnie 1500 uczniów, do
zawodów stopnia II kwalifikuje sie okolo 350, do III - 70.
Liczba laureatów waha sie okolo 15.
Laureaci otrzymuja nagrody oraz dyplomy upowazniajace do
przyjecia (po uzyskaniu swiadectwa dojrzalosci) bez egzaminu
na studia matematyczne, informatyczne, fizyczne, chemiczne
i techniczne. UczestnicY zawodów stopnia III sa zwolnieni z
egzaminu maturalnego i wstepnego z matematyki oraz moga
byc przyjeci bez egzaminów na studia matematyczne. Na
podstawie wyników Olimpiady ustala sie sklad druzyny polskiej
na Miedzynarodowa Olimpiade Matematyczna i Austriacko­
-Polskie Zawody Matematyczne.

mgr Andrzej MAKO WSKI

Polsko-Austriackie Zawody Matematyczne

Polsko-Austriackie Zawody Matematyczne weszly juz do
tradycji imprez dla laureatów krajowej Olimpiady Matematycznej.

Zostaly zorganizowane z inicjatywy ministrów oswiaty Austrii
i Polski. Po raz pierwszy rozegrano je w Koszalinie w '1978 r.
Od tego czasu odbywaja sie co roku na zmiane w Polsce lub

Austrii. Ze strony polskiej zawody ~rganizuje Ministerstwo
OswIaty i Wychowania oraz Komitet Glówny Olimpiady

Matematycznej i podobne instytucje ze strony austriackiej.
\

Reprezentacje Polski stanowi druga szóstka laureatów

Olimpiady krajowej (pierwsza 'szóstka jedzie na Olimpiade
Miedzynarodowa). Zawody maja charakter indywidualny i
zespolowy.

Zawody indywidualne trwaja dwa dni. Kazdego dnia
uczestnik ma do rozwiazania 3 zadania w ciagu 4,5 godziny
(zadania z ,zawodów oraz sprawozdania sa drukowane w
dwumiesieczniku "Matematyka"). Potem przewodniczacy obu
delegacji wraz z zastepcami ustalaja listy nagrodzonych
zawodników, od 5 do 8 osób. Dotychczas nagrodzono 3Q
zawodników z Polski i 24 z Austrii, w tym I miejsca zajelo 4
zawodników polskich i 4 austriackich, II miejsca przypadly 7
zawodnikom polskim i 2 austriackim (w tym przypadku dWQch

"Zawodników mialo jednakowa liczbe punktów) oraz m miejsca
zajelo 2 zawodniJców polskich i 7 austriackich. Niektórzy
uczniowie dwukrotnie brali udzial w zawodach.

Zawody druzynowe odbywaja sie zwykle trzeciego dnia po
zawodach indywidualnych. Kazda druzyna pracuje w oddzielnej
sali i ma do rozwiazania 3 problemy w ciagu 4 godzin. Nagrody
druzynowe przyznaje jury z udzialem honorowego
przewodniczacego zawodów. Dotychczas zwyciezali na przemian
Polacy w Austrii i Austriacy w Polsce. Ciekawym zdarzeniem

zawodów zespolowych bylo rozwiazanie zadania przez oba
zespoly jednakowo zle. Oba zespoly twierdzily, ze istnieje
pozytywne rozwiazanie problemu, które w rzeczywistosci nie
istnialo.

Poza oficjalnymi zawodami mlodziez wprowadzila zwyczaj
rozgrywania co roku meczów pilki noznej. Realizuje sie tez
ciekawy program turystyczny, a takze zapoznaje sie mlodziez
z zabytkami kultury i sztuki.

mg,. Jerzy KOBYLINSKl

Tradycja olimpiad wywodzi sie ze starozytnej Grecji, gdzie organizowano igrzyska sportowo­
-artystyczne, polaczone z uroczystosciami na czesc róznych bogów. Najwieksze znaczenie
osiagnely igrzyska w Olimpii - w miejscu kultu Zeusa. Odbywaly sie one co cztery lata w
sasiedztwie daty letniego przesilenia Slonca. Czteroletni odstep miedzy kolejnymi igrzyskami,
zwany olimpiada, podyktowany byl koniecznoscia przygotowania rozrzuconego po swiecie
narodu greckiego do tak waznych uroczystosci. W miedzyczasie odbywaly sie igrzyska w innych
miastach, np. w Delfach - na rok przed olimpijskimi.
Kolejnosc olimpiad - okresów czteroletnich - stala sie dla Greków podstawa rachuby czasu.
Za pierwsze ogólnogreckie igrzyska w Olimpii uznaje sie te, które odbyly sie w 776 r.p.n.e.
W czasach przed nasza era kolejne igrzyska przypadaly na lata, których liczba jest podzielna
przez 4. Brak roku "zerowego" przy przejsciu do naszej ery spowodowal pewna nieciaglosc.
Po 194 igrzyskach w roku 4 p.n.e. nastepne - 195 odbyly sie w roku l n.e. Pózniej wypadaly
one na lata nieparzyste az do roku 393, w którym cesarz rzymski Teodozjusz Wielki wydal

, zakaz organizowania igrzysk, uznajac je za przezytek z czasów Poganstwa.
Od pierwszych igrzysk w Oliml1ii do 1896 roku, w którym odbyly sie pierwsze igrzyska
nowozytne, uplynelo 2671 lat, tzn. 667 olimpiad i 3 lata. Biezacy rok jest drugim rokiem 690
olimpiady ...
Korelacja miedzy olimpijska rachuba czasu a kalendarzem wspólczesnym odbywa sie na
podstawie wzmianek o zacmieniach Slonca, przypadajacych równoczesnie z róznymi
wydarzeniami, których daty podane sa wedlug olimpiad. Dzis niezbyt scisle olimpiada nazywa
sie same Igrzyska Olimpijskie. ,
Pojawily sie równiez w naszym slownictwie "olimpiady" naukowe - matematyczna, fizyczna, .
astronomiczna i inne, tj. coroczne konkursy wiedzy dla uczniów szkól srednich., J. U.
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Miedzynarodowe Olimpiady Matematyczne

Z inicjatywa zorganizowania miedzynarodowych zawodów
matematycznych dla uczniów szkól srednich wystapili

matematycy rumunscy. Pierwsza Miedzynarodowa Olimpiada
Matematyczna odbyla sie w roku 1959 w Rumunii i uczestniczylo
w niej 7 panstw. W ostatniej, XXVI MOM, która odbyla sie
w ubieglym roku w Finlandii, uczestniczylo 38 panstw. W roku
1980 MOM nie odbyla sie. Poczatkowo uczestniczyly w MOM
tylko europejskie kraje socjalistyczne. obecnie uczestnicza
panstwa o róznych ustrojach ze wszystkich kontynentów (prócz
Antarktydy). Ze wzgledu na wzrost liczby panstw uczestniczacych
w olimpiadach trzeba bylo zmniejszyc liczbe uczestników z
poszczególnych panstw. Poczatkowo wynosila ona 8, w roku
1982- tylko 4, a od roku 1983 - 6.

Koszty organizacji olimpiady lacznie z kosztami pobytu
uczestników ponosi panstwo organizujace olimpiade. Kraje
uczestniczace pokrywaja tylko koszty podrózy do i z kraju
organizujacego.

Wyniki olimpiady ustala miedzynarodowe jury zlozone z
przewodniczacych delegacji poszczególnych panstw. Przed
zawodami, które trwaja 2 dni i polegaja na rozwiazywaniu kazdego
dnia 3 zadan w ciagu 4,5 godziny, jury ustala ,teksty zadan.
Wybiera sie je z zestawu okolo 20 zadan przygotowanych przez

Miedzynarodowe Olimpiady Fizyczne

Pierwsza Miedzynarodowa Olimpiada Fizyczna odbyla sie w
Warszawie w 1967 roku. Glówna role w jej organizacji odegral
niezyjacy juz dr Czeslaw SCislowski, ówczesny kierownik
Komitetu Glównego Olimpiady Fizycznej. Pierwszy Statut MOF
zostal przyjety przez kraje uczestniczace wiosna 1969 roku.
Okreslono wtedy takze "urzedowy" zakres materialu obowiazujacy
uczestników zawodów. Obecnie obowiazuje statut zatwierdzony
w 1984 roku w Sigtunie (Szwecja). Oto zawarte w nim zasady

organizacji MOF:
1. Kraj organizujacy zawody jest zobowiazany zaprosic do
udzialu wszystkie kraje; które uczestniczyly w poprzednich
zawodach. Poza tym kraj ten moze zaprosic jeszcze inne kraje
(ale nie musi!).
2. Zawody w zasadzie sa organizowane corocznie. Niestety,

koszt organizacji przede wszystkim z powodu zadan
doswiadczalnych bardzo szybko wzrasta i czasami trudno bylo
znaleZCorganizatora. Stad zdarzajace sie od czasu do czasu
roczne przerwy.
3. W zawodach bierze udzial z kazdego kraju 5 zawodników i 2

opiekunów. Druzyne polska wylania. sie na podstawie wyników
kolejnej Olimpiady Fizycznej (krajowej).
4. Koszt pobytu uczestników, koszt nagród, wycieczek itp. od
przyjazdu na miejsce zawodów do odjazdu?: tego miejsca ponosi
panstwo organizujace zawody.
5. Zawody zwykle trwaja 8-10 dni w czerwcu badz lipcu.
Rozwiazywanie zadan trwa"dwa dni. Jednego dnia zawodnicy
rozwiazuja 3 zadania teoretyczne, a drugiego l lub 2 zadania
doswiadczalne. Miedzy czescia teoretyczna i doswiadczalna
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organizatorów, którzy wybieraja je sposród propozycji
nadeslanych przez kraje uczestniczace. Jury ustala równiez
maksymalne oceny za rozwiazanie poszczególnych zadan. Dawniej
oceny te byly zróznicowane i wahaly sie od 5 do 8 punktów.

W osta\nich latach za rozwiazanie kazdego zadania mozna
uzyskac 7 punktów. Oceny ustala sie w ten sposób, ze
przewodniczacy delegacji i/lub jego zastepca tlumacza tekst
rozwiazania na jeden z jezyków kongresowych (angielski,
francuski, niemiecki, rosyjski) tzw. koordynatorom, którzy
sa matematykami pochodzacymi z kraju organizujacego olimpiade.

Przewodniczacy i koordynatorzy ustalaja oceny za poszczególne
,rozwiazania (w pelnych punktach). Nastepnie szereguje sie
uczestników wedlug sumy uzySkanych punktów i jury decyduje
o przyznaniu nagród I, II, III stopnia. Na ogól jury przestrzega
nastepujacych zasad:
1/ nagrody otrzymuje mniej wiecej polowa uczestników,
2/ liczby nagród I, II i III stoprua pozostaja' w stosunku 1: 2: 3.
Bywaja równiez przyznawane nagrody specjalne za szczególnie
interesujace rozwiazania~ Nagrodzeni otrzymuja dyplomy i na

niektórych olimpiadach nagrody rzeczowe.

W czasie olimpiady sa organizowane wycieczki umozliwiajace
poznanie kraju, a czasem takze sympozja, w których uczestnicza
przewodniczacy delegacji.

mgr Andrzej MAKOWSKl

musi byc co najmniej jeden dzien wolny.
6. Pracami MOF w czasie trwania zawodów kieruje Komisja
Miedzynarodowa zlozona z przedstawicieli wszystkich krajów
uczestniczacych w Olimpiadzie.
7. Zadania i rozwiazania zadan sa przygotowywane przez
organizatorów w formie pisemnej w 4 jezykach. Zadania te na
jezyki krajów uczestniczacych w zawodach tlumacza opiekunowie
wchóUzacy w sklad Komisji Miedzynarodowej. Tak wiec kazdy
zawodnik otrzymuje zadania we wlasnym jezyku (i w tym jezyku
je rozwiazuje).
8. Rozwiazania zadan oceniaja organizatorzy przy pomocy
wlasnych tlumaczy. Wystawione oceny sa uzgadniane z opiekunami
delegacji. Kryteria ocen ustala" Komisja Miedzynarodowa, która
ostatecznie zatwierdza wszystkie oceny.
9. Nagrody sa przyznawane wedlug nastepujacych zasad. Liczbe

punktów zdobyta przez najlepszego zawodnika uznaje sie za
100%. Osoby, które uzyskaly liczbe punktów z przedzialu (90"/0,
100%] uzyskuja I nagrode. Drugie nagrody uzyskuja zawodnicy
majacy wyniki z przedzialu (78%, 90"/0], trzecie zas z przedzialu
(65%, 78%]. Wyróznienia otrzymuja zawodnicy, którzy osiagneli
wynik z przedzialu [50%. 65%]. Pozostali zawodnicy otrzymuja
zaswiadczenia o uczestnictwie.

10. Miedzy zawodami pracami MOF kieruje staly sekretariat
powolany w roku 1983. Znajduje sie on w Polsce, co
niewatpliwie jest wyrazem uznania naszego wkladu w rozwój
MOF i dla naszej corocznej aktywnosci w czasie zawodów.

W biezacym roku XVII MOF ma odbyc sie w Wielkiej
Brytanii w dniach 13-20 lipca.

dr WaldemarGORZKOWSKI



Ponizej podajemy tabele najlepszych szesciu zespolów Lista uczestników polskich, którzy zdobyli nagrode
w kazdej z dotychczasowych Miedzynarodowych

pierwszego stopnia w Miedzynarodowej Olimpiadzie.
Olimpiad Matematycznych. W pierwszej kolumnie

Matematycznej lub uczestniczyli co najmniej
podany jest numer olimpiady, nastepnie kraj, w

dwukrotnie w Miedzynarodowych Olimpiadach (w
którym sie odbywala oraz (w nawiasach) liczba

nawiasach podane sa numery olimpiad i stopnie
panstw uczestniczacych. Nazwy krajów sa kodowane

zdobytych nagród).
zgodnie z norma PN-83jN-0901O. Kraje uszeregowane sa wedlug zdobytej przez zespoly liczby punktów

Maciej Skwarczynski(III, l)
(oficjalnie nie prowadzi sie klasyfikacji zespolowej).

Marcin Kuczma(III, -;IV, 2)
Wystepujacy miedzy kodami krajów znak = oznacza,

Jerzy Jurkiewicz(III, -;V, -)
ze kraje te zdobyly jednakowa liczbe punktów.

Marian Orlowski(V, -;.VI, 2)
Bronislaw Wajnryb

(V, 3;VI, -)
Krzysztof Nowinski

(VI, 3;VII, 2)
Tadeusz Figiel

(VI, l;VII, 3;VIII, 2)
l

23456. Zenon Fortuna(VII, 3;VIII, 2)
I

RO(7) ROHUCSBGPLSU Henryk Iwaniec(VII, -;VIII, 2)
II

RO(5)CSHU=ROBGDD Tadeusz Iwaniec(VII, -;VIII, 2)
III

HU(6) HUPLROCSDDBG Michal Misi:urewicz(VII, 3;VIII, 1)
IV

CS(7) HUSUROCS =PLBGZygmunt Ratajczyk(VIII, -;IX, -)
V

PL(8)SUHUROYUCSBG Boleslaw Szymanski(X, l)
VI

SU(9)SUHUROPLBGDD Jerzy Dydak(X, l;XI, 2)
VII

DD(lO)SUHUROPLDDCS Aleksander Rusiecki(XI, -;XII, -)
VIII

BG(9)SUHUDDPLROBG Józef Przytycki(XII, -;XIII, 3;XIV, -)
IX

YU(13)SUDDHUGBROBG=CS Stanislaw Szarek(XII, -;XIII, l;XIV, 2)
X

SU(12) DDSUHUGBPLSE Pawel Traczyk(XIII, 3;XIV, 3)
XI

RO(14) HUDDSUROGBBG Grzegorz Andrzejczak (XIII, -;XIV, l;XV, 2)
XII

HU(14) HUDD=SUYUROGB Maciej Lewenstein(XIV, -;XV, 3)
XIII

CS(15) HUSUDDPLGB=RO Jan Derezinski(XVI, -;XVII,-)
XIV

PL(14)SUHUDDROGBPL Piotr Syrczynski(XVI, -;XVII, 3)
XV

SU(16)SUHUDDPLGBFR Jerzy Grzybowski(XVIII, 3; XIX, l)
XVI

DD(18)SUUSHUDDYUAT Adam Parusinski(XVIII,3; XIX, 2)
Jan Wehr

(XVIII, 3; XIX, 2)
Jerzy Wojciechowski

(XVIII, 3; XX, -)
Andrzej Nedzusiak

(XIX, 3;XX, 3)
Jerzy Sawa

(XIX, -;XX, -)
Ludomir Newelski

(XX, -;XXI, 3)
Jaroslaw Wróblewski

(XX, -;XXI, 3;XXII, l)
Tomasz Hrycak

(XXII, l;XXIII, 2; XXIV, 3)
Cezary Juszczak

(XXIII, 3; XXIV, 3)

* Podczas 1 i II MOF nie bylo podzialu na trzy
nagrody. B. Cichocki zajal wówczas trzecie miejsce
z liczba punktó>", która wedlug obecnie przyjetych
zasad kwalifikowalaby go do grupy zdobywców I
nagrody.

(A) - w ten sposób zaznaczono, ze zawodnik uzyskal
wynik bezwzglednie najlepszy.

1967
1968
1970
1974
1974
1976
1976
1979
1981
1982
1982
1982

Warszawa
Budapeszt
Moskwa
Warszawa
Warszawa
Budapeszt
Budapeszt
Moskwa
Warna
Malente
Malente
Malente

Polscy laureaci pierwszych nagród Miedzynarodowych
Olimpiad Fizycznych

I Bogdan Cichocki*
II Tomasz Kreglewski (A)
IV Marek Ziólkowski
VII Jaroslaw Deminet (A)
VII Jerzy Tarasiuk (A)
IX Rafal Lubis (A)
IX Krzysztof Kulpa
XI Andrzej Praszmo
XII Wojciech Lerch
XIII Aleksander Zarnecki
XIII Dariusz Wieczorek
XIII Michal Kielkowski

XVII BG (17) HU DDUSSUGBAT
XVIII AT

(18) SUGBUS BGATFR
XIX

YU (21) I USSUGB=HUNL 'BG
XX

RO (17) ROUSGBVNCSDE
XXI

GB(23) SURODEGBUSOD
XXII US

(27) USDEGBATBGPL
XXIII HU (30) DE

SU DD=USVN HU
XX1V FR

(32) DEUSHUSURO VN
XXV CS

(34) SUBGRO HU=USGB
XXVI FI

(38) ROUSHU BG VNSU

W XXVI MOM uczestniczyly nastepujace panstwa:

AT - Austria, AU - Australia, BE - Belgia,
BG - Bulgaria, BR - Brazylia, CA - Kanada,

- CN - Chiny, CO - Kolumbia,
CS - Czechoslowacja, CU - Kuba, CY - Cypr,
DD - NRD, DE - RFN, DZ ~ Algieria,
ES - Hiszpania, FI - Finlandia, FR - Francja,
GB - Wielka Brytania, GR - Grecja, HU - Wegry,
IL - Izrael, IR - Iran, 'lS - Islandia, IT - Wlochy, .
KW - Kuwejt, MA - Maroko, MN - Mongolia,
NL - Holandia, NO - Norwegia, PL - Polska,
RO - Rumunia, SE - Szwecja, SU - ZSRR,
TN - Tunezja, TR - Turcja, US ~ Stany
Zjednoczone, VN - Wietnam, YU - Jugoslawia.
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Rozwiazanie na str. 15

M 433. Czy kolo da sie podzielic trzema cieciwami na siedem czesci o równych polach?
Rozwiazanie na str. 6

M 434. Pokazac, ze jesli (a.) jest ciagiem róznych liczb naturalnych, które w rozwinieciu
dziesietnym nie maja cyfry O, to

eOlimpljS_Zadania
Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 436. Pokazac, ze kazdy wieloscian wypukly ma co najmniej dwie sciany o tej samej liczbie
boków.

Rozwiazanie na str. 5

M 437. Jest siedem kartek i na n-tej kartce napisana jest liczba 2'-1. Losujemy (bez zwracania)
kartki, dopóki suma liczb na wylosowanych kartkach nie przekroczy 124. Jaka wartosc sumy
jest najbardziej prawdopodobna?
Rozwiazanie na str. 5

00 1
~-<29.~ a.n=1

M 435. Pokazac, ze jesli x, y, z i n sa naturalne i x" +y" = z', to x ~ n i y ~ n.
Rozwiazanie na str. 7 '

X x2
M 438. Dowiesc, ze dla zadnego n wielomian l + - + - +l! 2!
'wielokrotnych.
Rozwiazanie na str. 14

x·
... + - nie ma pierwiastków

n!

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

El!]
aj

I:ZE:E]
b)

F 196. Dysponujac zaciemnionym pokojem oraz majac: 1) zródlo swiatla (swieczka lub
zaróweczka), 2) plytke szklana, 3) arkusz papieru, 4) linijke, 5) katomierz, 6) statyw z uchwytami,
7) butelke od lemoniady, wyznacz wspólczynnik zalamania szkla butelki i szkla plytki.
Uzasadnij metode pomiaru i oszacuj blad wyniku. Opisz sposób wykonania pomiarów.
Rozwiazanie na str. 15

F 197. Jezeli dowolne dwa, poczatkowo elektrycznie obojetne, rózne prze'Yodniki o tej samej
temperaturze zetkniemy, to jeden z nich naladuje sie dodatnio, a drugi ujemnie. W stanie
równowagi miedzy' przewodnikami wystapi pewna róznica potencjalów zwana napieciem

kontaktowym. Napiecie kontaktowe zalezy od rodzaju stykajacych sie cial oraz od temperatury.
Korzystajac z II zasady termodynamiki wykaz, ze napiecie kontaktowe miedzy przewodnikami
A i B nie zalezy od tego, czy przewodniki te sa zetkniete bezposrednio (rys. a), czy poprzez
trzeci przewodnik C (rys. b). Zakladamy, ze wszystkie przewodniki maja te sama temperature.
Rozwiazanie na str. 5

F 198. Komórka krystaliczna krysztalu soli kuchennej (NaCI) ma ksztalt szescianu
przedstawionego na rysunku, którego krawedz ma dlugosc a = 5,6A. Krysztal soli kuchennej
jest powtarzajaca sie struktura takich komórek krystalicznych. Masa atomowa sodu wynosi 23,
a chloru - 35,5. Gestosc soli kuchennej wynosi e = 2,22gjcm3• Oblicz mase atomu wodoru.
Rozwiazanie na str. 4

F 199. Na plytke plaskorównolegla, której wspólczynnik zalamania zmienia sie zgodnie ze
wzorem

w punkcie A (o wspólrzednej x = O) prostopadle do plytki pada waski promien swiatla.
Promien ten wychodzi z plytki w punkcie B pod katem ex do kierunku pierwotnego.
1) Ile wynosi wspólczynnik zalamania w punkcie B?
2) Ile wynosi wspólrzedna XB punktu B?
3) Ile wynosi grubosc plytki d?

Dane: no = 1,2, R = 13 Cm, ex = 30°.
Rozwiazanie na str. -2

x

non= ,
x

l-jf
no i R sa stale,
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Zadanie-pulapka Mgr Piotr MORMUL

D

B

Rys.l

.'
Rozwiazani~ zadania M 438. Niech ",.(x) =

x XZ x"

= 1+ lT + 2! + ... + ---n!' Gdyby a bylo

pierwiastkiem wielokrotnym Wil' to byloby
,pierwiastkiem pochodnej tego wielomianut

, X xlt-1

••• (x} = 1+ ((+ .,.+ (n-I)' = "'._llx).
Mielibysmy ",.(a} = 0, "'.-1 (a) = O, skad
li' .
li! '"O. Wtedy Jednak ",.(al = I

- sprzeeznosc_

W szkole czasami zdarzaja sie zadania, W których nauczyciel nie przewidzial pewnych
dodatkowych wariantów rozwiazania, stawiajacych niekiedy pod znakiem zapytania
kategorycznosc stwierdzen z tresci samego zadania. Jesli takie zadanie z "drugim dnem"

nauczyciel podaje swiadomie, chodzi mu o zastawienie swoistej pulapki na uczniów ..Jesli
jednak nieswiadomie, to mimowolnie zastawia tez pulapke na siebie. Do zupelnych wyjatków
naleza takie zadania na prawdziwych zawodach matematycznych, jakimi sa Olimpiady
Matematyczne. Kronikarze amatorzy wspominajacy dawniejsze Olimpiady nie mogli sobie

przypomniec takich pulapek nieswiadomie zastawionych na uczniów - zawodników. Slepy los
zadecydowal, ze taka pulapka znalazla sie w finale XXV krajowej Olimpiady w roku szkolnym
1973/74. Wspomnienie to spisane jest przez bylego zawodnika.

Pierwszy dzien zawodów finalowych ot~orzylo nastepujace zadanie geometryczne:

vi czworoscianie ABCD krawedz AB jest prostopadla do krawedzi CD i -l: ACB = -l: ADB.

Udowodnic, ze plaszczyzna wyznaczona przez krawedz AB i srodek krawedzi CD jest
prostopadla do krawedzi CD.

Przyjrzyjmy sie, jak w naturalny sposób rozwiazywala to zadanie zdecydowana wiekszosc
zawodników, nie wylaczajac wspominajacego tamte zawody.

Zaczynano zwykle od rysunku. Po wykonaniu szkicu czworoscianu (rys. 1) zastanawiano sie,
w który punkt P·na krawedzi AB rzutuje sie prostokatnie (zalozenie!) cala krawedz CD.
Nastepnie dorysowujac odcinki PC oraz PD (wysokosci odpowiednich scian czworoscianu!)
starano sie udowodnic iGh równosc. Do tego bowiem instynktownie sklanialo zalozenie o
równosci katów -l: ACB = -l: ADB. I istotnie, taki rysunek narzucal sformulowanie nowej, IV
"cechy przystawania trójkatów":

Trójkaty majace jednakowe podstawy i katy lezace naprzeciw nich oraz jednakowo polozone
spodki wysokosci opuszczonych na te podstawy sa przystajace.

Teraz'kazdy potrafilby sam kontynuowac rozumowanie. Mianowicie, w trójkatach przystajacych
wysokosci opuszczone na odpowiadajace sobie boki sa równe, zatem IPCI = IPD!. Oznaczajac
przez Q srodek krawedzi CD otrzymywano, iz PQ jest symetralna odcinka CD. Prosta CD

okazywala sie zatem byc prostopadla i do AB (z zalozenia), i do PQ. Takze wiec - prostopadla
do plaszczyzny rozpietej na tych dwóch prostych AB oraz PQ, a o to przeciez chodzilo w
zadaniu olimpijskim.

Takie tez rozwiazanie przedstawil jeden z zawodników, ochotnik, na tradycyjnym spotkaniu­
herbatce po poludniu drugiego dnia zawodów finalowych.

Sposród,tych, którzy rozwiazali to zadanie blednie, gdy~ nie dostrzegali owego ukrytego
drugiego dna, nie wszyscy zapewne postepowali dokladnie w sposób powyzej opisany. Wsród
71 uczestników zawodów finalowych bylo tez kilku, którzy to drugie dno dostrzegli i w swoich
rozwazaniach na temat zadania doszli do konkluzji, ze w tym sformulowaniu jego teza jest po
prostu falszywa. We wspomnieniach innych jeszcze uczestników zawodów powtarza sie liczba
co najmniej czterech olimpijczyków, którzy tak wlasnie postapili;

..
Niektórzy z uczestników, którym podczas pierwszego dnia zawodów nie dopisala wyobraznia
geometrycZDa, sami przemysleli lub dowiedzieli sie o swym bledzie do poranka nastepnego dnia.
W szczególnosci rano przed drugim dniem zawodów w grupie uczniów z klas matematycznych
Liceum im. Gottwalda w Warszawie trwala goraczkowa dyskusja nad tym wlasnie zadaniem.
Chyba nikt z gottwaldowców nie zauwazyl pierwszego dnia tej mimowolnie ukrytej w zadaniu
pulapki ...

Czytelnik domysla sie juz zapewne, gdzie byl pies pogrzebany. Istotnie, nie ma takiej IV cechy
przystawania trójkatów, jak wspomniana powyzej i opatrzona cudzyslowem. Zapytajmy, kiedy
taka "cecha" nie jest prawdziwa. Otóz tylko wtedy, gdy spodek wysokosci P lezy I!a prostej
AB poza sama krawedzia AB, choc i wtedy moze sie zdarzyc, ze teza naszego zadania bedzie
spelniona. Kat przy wierzcholku A lub B w trójkatach ABC oraz ABD musi WÓWCZ!lS byc

rozwarty, a wiec równe katy -l: ACB oraz -l: ADB musza byc ostre, tzn. wpisane w luk okregu
dluzszy niz polowa o~regu (rys. 2). Dla czworoscianów bardziej przysadzistych, z tymi
dwoma katami prostymi lub rozwartymi, teza zadania jest w calej rozciaglosci prawdziwa.
Wymienione katy sa wtedy wpisane w luk bedacy nie wiecej niz polowa okregu. Oznacza to,
ze punkt P moze wtedy lezec tylko wewnatrz krawedzi Aii, a prostopadla przezen poprowadzona

moze tylko w jednym miejscu przeciaq taki luk. Nie ma wtedy dwóch mozliwosci dla punktów
C i D. Natomiast - podkreslmy to glostrzezenie - przy wspomnianych katach ostrych
wysokosci PC oraz PD moga róznic sie diametralnie, wlasnie na przyklad tak jak na rysunku 2.
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Nie ma wtedy mowy o tym, by PQ byla symetralna krawedzi CD. Nie ma wiec tez wtedy
prostopadlosci CD do PQ. Prosta CD nie moze wówczas byc prostopadla do calej plaszczyzny
rozpietej na prostych AB oraz PQ - i teza zadania okazuje sie wtedy falszywa.

Jaki jednak wyjatek mielismy na mysli, kiedy to nawet przy ostrych, równych katach -l:ACB
oraz ~ ADB mozna cale zadanie uratowac?

Okazuje sie, ze wspólny spodek P dwóch wysokosci moze znajdowac sie na prostej AB, poza
odcinkiem AB, w miejscu szczególnym. Dajacym mianowicie stycznosc prostopadlej do AB
przez P do luku opartego na cieciwie AB, z którego AB widac pod wspomnianym katem
(oczywiscie ostrym). Jest to uwidocznione na rysunku 3. Widzimy, ze wtedy mozliwa jest

(szczesliwie) Jedna tylko wysokosc opuszczona na AB d~a trójkatów ABC oraZ ABD. A to, jak
wiemy, stanowi tu sedno. Dla pewnych, w specjalny sposób pochylodych czworoscianów z
ostrym katem ~ACB = ~ADB teza zadania olimpijskiego zachodzi wiec równiez.

CÓZ dzialo sie dalej podczas wspomnianej herbatki pod koniec drugiego dnia zawodów?

(Zawodnicy moga na takich herbatkach dyskutowac miedzy soba, ucze~tniczacy zas w herbatce
czlonkowie Komitetu Glównego Olimpiady nie zawsze komentuja od siebie rozwiazania
uczniów.)

Rys. 3Rys. 2

Gdy Ochotnik przedstawil przytoczona tu w przyblizeniu, polowiczna analize zadania, grupa
zawodników z Liceum Gottwalda nie czekala juz dluzej z ujawnieniem swojej znajomosci
drugiego dna w tym zadaniu. Jeden z gottwaldowców zglosil sie od razu do dyskusji i zaczal
wyjasniac sl~by punkt w rozwiazaniu Ochotnika. Wtedy oczywiscie wlaczyli sie do wymiany zdan

przedstawiciele Komitetu Glównego, którzy ~twarcie stwierdzili, ze do tej pory nie zauwazyli
pulapki. Takie oswiadczenie spowodowalo odprezenie wsród zawodników. Zaczely sie jednak
spekulacje na temat oceny rozwiazan. Gwoli kronikarskiej dokladnosci trzeba stwierdzic, Ze
matematycy z Komitetu Glównego nie dali od razu.za wygrana i zaczeli sprawdzac poprawnosc
wnioskówzawodnika-gottwaldowca. Wtedy wlaczyl sie z sali ktos z tej samej "silnej grupy".
Oswiadczyl on kategorycznie, ze potrafi analitycznie okreslic czworoscian, dla którego teza
zadania nie bedzie prawdziwa, co tez w chwile pózniej uczynil. Równoczesnie Komitet Glówny

tez byl juz pewny swojego niedopatrzenia. Ogloszono, ze najwyzej punktowane beda rozwiazania
pehle, wskazujace na mozliwosc niezachodzenia tezy zadania.

a1eiy tak dobrac konfiguracje

plytki. butelki i swieczki, by pionowy refleks

plomie:!..:! swiecy widziany na butelce znikal

po odbiciu w plytce, Wtedy katy 'fI i '1'1

~ odpowiedntrni katami Brewstera. na

podstawie których moina· wyznaczyc

wspólczynniki wamania. W metodzie tej
korzysta sie z ra"ktu, iz promien ,w,aUa

odbity pod katem Brewstera jest call.:owlcle

spolaryzowany.

iaZ&Di. za •••• i. F 196. Nie~gu1aTnr
ksztalt butelki wylducza mozliwosc

wyzoaczcnia wspólczynników na pods",wie

obserwacji wamania swiatla. ~danie najleplej
,zwiazywac majdujac kat padam:t, dla kt<Srqo

promien odbIty ~t calkowicie spolaryzowany

(kat Brewstera). W ukladzie przedstawionym
na rysunku moina wyznaczyc katy Brewslera
jednoczesme dla szkla butelk, j szkla
plytki

uwiazuie wui. M 434. Przypuscmy.

:ie ("CI jest rosn...,ym ciagiem wszyatkich
liczb naturalnych, które nie maja zera ••

rozwini~u clzj•••ielllym. Rozpatrzmy liczby

za.u (Q.). któ~ maja k cyfr. Jest ich 91'.

wód tUcIt 9"-t zaczyna sie od ustalonej

cyfry c. Suma odwrotnosci liczb,

_ji\CYCh sie od cyfry c jest nie
nit

I
9"-1. C 'U)I<-' •

W takim razie suma odwrotnosci Hub

k<Yfrowych jest •••• wieksza niz

<Xl <Xl

L~.; ~ L: (L)l-' =11=1 41. 10 k~l 10

29 I '-
U) --9- = 29 c.n.d.l-- ta

Najciekawsze jest to, ze co najmniej czterej zawodnicy przeprowadzili w tym zadaniu pelna
analize juz w czasie zawodów i uwidocznili ja w swoich rozWiazaniach. Jak to czesto jednak
zdarza sie w zyciu, nie oni nadawali ton dyskusjom na przyolimpijskiej gieldzie i podczas herbatki.
W prywatnych rozmowach z zawodnikami z Liceum Gottwalda:stwierdzali tylko rzeczowo, iz
nie rozumieja tak duzego podniecenia towarzyszacego temu zadaniu; po prostu okazalo sie
czesciowo nieprawdziwe i tyle.

Gdy teraz, po ponad 11 latach, poChylamy sie nad zólknacym juz tomikiem sprawozdan
Komitetu Glównego z XXV Olimpiady Matematycznej, odnajdujemy tam m.in. statystyke
rozwiazan poszczególnych zadan. Odczytujemy z niej, ze bardzo dobrze rozwiazalo wtedy to
zadanie 9 zawodników, dobrze i:dostatecznie 27, niedostatecznie 31, 2 zawodników nie
rozpoczelo zadania. Byc moze Komitet Glówny - uwzgledniajac swoje przeoczenie - stosowal
lagodniejsza skale ocen dla tego zadania geometrycznego. W przedziale "bardzo dobrze"
zmiescilo sie jeszcze kilku zawodników poza wspomniana czwórka. Ciekawe natomiast, czy

zawodnicy niezawodni w jednym temacie olimpijskim okazali sie równie sprawni podczas calych
jubileuszowych, dwudziestych piatyl;h zawodów. Moze ~nny kronikarz amator lub sami
zainteresowani umieliby odpowiedziec na to pytanie.

Caly ten barwny epizod potwierdza prawde, ze w swiecie matematyki i jej nieublaganych
wnioskowan wszyscy moga sie czuc i naprawde sa równi. Mlodzi olimpijczycy dyskutujacy jak
równy z równym ze znanymi matematykami z Komitetu Glównego Olimpiady - to obraz,
który na trwale pozostanie w pamieci piszacego te slowa.
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Klub 44
Termin nadsylania rozwiazan:

31 VII 1986

Liga zadliniowa Wydzialu Ma(ematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+2. Szkice rozwiazali
zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na
oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4-3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazanie tego zadania, aN -liczbe osób, które
nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub. F) - i tyle punktów
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1986.

131. Przez srodki dwóch skosnych krawedzi czworoscianu poprowadzono plaszczyzne, rozcinajac
nia czworoscian na dwie czesci. Jakie wartosci moze przyjmowac stosunek objetosci tych dwóch
czesci?

132. Udowodnic, ze dla dowolnych liczb dodatnichalJ (i = l, ... ,n ;j = 1,... , k) zachodzi
nierównosc

!=44
Za 'a z matematyki nr 131, 132 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44M"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 119 /Wr-2,79/ i 120 /WT-1,87/

z nWlleru 11/1985

n k k n

(2: TIalJt.;; TI 2: a~J'
;=1 j=1 j=II=1

Zadanie 132 przyslal pan Marcin Mazur z Bialegostoku

Pan Dariusz Xurpiel jest trzydzieetym

ósmym czlonkiem Klubu 44.

123. Zadna liczba x < O równania nie spelnia. Dla x > O pierwszy czynnik iloczynu po lewej
stronie równania jest ~ 2ab, a drugi jest ~ 1. Równanie moze wiec byc spelnione jedynie
wtedy, gdy obie te nierównosci staja sie równosciami, czyli gdy x = b/a i jednoczesnie x = c.
Zatem: gdy c =f. b/a, ró~nanie nie ma rozwiazan; gdy c = b/a, równanie ma jedno rozwiazanie
x = c.

Jl.' u +v ·w.

tyki z numeru 1/1986

n··{'"C <

rb':x)~1 + (X-c'l' ",,2ah (dane (l. b c • uJ.
y wspólY~~1.:c.z)'1: JL :ve u, V. w \ Jh~u:iCi .•. f)ow1eSc. ze który5', z wC~lorow u

2
24. D

Przypominamy treSC zadan:

45,16pkt

43,09pkt

42,93pkt

41,83pkt

41,68pkt

40,71pkt

39,93pkt

39, 45pkt

Dariusz Ktlrpiel - Zarszyn

Marian ROMBA - Elk

Jacek Mandziuk - Lublin

Wojciech Boratynski- Warszawa

Andrz ••j Sudol .• Nowy Sac.

Jacek Uryga _ Bytom

Grzegorz Kus - Kraków

Andrzej Bonk _ Chelmla

·Z

r

124. Wybierzmy dowolny punkt plaszczyzny O i oznaczmy przez Q kolo domkniete o srodku O
i promieniu 1, a przez r brzeg-tego kola. Niech U; V, W, UJ, VJbeda takimi punktami okregu
r,ze 6V = u, 6V = v, OW = w, ÓYi' = -u, 07 = -v. Rozpatrzymy na poczatku
przypadek, gdy punkt W nalezy do krótszego luku okregu r o koncach U i V. Oznaczmy ten
luk przez y (rysunek), a przez y' luk symetryczny do y wzgledem prostej UV. Oczywiscie
y' c Q. Niech W'bedzie punktem symetrycznym do W wzgledem srodka odcinka iJfJ.
Zalozylismy, ze W E y, a zatem W' E y' c Q, czyli OWJ.;; 1. Zbudujmy romb OUZV.
Zachodza równosci wektorowe OZ = u+v, ZWJ = -,W, skad OW' = u+v-w, tak, ze w tym
przypadku lu+v-wl .;; 1. .
Przechodzac do przypadku ogólnego zauwazmy, ze punkt W musi lezec na jednym z czterech
luków, na które punkty U, V, U', V' dziela okrag r. Mozemy wiec powtórzyc przeprowadzone
rozumowanie zastepujac wektory OU, i5V przez pewne dwa kolejne wektory z czwórki OU,
W, oli', OV'.W kazdym przypadku sa to wektory ±u, ±v. Stad wniosek, ze IEU+1]V-
- 191 .;; 1 dla pewnego ukladu znaków E, 1] E {-l, l}, a to jest równowazne tezie dowodzonego
twierdzenia.

Klub 44 W konfrontacji z uc,zestnikami XXVII Miedzynarodowej. Olimpiady Matematycznej

Podczas drugiego spotkania czlonków Klubu 44, które odbylo sie
w pazdzierniku zeszlego roku, organizatorzy ligi zadaniowej
zaproponowali czlonkom Klubu 44 oryginalna próbe sil:
szescioosobowa reprezentacja Klubu 44 otrzyma do rozwiazania
te same zadania, z którymi zmagac sie beda uczestnicy XXVII
MOM. Odbedzie sie to w Warszawie w tych samych dniach, co
zawody XXVII MOM, tj. 9 i 10 lipca tego roku. Warunki beda
takie same, jak dla olimpijczyków: odizolowana sala, cztery i pól
godziny czasu, trzy zadania (kazdego z dwóch dni zawodów).

Pisanie rozpocznie sie w oba dni o tej godzinie, o której zakoncza
sie zawody MOM, a wiec, gdy tresc zadan bedzie juz jawna.

Rozwiazania naszych reprezentantów beda nastepnie ocenione

wedlug tych samych kryteriów, co i rozwiazania olimpijczyków.
Nasza reprezentacja zostanie wyselekcjonowana sposród
trzynastu osób, które w pazdzierniku 1985 r. byly czlonkami
Klubu 44 i wyrazily chec udzialu w imprezie. Podstawa selekcji
beda wyniki uzyskane przez te osoby w rozwiazywaniu zadan
ligowych z numerów 8/1985 - 3/1986.
Ciekawi jestesmy, jak wypadnie reprezentacja Klubu 44 w
konfrontacji z ekipami róznych panstw bioracymi udzial w
MOM. O rezultatach tej konfrontacji powiadomimy naszych
Czytelników.
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Redaguje dr Andrzej NADOLNY

umeru 1/1986oz

Przypominamy tresc zadan:

Zadanil' Z fizyki nr 29, 30

29. Klocek o masie m, spoczywajacy na plaskim, poziomym podlozu, jeit polaczony sprezyna
o stalej sprezystosci k ze stalym punktem (jak na rysunku). Sprezyne scisnieto o odcinek L
w stosunku do polozenia swobodnego, a nastepnie puszczono. O jaki odcinek przesunie sie klocek
po podlozu do swego pierwszego zatrzymania, jezeli wspólczynnik tarcia klocka o podloze wynosi
l? Mase sprezyny nalezy zaniedbac.

30. Jaki co najmniej powinien byc wypadkowy ladunek elektryczny Ziemi wraz z atmosfera,
aby (przy zalozeniu kulisto-symetrycznego rozkladu tego ladunku) wystepowalo elektrostatyczne
"wymiatanie" z ziemskiego pola grawitacyjnego (z górnych warstw atmosfery) jednokrotnie
dodatnio zjonizowanych atomów wszystkich pierwiastków? Jaka objetosc powietrza (w
warunkach normalnych) nalezaloby calkowicie zjonizowac, aby laczny ladunek uzyskanych
w ten sposób jonów N+ i 0+ odpowiadal powyzszemu ladunkowi? Niezbedne do obliczen dane
nalezy wziac z tablic.

37,04pkt

26, 72pkt n

, , , I- -, ,

- Torun

- G11w1ce

C.olówka 11g1 sadan10wej 'Klub 44F"

po uwagledn1en1u oceR ro.w1a.an

••dan 17 /W'ra1,65/ 1 18 /W'r=1,95/

a n1llleru 11/1985

P10tr Bala

To•••.••Rawl1k

rL-1
~ r--

A • B

///1//)
A - polozenie .startowe· klocka

B - polozenie klocka przy iuinej

sprezynie

21. Na podstawie zaleznosci i(R) (rys. 2) znajdujemy schematy zastepcze "czarnej skzynki" dla
róznych kombinacji zacisków (rys. 4). Schematy te daja sie zrealizowac przez uklad
przedstawiony na rysunku 5. Poszukiwane parametry tego ukladu spelniaja nastepujace
zwiazki (wprowadzamy tu oznaczenia przewodnosci Gt = I/Rt i korzystamy z wzorów
wyprowadzonych w rozwiazaniu zadania 5, zamieszczonym w numerze 7/1985):

G.Q.+G3838"'=----.
G.+G3

G383-G181
8B= ----­

G3+G1

G1Ql+G•8•0=---­
Gl +G.

Rys.!

Rys. 2

Z rozwiazania tego ukladu równan otrzymujemy:

R1=oo, R •. =6D, R3=2D, 81=0, Q•.=0, Q3=4V.

Rozszyfrowane wnetrze "czarnej skrzynki" przedstawia rysunek 6. Identyczny wynik mozna
otrzymac przyjmujac uklad w postaci "gwiazdy" (rys. 7).

22. Przelewanie cieczy lewarem bedzie niemozliwe, gdy w górnej jego czesci powstanie pecherz
pary nasyconej cieczy, stad uzaleznienie procesu od cisnienia pary nasyconej P. tej cieczy. W
sytuacji przeplywu cieczy ze stala predkoscia (stan ustalony) mozna przyjac, ze wzdluz rury
lewara zachodzi liniowy spadek cisnienia. Wobec tego cisnienie w punkcie G (przy zaniedbaniu
wymiarów luku lewara) jest równe

o 2a(o+b)
PG= po-ega- --egb = po-eg----,

. 2a+b 2o+b

gdzie Po - cisnienie atmosferyczne, e - gestosc cieczy, g - przyspieszenie ziemskie.
Aby nie tworzyly sie pecherze pary nasyconej, powinno zachodzic P. < PG.Stad wyznaczamy
maksymalna Wysokosc o:

dla przypadku b ~ o

dla przypadku b ~ o

Po-p.---,
Om•• = eg

Po-P••
Om•• = 2eg

Rys. 3

A

B
BB1

~~~
QRr~n t:~;?~I '

Rc=6!J

A~A'-oc
I€l'3V

I€a-"'V

A R2 t2

A CA,C A,BB,C

Rys. 6

Rys. 7
I

Rys. 5
Rys. 4

17


