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Cwiercwiecze lasera

Pro! dr Adam KUJAWSKI

Laser stal sie jednym z najwiekszych sukcesów nauki i techniki
XX wieku. Chociaz zazwyczaj nie dziala on na nasza wyobraznie
tak mocno jak inne osiagniecia, na przyklad opanowanie energii
jadrowej lub wykorzystanie komputerów, jego znaczenie zarówno
w badaniach naukowych, jak i zastosowaniach technicznych oraz
medycznych jest ogromne. Dwadziescia piec lat, jakie uplynelo od
zbudowania pierwszego lasera przez Theodora H. Maimana
w 1960 r., jest okazja do krótkiego przegladu oraz przypomnienia,
ze stale odkrywa sie nowe zjawiska fizyczne zarówno w samych
laserach, jak i przy ich wykorzystaniu. Spotykane okreslenia
lasera, takie na przyklad jak "cudo swietlne dwudziestego
wieku" lub "swiatlo wieku dwudziestego pierwszego", sa wyrazem
podziwu dla odkrytych wlasciwosci promieniowania laserowego.

~ ,'cod,k t=Paktywny

Schemat lasera, w którym dwa zwierciadla sferyczne tworza rezonator.

W latach piecdziesiatych zjawisko emisji wymuszonej
wykorzystano do wzmaoniania i generacjj. promieniowania
mikrofalowego. Tak powstaly masery. Nastepnie zjawisko to
wykorzystano do generacji promieniowania widzialnego; swiadczy
o tym geneza slowa laser: Light Amp/ification by Stimu/ated
Emission oj Radiation. Twórcy maserów i laserów: Nikolaj
G. Basow, Aleksander M. Prochorow i Charles Hard Townes
otrzymali w 1964 r. nagrode Nobla. Nagrode te otrzymali takze
N. Bloembergen i A. L. Schawlow w 1981 r. za osiagniecia
w optyce nieliniowej i spektroskopii laserowej. W typowym,
najczesciej spotykanym laserze, osrodek aktywny znajduje sie
miedzy dwoma sferycznymi zwierciadlami, które tworza
rezonator optyczny, jak pokazano na rysunku. Zwierciadla (lub
jedno z nich) sa czesciowo przepuszczalne. Rozwazmy dwa stany

t

o energiach Ez i El kazdego z atomów lub czasteczek tworzacych
osrodek aktywny. W warunkach równowagi termodynamicznej
liczby Nz i NI (w jednostce objetQsci) atomów o energiach Ez
i El spelniaja nierównosc Nz < NI' Odpowiednie wzbudzenie
(pompowanie) moze doprowadzic do odwrócenia (inwersji)
obsadzen w osrodku aktywnym, to znaczy do sytuacji, w której
Nz > NI' Gdy w takim osrodku pojawi sie promieniowanie
o czestosci v = (Ez - El)/h, h - stala Plancka, ulega ono
wzmocnieniu w wyniku aktów emisji wymuszonej. Uklad taki
jest wzmacniaczem optycznym. Pojawienie sie promieniowania
moze byc rezultatem emisji spontanicznej, to znaczy samorzutnego
przejscia atomu ze stanu o energii Ez do stanu o energii El wraz
z emisja fotonu. Tak wiec emisja spontaniczna inicjuje swiecenie
materialu aktywnego w kierunku, w którym porusza sie foton
powstaly w wY~iku emisji spontanicznej. Takie promieniowanie

ukladu atomów nosi nazwe wzmocnionej emisji spontanicznej.
W tym przypadku rozklad przestrzenny naJl<zenia promieniowania
jest okreslony ksztaltem materialu aktywnego. Gdy uklad
atomów jest wewnatrz rezonatora, fotonom poruszajacym sie
w kierunku osi rezonatora zapewnia on dodatnie sprzezenie
zwrotne, bowiem czesc promieniowania odbija sie od zwierciadel
i ponownie przechodzi przez material aktywny. Jednoczesnie
rezonator pelni inna wazna role, poniewaz moga w nim
wzbudzac sie pewne charakterystyczne rozklady pola, zwane
rodzajami lub modami, majace okreslone czestotliwosci drgan.
Osrodek aktywny wzmacnia promieniowanie tych modów,
których czestotliwosci mieszcza sie w szerokosci linii widmowej
swiecacego ukladu atomów. Przy pewnej wartosci mocy
pompowania, dla jednego lub wielu modów, wzmocnienie

równowazy straty promieniowania w rez~natorze. Warunek ten
okresla próg akcji laserowej. Przy pompowaniu powyzej progu
uklad rezonator-osrodek aktywny jest generatorem
promieniowania optycznego. W takim generatorze, stosujac
odpowiednie metody, mozna wzbudzac akcje laserowa tylko na
jednym modzie rezonatora. Oznacza to oczywiscie wyzszy stopier,
monochromatycznosci promieniowania,. niz w przypadku
wzbudzenia wielu modów. W czasie akcji laserowej istotne jest
to, ze fotony promieniowane aktami emisji wymuszonej przez
atomy osrodka aktywnego sa takie same. W rezultacie wiazka
swiatla opuszczajaca rezonator przez czesciowo przepuszczajace
zwierciadlo - moze to byc pojedynczy impuls lub ciag impulsów,
albo swiecenie w sposób ciagly - ma bardzo dobra spójnosc

" przestrzenna i czasowa. Oznacza to mala rozbieznosc katowa
i wysoki stopien monochromatycznosci. Liczba róznych rozwiazan

technicznych, w których wykorzystano zjawisko ymisji
wymuszonej, tak jak wyzej naszkicowano, jest ogromna. Inwersje
obsadzen mozna otrzymac róznymi metodami; mówiac ogólnie
p pomoca wzbudzenia optycznego, wyladowania elektrycznego
lub reakcji chemicznych, a akcje laserowa uzyskuje sie zarówno
w materialach fazy skondensowanej, jak i gazowej. Podkreslmy
jeszcze, ze ogólna teoria dzialania lasera ma glebokie zwiazki
z teoria ukladów nie bedacych w stanie równowagi
termodynamicznej.

W pierwszym laserze, w którym materialem aktywnym byl
krysztal rubinu, uzyskano impuls o czasie trwania rzedu 1O-3s,

a moc wynosila okolo 1 kW. W ukladzie laserowym duzej mocy
"Antares" w Los Alarnos, przeznaczonym do otrzymania
kontrolowanej syntezy 'termojadrowej (por. De/ta 3/1915, art.
S. Kaliskiego) i wykorzystujacym najwiekszy dotychczas
zbudowany laser na dwutlenku wegla (dlugosc fali 10,6 flm),
otrzymano impuls o czasie trwania l ns i mocy 25 TW. Energia
impulsu wynosi 25 kJ; docelowo uklad ma dostarczac impulsy
o energii 40 kJ. W innym ukladzie laserowym "Nova"
w Livermore, wykorzystujacym lasery neodymowe, osiagnieto moc
57 TW w impulsie o czasie trwania l ns (dlugosc fali 1,05 flm).



Uklad ten w przyszlosci ma osiagnac moc ponad 100 TW.

l TW = 10" W

W pierwszym laserze pracujacym w sposób ciagly osrodkiem
aktywnym byla mieszanina He-Ne; mot tego hlsera byla mniejsza
niz l mW. Obecnie w laserach pracujacych w sposób ciagly
(material aktywny CO2 lub HF) moce dochodza do 100 kW.
Skala wymiarów obecnie budowanych laserów rozciaga sie od
ulamków milimetra do kilku metrów. Uklady laserowe duzej
mocy maja znacznie wieksze wymiary.

Chociaz postep w osiaganiu coraz wiekszych mocy jest
imponujacy, a duze moce swiatla laserowego znalazly liczne
zastosowania, spójnosc promieniowania laserowego jest cecha,
która w fundamentalny sposób odróznia to promieniowanie od
promieniowania ze zródel konwencjonalnych (por. Delta 6/1981,

art. A. Kujawskiego i J. Mostowskiego). Jesli chodzi o spójnosc
czasowa, to oznacza to, ze swiatlo lasera moze byc
monochromatyczne w bardzo wysokim stopniu; dla dlugosci
spójnosci swiatla osiagnieto wartosc setek kilometrów, podczas
gdy dla zródel konwencjonalnych dochodzi ona najwyzej do kilku
milimetrów. Jesli chodzi o spójnosc przestrzenna, to wiazka
swiatla laserowego moze miec bardzo mala rozbieznosc katowa
porównywalna z naturalna rozbieznoscia dyfrakcyjna. Wysoki
stopien spójnosci czasowej i przestrzennej pozwala
charakteryzowac promieniowanie laserowe w inny sposób.
Gestosc mocy na jednostke kata brylowego i gestosc spektralna
mocy (moc na jednostke czestosci) sa znacznie wieksze dla
promieniowania z laserów niz dla promieniGW.'ania ze zródel
konwencjonalnych.

Optyka jest ta dziedzina fizyki i techniki, która w okresie po
zbudowaniu lasera ulegla glebokim i istotnym przemianom (por.
Delta 4/1985, art. K. Ernsta). W istocie w optyce nastala era
laserów. Odkryto wiele nowych zjawisk w atomach, takich jak na
przyklad wzbudzenie wielofotonowe, dynamiczny efekt Starka,
pulapki jonowe (pór. Delta 5/1985, art. A. Kopystynskiej).

Skonstruowanie las,erów o przestrajalnej dlugosci fali umozliwilo
wprowadzenie nowych metod separacji izotopów (por. Delta

9/1977, art. F. Kaczmarka). W wyniku powstania spektroskopie
laserowej nastapil gwaltowny rozwój fizyki atomowej i fizyki'
ciala stalego. Powstaly nowe dziedziny, takie jak 'optyka
nieliniowa i optyka swiatla spójnego. Do tej ostatniej naleza

holografia (por. pelta 2/1974, art. B. Karczewskiego) i optyka
fourierowska, a ogólniej mówiac, optyczne metody przetwarzania
danych. W wiekszosci odkrytych nowych zjawisk optycznych
spójnosc oraz duza gestosc mocy graja istotna role, a opis
klasyczny jest wystarczajacy. Na uwage jednak zasluguja te
zjawiska, które ukazuja kwantowa nature promieniowania.
Przykladem sa eksperymentalne i teoretyczne badania statystyki
zliczen fotonów swiatla lasera jednomodowego. Wyniki badan
pokazuja, ze takie swiatlo ma wlasciwosci statystyczne inne niz
swiatlo ze zródel konwencjonalnych (por. Delta 8/1985, art.
K. Rzazewskiego). Tych nowych wlasciwosci statystycznych nie
mozna stwierdzic w doswiadczeniach interferencyjnych; sa one
obserwowane w zjawiskach nieliniowych. Wszystkie tego rodzaju
zjawiska zalicza sie do optyki kwantowej.

Rozwój elektroniki, zapoczatkowany wynalezieniem radia,
przyniósl opanowanie i zastosowanie promieniowania
elektromagnetycznego o dlugosci fal az do wartosci rzedu
centymetrów. Zbudowanie maserów oznaczalo, ze elektronika
stala sie kwantowa. Zbudowanie laserów - zródel spójnego
optycznego promieniowania o znacznie mniejszych dlugosciach
fal - spowodowalo, ze obecnie elektronika jest dziedzina, która
zajmuje sie równiez optyczna czescia widma elektromagnetycznego.

W ksiazce Nowe oblicze optyki Arkadiusz Piekara pisze, ze optyka
staje sie "radiotechniczna" i porównuje lasery z optycznymi
stacjami radiowymi, wysylajacymi fale spójne. Powstala wiec
nowa dziedzina nazwana optoelektronika, do której miedzy
innymi naleza telekomunikacja swiatlowodowa i optyka
zintegrowana (w analogii do elektroniki zintegrowanej zajmujacej
sie ukladami scalonymi). Przyjeto tez - w analogii do elektroniki
- dziedzine, do której zalicza sie badania wlasciwosci swiatla
i zjawisk optycznych oraz ich zastosowania, nazywac fotonika.
Ta nazwa przypomina takze kwantowy charakter promieniowania
optycznego.

Lasery nie tylko zmienily i zblizyly do siebie optyke i elektronike.
Takze w biologii i medycynie, zarówno w badaniach poznawczych,
jak i zastosowaniach praktycznych, ich wykorzystanie stale
rosnie. Zupelnie ogólnie mozna zreszta powiedziec, ze nie ma
obecnie dziedziny nauki i techniki, w której lasery nie bylyby
wykorzystywane. Po uplywie pierwszego cwiercwiecza pewne

typy laserów sa produkowane na skale przemyslowa, a niektóre
tylko do celów specjalnych. W wielu laboratoriach prowadzi sie
badania zarówno nad ukladami, w których mozna uzyskac akcje
laserowa, jak i nad zastosowaniami.

Na zakonczenie warto jeszcze omówic niektóre aktualne, ,
sz~ególnie wazne osiagniecia. Zbudowany ,zostal laser, .; którym

zródlem promieniowania sa swobod.ne elektrony. W takim laserze
wiazka szybkich elektronów przechodzac przez odpowiednie
periodyczne pole magnetyczne emituje promieniowanie o dlugosci
fali zaleznej od okresu i natezenia pola magnetycznego i energii
elektronów. Calosc znajduje sie w odpowiedniej wnece

rezonansowej. Oczekuje sie, ze tego typu lasery stana sie zródlem
promieniowania w dalekim ultrafiolecie. Innym waznym
rezultatem w badaniach nad laserami w obszarze fal krótkich jest
otrzymanie wzmocnienia promieniowania o dlugosciach fal
w poblizu 21'nm. W tym przypadku krótkie impulsy'
promieniowania (450 ps, dlugosc fali 532 nm, gestosc mocy
5 . 10'3 W Icm2) padajace na cienkie warstwy selenu wytwarzaja
plazme i inwersje obsadzen odpowiednio niskich poziomów
energetycznych. Istnieja takze doniesienia o wzmocnieniu
promieniowania o dlugosci fali 1,4 nm przy pompowaniu
wybuchem ladunkU jadrowego. Chociaz uzywa sie nazwy laser
rentgenowski - emisja wymuszona gra zasadnicza role -
w istocie w obydwu przypadkach mamy do czynienia ze
wzmocniona emisja spontaniczna (brak jest rezonatora).
Niewatpliwie rozstrzygajacy kroki na drod'ze do zbudowania
lasera w obszarze promieniowania rentgenowskiego zostal
zrobiony.

W badaniach nad ultrakrótkimi impulsami swiatla opanowano
technike wytwarzania i pomiarów impulsów swiatla o czasach
trwania rzedu pikosekund. Impulsy takie znajduja liczne
i róznorodne zastosowania przy badaniu szybkich procesów
w ukladach molekularnych i w fizyce ciala stalego (np. pomiary
czasów relaksacji rzedu pikosekund). W centrum zainteresowan
znajduja sie obecnie impulsy femtosekundowe. Czas trwania
naj krótszego dotychczas otrzymanego impulsu wynosi 8 fs dla
sredniej dlugosci fali 620 nm. Warto sobie uswiadomic fakt, ze
w tak krótkim czasie mieszcza sie cztery okresy drgan pola
elektromagnetycznego.

l fs = 10'15 S

Pierwsze cwiercwiecze istnienia laserów przynioslo osiagniecia
naukowe i techniczne oraz rozwój nowych dziedzin nauki, które
swiadcza, ze fizyka i technika laserowa osiagnely wiek dojrzaly.



Kacik olimpijski Bardzo prostym wnioskiem z twierdzenia Talesa jest nastepujacy fakt:

dr Marek KORDOS
Niech ABC bedzie trójkatem, a punkty D, E, F leza odpowiednio na prostych AB, BC i CA.
Wówczas

a) punkty D, E i F sa wspólliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

iD JiE CF-,-,-=-1
DE ECi;; ,

)

c btproste CD, AE i BF przecinaja sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy

AD BE CF_._0._=1.M EC FA

Twierdzenie a) nazywa sie twierdzeniem Menelausa, a b) - Cevy.

Aby wykazac koniecznosc warunku z twierdzenia Menelausa, zalózmy, ze punkty D, E, F leza na

jednej prostej i dorysujmy na prostej AB taki punkt P, ze PC IIDF. Z twierdzenia Talesa
w trójkatach CAP i CBP otrzymujemy

----
DB fi

Mnozac stronami otyrzmujemy

CO DB AF-1=-,-,-
OD BA pc'

I.czyli
AF EC

DP DE - FC' EB'

Dowód dostatecznosci latwo uzyskac przez zaprzeczenie.

Zmieniajac zwrot trzech wektorów (EB, FC i AF) otrzymujemy

AD BE CF-'-'-= -I.
DE EC FA

Aby wykazac koniecznosc warunku z twierdzenia Cevy, zalózmy, ze proste CD, AE i BF

B przecinaja sie w punkcie O. Stosujac twierdzenie Menelausa do trójkatów CDB i CDA
otrzymujemy

AD BE CF-,-,-=1.
MECFA

Dostatecznosci równiez dowodzimy przez zaprzeczenie.

Twierdzenia te sa bardzo pomocne w rozwiazywaniu wielu zadan.

l) W trójkacie ABC na boku BC lezy punkt M, na boku AC lezy punkt N, a odcinki AM i BN

przecinaja sie w punkcie P.

Majac dane stosunki BM : MC = m i AN : NC = n obliczyc stosunki Ap.: PM i BP : PN'

(I etap III Olimpiady)

2) Przez punkt M dany na przedluzeniu boku AB trójkata ABC poprowadzic prosta
przecinajaca boki A C i BC w punktach N i P w taki sposób, zeby odcinki AN i BP byly równe.

(I-IV)
Rozwill,anie ,adania 'F 194. Poniewaz
opornosc pierscienia jest równa zeru, wiec
i calkowita sila elektromotoryczna powinna
byc zawsze równa zeru. W przeciwnym
przypadku w pierscieniu poplynalby prad
o nieskonczonym natezeniu.
Sila elektromotoryczna jest równa zeru, jesli
nie zmienia sie calkowity strumien indukcji
pola magnetycznego przez pierscien (suma
pola zewnetrznego ipola pradu indukowanego
w pierscieniu). Wynika stad, ze strumien po
wylaczeniupola bedzie nadal równy <1> ••

3) Jaki warunek powinny spelniac katy trójkata ABC, zeby dwusieczna kata A, srodkowa
poprowadzona z wierzcholka B i wysokosc poprowadzona z wierzcholka C przecinaly sie
w jednym punkcie?

(III-XIIn

4) Dowiesc,. ze prosta symetryczna do srodkowej CS trójkata ABC wzgledem dwusiecznej kata C
tego trójkata dzieli bok AB na odcinki proporcjonalne do kwadratów boków AC i BC.

(I-XIII)

3



~~

Pare slów o chromosferach

Mgr Krzysztof JAHN

Jedno z wielu mozliwych kryteriów, wedlug których mozemy klasyfikowac gwiazdy, wyróznia
wsród nich takie obiekty, które maja chromosfere. Do obiektów tych zaliczaja sie na ogó\

gwiazdy niezbyt gorace, o temperaturach powierzchniowych nizszych od okolo 7000 K, a wiec
i Slonce. Chromosfere naszej gwiazdy znamy dosc dobrze. Z odleglosci jednej jednostki

astronomicznej mozemy przeciez prowadzic szczególowe obserwacje procesów zachodzacych
w atmosferze Slonca oraz dokladnie badac jej strukture.

Rys. 1. Schematyczny przebieg temperatury
w atmosferze Slonca lub podobnej gwiazdy

z chromosfera.

U podstawy atmosfery znajduje sie obszar

o ni~wielkiej grubosci utozsamiany

zazwyczaj z powierzchnia gwiazdy. Jest to

fotosfera. Tutaj powstaje obserwowane widmo

ciagle promieniowania. Na Sloncu te cienka

warstwe gazu widzimy w postaci tarczy
O wyraznie zarysowanym, ostrym brzegu.
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Chromosfera jest niejednorodna warstwa gazu, lezaca miedzy fotosfera a korona. Jej podstawa
jest utozsamiana z takim obszarem ponad fotosfera, w którym temperatura po osiagnieciu
minimalnej wartosci (dla Slonca Tm1n = 4100 K) rosnie z wysokoscia. W wiekszej czesci
chromosfery slonecznej temperatura wynosi okolo 10 000 K, by w tzw. obszarze przejsciowym,

pomiedzy chromosf~ra a korona, gwaltownie wzrosnac do okolo miliona kelwinów (rys. 1).

Chromosfera sloneczna ogladana na brzegu tarczy (podczas zacmienia Slonca lub za pomoca
koronografu) przypomina postrzepiona, czerwona otoczke. Swa barwe zawdziecza duzej

intensywnosci wodorowej linii Ho< o dlugosci fali 6562,8 A (a wiec w czerwonej czesci widma).
Natomiast "postrzepienie", czyli niejednorodnosc tej otoczki wiaze sie scisle z mechanizmem
powodujacym, ze chromosfera jest goretsza od fotosfery. Pod powierzchnia i w fotosferze
materia znajduje sie w ciaglym, bardzo gwaltownym ruchu, który moze byc zródlem fal
mechanicznych. W efekcie czesc energii spod powierzchni moze byc przeniesiona do atmosfery

w postaci fal. Tam energia fal jest zamieniana na energie termiczna, co powoduje gwaltowny
wzrost temperatury gazu. Proces ten jest szczególnie wydajny, gdy zachodzi w obecnosci pola
magnetycznego. Generowane wówczas tzw. fale hydromagnetyczne sa odpowiedzialne w glównej
mierze za wzrost temperatury i wystepowanie goracej chromosfery i korony w atmosferach

gwiazdowych. Poniewaz pole magn~tyczne nie jest rozlozone na Sloncu jednorodnie, lecz grupuje
sie w pewnych obszarach, ogrzewanie chromosfery nie jest równomierne, lecz odbywa sie
lokalnie. Nad obszarami fotosfery, w których pojawia sie pole magnetyczne, ogrzewanie jest

wydajne, w innych zas rejonach bardzo slabe. Obok fal hydromagnetycznych dosc wydajnym
zródlem ogrzewania chromosfery moga byc rozblyski. Znaczna czesc en\lrgii tych gwaltownych

wybuchów w chromosferze S!?nca jest zamieniana na energie termiczna, co powoduje (takze
lokalny) wzrost temperatury. Obydwa procesy decyduja wiec o tym, ze temperatura i gestosc
chromosfery sa wysoce niejednorodne.

.-j--1L "
dl. fali

em;sjo 1._

:t{}J~1;;~Y}; T > T,

,f/~8~/~,
{{~~~: T<T,

! absorpcja

"~h-".dl. fali

Rys. 2. Powstawanie linii absorpcyjnej lub

emisyjnej w zaleznosci od temperatury T
gazu, przez który widzimy zródlo

promieniowania o temperaturze To.

Bardzo mala odleglosc, jaka nas dzieli od Slonca, pozwala obserwowac bezposrednio chromosfere
wraz z jej szczególami. W przypadku innych gwiazd nie mamy takich mozliwosci. W jaki wiec
sposób mozna odkryc obecnosc chromosfery na odleglej gwiezdzie, która dla obserwatora jest
w zasadzie punktowym zródlem promieniowania ? Odpowiedz kryje sie we wlasnosciach widma
promieniowania, a dokladniej, we wlasnosciach linii widmowych, które powstaja w dosc
specyficznych warunkach.

W tym miejscu przyda sie mala dygresja. Wyobraimy sobie, ze obserwujemy promieniowanie
ciala doskonale czarnego o temperaturze To przez warstwe gazu zlozonego z atomów, które moga
pochlaniac badz emitowac swiatlo o jednej tylko dlugosci fali. Zatem po przejsciu promieniowania
przez te warstwe moze powstac tylko jedna linia widmowa. Ale czy bedzie to linia absorpcyjna,
czy tez emisyjna? Jesli gaz ma temperature T nizsza od To, to jego energia termiczna jest
mniejsza od energii ciala promieniujacego. Gaz taki moze przyjac jeszcze troche energii
absorbujac kwanty promieniowania o odpowiedniej dlugosci fali (odpowiadajacej jedynej
mozliwej linii, jak zalozylismy). Kwanty sa pochlaniane, wiec powstaje linia absorpcyjna. Jesli
natomiast T > To, to gaz ma energie wieksza od energii zródla promieniowania i nie tylko nie

pochlonie padajacych nan kwantów, lecz sam bedzie emitowal. Zobaczymy wiec linie emisyjna·
Innymi slowy, linia widmowa powstajaca w warstwie gazu o pewnej temperaturze T jest
absorpcyjna, jesli widzimy ja na tle osrodka o temperaturze wyzszej. Staje sie natomiast linia
emisyjna, jesli promieniujace tlo jest chlodniejsze (rys. 2).

\

W przypadku gwiazd z chromosferami mamy do czynienia z kombinacja obu efektów.
Promieniowanie o rozkladzie ciaglym przechodzi przez fotosfere, w której temperatura gazu
maleje, a nastepnie przez warstwy chromosferyczne o temperaturze znacznie wyzszej od
temperatury fotosferycznej. W pierwszym obszarze atomy gazu pochlaniaja odpowiednie
kwanty promieniowania tworzac liniowe widmo absorpcyjne, w drugim zas takie same kwanty sa
emitowane, co powoduje, ze tworza sie linie emisyjne. Zlozenie tych efektów sprawia, ze wewnatrz
profilu absorpcyjnego linii, powstajacego w fotosferze, pojawia sie emisja promieniowania
pochodzenia chromosferycznego. Jest to tzw. emisja chromosferyczna w liniach widmowych.

4.



Wynikaloby z tego, ze poniewaz Slonce ma chromosfere, to "Wszystkie linie absorpcyjne powinny
charakteryzowac sie dodatkowa emisja powstajaca w goracym obszarze atmosfery.
Zaniepokojonego tym faktem Czytelnika spiesze uspokoic: dobrze znane liniowe widmo
Fraunhofera naprawde sklada sie z linii absorpcyjnych. W rzeczywistosci bowiem proces
powstawania emisji chromosferycznej jest daleko bardziej skomplikowany, totez tylko
w niektórych liniach pojawia sie emisja promieniowania. Naleza do nich miedzy innymi tzw.
linie H i K jednokrotnie zjonizowanego wapnia (CalI H +K), oraz linie h i k zjonizowanego
magnezu (MglI h +k). Ich szczególna zaleta jest niezwykla czulosc na wzrost temperatury
w chromosferze - im gwaltowniejszy, tym wieksze natezenie emisji w tychze liniach. Linie wapnia
maja jeszcze jedna zalete. Odpowiadajace im dlugosci fal, 3933,66 A i 3968,74 A, leza w zakresie
promieniowania optycznego przepuszczanego przez atmosfere Ziemi. Umozliwia to prowadzenie
obserwacji z Ziemi, czego nie mozna zrobic w przypadku lezacych w ultrafiolecie linii MglI li.+ k.
Tu jedynym wyjsciem sa obserwacje satelitarne; oczywiscie prowadzone, lecz ze zrozumialych
wzgledów znacznie mniej liczne.
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Rys. 3. Widma dwóch gwiazd z chromosferami. Zakres dlugosci fal, od 3900 do 4000 A, obejmuje linie zjonizowanego wapnia CalI H + K. Zakreskowane obszary
odpowiadaja emisyjnym czesciom linii, tj. promieniowaniu powstajacemu w chromosferze: a) stosunkowo "chlodnej" (slaba emisja), b) goracej (silna emisja).

(0)

Znamy wiec sposób na odkrywanie chromosfer odleglych gwiazd. Polega on na wykryciu emisji
promieniowania w pewnych liniach widmowych (na ogól w liniach CalI H +K). Jest to metoda
bardzo prosta i efektywna. Trudno powiedziec, ile jest znanych gwiazd z chromosferami. Jest to
z pewnoscia liczba bardzo duza. W kazdym razie ponad czterysta obiektów jest badanych
dokladnie i systematycznie. Poza nielicznymi wyjatkami sa to gwiazdy o temperaturach
powierzchniowych nizszych od 7000 K.

Badania emisji chromosferycznej dostarczaja informacji nie tylko o samej chromosferze. Tak
naprawde to zwykle nie o sama chromosfere w tych badaniach chodzi. Jak pamietamy,
temperatura tej warstwy atmosfery zalezy m.in. od pola magnetycznego. Totez poziom emisji
chromosferycznej stanowi dosc dobra miare aktywnosci pola magnetycznego tych niezbyt
goracych gwiazd. Ale to juz jest troche inny temat.

Rozwi,zanie zadania F 195. Niech przez
zwojniceelektromagnes u plynie prad j. =
= I.sin OJt~cy zródlem :tmi;onnegopola
magnetycznego. Zmiany tego pola indukuja
w pierscieniu sile elektromotoryczna (SEM)
indukcji

1= -Iocos OJt.

Zmienny prad I.w pierscieniu jest zródlem
SEM samoindukcji

dl.
I,=-L--.u'

Z prawa Ohma wynika:

1+1, = I.R, czyli
dl

-Iocos <Dt-Led- = I.R.

Rozwiazania szukamy w postaci
i, = -1.cos(OJt- '1').

Po podstawieniu do (0) otrzymujemy

OJL

tgtp= R
I.=~

y'co'V+R'

W granicznym przypadku, gdy R -+ O,

przesuniecie w fazie 'I' = ,,/2, co oznacza, ze
Prlld w pierscieniu w kazdej chwili plyuie
przeciwnieniz prad w zwojnicy. Pola
magnetycznesa zatem przeciwnie akierowane
i pierscien jest odpychany. Gdybysmy nie
uwzaiednilisamoindukcji (L = O), srednia sila
dzialajaca na pierscien bylaby równa zeru.
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Rozwi,zaDie zadania M 431. Niech n bedzie
maksymaiDa liczba rozlacznych czasz
kulistych o promieniu e (odcinek AB na
rysunku) na sferze. Trójkaty APB i ABC sa

a 2 82

podobDe, stad r = -.' tj. r = T' Pole

czaszy kulistej ma sie tak do pola ~fery, jak
AP do AC, czyli
AP r 82 aZ'

AC = 2" = 4,stadn4", l, wiec
4

Il Et 62.
1

Dla • = 20 mamy n ., 1600. Wobec tego
Da sferze zmiesci sie CO najwyzej 1600

zl • h .. 1 W tak'ro acznyc czasz o proD11enJU20 .• m

razie 1600 czasz o promieniu ~ musi
lO

pokrywac cala sfere (w przeciwnym razie
moma by zmiescic wiecej rozlacznych czasz

o promieniu 110), co konczy dowód.
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Niezwykly rodzaj

Dr Grzegorz DERFEL

. , .
sprezystoscl

Rys, I

Zjawiska sprezystosci w cialach stalych i cieczach mozna lapidarnie okreslic jako efekty
polegajace na zmianach odleglosci miedzyczasteczkowych pod wplywem sil przylozonych

z zewnatrz. Wynikiem takich przesuniec czasteczek moze byc zmiana objetosci, a w cialach
stalych takze zmiana ksztaltu. Zagadnienia te sa dobrze znane. Znacznie mniej popularny jest
natomiast typ deformacji sprezystych, w których odleglosci miedzy czasteczkami pozostaja stale,
a zmienia sie tylko ich orientacja. Niezwykle materialy, w których wystepuja takie zjawiska, to
ciekle krysztaly. Zostaly one juz przedstawione Czytelnikom De/ty w nr 11/1981 i 6/1982, a wiec
tutaj ograniczymy sie tylko do przypomnienia, ze mowa o cieczach, których wszystkie wlasnosci
fizyczne sa anizotropowe, podobnie jak w krysztalach.

Czasteczki cieklych krysztalów sa wydluzone. Na rysunku l przedstawiono je w postaci kresek.

Uwage skupimy na najwazniejszym z trzech typów cieklych krysztalów - na cieklych krysftalach
nematycznych - nematykach. W nematykach panuje bezlad w ulozeniu srodków ciezkosci
czasteczek, ale orientacja ich dlugich osi nie jest chaotyczna. Istnieje pewien okreslony kierunek

w próbce nematyka, wzdluz którego ustawia sie najwiecej molekul. Niech ten uprzywilejowany
kierunek wyznacza jednostkowy wpktor n zwany direktorem. Kazdemu malemu elementowi
cieklego krysztalu mozna przypisac wektor n, okreslajac w ten sposób pole direktora.

Rys, 2

a

b

c

Rozwazania ograniczymy do "cieklego monokrysztalu". Rozumiemy przezen objetosc nematyka
wolna od defektów i o jednorodnym polu direktora, czyli uporzadkowana tak, ze sredni kierunek
dlugich osi molekul jest jednakowy w calej objetosci. Ten kierunek wymuszony jest zwykle przez
uporzadkowanie na powierzchniach ograniczajacych próbke. Podczas gdy uporzadkowanie na
tych powierzchniaoh mozna uznac za sztywne, orientacja molekul z dala od powierzchni okazuje
sie bardzo podatna na dzialanie pola magnetycznego lub elektrycznego. Latwo jest wiec
odksztalcic pierwotne pole direk tora.

Kazde takie odksztalcenie, chocby najbardziej wymyslne, mozna przedstawic jako zlozenie
trzech elementarnych rodzajów odksztalcen, nazwanych przez analogie do odksztalcen ciala
stalego zginaniem poprzecznym, skrecaniem i rozciaganiem (sciskaniem). Rysunki 2a, b, c,
przedstawiaja kolejno kazda z tych deformacji. Podkreslic nalezy, ze polegaja one tylko na
zmianach orientacji direktora il kazdym punkcie próbki i nie towarzyszy im przemieszczanie
elementów nematyka wzgledem siebie. "Sztywnosc" nematyków w kazdej z tych trzech sytuacji
jest rózna: najlatwiej zachodzi skrecanie, naj trudniej - rozciaganie. Wyraza sie to róznymi
wartosciami odpowiednich modulów sprezystosci.

Rozwazmy warstwe nematyka miedzy dwiema plaskimi powierzchniami. Molekuly cieklego
krysztalu same ustawiaja sie w charakterystyczny dla siebie sposób: prostopadle lub równolegle
do powierzchni. Zajmiemy sie przypadkiem przedstawionym na rysunku 3a. Odpowiednio silne
pole elektryczne przylozone prostopadle do warstwy przekreci molekuly deformujac pole
direktora, jak na rysunku 3b. Przy malych odksztalceniach bedzie to czyste zginanie poprzeczne.

Oddzialywanie pola elektrycznego z cieklym krysztalem wymaga krótkiego komentarza.
Przenikalnosc dielektryczna nematyka jest anizotropowa, np. mniejsza w kierunku prostopadlym

do direktora, a wieksza w kierunku równoleglym: el! > e1-. Oznacza to, ze energia potencjalna
jednostki objetosci (bedaca wielkoscia ujemna) jest nizsza w warstwie uporzadkowanej równolegle
do pola niz w warstwie uporzadkowanej prostopadle. Zgodnie z ogólna prawidlowoscia fizyczna
warstwa umieszczona w polu przyjmie pierwsze, korzystniejsze energetycznie uporzadkowanie.
Jest to wynik dzialania momentu sil na jednostke objetosci nematyka ze strony pola
elektrycznego. Wartosc tego momentu jest proporcjonalna do sin 20, gdzie 0 jest katem, o jaki
direktor odchylil sie od polozenia równowagi. Tak wiec dla ell> e1- direktor ustawia sie
zgodnie z kierunkiem pola, chyba ze przeszkadzaja mu w tym inne sily.
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a

Rys. 4

b

W warstwie, w której molekuly "przymocowane" sa do scian, silami takimi sa sily sprezystosci
direktora. Molekuly w wybranej warstewce, równoleglej do scianki, oddzialuja sprezyscie
z molekulami w warstewkach sasiednich, jesli orientacja w tych ostatnich jest inna. Wypadkowy
moment tych sil liczony na jednostke objetosci mozna - w przyblizeniu malych odksztalcen ­
uznac za proporcjonalny do d2El/dz2• Równowaga momentu sil sprezystosci i momentu sil
pochodzacych od zewnetrznego pola elektrycznego w kazdym punkcie warstwy ustala kierunek
direktora w tym punkcie. Zadanie równowagi momentów jest tozsame z zadaniem, aby
calkowita energia (sprezysta + elektryczna) zmagazynowana w warstwie miala wartosc
najmniejsZa sposród energii warstw o róznych rozkladach direktora umieszczonych w polu. Takie
energetyczne podejscie jest powszechnie stosowane w teorii sprezystosci. Jest to przyklad czesto
wykorzystywanej w fizyce metody wariacyjnej, polegajacej na poszukiwaniu warunków, w których
jakas wielkosc jest najmniejsza.

W polu przylozonym do warstwy niezaburzonej, tj. uporzadkowanej prostopadle do pola,
momenty sil sprezystych i elektrycznych rówpaja sie zeru. Warstwa nabywa tylko energii
potencjalnej, proporcjonalnej do kwadratu natezenia pola. Stan równowagi utrzymuje sie jednak
tylko do takiego natezenia pola elektrycznego, powyzej którego energia elektryczna warstwy
nieodksztalconej stalaby sie wyzsza od sumy energii elektrycznej i sprezystej warstwy
odksztalconej. Powyzej tej progowej wartosci nastepuje odksztalcenie warstwy. Kat wychylenia
direktora El jest sinusoidalna funkcja wspólrzednej z i jest najwiekszy w polowie warstwy (rys. 3c).
W polach znacznie przekraczajacych progowe w przewazajacej objetosci warstwy direktor
jest wychylony o kat 90° (rys. 3d).

Opisane odksztalcenie direktora w nematyku ma swój odpowiednik wsród tradycyjnych

deformacji sprezystych. Jest nim wygiecie elastycznego preta sciskanego sila skierowana wzdluz
osi preta (rys. 4a). Pozostaje on prosty do pewnego krytycznego naprezenia. Powyzej wartosci
krytycznej - wygina sie. Jesli nie przekroczyc jej zbytnio - wygiety pret ma ksztalt sinusoidy
(rys. 4b). Przesuniecie elementów preta w bok jest wiec wielkoscia analogiczna do kata wychylenia
direktora.

Opisane tu odksztalcenie direktora to przypadek stosunkowo prosty. Polaczenie plynnosci
i anizotropii, które realizuje sie w cieklych krysztalach, stwarza zwykle bardziej skomplikowane
sytuacje. We wszystkich bardzo istotnym czynnikiem jest orientacja molekul. Wazna role w jej
ustaleniu odgrywa wlasnie sprezystosc direktora.

Opisane wlasnosci cieklych krysztalów. a w szczególnosci latwosc, z jaka .mozna odksztalcac

pole direktora i zmieniac w te~ sposób ich wlasnosci optyczne, decyduja o licznych
zastosowaniach technicznych cieklych krysztalów ,miedzy innymi we wskaznikach zegarków
i kalkulatorów elektronicznych.

___ Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL
M 430. W punkcie O na prostej stoi pionek. Rzucamy symetryczna moneta i w zaleznosci od
wyniku przesuwamy pionek o jednostke w lewo lub w prawo. Znalezc prawdopodobienstwo tego,
ze pionek kiedys przekroczy milion.
Rozwiazanie na str. 11

M 431. Pokazac, ze na sferze o promieniu l da sie znalezc 1600 punktów tak, by kazdy punkt
sfery byl odlegly o nie wiecej niz 1110 od któregos z nich.
Rozwiazanie na str. 5

M 432. Pokazac, ze dla kazdej liCZby wymiernej ~, gdzie q > O, mamy
q

Rozwiazanie na str. 11
• 1v'2- :, > 3~2'

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 194. W polu magnetycznym znajduje sie nadprzewodzacy pierscien. Strumien indukcji pola
magnetycznego przez pierscien jest równy CPo. Jaka bedzie wartosc strumienia po wylaczeniu
pola?
Rozwiazanie na str. 3

F 195. Na osi elektromagnesu zasilanego pradem zmiennym umieszczono aluminiowy pierscien
(rysunek). placzego pierscien zawisl nad elektromagnesem?

(M. Romaniuk)
Rozwiazanie na str. 5
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Zadame Kopciuszka

Wyobrazcie sobie, ze otrzymaliscie wymieszane
w pudelku male i duze-kulki z zadaniem rozdzielenia
mieszaniny. W bajkach podobne zadania sluza zlym
do nekania dobrych.

Spróbujmy znalezc metode mniej pracochlonna od
wybierania kulka po kulce. Czy na przyklad
potrzasanie pudelkiem nie spowoduje "wyplyniecia"
duzych lub malych kulek na powierzchnie?

Zalózmy najpierw, ze pudelko wypelnione jest
piaskiem i na powierzchni piasku lezy olowiana kula.
Szybkie potrzasanie pudelkiem w plaszczyznie poziomej
powoduje pograzanie sie kuli w piasku. Podobnie
ukryty w piasku drewniany przedmiot po chwili
potrzasania wyplywa .na powierzchnie. Wibrujacy sypki
osrodek ma wiele wlasnosci cieczy. Miedzy innymi
ciezkie ciala w nim tona, lekkie utrzymuja sie na
powierzchni, a kazda nierównosc powierzchni szybko
sie rozplywa. W rezultacie zawsze srodek ciezkosci
calosci zajmuje polozenie najnizsze z mozliwych.

Zeby teraz rozstrzygnac, które kulki, male czy duze,
znajda sie pod wplywem potrzasania na powierzchni,
wystarczy rozstrzygnac, jakie ich ulozenie odpowiada
najnizszemu polozeniu srodka ciezkosci. W tym celu
musimy znalezc najgestsze upakowanie obu rodzajów
kulek.

Gestosc upakowania to stosunek objetosci kulek
znajdujacych sie w pudelku do objetosci pudelka.
Zakladamy przy tym, ze pudelko zawiera tak duzo
kulek, iz mozna nie uwzgledniac jego ksztaltu .

•



Jednakowe kulki mozna upakowac nastepujaco.
Pierwsza warstwe ukladamy tak, by srodki kul tworzyly ,
siec kwadratowa. Srodki kul w drugiej i nastepnych
warstwach umieszczamy dokladnie ponad srodkami
pierwszej warstwy (rys., l). Upakowanie to jest bardzo
nieekonomiczne - jego gestosc jest równa stosunkowi
objetosci kuli do objetosci szescianu na niej opisanego
i wynosi 0,5236 ... Lepsze jest upakowanie, w którym
kaZda kule drugiej warstwy wkladamy pomiedzy
cztery kule pierwszej. Przy ukladaniu trzeciej warstwy
musimy dekonac wyboru. Mozna-teraz klasc kule
trzeciej warstwy dokladnie nad kulami pierwszej
warstwy, a nastepnie czwarta'warstwe nad druga
(rys. 2). Mozna tez ulozyc trzecia warstwe tak, ze
dopiero kule czwartej warstwy leza nad kulami
pierwszej (rys. 3). W obu przypadkach gestosc
upakowania jest taka sama i równa 0,7404 ... Okazuje
sie, ze nie jest to najlepsze mozliwe upakowanie~
Gestsze tworzy sie w nastepujacy sposób. Buduje sie
ciasno upakowane "grona" o róznych rozmiarach,
a nastepnie próbuje sie wypelnic nimi przestrzen tak,
aby pozostalo jak najmniej pustych miejsc. W ten
sposób postepuja matematycy konstruujacy coraz
lepsze upakowania. To najlepsze nie jest do tej pory
znane. Wiadomo jednak, ze jego gestosc nie jest
wieksza niz 0,7796 ...

Wrócmy teraz do problemu upakowania kul o róznych
promieniach. Zauwazmy, ze gestosc upakowania

jednakowych kul nie zalezy od ic~ promienia. Dlatego
srodek ciezkosci w obu przypadkach przedstawionych
na rysunku 4 znajduje sie na tej samej wysokosci.
Tak wiec wynikiem wibracji nie bedzie z pewnoscia
calkowite rozdzielenie kulek.

Z reguly maksymalna gestosc upakowania kul róznych
wielkosci przewyzsza maksymalna gestosc upakowania
jednakowych kul. Tak jest na przyklad wtedy, gdy male
kule mieszcza sie w pustych miejscach miedzy
maksymalnie upakowanymi duzymi kulami. Pod
wplywem wibracji zawsze gesta mieszanina znajdzie sie
na dnie, a na powierzchni pozostana duze kule, jesli
w pudelku bylo zbyt wiele duzych, albo male, jesli
zbyt wiele malych.

Rys. l

Rys. 2

Rys. 3

Mala Delte przygotowal Maciej JEDRZEJCZAK

9
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Zadanie sortowania

teoretycznego

Doc. dr Antoni KRECZMAR

W latach piecdziesiatych trwalo poszukiwanie jeszcze lepszego
algorytmu. Odkryli taki algorytm Lester Ford i Selmer Johnson.
Ma on trzy fazy. W pierwszej fazie dzieli sie ciag na In/2J par,
zostawiajac ewentualnie jeden element na boku i porzadkuje sie
kazda pare. W fazie drugiej stosujac rekurencyjnie algorytm
Forda-Johnsona porzadkuje sie elementy wieksze par. Po tych
dwu fazach otrzymamy wynik, który mozna zilustrowac
diagramem (gdzie strzalka oznacza <):

co po zwinieciu daje:

n' 'log,(Jn/4)1-l2LIOI,(6n)J/3J+ llog,(6n))/2J.

Ponizej przedstawiamy tabelke kosztów trzech omówionych
algorytmów dla poczatkowych \Wrtosci n.

C, -+ C, -+ C3 -+ C4 -+ Cs -+ C6 -+ Q4 -+ as Q/
t t
b4 bs b/ b/u

i = In/2J

5 7 lO 13 16 19 22 26 30 34 38 42 46 50 54

3 5 8 11 14 17 21 25 29 33 37 41 45 49 54 59

3 4 5 6 7 8 9 lO 11 12 13 14 15 16 17 18

3 6 lO t5 21 28 36 45 55 66 78 91 105 120 136 153

Q, -+ Q, -+ Q3 -+ Q4 -+ Qs Q,
t t t t t t
b, -+ b, -+ b3 -+ b4 -+ b5 •••••• b, b,+ I

bezposredni

Forda-Johnsona

n

Steinhausa

Wyznaczenie wzorem kosztu dzialania algorytmu Forda-Johnsona
jest zadaniem trudnym. Podamy tylko, ze koszt ten mozna
wyrazic suma:

n

L 'log,(3k/4)1,
k=2

Nastepna potega dwójki bedzie 16 = 24• Liczac skrupulatnie
stwierdzimy, ze elementy bu, b,o, b9, ba, b7, b6 mozna wstawic
bisekcja, kazdy za pomoca czterech porównan, o ile beda one
wstawiane w takiej odwrotnej kolejnosci. Albowiem wstawienie
bu przedluzy, byc moze, ciag poczatkowy, ale przechodzac do
wstawiania b,o wiemy. ze b,o < Q,o, co zapewnia, ze bisekcja
bedzie w dalszym ciagu kosztowac co najwyzej cztery
porównania itd.

gdzie C" C" C3, C4, CS, C6 jest uporzadkowanym ciagiem
elementów Q" Q" Q3, b" b" b3. Nastepna potega dwójki jest
8 = 23• Jakie elementy mozna wstawic za pomoca trzech
porównan? Otóz wstawiajac bs w ciag C" ... , C6, Q4 wykonujemy
trzy porównania i wstawiajac b4 w C" ...• C6 powiekszony byc
moze o bs, tez wykom:ijemy tylko trzy porównania.

Zamienmy te kolejnosc wstawiania. Najpierw wstawiamy b3 •

w ciag b" Q, , Q" co kosztuje dwa porównania, nastepnie
wstawiamy b, w ciag co p.ajwyzej trzyelementowy (dojdzie, byc
moze, b3, ale Q, i Q3 sa wieksze od b,), co tez kosztuje tylko
trzy porównania. Po wstawieniu bisekcja tych dwu elementów
otrzymamy diagram:

W fazie trzeciej musimy elementy b" b3, b4, bs, ... , b" b/u

wstawic do uporzadkowanego ciagu b" Q" Q" Q3, Q4, Qs, ... , Q/.

Teraz nastepuje najwazniejszy moment algorytmu. Przypomnijmy,
ze bisekcja dziala najskuteczniej, gdy ciag wraz ze wstawianym
elementem ma dlugosc, która jest potega dwójki. Wstawienie
bisekcja b, w ciag b" Q, wymaga dwu porównan, ale wówczas
wstawienie b3 w tak otrzymany ciag czteroelem«ntowy
wymagaloby juz trzech porównan.

nI n(n-l)(k-l) = --o
k=2 2

Sam proces wstawiania mozna jednak latwo przyspi~zyc.

Zauwazyl to po raz pierwszy polski matematyk Hugo
Steinhaus. Mianowicie zamiast porównywac Xt+, po kolei
z y" , Yt mozna porównac Xt+, z elementem srodkowym ciagu

y" , Yt, czyli Z Yl<t+O/,J (gdzie Irl oznacza najwieksza liczbe
calkowita j nie wieksza niz r). W zaleznosci od wyniku

porównaniil i-t+, Z Y I(t+O/,J wstawiamy XH' albo do ciagu
y, •... , YL(tU)/,J albo do ciagu Yut+o/'J+ " ... , Yt, ale kazde takie
wstawienie tez wykonujemy metoda porównania z elementem
srodkowym. Meto'de te nazywa sie bisekcja (metoda dzielenia na
polowy). Ile porównan wystarczy do wstawienia Xt+, w ciag
y" ... , y. ta metoda? Latwo zauwazyc, ze gdy k + l jest potega
dwójJd, tzn. k+ l = 2/, wówczas wstawianie bisekcja kosztuje
i porównan. Na przyklad dla k = 3 mamy dwa porównania
(najpierw z y" potem z y, lub Y3), a dla k = 7 mamy trzy
porównania (najpierw ZY4, a potem wstawiamy w y" y" Y3

lub Ys, Y6, Y7). Dla k+ l = 2' bisekcja za kazdym razem dzieli
dany ciag na dwie równe czesci, dzieki czemu liczba porównan
zawsze wynosi i. Jezeli jednak k + l nie jest potega dwójki, to
takie dzielenie na dwie czesci nie zawsze da dwa podciagi o tej
samej dlugosci. Jaka bedzie wówczas maksymalna liczba
porównan? Wezmy najblizsza potege dwójki, wieksza niz k + l.
Czyli bierzemy naj mniejsze i, takie ze 2' > k+ l. Liczba
porównan wykonywanych przy stosowaniu algorytmu bisekcji nie
moze byc wieksza niz to i. Zatem wstawienie Xt+, metoda
bisekcji w ciag y" ... , Yt kosztuje co najwyzej 'log,(k+ 1)1
porównan, gdzie 'r1 oznacza najmniejsza liczbe calkowitaj nie
mniejsza niz r. Wstawiajac wiec w kazdym kroku do ciagu
y, < ... < y. element Xt+, metoda bisekcji otrzymamy algorytm
sortowania o koszcie co najwyzej

n

L 'log,(k)1
k=2

porównan. Czytelnik z latwoscia sam udowodni, ze powyzsza
suma równa sie

Jeden z najprostszych algorytmów polega na sukcesywnym
wstawianiu do juz uporzadkowanego poczatkowego ciagu y, <
< ... < Yt (l ~ k ~ n - l) elementu Xt+" porównujac go kolejno
z y" ... , Yt, az natrafimy na wlasciwe miejsce. Moze sie jednak
zdarzyc, ze takie wstawienie bedzie wymagalo porównania Xt+,

ze wszystkimi elementami y" ... , Yt. gdy Xt+, bedzie wieksze od
Yt. Zatem liczba porównan przy takim postepowariiu bedzie co
najwyzej równa

Mamy danych n róznych liczb x" ... , x. i chcemy je

uporzadkowac, tzn. ustawic w ciag y, < y, < ... < y•. Ponadto
jedyna operacja, która mozemy na tych liczbach wykonywac, jest
operacja porównania dwu liczb. Ile takich porównan trzeba
wykonac, aby dane liczby uporzadkowac?

n' 'log,nl-2'lol,nl+ l,

czyli ze algorytm Steinhausa jest znacznie lepszy od algorytmu
przed1\tawionego na samym poczatku.

Dopiero w roku 1981 wykazano, ze istnieje algorytm jeszcze
lepszy. jednak nawet dla wytrawnych informatyków zrozumienie

jego struktury jest powaznym problemem.
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Zmiany napiecia na elektrodach sa w naszym

doswiadczeniu dostatecznie powolne, aby pole

elektryczne w danej chwili uwazac za równe
polu elektrostatycznemu, jakie panowaloby

przy stalej aktualnej wartosci napiecia.

Rys. I

Rozwi_zanie zadania M 432. Jesli q = l, to

1i2-~I ;. IV2-ll > }.
Rozwazmy teraz przypadek, gdy q •• 2.

Mamy

(i2-~)'(V2+~)= 2q'q:P'.

Poniewaz 2 q'- p' nie moze byc zerem, wiec

Pole elektrostatyczne
Na rysunku 1 widzisz plytkie. plaskie naczynie napelnione elektrolitem. Do zanurzonych w nim
elektrod podlaczone jest zródlo pradu. Przeplyw pradu w danym punkcie opisuje wektor
gestosci praduj. Bedziemy badac zwiazane z nim pole elektryczne E (j = Ele, e jest opornoscia
wlasciwa elektrolitu).

Przystepujemy do eksperymentów. Na stole polóz papier, na nim kalke maszynowa. Obuduj
burtami o wysokosci okolo 3 cm (np. z listewek) i calosc przykryj folia polietylenowa (rys. 1).
Do powstalej w ten sposÓb wanny wlej elektrolit do glebokosci okolo 1 cm. Najprostszy to
slona woda. Elektrody mozesz zrobic z drutu, wielokrotnie zlozonej folii aluminiowej itp. Podlacz
je do transformatora dzwonkowego obnizajacego napiecie sieci (próby bez odpowiedniego
transformatora skoncza sie tragicznie). Sondy to dwa druty lub gwozdzie, troche stepione na
koncach, by nie dziurawic dna wanny. Zmiany napiecia pomiedzy nimi wzmacniamy (mozna
uzyc radia z wejsciem adapterowym) i zamieniamy wIlosniku na dzwiek. Jesli masz czuly
miernik pradu stalego, to mozesz podlaczyc go do sond, a wanne zasilac bateryjka.

Po zmontowaniu powyzszego ukladu i zanurzeniu elektrod wlóz do elektrolitu, jedna obok
drugiej, sondy. Slychac buczenie o czestotliwosci 50 Hz. Przesun jedna sonde tak, by dzwiek ten
zanikl. Wtedy jej potencjal jest równy potencjalowi drugiej sondy i prad nie plynie miedzy nimi.
Uderzajac sonda w dno'zrobisz, dzieki kalce, znak na papierze. Powtarzajac te procedure
wykreslisz linie ekwipotencjalna, o potencjale okreslonym przez polozenie nierucbomej sondy.
Staraj sie nie przesterowywac wzmacniacza (zbyt duzy sygnal wejsciowy). Potencjaly sond
powinny sie malo róznic - nie poruszaj sondami bezladnie.

Co badac? Poprzez wyznaczenie linii ekwipotencjalnych (a na tej podstawie ewentualnie linii sil)
mozna okreslic pole elektrostatyczne w wannie. Zalezy ono od ksztaltu wanny, elektrod i innych
zanurzonych w elektrolicie przedmiotów. Na przyklad jesli beda to przedmioty metalowe, to
wobec znacznie mniejszej opornosci wlasciwej ich potencjal bedzie praktycznie staly w kazdym
punkcie. Pole wokól.bedzie zas analogiczne do pola wokól przewodnika w prózni. Mozesz
sprawdzic, czy rzeczywiscie linie ekwipotencjalne zageszczaja sie w poblizu ostrzy, gdzie
natezenie pola jest najwieksze.

Zauwaz, ze linie ekwipotencjalne sa zawsze prostopadle do brzegów wanny. Dlaczego? Rozwaz
przebieg pradu przy brzegach.

Rysunek 2 przedstawia przykladowe wyniki moich eksperymentów.

Jesli Ivz+ ~I"3, to jvz- ~I> 3:"

Jesli zas 1i2+ !!-j > 3, toI q

1'- PI l lP-q> 12" 3a>'

Rozw~ •• nie zadania M 430. Oznaczmy

przez Pl prawdopodobienstwo tego, ze pionek

startujacy z punktu k przekroczy kiedys
milion.

Mamy

istotnie, po wykonaniu pierwszego ruchu

z prawdopodobienstwem i· majdziemy sie

w punkcie k + l. gdzie mamy szanse Ph 1
przekrocz.coia miliona

i z prawdoPodobienstwem} w punkcie k - l.

gdzie szansa przekroczenia miliona wynosi
Pl-l'
Wobec tego {Pl} jest ciagiem arytmetycmym.
Z drugiej strony Pl = l dla k > 106•
Dlatego Pl = l dla kazdego k.

Rys. 2
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pomaranczowym,

hipotez- statystycznych
Dzem z dyni o smaku
czyli o testowaniu
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Pro! dr Jan ODERFELD, doc. dr Elzbieta PLESZCZYNSKA

Bez wzgledu na swoje aspiracje dzem z dyni jest dzemem z dyni, a nalepka "dzem z dyni
o smaku pomaranczowym" sluzy jedynie celom reklamowym. Testowanie hipotez statystycznych,
stosowane do wnioskowania o prawach rzadzacych przebiegiem'eksperymentu na podstawie
jego wyników, jest czesto reklamowane niewspólmiernie do jego rzeczywistych zalet. Sugestie
"smaku pomaranczowego" wynikaja z rozwazan teoretycznych dotyczacych testowania
abstrakcyjnych, formalnie wyrazonych hipotez oraz ze starannie dobranych przykladów
podawanych w podrecznikach. Ostrzezenia przed niewlasciwym stosowaniem teorii, ukazujace
róznice miedzy "dynia" a "pomarancza", pojawiaja sie zbyt rzadko, a bezkrytyczne postepowanie
wielu badaczy prowadzi do powaznych nieporozumien. Postaramy sie przedstawic, na czym
one polegaja.

Badanie percepcji pozazmyslowej

CJ;l

a a
3

0,1

01234567891)

Prawdopodobienstwa a. wg wzoru (I) przy
n = 20.

Jak pisze D. S. Moore w artykule o analizie staty stycznej danych doswiadczalnych (Matematyka

wspólczesna, PWN, 1983), standardowy eksperyment do badania zdolnosci percepcji
pozazmyslowej (PP) jest prowadzony za pomoca pieciu rodzajów kart. Eksperymentator
wybiera n-krotnie po jednej karcie z przetasowanej talii zawierajacej jednakowa liczbe kart
kazdego rodzaju, a badany osobnik siedzacy za zaslona stara sie te karte rozpoznac. Jesli
eksperyment przeprowadzany jest w sposób wlasciwy, to
a) eksperymentator wybiera kolejne karty bez jakiegokolwiek zwiazku z poprzednimi i nastepnymi
kartami,

I
b) w kazdej kolejnej próbie kazdy z rodzajów wystepuje z jednakowym prawdopodobienstwem -,

,. 5
I

c) osobnik bez zdolnosci PP odgaduje poprawnie rodzaj karty z prawdopodobienstwem -,
, 5

-a wiec w n próbach uzyskuje k trafien z prawdopodobienstwem

Liczbe ex nazywa sie zwykle poziomem istotnosci. Przy ustalonych ex i n mozemy na podstawie (1)
wyznaczyc najrnniejsza liczbe trafien oznaczona przez kr%, n , która powoduje juz odrzucenie

hipotezy o zgadywaniu na rzecz hipotezy o istnieniu zdolnosci PP. Liczbe trafien nie mniejsza
niz ka., n nazywa sie statystycznie istotna na poziomie ex.

Jesli badany uzyska liczbe trafien k na tyle wysoka, ze prawdopodobienstwo osiagniecia przez
zgadywanie liczby trafien nie mniejszej niz k jest bardzo male (mniejsze od z góry ustalonej
dostatecznie malej liczby. ex, na przyklad ex = 0,05), to mozemy uznac ten fakt za argument
potwierdzajacy istnienie zdolnosci PP (badz niewlasciwego zorganizowania eksperymentu).

- (2) b. = (:)P·(l-P)·-·
bo b•. 1 .

I ciag -, ... , - Jest rosnacy, przy - < p < l; gdy p = 1, to bo = ... = b'_l = Ol b. = l,
00 a. 5

a wiec ciagjestniernalejacy.'

dla k = 0, I, ... , n.
a. = (:)( ~r (~r-·(1)

A jakie prawa rzadzilyby przebiegiem eksperymentu, gdyby badany mial w jakims stopniu
zdolnosc PP? Mozna chyba zalozyc, ze prawa te sa równowazne losowaniu liczby trafien
z pewnym prawdopodobienstwem b.(k = 0, ... , n), przy czym im liczba trafien jest wieksza, tym

b
silniej przemawia za istnieniem zdolnosci PP. Formalnie wyrazamy to zadajac, zeby ilorazy ~

a.

tworzyly ciag niemalejacy i ~ie byly wszystkie jednakowe (gdy ilorazy sa jednakowe, to b. = a.
dla k =; 0, ... , n). Jesli osobnik obdarzony zdolnoscia PP daje trafna odpowiedzl
z prawdopodobienstwem p wiekszym od 5' przy czym p jest jednakowe.w kolejnych próbach,

a odpowiedzi w poszczególnych próbach nie sa wzajemnie uzaleznione, to wtedy

7891)11 12fl14151617181!110
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Prawdopodobienstwa b. wg wzoru (2) przy

r.= 20, p = 0,7.
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prawdopodobienstwo

odrzucenia hipotezyo zgadywaniu przyzalozeniu (3):
C<

n
bkex,n+ ... +bn

p0,3

I0,5I0,7
I

0,9I

II~
0,070

0,3440,7440,984
0,150

0,6230,9531,000
0,05 20 0,228

0,8680,9991,000
50

0,4310,9971,0001,000-
-------------

6
0,011 0,1090,4200,886

0,01

10
0,0470,3770,8500,998

20
0,1130,7480,9951,000

50 I 0,218

0,9841,0001,000
_____ ~ _______ h_

Jakie urzadzenie przedstawiono na rysunku

- wylacznik stycznikowy,

- wylacznik topikowy,

- lampe elektronowa,

- piec donicowy,

- pompe wirnikowa'!

Gdyby osobnik byl obdarzony.zdolnoscia PP, to odrzucenie hipotezy o zgadywaniu nastapiloby

z prawdopodobienstwem L bl• Przy zalozeniu (2) i przy ustalonych p i ex

i~ka..n .

prawdopodobienstwo to rosnie do t przy n -> 00, a przy ustalonych n i ex jest rosnaca funkcja
argumentu p. Sadzimy, ze takie badanie zdolnosci PP za pomoca testowania hipotezy
o zgadywaniu nie powinno budzic zastrzezen eksperymentatorów.

Sprawdzian ogólnej orientacji technicznej dla finalistów
Olimpiady Wiedzy Technicznej

W trzecim etapie Olimpiady Wiedzy Technicznej sprawdza sie m.in. ogólna orientacje
techniczna, polegajaca na dosc powierzchownej, ale za to bardzo szerokiej znajomosci róznych
aspektów techniki. Finalista otrzymuje na przyklad n schematycznych rysunków wyobrazajacych
rózne obiekty techniczne. Pod kazdym rysunkiem jest 5 nazw, z których dokladnie jedna jest
wlasciwa. Finalista oznacza krzyzykiem te jedyna nazwe, która uznaje za poprawna. Ocena
ogólnej orientacji technicznej finalisty opiera sie na lacznej liczbie trafien k.

Formalny opis sprawdzianu jest taki sam jak formalny opis badania zdolnosci PP. Pi~iu
rodzajom kart odpowiada piec podpisów pod rysunkiem. Gdyby finalista nie rozpoznal zadnego
rysunku i zgadywal swoje odpowiedzi dajac jednakowe szanse kazdej z pieciu mozliwosci,
uzyskalby k trafien z prawdopodobienstwem a. (patrz (I». W przeciwnym razie

. b b
prawdopodobienstwo jest równe b., przy czym ciag ~, ... , _n jest niemalejacy. Na przyklad

aD an

mozna sobie wyobrazic, ze finalista rozpoznaje j sposród n rysunków (przy czym j jest pewna
liczba naturalna nie wieksza niz n, charakteryzujaca jego ogólna orientacje techniczna) i oznacza
krzyzykami odpowiadajace im nazwy, a pozostalych n- j krzyzyków stawia na chybil trafil

1-'
z jednakowa szansa - dla kazdej odpowiedzi. Wtedy dla ustalonej liczby j prawdopodobienstwo5
b. jest równe

0,4 (3)

dla k = 0, ... ,j- I,

dla k = j, ... , n

Prawdopodobienstwa b. wg wzoru (3) przy
n = 20,j = 14.

12 13 14 ~ 16 171~ m 20Il
k~~ti,~

0,2

O,,

D,2

0,'

b'7

~
121314151617181920

<:\9934
I

0,01696

b,s

I~

II
odrzucenie

b~4
b 16
I

hipotezy
I ze j4 r'=14

I
b171 I i ~18

k

j II. punktów IjII. punktów

'" 5·

I12

I

56
2136

7
2147

8
3158

9
316

I
8

10
4179

11
4189

'" 19

'O----

b
i ciag ilorazów -' jest niemalejacy. Taki model ma sens wtedy, gdy odpowiedzi do rysunków saa.
bardzo starannie dobrane, sprawdzian jest trudny, a czas jego trwania krótki. Gdyby ograniczyc
sie do prawdopodobienstw b. postaci (3), to hipoteze o kompletnym braku ogólnej orientacji
mozna by zapisac za pomocaj = O, gdyz wtedy bk = ak.

Pozornie wydaje sie, ze przy ocenie ogólnej orientacji technicznej mozna by postepowac
analogicznie jak przy badaniu zdolnosci P P i testowac hipoteze o zgadywaniu, odrzucajac ja
przy k ;;. kc<, n dla obranego ex. Czy jednak mialoby to sens? Trudno przypuszczac, ze finalista
nie ma zadnej orientacji technicznej. Podstawowa róznice miedzy obu doswiadczeniami stanowi
to, ze w pierwszym z nich kazde nawet bardzo male odchylenie od zgadywania jest dla

eksperymentatora godne uwagi, a wiec statystycznie istotny wynik doswiadczenia, odrzucajacy
hipoteze o zgadywa.niu, budzi zrozumiale zainteresowanie. Natomiast jurora Olimpiady interesuje
raczej to, czy finalista ma dostatecznie duza ogólna orientacje techniczna. Formalnie mozna to
wyrazic jako hipoteze, ze liczba j rysunków rzeczywiscie rozpoznanych przez finaliste (której nie
nalezy mylic z liczba trafien k) przekracza ustalona przez jury liczbej*. Zamiast hipotezy
o zgadywaniu stawiamy wiec hipoteze, ze prawdopodobienstwa bl sa postaci (3) przy j ~ j*;

odrzucenie takiej hipotezy pr_owadzi do uznania, ze finalista ma dostatecznie duza ogólna
orientacje techniczna.

Analogicznie jak poprzednio ustalamy poziom istotnosci ex i wyznaczamy taka najmniejsza
liczbe naturalna ka.,n,j., ze dla dowolnego j ~ j* prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej
tylu trafien nie przekracza ex. W tym celu wystarczy brac pod uwage prawdopodobienstwa
bl, •••, bn przy j = j*, gdyz dla dowolnego k '= l, ... , n prawdopodobienstwo uzyskania co
najmniej k trafien rosnie ze wzrostem j.

Wydaje sie jedna~, ze organizator Olimpiady jest przede wszystkim zainteresowany ocena
liczby j, to jest liczby rysunków rozpoznanych przez finaliste; kazdej liczbie j gotów bylby
przypisac pewna liczbe punktów (na przyklad zgodnie z systemem punktacji podanym obok).
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Przy obliczaniu }(k) dla ustalonego j prawdopodobienstwo hl przedstawia sie jakó iloczyn

wyrazenia (n -j.) 51 i wyrazenia, w którym nie wystepuje j, po czym poszukuje sie maksymalnejk-]
wartosci pierwszego c:zynnika.

Zadanie sprowadza sie wiec do oszacowania liczby j na podstawie liczby trafien k. Mozna
zaproponowac rózne estymatory J(k) o róznych wlasnosciach. Jednym z nich jest estymator
najwiekszej wiarygodnosci (NW), przypisujacy liczbie k taka ocene liczby j, przy której hl osiaga
najwieksza wartoSC. Na przyklad przy n = 20 i przy k = 9 otrzymujemy J(k) = 7. Moze sie
zdarzyc, ze dla dwóch sasiednich liczb j-I i j wartoSC hl jest jednakowa; wtedy arbitralnie
przyjmujemy J(k) = j zgodnie ze stara zasada belferska: w razie watpliwosci podciagaj ocene
w góre. Na przyklad przy k = 16 wartoSC prawdopodobienstwa h'6 jest jednakowa przy j = 15
i przy j = 16.

k I Rk) IkI j(k)

iE;4

o
S

21312

6

41413

7

4IS14

8

61616

9

71717

r lO

81&18

11

91919

12

112020

Estyma'lor NW przy zalozeniu (3) i przy
,,= 20.

t

liczba prawdopodobienstwo uzyskania

punk-

i punktów przez finaliste rozpoz-

tów

najacc80 j rysunków

i J = O Ij = 9 I j - 141 j = 17

1

0,969OOO

2
0,0290,086OO

3
0,002O,S31OO

4

O 0,221OO
S

O 0,111OO
6

O 0,0390,262O
7

O 0,0100,393O

8

O 0,0020,246O

9

O O0,0970,896
lO

OO0,002O,l04

W tabelce obok podajemy, jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania i punktów (i = 1, ... , 10)
przez finaliste rozpoznajacego j rysunków (dla kilku róznych wartoscij).

Podsumowanie

Badanie zdolnosci PP jest przykladem badan, w których wyróznia sie pewna klarownie
sformulowana hipoteze (brak zdolnosci P P). Badacz chce wiedziec, czy na podstawie wyników
doswiadczenia hipoteze te mozna odrzucic na rzecz ogólnikowo sformulowanej hipotezy
alternatywnej (istnienie zdolnosci PP). Pierwsza hipoteze nazywa sie "zerowa", gdyz zwykle
polega ona na stwierdzeniu, ze przedmiot badan jest w pewnym sensie na poziomie zero.
Losowy mechanizm przebiegu doswiadczenia jest przy hipotezie zerowej znany i na tyle prosty, ze
mozna wyznaczyc zbiór wyników doswiadczenia (zwany zbiorem krytycznym), którego
prawdopodobienstwo w przypadku hipotezy zerowej nie przekracza obranego poziomu istotnosci 0(,

a przy kazdej sytuacji wchodzacej w sklad hipotezy alternatywnej jest wieksze od 0(. Wynik
doswiadczenia nalezacy do zbioru krytycznego, nazywany statystycznie istotnym, powoduje
odrzucenie hipotezy zerowej na rzecz alternatywnej. Przy wyniku spoza zbioru krytycznego
stwierdzamy, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej; nie ma tez oczywiscie podstaw,

zeby te hipoteze uznac za prawdziwa, czyli taki wyniknie wnosi zadnej informacji interesujacej
badacza.

Oczywiscie ten sposób postepowania ma sens tylko wtedy, gdy odrzucenie hipotezy zer'owej
.rzeczywiscie interesuje badacza. Tymczasem w praktyce czesto tak nie jest! Na przyklad
organizator Olimpiady nie jest zainteresowany odrzuceniem hipotezy o kompletnym braku

wiedzy technicznej finalisty Oliinpiady.

W wielu niedo;zecznych badaniach hipoteza zerowa opisuje pewna wyidealizowana sytuacje,
która mozna wykluczyc a priori. Badacz chcialby natomiast wiedziec, czy przedmiot badan jest
na poziomie dostatecznie duzo rózniacym sie od zerowego. Zamiast hipotezy zerowej chcialby
zatem testowac hipoteze "prawie zerowa" lub "rozmyta hipoteze zerowa" (hipotezaj ~ j*

zamiast hipotezy j = O). Klopot w tym, ze hipoteze "prawie zerowa" trudno nieraz formalnie
opisac (w sprawdzianie olimpijskim trzeba bylo przyjac odpowiednie zalozenia o sposobie
odpowiadania finalisty w zaleznosci od liczby rozpoznawanych rysunków), a potem zwykle
trudno skonstruowac dla niej zbiór krytyczny.

Jesli na przyklad interesujemy sie wplywem pewnego czynnika na ksztaltowanie sie jakiejs cechy
obiektów w badanej populacji, to hipoteze zerowa o braku wplywu wyraza sie formalnie jako
równosc rozkladów cechy, gdy czynnik dziala i gdy nie dziala. Taka hipoteze zerowa umiemy
testowac. Jednakze w praktyce idealna równosc rozkladów jest a priori wykluczona. Zatem przy
tescie czulym na kazde odchylenie od identycznosci rozkladów uzyska sie z duzym
prawdopodobienstwem wynik statystycznie istotny, który bedzie bez znaczenia dla

- eksperymentatora. Nie jest jednak latwo wprowadzic formalnie przyblizona równosc rozkladów
nie jest latwo wyznaczyc nastepnie obszar krytyczny.

- Któredy m08e sie stad wydostac ­

spytala Alicja.
- To zalezy w duzej mierze od tego. dokad
chccsz isc - rzekl Kot.

- Wlasciwie jest mi wszystko jedno ...

- W takim razie mozesz obrac dowolna
droge!

Co wiecej, eksperymentator dochodzi czesto do wniosku, ze zamiast testowac hipoteze prawie
zerowa wolalbyestymowac pewien parametr, który charakteryzuje odstepstwo od hipotezy
zerowej (na przyklad liczbe rozpoznanych przez finaliste rysunków, stopien zróznicowania
rozkladów badanej cechy itp.).' Zatem przed zastosowaniem jakiejs metody statystycznej warto
przemyslec najpierw, o co naprawde chodzi - bez wzgledu na tradycje i .pozorne analogie
miedzy róznymL sytuacjami badawczymi.
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PosiaOanie satelitów jest wsród planet Ukladu Slonecznego

zjawiskiem bardzo powszechnym. Ich liczby dla róznych planet
sa bardzo rózne. Niektóre pla~ety nie maja w ogóle ksiezyców
(np. Merkury czy Wenus), inne - rekordzistki - maja ich po
kilkanascie (np. Jowisz i Saturn).

Przyzwyczajeni jestesmy do obserwacji naszego naturalnego
satelity - Ksiezyca. Wiele ciekawych programów obserwacyjnych
odnoszacych sie do Ksiezyca mozna prowadzic za pomoca
sprzetu amatorskiego (np. obserwacje jego powierzchni) lub
wrecz golym okiem (np. obserwacje zacmien Ksiezyca czy zakryc
gwiazd i planet przez Ksiezyc).

Milosnicy astronomii zapewne równiez zdaja sobie sprawe
z mozliwosci obserwacji satelitów Jowisza. Cztery jego
najjasniejsze ksiezyce sa osiagalne dla amatorów dysponujaCych

. chocby niewielka lornetka. Osoby majace pewna wprawe
i cierpliwosc moga sledzic wzgledne przemieszczenia Ganimedesa,
lo, Callisto i Europy. W ubieglym roku miala miejsce s~gólnie
efektowna seria ich wzajemnych zacmien (pisalismy o tym
w Delcie 10/1985).

Saturn - najdalsza sposród planet znanych juz w Starozytnosci ­
ma równiez ksiezyce osiagalne dla sprzetu amatorskiego.
Zadanie polegajace na odszukaniu jego najjasniejszych satelitów
jest znacznie trudniejsze niz obserwacje satelitów Jowisza
i wymaga silniejszych instrumentów. Nie warto jednak z niego

rezygnowac, moze bowiem przyniesc wiele satysfakcji.

28 maja biezacego roku Saturn znajdzie sie w opozycji, a wiec
w okolicach tej daty wystapia szczególnie sprzyjajace warunki
do obserwacji tej planety i jej ksiezyców. Najjasniejszego z nich­
Tytana - mozna odnaleZC juz za pomoca lornetki, inne zas,
slabsze, wymagaja uzycia lunetki o srednicy obiektywu 10-15 cm.
Przyrzad taki umozliwia dostrzezenie Tytana, Rhei, Iapetusa,
Dione i Tetydy. Aby ulatwic ich identyfikacje, podamy sposób
umozliwiajacy wyznaczenie polozenia kazdego z nich wzgledem
Saturna w dowolnym dniu 1986 roku.
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Na rysunku przedstawione sa orbity Tetydy, Dione, Rhei
i Tytana oraz Saturn z pierscieniem tak, jak widzimy je z Ziemi
w biezacym roku. W rzeczywistosci orbity te sa niemal kolowe
i leza prawie w tej samej plaszczyznie co pierscien. Z powodu
obecnego, dosc duzego ich nachylenia do plaszczyzny orbity
Ziemi - 25° (wartosc maksymalna jest równa 26° i jest ona
osiagana raz na 14 lat) widzimy te orbity w-postaci elips o duzych
pólosiach równych promieniom rzeczywistych orbit kolowych.

Moment najwiekszego wschodniego oddalenia od SatUf11a
(maksymalna elongacja wschodnia) zostal umownie oznaczony
jako moment OdOb. W tabeli podane sa momenty niektórych
maksymalnych elongacji wschodnich w 1986 roku.

okres

maj

czerwicclipiecsierpienwnesiensyno-
dyczny

Tetyda

1?402?SO2?71Ó21?131?888

Dione

2?6lÓ2Ó43?692?802?738

Rhea

4?S9Ó3b4Ó83?614?S19

Tytan

l2?1813?12IS?06lS?9916?93IS?969

Momenty elongacji podane sa w czasie uniwersalnym. Aby uzyskac ich wartosc
w obowiazujacym u nas w tej porze roku czasie letnim. na1ezy do zamienionychna godziny ulamk6w d6b z tabeli dodac 2b•

Aby znalezc polozenie ksiezyca wzgledem planety w danym dniu,
nalezy wyznaczyc moment ostatniej elongacji (do momentu
najblizszej znanej trzeba dodac calkowita wielokrotnosc okresu

synodycznego), nastepnie czas, który od niej uplynal, i ko':Z}'stajac
z punktów zaznaczonych na rysunku wyznaczyc polozenie
satelity na orbicie w danym momencie. Orbita Iapetusa, przy
zachowaniu skali, nie miesci sie na rysunku. Mozna próbowac
odszukac go wiedzac, ze maksymalne elongacje wschodnie
osiaga 22 maja i 10 sierpnia, a zachodnie - 1 lipca i 19 wrzesnia.

. Jest wtedy oddalony od Saturna na odleglosc równa okolo 26
promieni pierscienia. Warto przy tym wiedziec, ze jego jasnosci
w czasie tych dwóch maksymalnych odchylen od planety sa
istotnie rózne: w czasie elongacji wschodniej 12 mag, w czasie
zachodniej 10 mag. Ze wzgledu na duza odleglosc od Saturna
przemieszcza sie on stosunkowo powoli, powracajac do tych
samych polozen wzgledem planety co 80 dni.

mgr Jotmna UDALSKA



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delt)

Skrót regulaminu

129. Szesciokat wypukly ma pole S. Czy musza istniec trzy kolejne wierzcholki tego szesciokata
A, B, C takie, ze pole T trójkata ABC spelnia nierównosc: a) T ~ S/6, b) T ~ S/6?,

1 1
130. Znalezc kres dolny wartosci wyrazenia -- + --, gdzie m i n sa liczbami mituralnymi.

nym myn
Zadanie 130 przyslal pan Andrzej Koloniak z Sidziny.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/1985 \

Przypominamy tresc zadan:

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na
oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od Odo I z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4- 3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazanie tego zadania, a N -liczbe osób, które
nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1986.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMAZadania z matematyki nr 129, 130

!=44

Termin nadsylania rozwiazan:

30 VI 1986

121. W przestrzeni dany'jest trójkat ABC. Gdzie nalezy umiescic wierzcholek D czworoscianu ABCD, by czworoscian
ten mial zadana objetosc V i minimalne pole powierzchni?
122. Znalezc wszystkie funkcje [: N -+ R majace skonczona granice Iim [(x) i takie, ze [(xy) = f(x) +[(y) dla

x-+<:IJ

x, y E N wzglednie pierwszych.

121. Wzór V = Sh/3 (gdzie S = pole ABC) wyznacza wysokosc czworoscianu opuszczona
z wierzcholka D: h = 3V/S. Wierzcholek D musi wiec lezec na jednej z dwóch plaszczyzn
równoleglych do plaszczyzny ABC, odleglych od niej o te wlasnie wartosc h. Pozostaje ustalic
polozenie rzutu D' punktu D na plaszczyzne ABC. Niech al, az, a3 beda dlugosciami boków
trójkata ABC; przez Xl, Xz, X3 oznaczmy odleglosci punktu D' od prostych zawierajacych
odpowiednie boki (rysunek). Gdy D' jest punktem trójkata ABC, zachodzi równosc La/x, = 2S;
przy polozeniach D' na zewnatrz trójkata ABC suma La/x, jest wieksza. Zawsze wiec
La/x/ ~ 2S.
Pole S sciany ABC jest dane; podwojona suma pól pozostalych trzech scian równa sie

[(Xl, Xz, X3) = L a,Yhz+x;. Pokazemy, ze suma ta jest najrnniejsza, gdy Xl = Xz = x~
bedzie to oznaczalo, ze punkt D' jest srodkiem kola wpisanego w trójkat ABC. Promien tego
kola równa sie r = 2S/L al' Przeksztalcamy:

[(Xl, Xz, X3)Z = La;(hZ+x;)+2L a,ajyhZ+x; yhZ+xj =
i<j

= L a;hZ +JL a/x,)Z - 2 L a/ajX,Xj+ 2 L a/aj y hZ+ x; y' hZ+ xj ~
i<j i<j

~ LaW+ (2S)Z+2 :La,alyh2+x; yhz+xj-xtXj);
I<J

[(r, r, r)Z = (La,)ZW+rZ) = (La,)Zhz+(2S)Z =
= La;hz+2 L a,ajhZ+(2S)Z.

i<j

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44 M"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 117 /WT-3,31/ i 118 /WT-1,15/

z numeru 10/1985

Jerzy Janowicz - BOleslawiec 47,07pkt
Marian &oman - Elk 43,09pkt
Jacek Mandziuk - Lublin 42,93pkt
Andrzej Sudol - NowySacz 41,68pkt
Dariusz Kurpiel - Zarszyn 40,68pkt
Grzegorz Kus - Kraków Jg,93pkt
Zbignhw Koza - Jelenia Góraj8 •.48pkt
Wojciech Boratyaski-Warazawa 37, 17pkt

Pan Janowicz juz piaty raz !

Stad
[(Xl, Xz, X3)Z-[(r, r, r)Z ~ 2 L a,alyhZ+x; YhZ+xj-XtxrhZ) ~ O

i<j /
(jesli (Xl, Xz, X3) #- (r, r, r), to nierównosc jest ostra), bo wyrazenie w nawiasie jest nieujernne
dla dowolnych wartosci x" Xl>h. Tak wiec[(xl' Xz, X3) ~ [(r, r, r), co oznacza, ze pole
powierzchni czworoscianu jest minimalne, gdy rzut punktu D na plaszczyzne ABC pokrywa sie
ze srodkiem kola wpisanego w trójkat ABC.

122. Niech g = Iim [(x) i niech (pit bedzie ciagiem wszystkich liczb pierwszych. Oznaczmy
x-+<:IJ

p. = P l ... P.· Z warunku zadania przez oczywista indukcje wynika, ze [(P.) = [(p l) + ... +[(P.),'
<:IJ

a poniewaz lim [(P.) = g, wnosimy stad, ze szereg L [(P.) jest zbiezny do sumy g. Zatem
n-+oo n= 1

ciag jego wyrazów dazy do zera, a ze lim [(P.) = g, wiec g = O. Ustalmy liczby naturalne
n-+<:IJ

ji k. Dla n> k mamy[(P.pJ-I) = [(Pl ... pj-1P1pj+1 ... p,,) =[(Pl)+ ... +f(pj-IH[(p1H

+f(PJ+IH ... +[(P.). Przy n -+ 00 lewa strona dazy do g = O, wobec czego[(pJ} = - L[(p,).
i#-j

Otrzymane wyrazenie nie Zalezy od k. Zatem ciag (f(pm dla danego j jest staly, a przy tym
zbiezny do g = O. Znaczy to, ze[(pJ) = O dla kazdej pary liczb naturalnychj, k. Stad i z warunku
zadania wnosimy, ze[(n) = O dla kazdej liczby naturalnej n.

1&



27. Rozwazmy obwód przedstawiony na rysunku 1. W chwili poczatkowej wszystkie wylaczniki
sa rozwarte, a oba kondensatory - o pojemnosci odpowiednio C, i Cz - nie naladowane.
W pewnym momencie zwieramy wylaczniki W, i W3, a po jakims czasie je rozwieramy
i nastepnie zwieramy wylacznik Wz. Jaka bedzie wartosc i znak koncowego napiecia na
kondensatorze Cz? Sila elektromotoryczna ogniwa (o malym oporze wewnetrznym) wynosi 8.

28. Traktujac czasteczke jodku cezu (CsI) jako sztywny uklad dwóch naladowanych
przeciwnymi ladunkami (± 1,6' 1O-19C) punktów materialnych (reprezentujacych jony Cs+
oraz I-) o jednakowych masach 2· lO-z5 kg, oddalonych od siebie o 3, 10-10 m, obliczyc
czestotliwosc drgan, jakie czasteczka ta bedzie wykonywala w jednorodnym polu elektrycznym
o natezeniu 3, 106 Y/m po naglej zmianie kierunku pola o niewielki kat. Efekty kwantowe oraz
drgania termiczne nalezy zaniedbac.

Rys. l

Zadania z fizyki nr 27, 28 Redaguje dr Andrzej NADOLNl

, I , ,- -, ,

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1985

Przypominamy tresc zadan:

19. Zamkniety metalowy lancuszek, polaczony lekka nicia z pionowa, wirujaca osia, wiruje z predkoscia katowa UJ

przyjmujac ksztalt kolowy jak na rysunku 2. Nic tworzy przy tym kat a z pionem. Znalezc odleglosc miedzy srodkiem

ciezkosci lancuszka a osia obrotu.
20. W maszynie cieplnej przedstawionej schematycznie w górnej czesci rysunku 4 zachodzi proces kolowy skladajacy

sie z dwóch przemian iwtermicznych i dwóch przemian izochorycznych (rys. 3). Dwie czesci tej maszyny (oznaczone

A i B) utrzymywane sa w stalych temperaturach -odpowiednio TA. i Ts (TA. > Ts). Miedzy nimi znajduje sie

czesc posrednia R, przez która moze przeplywac z cy1indra CA do cylindra CB lub odwrotnie stosowany jako cialo

robocze gaz doskonaly. Jaka funkcje spelnia w maszynie czesc R? Podac, jakie powinna miec ona cechy (jak moze byc

zbudowana), aby funkcja ta byla spelniana w sposób mozliwie optymalny, tj. zapewniajacy sprawnosc maszyny

zblizona do teoretycznej. Opisac ruchy tloków tA i ts i ich wzajemna korelacje konieczna do zapewnienia dzialania
maszyny zgodnego z podanym cyklem:

(a) podczas pracy maszyny jako silnika cieplnego oraz

(b) podczas pracy maszyny jako pompy cieplnej.

Rys. 2

p

Rys. 3

K

v

Czolówka ligi zadaniowej 11Klub44 Fil

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 15 /WT-3,10/ 1. 16 /WT-2,01/

z numeru 10/1985

Piotr Bala
Tomas t: Rawllk

V2 V, O

cylinder ~

Rys. 4

- Torun

- Gliwice

33,93pkt

24,27pkt

19. Niech odleglosc srodka ciezkosci lancuszka od osi obrotu wynosi d (rys. 2). Na lancuszek
dziala sila ciezkosci mg oraz sila naprezenia nici N. Skladowa pionowa sily N równowazy sile
ciezkosci: N cos ex = mg. Skladowa pozioma tej sily równowazy dzialajaca na srodek masy
w wirujacym ukladzie odniesienia sile odsrodkowa: N sin ex = m w2 d. Z równan tych

.. d gznajdUjemy = - tg ex.
WZ

20. Procesy izotermicznego sprezania lub rozprezania gazu zachodza kazdorazowo w jednym
z cylindrów CA., Cs. Przemiany izochoryczne wiaza sie natomiast z przemieszczaniem gazu
z jednego cylindra do drugiego. Podczas jednej z tych przemian (CA. -+ Ca) gaz oddaje pewna
ilosc ciepla, podczas drugiej (CH -+ CA.) - gaz pobiera taka sama ilosc ciepla. Wnioskujemy stad,
ze czesc R winna pelnic role akumulatora, pobierajacego energie od gazu podczas jego przeplywu
z CA do Cs - z czym wiaze sie obnizenie temperatury od TA. do Ts - i oddajacego te energie
z powrotem podczas przeplywu gazu w przeciwnym kierunku - z czym wiaze sie ogrzanie
gazu od temperatury Ts do TA.,
W idealnym przypadku podczas przemian izochorycznych zachodzi odwracalny proces wymiany
ciepia jedynie miedzy gazem a czescia R; wymiana Ciepla ze sciankami cylindrów odbywa sie
wylacznie podczas przemian izotermicznych. Czesc R, nazywana regeneratorem, dla
optymalnego spelniania swych funkcji powinna miec odpowiednio duza pojemnosc cieplna
(winna byc jednoczesnie zapewniona dobra wymiana ciepla z gazem), mala objetosc
przestrzeni dla gazu w porównaniu z objetoscia VI, male opory dla przeplywu gazu, maly
wspólczynnik przewodzenia ciepla w kierunku CA.-+ Cs (temperatura powierzchni granicznych
regeneratora powinna przez caly czas wynosic odpowiednio TA. i Ts).
Regenerator moze byc na przyklad zbudowany z perforowanych blach metalowych, ustawionych
prostopadle do kierunku przeplywu gazu i nie stykajacych sie bezposrednio z soba, moze tez byc
wypelniony kulkami metalowymi (male powierzchnie wzajemnego kontaktu).
Wzajemnie skorelowane ruchy tloków dla przypadku silnika cieplnego oraz pompy cieplnej
przedstawia rysunek 4 (w urzadzeniach technicznych oba tloki poruszaja sie ruchem
harmonicznym z odpowiednim przesunieciem fazowym wzgledem siebie). Oba te przypadki
róznia sie jedynie kierunkiem pracy maszyny - co za tym idzie - kierunkiem obiegu procesu
kolowego: w silniku zachodzi proces KLMNK, w maszynie cieplnej - proces KNMLK
(rys. 3). Maszyna cieplna dzialajaca na zasadzie opisanego tu cyklu Stirlinga jest stosowana
m.in. do skraplania helu.
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