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Rys. 2. Dla wody T¢ = 374°C, pe = 217 atm.

Zjawisko zwilzania

Mgr Andrzej LUSAKOW SKI

Rzecz bedzie o zjawiskach zwilzania, ktére kazdy z nas zna z codziennego
doswiadczenia. Zjawiska te decyduja o skutecznosci dziatania mydta, proszkéw
do prania i réznych detergentéw. Sa one intensywnie badane, gdyz odgrywaja
mig¢dzy innymi duza role przy wymywaniu ropy z szybow naftowych. Sa réwniez
interesujace z teoretycznego punktu widzenia.

Zanim przejde do wlasciwego tematu, powinienem poda¢ kilka faktéw i definicji
z dziedziny zjawisk krytycznych. Artykut M. Napiorkowskiego na temat zjawisk
krytycznych w Delcie 8/1983 dotyczyt gléwnie magnetykow, my zajmiemy si¢
ukladami ciecz-gaz i mieszaninami podwdéjnymi. Rozpatrzmy na poczatek typowy
diagram fazowy np. dla wody (rys. 1). Bedziemy zajmowac si¢ zjawiskami
zachodzacymi przy temperaturach i cisnieniach odpowiadajacych okolicom
punktu C. Punkt ten nazywany jest punktem krytycznym, a odpowiadajaca mu
temperatura — temperaturg krytyczna. Istnienie punktu krytycznego ma ciekawe
konsekwencje, jezeli chodzi o przejscia fazowe gaz«ciecz W zyciu codziennym
bardzo czgsto obserwujemy taka przemlanq, a mianowicie skraplanie pary wodne;j.
Dokonuje si¢ to Jednak Jedyme poprzez zmiang¢ temperatury, przy ustalonym
(atmosferycznym) cis$nieniu. Ta droga odpowiada linii kropkowanej na wykresie
fazowym (rys. 2). W momencie przecigcia linii wspolistnienia faz (linia TC)
nastepuje skokowa zmiana gestosci wody od gestosci pary do gestosci cieczy.
Dzigki istnieniu punktu krytycznego mozemy, sterujac odpowiednio cisnieniem

i temperaturg, przeprowadzi¢ wode¢ od stanu gazowego do stanu cieklego
poruszajac si¢ po drodze reprezentowanej przez lini¢ przerywang na rysunku 2,
Wowczas gestosé wody bedzie zmieniala si¢ w sposob ciagly 1 nie ma metody na
okreslenie tego, w ktorym miejscu przestajemy mie¢ do czynienia z gazem,

a zaczynamy z cieczg. Takiego eksperymentu, niestety, nie da si¢ wykona¢ w domu.
Ale wyobrazmy sobie, ze mamy dostgp do odpowiednich urzadzen i mozemy
przeprowadzi€ to i inne do$wiadczenia. Zamknijmy zatem w szklanej ampule
wodg w taki sposob, aby ciecz nie zajmowala calej objgtosci naczynia, a jedynie
jego czes¢. Wowczas pozostala czes¢ zapelni para i otrzymamy uklad, w ktorym
wspolistnieja dwie fazy — ciekla i gazowa. Oznacza to, ze na diagramie fazowym
znajdujemy si¢ gdzies na linii TC. Zacznijmy teraz podgrzewa¢ ampule. Poniewaz
jest ona zamknigta, wigc bedziemy posuwac si¢ caty czas po linii wspolistnienia
faz. W niskich temperaturach obie fazy — ciekla i gazowa bgda przezroczyste.’
Dzigki istnieniu menisku pomigdzy nimi latwo mozna obserwowac rozdzielajaca
je granice. W temperaturze bliskiej T, menisk nagle zniknie, a w miejsce
przezroczystej cieczy i gazu pojawi si¢ jednorodny, metny os$rodek. Przy dalszym
podgrzewaniu, powyzej T, substancja wewnatrz ampuly stanie si¢ znow
przezroczysta, jednak bedzie to juz jedna faza. Opisane zjawisko nosi nazwe
opalescencji krytyczne;j.

Powrdémy jednak w opisanym eksperymencie znowu do temperatury ponizej
krytycznej. Tym razem przystapmy do pomiaréw rdznicy gestosci Ap i napigcia
powierzchniowego o, pomigdzy ciecza a gazem, w zaleznosci od temperatury.
W temperaturach bliskich T,

. AQ i (Tc_T)ﬂ’ a Teg ~ (Tc_nﬂ’

gdzie f i p sa tzw. wykladnikami krytycznymi. Okazuje si¢, ze wykladniki
krytyczne praktycznie nie zaleza od substancji uzytej w do§wiadczeniu. Obojgtne,
czy nasz eksperyment przeprowadzamy z CO,, czy z H,0, czy z jakakolwiek
substancja majaca punkt krytyczny na swoim wykresie fazowym, to f = 0,33,

a u ~ 1,3. Stalo si¢ to podstawa dla sformulowania hipotezy uniwersalnosci,
ktora jest jednym z najwazniejszych zalozen wspoéliczesnej teorii zjawisk
krytycznych.
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Przejde teraz do opisu zjawisk w mieszaninach podwdjnych. Sa to mieszaniny
dwéch cieczy, ktére w wysokich temperaturach doskonale mieszaja si¢ ze sobg
stanowiac jedna faze, a ponizej pewnej temperatury rozdzielaja si¢ na dwie fazy
rézniace si¢ stgzeniem jednego ze skladnikéw. Przykladem moze by¢ mieszanina
metanolu i cykloheksanu. Obok przedstawiony jest typowy diagram fazowy dla
mieszanin podwéjnych (rys. 3). Na osi poziomej jest zaznaczone stgZenie jednego
ze sktadnikéw, a na pionowej temperatura. C,. i T. nazywane s3 st¢zeniem
krytycznym i temperatura krytyczng. Sens tego diagramu jest nastgpujacy.
Przygotujmy mieszaning substancji 4 i B w temperaturze T, . Niech steZenie
substancji 4 bedzie réwne C,. Przy obniZaniu temperatury poczynajac od
temperatury T, zaobserwujemy powstawanie nowej fazy. Na poczatku objgtos¢
nowej fazy bedzie bardzo mala, a stgZenie sktadnika ‘4 bedzie w niej wynosito C,.
W miare dalszego obniZania temperatury obj¢tos¢ nowej fazy bedzie rosia,

a stezenie substancji A w kazdej z faz mozemy odczyta¢ za pomoca konstrukcji
pokazanej na rysunku 3. Na przyklad w temperaturze T} stezenia beda
odpowiednio réwne C; i C;.

Najciekawszy wynik eksperymentu otrzymamy woéwczas, gdy poczatkowe steZenie
mieszaniny bedzie réwne st¢zeniu krytycznemu. Wowczas po pierwsze, przy
dochodzeniu z temperatura do T, zaobserwujemy opalescencj¢ krytyczna,
oczywiscie pod warunkiem, Ze poczatkowo nasza mieszanina byla przezroczysta.
Po drugie, w odréznieniu od poprzednio rozpatrywanego przykladu, objetosci faz
beda poréwnywalne od samego poczatku. Mozna to udowodni¢ przyjmujac, Ze
krzywa na wykresie jest w przyblizeniu parabola (rys. 3). Zjawisko separacji

" mieszaniny podwédjnej na dwie fazy mozna wyjasni¢ jakosciowo w nastgpujacy

sposob. Czasteczki wchodzace w skiad mieszaniny oddziatuja ze sobg réznymi
sitami w zaleznosci od tego, czy bedzie to para czasteczek typu A, typu B, czy tez
para AB. Dla wielu substancji okazuje si¢, ze przyciaganie pomigdzy czasteczkami
tego samego rodzaju jest wigksze niz miedzy czasteczkami réznych typow.
Mieszanina takich czasteczek dazy do rozdzielenia si¢ na dwie fazy. Separacii tej
przeszkadzaja jednak ruchy cieplne. Dlatego w wysokich temperaturach
mieszanina podwdjna pozostaje jednorodna. Wraz z obnizaniem temperatury
dochodzimy do momentu, w ktérym oddzialywania migdzyczasteczkowe
,,przezwyci¢zaja” chaos ruchu cieplnego i rozpoczyna si¢ separacja na dwie fazy.
W jednej z nich jest wigcej czasteczek typu 4, a w drugiej typu B. Powr6émy do
eksperymentu. Przygotujmy mieszaning podw6jna o stg¢zeniu krytycznym

i przeprowadZmy pomiary réZnicy stezed 4C i miedzyfazowego napigcia
powierzchniowego ¢ w zaleznosci od temperatury w obszarze dwufazowym. I tu
znowu czeka nas niespodzianka. Okaze si¢ bowiem, ze AC ~ (T.—T),a 0 ~

~ (T.—T)*. Wykladniki krytyczne 8 i u nie dos¢, Zze beda prawie takie same dla
wszystkich mieszanin podwdjnych, to ponadto nie beda si¢ réznily od
poprzednich wykladnikéw krytycznych dla ukladu ciecz-gaz. Znéw daje o sobie
znaé hipoteza uniwersalnosci. =

PrzejdZzmy teraz do zjawiska zwilzania. Mysle, Ze znane jest Czytelnikowi pojecie
kata zwilzania. Jego definicj¢ przypomina rysunek 4. Zwiazek kata zwilzania @

z napigciami powierzchniowymi migdzy ciecza a gazem o, ciecza a cialem
stalym o, i gazem a cialem stalym o,, zwany jest prawem Thomasa-Younga

i jest niczym innym jak prawem réwnowagi sit dziatajgcych na czasteczki osrodka
w punkcie P, w ktérym stykaja si¢ trzy fazy (rys. 5). Réwnanie réwnowagi sit

w kierunku réwnoleglym do $ciany naczynia ma postac

™) . Oz = G+ 0.C08 O,

a stad cos @ = (0,,— 0.5)/0.,. Jezeli jedng z faz jest cialo stale, to zwiazek ten
jest stosunkowo prosty, w ogélnym przypadku, np. dla trzech nie mieszajacych
si¢ cieczy nalezaloby rozwiazaé réwnanie wektorowe 6,,+6,3+06,3 = 0 (rys. 6).
Jezeli 0,y— 05 = 0,4, to @ = 0. Oznacza to, ze migdzy Scianke naczynia a fazg
gazowa wchodzi bardzo cienka (z naszego, tj. makroskopowego. punktu widzenia)
warstewka cieczy. W tym przypadku mowimy, ze mamy do czynienia

z doskonalym zwilzaniem fazy stalej przez ciecz.

Teraz mogg juz przystapi¢ do opisu odkrycia, ktérego dokonat John W. Cahn

w 1977 roku. Otoz zauwazyl on, Ze jezeli zamknigte w naczyniu dwie fazy maja
punkt krytyczny — moze to by¢ na przyklad ciekly i gazowy dwutlenek wegla —
to zawsze istnieje temperatura nizsza od T, w ktoérej zachodzi doskonale zwilzanie
§cianek naczynia przez jedna z faz. Dokonajmy za Cahnem analizy wzoru (*) dla
temperatur bliskich temperaturze krytycznej. Wiemy juz, ze dla tych temperatur
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o, ~ (T.— T)". Intuicyjnie wydaje sig, ze o,,— 0, musi by¢ zwigzane z jakas
wielkoscig charakteryzujaca roznicg pomiedzy faza ciekla i gazowa. Narzucajaca
si¢ wielkoscig jest tu réznica gestosci i Cahn przyjal, ze o,,— 0, ~ 4p, co z kolei,
jak juz wiemy, jest proporcjonalne do (T, — T)P. Zatem w okolicach temperatury
krytycznej cos @ zachowuje si¢ jak (T, — T)?~*. Poniewaz u > f, wielko$é ta dazy
do nieskonczonosci, gdy T dazy do T, a stad juz wyciggamy wniosek, ze bez
wzgledu na wspolczynnik proporcjonalnosci zawsze istnieje temperatura, w ktorej
kat @ staje si¢ rowny zero i nastgpuje doskonale zwilzanie. Temperatura ta
zostala nazwana temperaturg zwilzania i zwykle oznacza si¢ ja przez T, . Powyzsza
analiza stosuje si¢ nie tylko do ukladow ciecz-gaz, ale réwniez do mieszanin
podwojnych. Jedyna réznica polega na zastgpieniu Ao przez AC — roznice stezen
jednego ze skladnikéw. Opisane zjawisko nosi nazwe zwilzania krytycznego.

Jego istnienie zostalo potwierdzone doswiadczalnie przez Mike’a Moldovera

i Johna Cahna w nast¢pujacym eksperymencie. Moldover i Cahn zamkneli

W naczyniu mieszanin¢ metanolu i cykloheksanu w temperaturze odpowiadajace;j
istnieniu dwu faz — fazy A bogatej w metanol i fazy B bogatej w cykloheksan
(rys. 7a). Faza A jako cigzsza zajeta dolng czes¢ naczynia, a gorna wypelnita
mieszanina par metanolu i cykloheksanu — faza C. Nastepnie na powierzchni
fazy B zostala umieszczona kropla fazy A (rys. 7b) i caly uklad zaczgto podgrzewac
mierzac jednoczesnie zalezno$¢ zaznaczonego na rysunku kata od temperatury.
Kat ten zmniejszal si¢ wraz ze wzrostem temperatury i w pewnym momencie
Moldover i Cahn zaobserwowali, Ze kropla znikla, a na jej miejscu pojawila si¢
cienka warstwa fazy A, ktora oddzielila faze B od fazy gazowej (rys. 7c).

Rys. Ta Rys. 7b Rys. Te

Praca Cahna dala poczatek calej serii publikacji poswigconych zjawisku zwilzania.
W wigkszoéci tych prac analize rozpoczyna si¢ od sytuacii, ktorg obrazuje
rysunek 8. Na rysunku tym przedstawiony jest gaz w obecnosci $ciany. Czgsteczki
gazu oddzialuja zaréwno ze soba, jak i ze Sciang. Ze wzgledu na przyciaganie
czasteczek gazu przez $ciang gestos¢ gazu w poblizu Sciany bedzie wigksza niz

w duzych od niej odlegtosciach. Przykladowy wykres gestosci przedstawia
rysunek 9; z jest tutaj odlegtoscia od Sciany, a g, i ¢, sa odpowiednio gestosciami
cieczy i gazu. Zastanéwmy sig, co bedzie si¢ dzialo w tym ukladzie, jezeli
znajdziemy si¢ w punkcie P diagramu fazowego (rys. 10). Punkt ten znajduje sig

" w obszarze odpowiadajacym fazie gazowej, ale bardzo blisko linii wspélistnienia

faz. Gdyby$Smy nieco zwigkszyli ciénienie lub zmniejszyli temperaturg, to
rozpoczalby si¢ proces powstawania nowej fazy — cieczy. Kondensacja gazu jest
mozliwa dzigki istnieniu sit przyciagania migdzy czasteczkami. Dla ukladu

o ci$nieniu i temperaturze odpowiddajacym punktowi P sa one jednak zbyt male,
aby ,,pokonaé” ruchy cieplne i uklad pozostaje w fazie gazowej. W poblizu Sciany
nalezy uwzgledni¢ dodatkowy czynnik, a mianowicie wspomniane wczesniej
oddzialywania migdzy $ciang a,czasteczkami os$rodka. Ta dodatkowa sita moze

w pewnych warunkach spowodowaé kondensacje gazu w bezposrednim
sasiedztwie $ciany, czyli zwilzanie jej przez ciecz (rys. 9). Autorzy wielu prac
zastanawiaja si¢ nad opisem takiego zjawiska, a wigc badaja na przyklad wplyw
sit migdzyczasteczkowych na temperaturg, w ktorej powstaje warstwa cieczy na
$cianie, czy tez obliczaja grubo$¢ tej warstwy w zaleznosci od temperatury.
Istnienie $ciany moze réwnieZ przyspieszy¢ proces separacji w mieszaninach
podwdjnych. Mozna to zrozumie¢ dodajgc do tego, co napisalem wczeéniej o tym
zjawisku, fakt, ze §ciana w rozny sposéb oddziatuje na poszczegodlne skladniki
mieszaniny. Ciekawym przykladem jest tutaj ciekla mieszanina izotopow He?

i He®. Otéz jezeli stezenie He* przewyzszy pewna wartos¢, ktora zalezy od
temperatury, to cala ciecz przejdzie w stan nadciekly. Dos$wiadczalnie stwierdzono
istnienie cienkiej warstwy nadcieklej w poblizu $cianek naczynia, podczas gdy
ciecz jako caloéé byla w fazie normalnej. Oznacza to zwilzanie $cianek naczynia
przez faze bogata w He*. Na tym przykladzie zakonicz¢ omawianie zjawiska
zwilzania. Nalezy ono do tych zjawisk, w ktérych bardzo wazna rolg odgrywaja
réine efekty brzegowe, czyli to, co si¢ dzieje na granicach migdzyfazowych.
Badanie takich zjawisk stanowi obecnie jeden z najszybciej rozwijajacych sig
kierunkow fizyki.
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* Twierdzenie Pitagorasa mowi, ze jezeli X i ¥ sq dlugosciami przyprostokatnych trojkata

prostokatnego, a Z — dlugoscia jego przeciwprostokatnej, to
[6)) X4Y? = 22,

1
Oczywiscie, pole tego trojkata jest rowne _2—)( Y. W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do

rozpatrywania tréjkatow prostokatnych, ktérych dhugosci bokow sa liczbami wymiernymi, tzn.
bedziemy rozpatrywa¢ rozwiazania rownania (1) w liczbach wymiernych dodatnich X, ¥, Z.

Doc. dr Jerzy BROW KIN Juz w starozytnosci zajmowano si¢ zagadnieniem: Czy pole takiego tréjkata moze by¢ rowne

@

Rozwigzanie zadania F 193. Po

ja beda do niej
stan rownowa
energia kin
kulke wynosi
czestofcia padajacego $»
Plancka.

Tuz przy powierzchni kulki elektron ma

energic E = Ex—(1/4 neg)-eqr hr—

— W—(1[4ey)eqfr, gdzie e — ladunek

elementarny, g — ladunek kulki. Jezeli

wszystkie elektrony opuszczajace kulke maja
na nig wrocié, to ich energia
w nieskoficzonosdci Calkowita

energia elektronu po opuszczeniu kulki nie
ulega zmianic. Stad hv— W — (1[4 negleg/r =

= 0ig = 4negr{hv— W)fe.

danej liczbie naturalnej n? To znaczy, chodzi o znalezienie takich liczb wymiernych X, Y, Z

1 .
spelniajacych (1), ze F XY = n. Liczby n o tej wlasnosci nazywamy liczbami kongruentnymi.

Na przyklad liczby X = 3, Y = 4, Z = 5 spelniajg (1) oraz %X Y = 6. To znaczy liczba 6 jest
kongruentna. Podobnie, liczby X = 63, ¥ = 13, Z = 6 spelniaja (1) (Czytelnik zechce to
éprawdzié) oraz %X Y = 5. Zatemn 5 jest liczbg kongruentna.

Z drugiej strony, gdyby liczba 2 byla kongruentna, to dla pewnych liczb wymiernych X, ¥, Z
spetniajacych (1) mielibyémylr -;—X Y = 2, tzn. XY = 4. Wtedy

XA42% = X4+ (XYY = X2 (K24 13) = (XZ2).

Wiadomo jednak, ze réwnanie a*+5* = ¢* nie ma rozwigzan w liczbach wymiernych g, b, ¢
réznych od zera. Zatem liczba 2 nie jest kongruentna.

Zauwazmy jeszcze, ze liczba n jest kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby
naturalnej m liczba m®n jest kongruentna. Jezeli bowiem pole trojkata prostokatnego o bokach
diugosei X, ¥, Z jest rowne n, to pole trojkata don podobnego o bokach diugosci mX, mY, mZ
jest rowne m?n. Wobec tego przy badaniu liczb kongruentnych wystarczy ograniczy¢ si¢ do liczb
bezkwadratowych, tzn. niepodzielnych przez zaden kwadrat liczby naturalnej wigkszej od 1. Tak
wiec z tego, ze liczba 2 nie jest kongruentna, wynika, Ze liczba 8 nie jest kongruentna itp.

Zagadnienie wyznaczenia wszystkich liczb kongruentnych lub chociazby podania efektywnej
metody zbadania, czy dana liczba naturalna n jest kongruentna — okazalo si¢ trudne i do dzi$
nie zostalo w pelni rozwiazane. Uzyskiwano jedynie wyniki czesciowe dotyczace tylko pewnych
liczb naturalnych n.

W tym artykule oméwimy pewien wynik uzyskany ostatnio, ktory niemal catkowicie rozstrzyga
problem wyznaczania liczb kongruentnych.

Badanie rozwiazan w liczbach wymiernych X, ¥, Z ukladu réwnan

1
@) X21¥2 = 72, ?XY=H

mozna sprowadzi¢ do badania rozwigzan w liczbach wymiernych U, W roznych od zera jednego
tylko rownania E

3) U2 = W—n*W.
1
Mianowicie, jezeli liczby wymierne X, ¥, Z spelniaja uklad (2), to liczby U = -y Z(X*—Y?) oraz

1
W= - Z? 53 wymierne, roézne od zera i spelniaja rownanie (3). Mamy bowiem

1

1
U? = — ZX(X?—Y?)? = — Z2((X?+ Y?)?—4X?Y?) =
7 ( ) T ((X?*+Y?) )

1 iy .
i _zz((._zz) m(_xy) ) = W(W?—n?) = W3 —n*W.
4 4 2

Na odwrot, jezeli liczby wymierne U, W, rézne od zera, spelniajg réwnanie (3), to przyjmujac

W2—n* 2Wn W24n?

X = e Y= = R

U U U

otrzymamy, jak latwo sprawdzi¢, rozwiazanie ukladu réwnan (2) w liczbach wymiernych.
Badanie rozwiazan réwnania (3) w liczbach wymiernych jest o tyle latwiejsze, Zze rownanie to
opisuje tzw. krzywa eliptyczna, a teoria krzywych eliptycznych jest bardzo rozwinigta i dostarcza
réznych silnych metod do badania punktéw o wspoirzednych wymiernych na tych krzywych.
Postugujac sie wlasnie takimi zaawansowanymi metodami, omawianie ktorych wykracza znacznie
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poza ramy tego artykuhu, J. Tunnell w 1983 roku udowodnil twierdzenie pozwalajace rozstrzygnac
w skonczone;j liczbie krokow, czy dana liczba naturalna jest kongruentna, czy nie. Niestety,
pewien fragment dowodu tego twierdzenia jest oparty na nieudowodnionej dotad hipotezie
dotyczacej krzywych eliptycznych (tzw. hipoteza B-SD, Bircha i Swinnertona-Dyera). Hipoteza

ta zostala sprawdzona w wielu szczegblnych przypadkach i wydaje si¢ bardzo prawdopodobna.

Twierdzenie Tunnella brzmi, jak nastepuje: Niech n bedzie liczba naturalng nieparzysta
i bezkwadratows. Badamy liczbe rozwiazan w liczbach catkowitych x, y, z kazdego z rownan

4 n=2x*4+y*+3222 i n=22+y*+822

Jezeli liczba n jest kongruentna, to drugie rownanie (4) ma dwa razy wigcej rozwigzan niz
pierwsze. Na odwrot, jezeli drugie z tych rownan ma dwa razy wiecej rozwiazan niz pierwsze, to
liczba n jest kongruentna, o ile wspomniana wyzej hipoteza B-SD zachodzi dla krzywej opisanej
réwnaniem (3).

Analogiczne twierdzenie ma miejsce dla liczb n bezkwadratowych parzystych. Trzeba tylko
rownania (4) zastgpi¢ przez

n=28x*+2y*+64z2 i n=8x>4+2y*+162%.

Tak wiec korzystajac z twierdzenia Tunnella mozna dowodzi¢, ze pewne liczby naturalne » nie sa
kongruentne. Natomiast dowod, ze liczba n jest kongruentna, powolujacy si¢ na to twierdzenie,
wymaga jeszcze wykazania, ze hipoteza B-SD zachodzi dla odpowiedniej krzywej eliptycznej.

Podamy kilka przykiadow. Liczba 3 nie jest kongruentna, poniewaz przy n = 3 kazde z rownan
(4) ma cztery rozwiazania w liczbach calkowitych: x = +1,y = +1, z = 01 oczywiscie 4 # 2- 4.
Rozumujac podobnie mozna udowodni¢, ze rowniez zadna liczba pierwsza postaci 87+ 3 nie jest
kongruentna.

Niech liczba n daje przy dzieleniu przez 8 resztg¢ 5 lub 7. Wtedy zadne z réwnan (4) nie ma
rozwiazan w liczbach catkowitych. Kwadrat dowolnej liczby calkowitej przy dzieleniu przez 8
daje bowiem reszte 0, 1 lub 4. Poniewaz n jest liczbg nieparzysta, wigc y jest liczba nieparzysta

i prawa strona kazdego z rownan (4) przy dzieleniu przez 8 daje reszte 1 lub 3. Mamy tez

0 = 2- 0. Wobec tego, jezeli przyjmiemy hipotezg B-SD, to z twierdzenia Tunnella wynika, ze
kazda liczba naturalna n dajaca przy dzieleniu przez 8 reszte 5 lub 7 jest kongruentna.
Analogicznie z hipotezy B-SD mozna wyprowadzi¢, ze kazda liczba n dajaca przy dzieleniu
przez 8 reszte 6 jest kongruentna.

To, ze np. liczba 7 jest kongruentna, mozna udowodni¢ bez jakiejkolwiek hipotezy. Wystarczy
stwierdzi¢, ze liczby X = %, ¥ = %’ Z= % spelniaja rownanie (1) oraz 7 = ;—XY

Nie znamy jednak ogoélnej metody znajdywania takich liczb X, ¥, Z, np. dla liczb n dajacych
reszt¢ 7 przy dzieleniu przez 8.

Podobnie z twierdzenia Tunnella przy zalozeniu hipotezy B-SD wynika, ze liczba 65 jest
kongruentna, mimo ze daje ona reszt¢ 1 przy dzieleniu przez 8. Wystarczy mianowicie znalez¢
wszystkie rozwigzania kazdego z réwnan (4) przy n = 65 i poréwnac ich liczby. Nie przedstawia
to wigkszych trudnosci — wyznaczenie tych rozwigzan pozostawiamy Czytelnikowi jako latwe
¢wiczenie. Natomiast znalezienie trojkata prostokatnego o dlugosciach bokéw wymiernych

i polu 65 jest zadaniem nieco trudniejszym. Mamy nadzieje¢ jednak, ze Czytelnik z nim sobie
rowniez poradzi. Udowodni w ten sposob, ze liczba 65 jest kongruentna. Fakt ten byl znany
matematykom arabskim juz w X wieku.

Zauwazmy na zakonczenie, ze liczacy sobie ponad 1000 lat i majacy calkiem elementarne
sformulowanie problem znajdywania liczb kongruentnych stanowi drobna ciekawostke i jest
zagadnieniem bez wigkszego znaczenia. Mimo to jego prawie kompletne rozwiazanie wymagato
uzycia bardzo zaawansowanych metod z réznych dzialéw matematyki wyzszej, rozwinigtych
dopiero w XX wieku.
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Literatura:
1. Euklides, Elementy, Aleksandria, 300 r. p.n.e.,
2. Trygenometria, dowolny podrecznik,

dr Michal SZUREK

W jednym ze starszych numerow American Mathematical Monthly (tom 44, 1937, str. 579—583)
znaleZliSmy ciekawe twierdzenie Williamsa. Warto je chyba przedstawi¢ w Delcie.

W kazdym trojkacie zachodzi nier6wnosé

o 1 e e

sin — sinﬁsiny < —QyYB-5)V2yB+22
2 2 54

i oszacowania nie da si¢ poprawi, tj. istnieje trojkat, w ktérym powyzsza nieré6wno$é staje sie

rownoscia.

Dla dowodu oznaczmy sin %sin % siny przez R. Poniewaz y = mw— («+ ) (zob. [1] w spisie

literatury), wiec (zob. [2]): R = (cos m;ﬁ —cos u‘-:;'ﬂ)s'm u;—ﬂ cos a:ﬁ .

Polézmy teraz « = x+d, f = x—d, y = cos x, k = 1—cos d, i po prostych przeksztalceniach
otrzymujemy R = y|/~—y‘+2y3—2y+l —ky)/l-y‘.
Chcemy znaleZ¢ najwigksza warto$¢ funkcji R na zbiorze {(k, y) :0<y<1, 0<k< 1)
Standardowe metody (zrozniczkowa¢ i przyrownaé do zera ...) raczej zawodza. Chyba, ze kto$
z Czytelnikéw ... My skorzystamy z tozsamosci, prawdziwej dla kazdego a:

(?—=2ay+a®) (y*+2(a—1)y* +a(Ba—4)y*+ 2(a—1)*Qa+ Dy +a(a— 1)?*Q2a+1)) =

= y5—2y5+ 2y — (3a*—5a% + 3a)y* +a*(a— 1)*(2a+ 1).
W dalszym ciggu bedziemy zainteresowani wyborem a tak, by wspélczynnik przy y* byl réwny
-1, tj.
3a*—5a*+3a—-1=0,

tzn. (a*—2a+1)(3a*+a—1) = 0, skad

1
a=1 lub a=?{—1i|/13).

; = 1 1
W dalszym ciagu za a przyjmiemy warto$é -g(ul + ;/1‘“) =~ 0,4343 < >

Oznaczajac znow ¢ = 2(a—1)*(2a+1), h = a(a—1)*(2a+ 1) mamy po niekrotkich acz
zrozumialych przeksztalceniach

R = V@h—(—aP(*+2a—D)y* +aBa—8)y* +cy+h)—ky Y T=*

i zadanie prawie rozwigzane: jezeli wiclomian czwartego stopnia widoczny pod pierwiastkiem
powyzej jest dodatni dla 0 < y < 1, to w punkcie y = a, k = 0 mamy, oczywiscie, szukana
najwicksza warto$¢ wynoszaca wlasnie tyle, ile twierdzimy. Sprawdzenie, ze wielomian
y*+2(a—1)y*+a(3a—4)y* +2(a—1)*(2a+ 1)y +a(a—1)*(2a+ 1) przyjmuje w przedziale (0,1)
wartosci dodatnie, jest moze latwe dla posiadaczy kalkulatorow elektronicznych. K. P. Williams
o takim przyrzadzie nie slyszat, wiec uzyt prawie zapomnianej dzi§ metody zwanej laficuchem
Sturma. Przedstawimy te rachunki. Oznaczmy

fla,y) = y*+2(a—1)y* + a(3a—4)y* +2(a—1)*(Qa+ )y +ala—1)*(2a+1).

5 1 1
Mamy /(5. 7) = 4 =y= 3P4t ¢ = 0-DO+D (-r-4) >0

gdyO<y<l,
fA,y) =y*—y* =»(*-1) <0 dla 0<y<l,

4 4 4 278 4 /4 /8
—, = 2{l—=1}y+2{——-1} |——1|y+ —[=——-1]) {—+1}>0dlay > 0.
f(s y) rs (3 )” (3 )(3 )” 3(3 )(3 ) ¢
Porzadkujac teraz f(a, y) wzglgdem poteg @ mamy

fla, y) = 2a*+ (dy—Na* +3y(y—2)a> + (2y°* — 4> + Da+ (* —=2y° + 2y)
Do 3 i £
i widzimy, ze wspolczynnik przy a przyjmuje warto$é¢ zero miedzy 5 a = i miedzy 11 2,

a ,,wyraz wolny” y*—2y%+2y jest dodatni przy y > 0. Zatem w rownaniu f(a, y) = 0 sa dwie
zmiany znaku dla y < 1, a wigc nie wigcej niz dwa pierwiastki przy y < 1. Ale, jak zauwaiyli§my,

1 4 EEye
dlay <1 f(?’ y) >0, f,y < 0,_{(—3—, y) > 0, tak ze dla y < 1 jest jeden pierwiastek
1 4 1 1 %
miedzy = ilijeden miedzy 1 a s, Zatem gdy a < Ch nasze rOwnanie nie ma pierwiastkow
1 - 1
wzgledem y mniejszych od jednosci (a Jjak widzieli$my, ?(— 1+ V13) ~ 04343 < _f)

Po prostych obliczeniach okazuje sig, ze trojkat, w ktérym powyzsze maksimum (= 0,2213) jest
osiggane, ma katy o« = f§ = 64°15"30”, y = 51°29’. I kto by to pomyélai?

e



e
ﬂ.‘—-t/ L]
=
Ed
.r =
o
ﬂ.———- .‘;
o s ﬂ. . .J
rvE
&
a .a

Patrz w niebo

Tym razem proponujemy wyprawe na poludniowa pétkule Ziemi, aby przyjrzeé sie pewnemu
ciekawemu obszarowi nieba poludniowego. W zasadzie cala poludniowa pélkula nieba (péinocna
oczywiscie tez) widoczna jest juz z rownika, a gwiazdozbior, o ktorym bedzie mowa — Krzyz
Poludnia — moze by¢ zaobserwowany w calosci na poludnie od szerokosci geograficznej 25°,

a wigc juz z terendw lezacych w poblizu Zwrotnika Raka. Jednak w pehlcj krasie podziwia¢ go
mozna dopiero z pétkuli poludniowej.

Tak jest obecnie, ale wiele wiekow temu, w czasach potegi panstwa perskiego, Krzyz byl widoczny
z obszarow tego kraju (okoto 40° szerokosci geograficznej poinocnej). Wspanialy ten
gwiazdozbior pozostawal przez dlugi czas obiektem szczegdlnego zainteresowania, a nawet

kultu, w starozytnej Persji. Z czasem, wskutek zjawiska precesji osi ziemskiej, przesuwat sie

w kierunku poludniowego horyzontu, by wreszcie za nim znikna¢ dla perskich obserwatorow.
Zastgpiony zostal wtedy przez inny gwiazdozbiér o podobnym ksztalcie — przez Delfina,
$wiecgcego wowczas co prawda wysoko na ,,perskim niebie™”, nie doréwnujacego jednak
rozmiarem ani efektownoscia Krzyzowi.

Praktycznie trudno w niewielkim obszarze nieba znalez¢ rownie piekne, charakterystyczne
zgrupowanie jasnych gwiazd, jak to, ktore tworza cztery najjasniejsze gwiazdy Krzyza Poludnia
(x, B, v i 0) oraz lezace w poblizu o i § Centaura (niemal na przedtuzeniu linii 68 Krzyza —
zdjecie).

Po czasach swej swietnosci na ,,perskim niebie” Krzyz przez dlugi czas, obserwowany z rzadka

i przez nielicznych ludzi ze ,,Starego Swiata”, nie stanowit oddzielnego, nazwanego gwiazdozbioru.
Zaliczano go wéwcezas do rozleglego sasiedztwa konstelacji Centaura. Dopiero w XVII wieku
zostala nadana mu nazwa. Jest ona pozostaloscia po istniejacej wowczas tendencji do deateizacji
nazw konstelacji. Przykiadem realizacji tych dazen jest atlas Juliusa Schillera, w ktorym
starozytne nazwy gwiazdozbioréw zastagpiono przez postacie biblijne. Krzyz zostal nazwany przez
francuskiego astronoma Augustina Royera, pozostajacego prawdopodobnie pod wplywem
badaczy poludniowego nieba, ktérzy dopatrywali sie w ukladzie tych gwiazd symbolu ich

religii. Mial on sluzy¢ za amulet ochraniajacy przed licznymi niebezpieczenistwami grozgcymi

w nieznanych zakatkach swiata.

Czy jednak rzeczywiscie gwiazdy tego gwiazdozbioru ukliadaja sie w ksztalt krzyza?

Trudno w zasadzie orzec, dlaczego tak go nazwano, skoro brakuje jasnej gwiazdy lezacej na
skrzyzowaniu ramion o koricach wyznaczonych przez cztery najja$niejsze gwiazdy. Przypomina
on raczej pochylony latawiec, a jesli juz chcemy doszukac si¢ ksztaltu krzyza, to mozna to zrobié
na rozne sposoby, co ilustruja rysunki.

Krzyz Poludnia czgsto utozsamiany jest ze ,,wskaznikiem™ poludnia, analogicznym jak Gwiazda
Polarna dla poilnocy. Jednak, o ile Gwiazda Polarna znajduje si¢ tuz (w odleglosci okolo 1°)

kolo poinocnego bieguna nieba i praktycznie w kazdym momencie nocy wskazuje kierunek
pélnocny, o tyle w poblizu poludniowego bieguna nieba brak jasnej gwiazdy, ktéra moglaby
speinia¢ podobna rolg. Krzyz oddalony jest od poludniowego bieguna nieba o okoto 30° i w ciggu
nocy doé¢ znacznie zmienia swe polozenie na niebie. Jesli jednak przedluzymy odcinek laczacy
dwie jego gwiazdy — y i « okolo 4 razy w kierunku od y ku o, to otrzymamy polozenie
poludniowego bieguna sfery niebieskiej. W ten sposob zeglarze i podréznicy wyznaczali dawniej
kierunek potudniowy. x

Gwiazdozbior Krzyza lezy na Drodze Mlecznej. Jest to stosunkowo jasny obszar nieba, totez
na jego tle szczeg6lnie efektownie wyglada ciemna mglawica pylowa, zwana Workiem Wegla.
Wyrazna, ciemna plama na Drodze Mlecznej, utworzona wskutek przeslaniania stabych gwiazd
przez pyl jest doskonale widoczna golym okiem. Uwazny Czytelnik, by¢ moze, dostrzeu ja na
naszym zdjeciu — na lewo od gwiazd « i f Krzyza.

Innym, ciekawym obiektem tego gwiazdozbioru jest gromada otwarta zwana Kappg Krzyza

(» Krzyza to najjasniejsza gwiazda tej gromady), nie bez powodu okreslana tez mianem
szkatulki klejnotow. Jej prawdziwa ozdoba jest silnie czerwona gwiazda, o ktorej John Herschel
pisal: ,,Najczerwienisza, najbardziej krwisto-szkarlatna ze wszystkich gwiazd, jakie kiedykolwiek

widzialem. W poréwnaniu z biatoscia § Krzyza wyglada ona jak kropelka krwi”,

Osobom, ktore zapragna obejrze¢ ten pickny gwiazdozbior nieba poludniowego i w tym celu
wybiorg si¢ w dluga podroz, radzimy wypraweg odby¢ wiosng (tzn. gdy wiosna bgdzie panowac
na naszej poikuli). Jest to bowiem okres jego najlepszej widocznosci.

mgr Joanna UDALSKA
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Umiejetnos¢ okredlania kierunku pélnocnego w terenie

na podstawie gwiazd (rys. 1) jest dla przecigtnego

czlowieka wlasciwie zupelnie nieprzydatna, a dla

kapitana statku plynacego przez ocean to za malo.

Kapitan musi zna¢ wlasne wspotrzedne geograficzne.

Okazuje sig, Zze mozna to tatwo osiagnaé rowniez przez
~obserwacje gwiazd.

Rys. 1. Charakterystyczne gwiazdozbiory umozliwiajace
odszukanie Gwiazdy Polarnej. Lezy ona w kierunku pélnocnym
z dokladnoscia +1°.

Gwiazdy na sferze niebieskiej maja swoje wspoirzedne
okre§lone analogicznie jak wspolrzedne geograficzne na
kuli ziemskiej. Osie obu tych uktadéw wspdlrzednych
pokrywaja si¢ (tworzac tzw. o$ swiata), dzigki czemu od
razu wida¢, ze gwiazda o deklinacji § zawsze znajduje
si¢ nad rownoleznikiem o szerokosci geograficznej

@ = 0. Druga wsp6lrzedng punktu pod gwiazda jest
nieco trudniej okreslié. Uméwmy sig, ze gdy niebieski
potudnik zerowy znajduje si¢ nad ziemskim
poludnikiem zerowym, to mamy godzing zero (czasu
gwiazdowego). Po uplywie czasu T niebieski potudnik
zerowy znajdzie si¢ nad poludnikiem ziemskim

o diugosci geograficznej T (jednej godzinie odpowiada
15°), a gwiazda o rektascensji « nad potudnikiem

o dlugoéci A = T—a.

Rys. 2. Sfera niebieska z kulg ziemska w rodku. Wspolrzedne
niebieskie — rektascensja i deklinacja (x, §) — sa okreslone
analogicznie jak ziemskie dlugo$é i szerokoéé geograficzna

(4, ¢). Niebo obraca sie pozornie wokot osi $wiata w tempie

1 obrét na dobe gwiazdowa (doba gwiazdowa jest o okolo 4 min.
krotsza od Sredniej stonecznej). Kat T jest miara uplywu czasu
gwiazdowego.

NMala delld

Wspotrzedne geograficzne

obrat nieba




Z powyiszego rozumowania wynika juz metoda
wyznaczania potoZenia. W kazdej chwili potrafimy
mianowicie okresli¢ wspétrzedne (4, ¢) punktu na
Ziemi polozonego akurat pod gwiazda o wspdlrzgdnych
(o, ), jezeli wigc ze statku widac te gwiazde o z
stopni od zenitu, to oznacza, ze znajduje si¢ on

o tylez stopni od punktu (4, ¢). Na globusie mozna
wtedy narysowaé koto, na ktorym gdzies statek sig
znajduje, bo wiadomo, gdzie lezy srodek tego kota

“ i jaki jest jego promien (rys. 3). Wystarczy t¢ sama
procedure powtorzyé dla drugiej gwiazdy, by dostaé
drugie koto, ktére z pierwszym musi si¢ przecigé.
Jeden z punktow przecigcia si¢ tych kot (a zazwyczaj
latwo rozstrzygna¢ ktéry) to poloZenie statku (rys. 4).

Rys. 4. Dwa kola pozycyjne — w jednym z punktow ich przeciecia
si¢ jest statek. Jezeli jedna z obserwowanych gwiazd jest Gwiazda
Polarna, to od razu ¢ & 90° — z.

lusterko polgczone
e o ra.fnl:niem

Rys. 5. Sekstans. Obracajac ramie sprowadza si¢ obraz gwiazdy
na obraz horyzontu. Na skali odczytuje si¢ wtedy wysokosé
gwiazdy nad horyzontem, réwna oczywiscie 90° — z.

Malq Delte przygotowal Tomasz KWAST

blegun <

-
o

7
9=90-z

Rys. 3. Jezeli mamy narysowaé na globusie kolo oparte na kacie
Srodkowym z, to rozwarcie cyrkla latwo okresli¢ wbijajac ostrze

w biegun, a drugie ramie¢ opierajac na réwnolezniku o szerokosci
geograficznej 90° — z. ;

Pozostaje wyjasni¢, w jaki sposdb mierzy si¢ na statku
kat (luk) miedzy gwiazda a zenitem. Pomiar ten
wykonuje si¢ za pomoca sekstansu (rys. 5) — przyrzadu
genialnego przez to, ze umozliwia wykonanie pomiaru
z dowolnie kolyszacego si¢ statku. Jest to mozliwe
dlatego, ze dzigki uktadowi dwdch lusterek nawigator
widzi w lunetce zaréwno horyzont, jak i gwiazde

i jezeli te dwa obrazy drgaja w polu widzenia, to

w kazdym razie drgaja jednakowo i ,, sprowadzenie
gwiazdy na horyzont” nie przedstawia trudnosci.

Tak wigc na statku musi znajdowac sie sekstans i zegar
(gwiazdowy), no i oczywiscie katalog gwiazd. W dzien
wykorzystuje si¢ pomiar z dla Storica, a poniewaz
potrzebne sa dwie takie obserwacje, to obserwuje sie
Storice dwukrotnie — nalezy przy tym uwzglednic, Ze
w czasie migdzy obserwacjami statek przebedzie
okreslona droge. Niezbgedne wykresy wykonuje si¢
oczywiscie nie na globusie, lecz na mapach, ale to juz
sq szczegoly techniczne.

Rys. 6. Zegarem gwiazdowym moze by¢ dowolny zegar
(pokazujacy normalnie czas stoneczny) spieszacy si¢ o okolo
4 min. na dobe.
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Rys. 1. Przebieg zmian jasnosci podczas wybuchu typowej gwiazdy nowej.
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KOLUMNA AKRECYJNA

Rys. 2, Uklady wybuchowe pokazane w plaszczyinie orbitalnej:

a) obraz w przypadku braku pola ycznego; 1 « bial karla,
a 2 czerwonego karla. 3
b) obraz z polem magnetycznym — obecno$¢ pola obrazuja linie przerywane,
znaczenie 1 i 2 tak |ak w oal.

Rys. 3a). Na rysunku pokazane s3 krytyczne powierzchnie Roche'a
w plaszczyinie orbity ukiadu podwojnego. Zaznaczone sg punkty Lagranse a.
Jednostka na osi X i ¥ odpowiada odleglosci miedzy i M;iM,.

M, M

Rys. 3b). Strzalki pokazuja mozliwe kierunki przeplywu materii. Rysunek b
jest przekrojem plaszczyzng prostopadia do plaszczyzny rysunku a
przechodzaca przez punkty L, Ly, Lj.
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Pierwszych europejskich obserwacji pojawienia si¢ zupehie
nowych gwiazd na sferze gwiazd stalych dokonal Tycho Brahe.
Podobne obserwacje gwiazdy z 1054 r., wykonane w Chinach,

nie byly znane w Europie. Zaobserwowane wtedy gmazdy
okresla si¢ mianem supernowych, gdyz pojawialy si¢ tam, gdzie
nie bylo wida¢ zadnej gwiazdy i zwigkszaly swa jasnosé d.zwslqtkl
tysigecy razy. Pojawialy sig tez nieco slabiej rozblyskujace gwiazdy,
ktore nazwano nowymi (rys. 1).

Obserwacje gwiazd nowych zaczely rozwija¢ si¢ pod koniec

ubieglego wieku, analiza tych danych pozwolila Otto Struvemu

postawiC hipoteze, ze wszystkie nowe sa uktadami dwoch

fizycznie zwigzanych gwiazd (tzw. uklady podwojne). Lata

szescdziesigte przyniosly prace obserwacyjne (m.in. astronomoéow

polskich: Wojciecha Krzeminskiego i Jozefa Smaka)

potwierdzajace hipotez¢ Struvego, a jednoczesnie dostarczyly

ogromu danych o fizycznych wlasnoéciach tych ukladéw. Okazalo

si¢, ze jedna z gwiazd ukladu jest bialym karlem, druga za$ —
gwiazda o malej masie palaca wodor w centrum. Ten drugi

skladnik ma rozmiary na tyle duze, ze cze$¢ swojej masy

przekazuje w kierunku bialego karla. Opadajaca materia

w zaleznoéci od natezenia pola magnetycznego bialego karla

(rys. 2) tworzy wokot niego dysk lub kolumny akrecyjne (przy

duzym natezeniu). W ukladzie takim moze nastepowaé wybuch

i zwigzane z tym pojasnienie. Z obserwacji znamy szereg cech

gwiazd nowych, i tak:

— podczas wybuchu uklad zwigksza swoja jasnos¢ o 3 do

13 mag (czyli od 16 do 16 000 razy);

— iloé¢ energii wypromieniowanej w czasie calego wybuchu

w widzialnej czesci widma waha sie w granicach 10%® do 1043

ergow, to jest tyle, ile Storice wypromieniowuje w ciggu od 7

godzin do 8100 lat;

— w zaleznosci od rodzaju gwiazdy wybuchowej wybuchy

powtarzaja si¢ w okresach od 10 dni do 100 lat, przy czym im

czgstsze wybuchy, tym mniejsza ich jasnosc;

— w czasie wybuchow ubytki masy z ukiadu zamykaja si¢ w dod¢

szerokich granicach od dziesiatych czesci do kilkuset mas Ziemi;

— czasy obiegu gwiazd ukladu (czyli okres orbitalny) wynosza od

kilkudziesigciu minut do kilkunastu godzin.

Dla dalszego opisu powstawania gwiazdy nowej niezbedne jest
wyobrazenie o polu grawitacyjnym woko6t obu gwiazd. Na
rysunku 3a przedstawione sa powierzchnie stalego potencjalu
grawitacyjnego. Ponad powierzchnia oznaczona C, czastki
utrzymywane s3 w ukladzie przez sumaryczne przycigganie obu
gwiazd. Ponizej tej powierzchni, zwanej wewnetrzng krytyczna
powierzchnia Roche’a, na czastki materii oddzialuje praktycznie
tylko jedna z gwiazd. Na rysunku 3a zaznaczono roOwniez punkty
Lagrange’a (L,—Ls). Najwigksze znaczenie dla ewolucji ukladu
podwojnego maja punkty L,, L,, L; (patrz Delta 2/1985). Przez
punkt L; moze nastgpowa¢ wymiana masy migdzy skiadnikami,
za$ przez L, i L3 — jej odplyw z ukladu (rys. 3b).

Chcac przedstawié¢ cigg modeli prowadzacy do powstania
typowego ukladu wybuchowego jcsteémy w rozterce! Z jednej
strony dzigki temu, ze znane gwiazdy i uklady maja rézne masy,
wiek itd. (sg réznie zaawansowane ewolucyjnie), jesteSmy

w stanie zaobserwowac kazde ze stadidw rozwoju, z drugiej —
roznorodnos¢ wéroéd obserwowanych ukladow podwojnych jest
tak duza, Ze szalenie trudno jest je utozy¢ w jeden ciag. Co wigc
robia astronomowie? — Konstruuja taki ciag modeli, ktory
oprocz tego, ze daje dobry model koricowy, ma w punktach
posrednich swoje obserwacyjne odpowiedniki.

Od czego wiec zaczynamy? — Od zalozen! Podstawowym
zalozeniem jest, ze gwiazda nowa powstala z ukladu podwojnego,
o skladnikach dos¢ znacznie rozniacych si¢ masg (rys. 4a). Na
poczatku odleglo$¢ miedzy gwiazdami wynosila kilkaset promieni
stonecznych, odpowiada to okresowi orbitalnemu od 100 do 300
dni. Na wszystkich rysunkach 4 (a do g) linia przerywana
zaznaczona jest wewnetrzna powierzchnia Roche’a z punktem L,,
zwana linig predkosci zerowej.

Na poczatku skladniki ukladu ewoluuja tak, jakby byly
gwiazdami pojedynczymi (rys. 4a). Gwiazda bardziej masywna
szybko wypala wodor w centrum i staje si¢ czerwonym
olbrzymem (gwiazda o malym helowym jadrze i ogromnej,
majaoc_] wiele jednostek astronomicznych, otoczce). Natomiast
mniej masywny skiadnik ukladu podwéjnego wypala tylko
niewielka iloé¢ wodoru tak, ze niewiele si¢ zmienia. Przykladem
ukiadu podwaojnego w tej fazie ewolucji moze by¢ HD 200428/9.
Obie gwiazdy znajduja si¢ wewnatrz swoich powierzchni Roche’a,
a okres ich obiegu wynosi 113 dni. Ten etap rozwoju, trwajacy
od kilku milionéw do miliardow lat, konczy si¢ w momencie, gdy
bardziej masywna gwiazda, czerwony olbrzym, zwigkszy promien



na tyle (przyklad SS Leporis, rys. 4b), ze nadmiar materii zacznie
przelewac si¢ na druga gmaqu przez punkt L, (rys. 4b i rys. 3b).
- W przypadku duzej réznicy mas i konwektywnej otoczki
czerwonego olbrzyma po krotkim czasie przeplyw przez L,
zmienia si¢ w prawdziwy kataklizm. Rozmiary drugiego,
malomasywnego skladnika ukladu (czerwonego karta —
malomasywnej gwiazdy ciagu gléwnego) rosna bardzo szybko.
Nie jest ona jednak w stanie przyswoié¢ sobie tak wielkich ilosci
materii. Materia wylewa sie na zewnatrz. Oba skladniki ukladu
znajda si¢ w rzadkiej i nieprzezroczystej chmurze gazu. Teraz
zmiany zachodza bardzo szybko. W ciagu kilkudziesieciu tysiecy
lat obie gwiazdy — czerwony karzet i olbrzym (o helowym lub
weglowym jadrze) — zblizaja si¢ do siebie. Faza ta nosi nazwe
wspolnej otoczki. W pewnym momencie zblizanie ustaje,

a otoczka rozprasza si¢ w przestrzeni (rys. 4¢c). To, co ukazuje
si¢ naszym oczom po rozdmuchaniu wspolne;j otoczki, jest
ctasnym ukladem podwdjnym (odlegloéé sktadnikéw zmmejszy{a
si¢ kilkadziesiagt razy — zwroccie uwage na zmiang skali rysunku
pomiedzy rys. 4c a 4d), zlozonym z czerwonego karla i gwiazdy
palacej wodor (lub wodor i hel) w cienkiej uwnquzne;

warstwie (z gwiazdy tej w dalszej ewolucji powstanie blaly karzel),
zanurzonym w mglawicy planetarnej (rys. 4d). Przykiadem

takiego ukladu jest UU Sagittae. Jest to mglawica planetarna,

w ktorej centrum znajduje si¢ uklad podwéjny zlozony z bialego
karla i gwiazdy ciagu gloéwnego o masach 1,1 i 0,6 Mg i okresie
okolo 11 godzin. Gdy mglawica rozprasza si¢ i przestaje by¢
widoczna, a dzieje si¢ to do§é szybko, bo w czasie od 10* do 10°
lat, pozostaje (rys. 4e) uklad podwojny, np. AA Doradus,

w ktorym jedna z gwiazd dopala resztki wodoru i helu w cienkiej
warstewce na powierzchni, druga za$ jest czerwonym karlem.
Obie znajdujg si¢ wewnatrz swoich powierzchni Roche’a, a okres

ukiadu wynosi kilka godzin. Dalsze zmiany sa nieznaczne (rys. 4f):

pierwszy skladnik po wypaleniu paliwa jadrowego kurczy si¢

i staje si¢ bialym karlem, drugi za$ nie ulega zmianie. Najbardziej
znanym ukladem tego typu jest V471 Tauri. Ma on okres okoto
12,5 godziny, a masy bialego karla i czerwonego karla sa rowne

i wynosza okoto 0,8 Mp.

A co dzieje si¢ dalej? Wydawaloby sie, ze nastapil impas, bo
jedli drugi skladnik ma masg¢ mniejsza niz 0,8 M, to aby na
skutek ewolucji zwiekszyl swoj promien do powierzchni Roche’a,
musialby uplynaé czas dluzszy od wieku Wszech§wiata. Jakie
wigc mechanizmy fizyczne mogg ,,zblizy¢ do siebie” dwie
gwiazdy (spowodowa¢ utrate¢ momentu pedu z ukiadu) tak, aby
czerwony karzel wypelnil swoja powierzchni¢ Roche’a i zaczat
przelewaé materi¢ na bialego karla?

Zaproponowano dwa sposoby utraty momentu pedu z ukiadu:
— na skutek aktywnosci atmosferycznej czerwonego karla,
analogicznej do wiatru slonecznego, tylko na znacznie wigksza
skale,

— przez promieniowanie grawitacyjne — trzeba tu nadmieni¢, ze
istnienie fal grawitacyjnych nie zostalo do§wiadczalnie
potwierdzone.

Pierwszy mechanizm funkcjonuje wydajnie tam, gdzie okresy
obiegow wynosza kilka godzin; dla okresow dluzszych decyduje
ewolucja nuklearna. Charakterystyczne czasy skracania okresu
wahaja si¢ od 10 do 100 min lat. Promieniowanie grawitacyjne
jest dominujace przy niewielkich odleglosciach gwiazd (male
okresy). Przykladowo: czas spadku na siebie dwu gwiazd

o masach 1 Mg i 0,8 Mg i o okresie poczatkowym 1,5 godziny
wynosi 44 min lat, a dla okresu 12 godzin — 11 mid lat.

0O ewolucji decyduje ten mechanizm, ktéry w danych warunkach
dziala szybciej.

W ten sposob udalo si¢ nam zamkna¢ caly lancuch modeli, ktory
prowadzi do powstania ukladu wybuchowego (rys. 4g).

JASNOSC

Rys. 5. Diagram H-R z pokazang ewolucjg gwiazdy o masie okolo 1 MO'
Rézne wielkosci kot obrazujg, jak zmienia sig promieri poczas ewolucii.
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Rys. 4a). Okres orbitalny P = 200 dni, odleglos¢ migdzy gwi

A = 260 R, czas zycia na tym etapie 6,5 - 107 lat.
Przykiad: HD 200428/9.

b). P = 200 dni, 4 = 260 RO' czas przelewania si¢ materii okolo 10# lat.
Przykiad: S5 Lep.

¢). Faza wspolnej otocezki. Czas zblizania si¢ czerwonego karla do jadra
czerwonego olbrzyma 104 do 10° lat.

przykiadu. \\\\\\\ \\\\\\
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d). Faza mgtawicy planetarnej. P = 0,5 dnia, 4 = 3,23 RO. CZas rozpraszania
mglawicy do 10% lat.
Przykiad: UU-Sge.
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e). P = 0,5 dnia, A = 3,23 R, czas dopalania wodoru i helu w warstwowych
#rédiach energii okolo 105 lat.
Przyklad: AA Dor.
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f). P = 0,5 dnia, A = 3,23 R~, utrata momentu pedu poprzez
promieniowanie grawitacyjne lub aktywnosé atmosferyczna — czasy
zachodzenia tych procesow 107 do 10® lat. Przyklad: V471 Tauw.

M  08M,

g). P = 0,285dnia, 4 = 22 RO czas przelewania materii okoto 10° lar.
Przyklad: Z Cam.
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Jest to skrét pracy nagrodzonej zlotym
medalem w Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki w 1985 r.

po s e

Praca nadeslana na Konkurs dotyczy nowej metody dowodzenia pewnych nier6wnosci.

W niniejszym skrécie umieszczam jedynie wazniejsze twierdzenia (bez dowodéw) i niektore ich
zastosowania. Oto gléwna idea mojej metody.

Chcac udowodni¢ nieréwnosé postaci

Txi o33, %) = glx1, X2, .- %0)

postepujemy w nast¢pujacy sposéb: Rozpatrujemy jedng strong nieré6wnosci, np. g(x;, ..., xa),

i dokonujemy kolejnych zmian wartosci zmiennych (za kazdym razem zmieniamy wartosci tylko
dwéch zmiennych). Ten proces zmian kontynuujemy w nieskoriczonosé, przy czym zmiany te 89
tak dobrane, ze za kazdym razem funkcja f nie zmienia swojej wartosci, funkcja g za$ przyjmuje
coraz mniejsze wartosci i ten malejacy ciag wartoéci funkcji g jest zbiezny do wartosei funkcji f;

Przystapmy teraz do precyzyjnego przedstawienia tej metody. Na wstepie podamy kilka pojeé
o charakterze ogblnym.

Definicja. Wezmy pod uwage ciagla funkcje @: P — R, gdzie P jest podzbiorem plaszczyzny R2.
a) Jezeli dla kazdego punktu (x, y) € P liczba ¢(x, y) lezy w przedziale domknietym o kofcach x
i y, to funkcj¢ ¢ nazywamy mediang.

b) Jezeli dla kazdego punktu (x, y) € P, gdzie x # y, liczba ¢@(x, y) lezy w przedziale otwartym
o koricach x i y, to funkcj¢ @ nazywamy mediana wlaSciwa (zaloZenie x # y jest tutaj konieczne).

Nastgpujace funkcje
plx, ¥) = —{—;’t x,y€R,
v, ») = Vxy x,y=0,
n(x, y) = (x”yp)m x,yz0p>0

sq medianami. Funkcje ¢ i 7 s3 medianami wlaéciwymi. Jezeli dziedzing funkcji y ograniczymy do
zbioru {(x, ) : x, y > 0}, to y tez bedzie mediang wlasciwa.

Niech @ : 4 — R bedzie mediana, a punkt (x§, ..., x?) € R” bedzie taki, ze kwadrat
o wierzchotkach (m, m), (m, d), (d, m), (d, d), gdzie m = min {x%, ..., x%}, d = max {x?, ..., x°},
jest zawarty w A.

Projekcja punktu (x?, ..., x%) wzgledem mediany @ nazywamy dowolny cigg punktow
Xy = (x{", ..., x9) € R" spelniajacy warunek :

dla kazdego k = 0, 1, 2, ... istnieje taka para indeksow i, j, gdzie 1 < i< j < n, ze

k s k+1) k (k
X' = XD = g(x{M, x¥)

(=

Taz
D =xB gdyi#tr#j

Tak wigc Xy, powstaje z X, przez ,,ufrednienie” wspolrzednych x{*® i x{*
za pomoca mediany ¢.

Jezeli za kazdym razem usredniamy najmniejsza i najwicksza wspolrzedna,
to projekcje nazywamy ekstremalng.

Jezeli dla dowolnego podziahu zbioru {1, 2, ..., n} na niepuste podzbiory 4, B i kazdej liczby
naturalnej k, istnieje taka liczba k > ko, Ze Xi,, powstaje z X, przez uérednienie x{* i x{*,
gdzie i € A, j € B, to projekcje nazywamy normalng.

W pracy udowodnilem m.in. twierdzenia:
Twierdzenie 1. Projekcja ekstremalna jest zbiezna w R" do punktu postaci (xg, Xo, ..., Xo) € R".

Twierdzenie 2. Projekcja normalna wzgledem mediany wlasciwej jest zbiezna w R" do punktu
posta.ci (XO 3 XQy ceay xo) eR".

Latwo wykazac, Ze liczba x, wystgpujaca w obu twierdzeniach ma dla podanych poprzednio
funkcji @, vy, n nastepujace wartosci:

5 o i Sy i 5 ”V
S A X1

s o Xny

(x;_+ e 22 )”v

n n
Teraz juz mozemy przystapi¢ do dowodzenia nieréwnosci.

Zadanie 1. Udowodni¢, ze jezeli ay, ..., a, = 0, to

a4+ ... +a
P TREe  e n ol

i2



Rozwigzanic zadania M 429, Mamy

k4 +32+1 = (K3 4+20)k+ (k24 1),
k34+2k = (K2+1)k+ k,
k141 = k- k+1.
Zaowazmy, ze kazdy wspdiny dzielnik liczb
k*+3k2+ 11 k2 + 2k jest dzielnikiem k2+ 1,
oraz ie kazdy wspdlny dzielnik liczb k3 + 2k
ik2+1 jest dzielnikiem k*+ 32 + 1. Tak wiec
NWD(k*+3k2+ 1, K3+ 2k) = NWD(k* + 2k,
k2 +1).
Podobnie otrzymujemy
NWD(k3+ 2k, k2 + 1) = NWD(k2+1, k) =
= NWD(k, 1).
Ale NWD(k, 1) = 1, czyli liczby k*+3k3+1
i k3+ 2k sq wezglednie pierwsze.

g e X = +y\?
Dowdd, Niech ¢(x, y) = 2y . Jak wiadomo, xy < (x_z{’_) = g@(x, ¥): p(x, y).
Stad dla dowolnych x,, ..., xs = 0,1 < i < j < n, jest
) Wt i o s

ﬁ-'[’xl * el Xgy (e, XD LK
Niech (4x)i% o bedzie projekcja ekstremalng punktu (g, ..., a,) wzgledem mediany ¢. Oznaczajac
f(x1,y ..y Xa) ="YX - ... - x mamy na mocy (1)
SA) < f(Axy,) dlak=0,1,2, ...

ai+ ... +aa

Poniewaz A4 — (ao, ..., o), gdzie a, = , wigc na mocy cigglosci funkcji £ mamy

"V an = f(do) < f(A) < Jim f(40) = fi@a, ... a) e ﬂi'“_*_i

czyli to, co mieliSmy udowodni¢.

Zadanie 2. Udowodni¢, ze jezeli0 < x; < 1dlai=1,2,...,n, to

a1+ x

Dowéd. Niech p(x, y) = V' xy. Ot6z, jezeli x, y € [0, 1], to
1 1 1 1
P T T I+g(x,y)
Nierownos$é ta wynika doéé prosto z nieréwnosci
Wx-V3) (1=Vm) > 0.
Stad dla dowolnych y,, ..., ya€[0,1]1i1 < i < j < n jest
1 1 1 1
—t .t + + ..+ <
14y, 1+y 14y, 14y,
1 +:..+ ! +.‘.+—]—+‘..+—I——.
1+y: 1+e, ¥y) L+@(n, yp) 1+ ya

Niech (Xi)¢2 o bedzie projekcja eksttemalng punktu (x,, ..., x») wzgledem mediany .

@

<

Przyjmujac, ze f(yy, ..., ya) = + .+ mamy na mocy (2)
1+ 1+ya
F(X) < f(Xesy) dlak=0,1,2,..

Podobnie jak w zadaniu 1 mamy

= :

1 " n n
=f(Xo)€f(Xx)$ lim f(X;)=f(xo...xo}= = —,
o 1 vio Lixe 14Wa o

czyli to, co mieli$my udowodnié. -
Zadanie 3 (nieréwnos¢ Holdera). Udowodni¢, ze jezeli a;, b; > 0 dlai = 1,2, ..., n oraz liczby

1 1
dodatnie p i g spelniajg réwnosé = 4+—=1,to
q

e n n
S aibe< (3 af)”(3 ).
i=1 >~ =1 i=1
Dowod (czesciowy). Niech

P+ ijp -1+ ah1/q
@(x’y)=(x z}m) 5 w(x,y)=(x 2y) ;

‘Wowcezas mozna wykaza¢ (dowod pomijam; w przypadku p = g = 2 jest on szczegblnie prosty

— w tym szczeg6lnym przypadku dowodzona przez nas nieréwnosé nosi nazwe nieréwnosci
Schwarza), ze jesli a,, o3, 8, B2 > 0, to :
oy Bitas B < play, o) v (B, 182)“"?’(051‘ ) ¥ (B1, B2).

Stad dla dowolnych a;, ..., &%, By, ..., fn > O i dowolnych 1 < i < j < njest

(3) ¢131+ +Ott,8;+ +¢;ﬁ;+ -i-cr.,.ﬂ,. <
< i+ ... @, w)pBi, B+ ... + @, a)p(Bi, B+ ... +oafh.
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Niech (4){Z o bedzie projekeja normalna punktu (a,, ..., a.) wzgledem mediany @. Konstruujemy
teraz projekcje (By){Z o punktu (by, ..., b,) wzglegdem mediany v: jesli 4y, , powstal z 4, przez
usrednienie wspotrzednych af* oraz af*’, to By;, powstaje z B, przez usrednienie wspéirzednych
b oraz bV, Oczywiscie, projekcja (By) tez jest normalna.

Wowczas
af+ ... +af\'”
Ax = (ao ..., ao), ao .—,.(_...._—) ;
n
b+ ... +b3\1e
B by bk~ bas ( i+ _) _
n
Oznaczajac

f(als ceey Qg |813 saey ﬁn) = 4“’3;+ +1"18,|
mamy zgodnie z (3)

f(Ax; By) < f(Ay1; Brsy) dif k=01, 2=
Stad i z cigglosci funkcji £ mamy

Za!bl = f(Ao; Bn)%iim f(Ax; By) = flao, ..., ao; by, ..., bo) =
i=1 =

al+ .. +a@ PO+ ..+ s i
= =n( ‘ - ) ( - ) =(§la}’)l_f (,;1 bg}m.

Przy dowodzeniu réznych nier6wnosci stosowaliémy rézne mediany. Skad wiadomo, jaka
mediang zastosowaé przy dowodzie konkretnej nierdwnosci? Nieréwnoéci dowodzone

w zadaniach 1 i 2 s3 postaci

@ falay, ....an) < galay, ...,as) n=123,..

Otz mozna uzasadnic, ze jezeli taka nieréwno$é da si¢ udowodni¢ wyzej prezentowang metoda,
to mediana ¢ musi spelnia¢ warunek :

©)] 5 Lo(p(x, »), (x, ¥)) = g2(x, »)

(w przypadku zadari 1 i 2 mediana ¢ rzeczywiscie spelni_a ten warunek). Tak wiec chcac
udowodni¢ nieréwnos¢ (4) wpierw wyznaczamy mediane z warunku (5).
Nie zawsze jednak nieréwnos¢ (4) daje si¢ udowodni¢ wyzej opisana metoda.

W priypadku zadania 3 sytuacja jest trochg inna, gdyz wystepujaca tam nieréwnosc nie jest
nieréwnoscia typu (4). Mozna si¢ jednak dopatrzy¢ duzych podobienstw i uogélnié
warunek (5) na inne rodzaje nierdOwnosci.

Prezentowana metoda dowodzenia nieréwnosci nadaje si¢ do dowodzenia nieréwnosci innych
typow (oczywiscie _nie wszystkich), mozna bowiem z powodzeniem znajdowa¢ jej modyfikacje.

5
m— Zadania . Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 427. W wierzcholku trojkata stoi pionek. Przestawiamy go do losowo wybranego jednego
z pozostalych wierzchotkéw (szanse wyboru kazdego sposréd dwoch sasiednich wierzcholkéw sa
; - réwne). Niech p, oznacza prawdopodobiefistwo tego, ze po n krokach pionek stoi w wyjéciowym
% wierzcholku. Znalez¢ lim p,.

n—00

Rozwigzanie na str. §

M 428. Na-kuli o promieniu r opisano wieloécian o polu powierzchni S. Znale#¢ jego objetosé.
Rozwigzanie na str. 6

M 429. Wykazac, ze dla dowolnej liczby catkowitej k liczby k3 +2k i k*+3k*+1 sa wzglednie
pierwsze.
Rozwiazanie na str. 13

Redagujq mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wiodzimierz ZIELICZ

F 192. Wewnatrz umocowanej, przewodzacej, nie naladowanej kuli o promieniu R znajduje sie
kuliste wydrazenie o promieniu r, ktérego srodek pokrywa si¢ ze $rodkiem kuli. Jaka minimalna
predko$¢ nalezy nada¢ znajdujacej si¢ w érodku kuli czastce o masie m i fadunku g, aby po
przejéciu przez waski otwor w kuli odleciala w nieskoficzonoéé?

Rozwigzanie na str. 5

F 193. Kulke metalowa oéwietlono $wiatlem o czestoéci v wigkszej od czgstoéci granicznej dla
zjawiska fotoelektrycznego. Kulka znajduje sie w prozni, a jej promien wynosi r. Jaki ladunek
ustali si¢ na kulce, jezeli praca wyjscia dla metalu, z ktérego jest ona wykonana, wynosi W?
Rozwigzanie na str. 4 ’ - :

[
i;:i.



Breydki bigd

Pan mgr Adam Kleiner z Krakowa zwrocil
nam uwage, te w nr 12/1985 ile
narysowalidmy cieri linii drubowej.
Rgeczywidcie, Linia srubowa powstaje

% obwinigeia walca trdjkgtem
prostokagtnym, a wiec na cieniu daje

linie bedgcs sinuscids, a nie Yamang,
co ilustruje rysunek.

\

Ocezywiécie rdéwnie2 ziy jest cien
helikoidy, bo jego brzeg jest wiasnie
linig srubows.

Bardzo dziekujemy p. Eleinerowi
i przepraszamy Czytelnikdw,

Kacik olimpijski

Bardzo duze zastosowanie w dowodzeniu nier6wnosci ma nieréwnos¢ Cauchy’ego miedzy
$rednig arytmetyczng i geometryczna:

A —_— &1+ ... +a
jezelia,, ...,a, = 0, to "]/al e L

", przy czym réwnos¢ zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy @, = a; = ... = a,.
Ponizsze nierownoSci moina udowodni¢ wykorzystujac te nieréwnosé.

Zadanie. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,, x,, ..., x, prawdziwa jest nieréwnosé

Xi7 x3 - x5 27 1
e EoEL o e e s e T )

(zadanie 2 z zawodow II stopnia XXXI Olimpiady)
Dowéd. Zatézmy najpierw, ze x;, ..., x, = 0. Rozwazmy liczby

2 22 zf =2 an—2 an—1 an—1 2n
s n ke X5 R s K L M e

————— —— i
2n-1 liczb 27-2 Jiczb 22 liczb 2! liczb

Srednia arytmetyczna tych liczb wynosi

1 n-1.2 | an-2_22 1 at=1 o xi xgz x:“ E
?(2 x1+2 X3_+ s +2x_1 +Xa +l) = -—i + 2 + 2 +?.

Srednia geometryczna tych liczb wynosi
2! —————
l/x}"-xiu- X2l =y X Xa.
Stad na mocy nieréwnosci Cauchy’ego otrzymujemy zadana nier6wnos¢.
Jedli teraz nie wszystkie liczby x;, ..., x, 53 nieujemne, to wobec

g X o e = bl sl

i na mocy juz udowodnionego tez spelniaja nieréwnosé, .

lxfl = x?

Zadanie 1. Niech n > 2 i niech g, x,, ..., x, beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Dowies¢, ze
a*1—%2 a*z—>3 aXn—% n?
=

2(x1+ ... +xn)

=
X1+ x2 X2+ X3 Xnt X1

wskazaé, w jakim przypadku zachodzi rownosé.
(zadanie 3 z VII Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych)

Zadanie 2. Dowiesé, ze jeéli suma liczb dodatnich a, b, ¢ jest réwna 1, to
B - 1 = 1 =9
a b’ T

(zadanie 6 z zawodow I stopnia IT Olimpiady)

Zadanie 3. Udowodnic, Ze dla kazdego naturalnego n i dowolnych liczb m’eujcmnych.a, o P
..., 0n Spelniona jest nierownosé

= & (ar+ax+ ... +an)*

I I (4a) < Sl e bR
Z k! -

i=1 k=

(zadanie przygotowawcze z XXVI Olimpiady)

Zadanie 4. Dowies¢, ze jesli a, b, ¢, d sa liczbami dodatnimi, to zachodzi nieréwnos¢

1 1 1 1 16

+ - ———
a+b+c  a+b+d a+c+d b+c+d 3a+b+c+d)
(zadanie 9 z zawodéw I stopnia IX Olimpiady)

Piotr HAJLASZ




Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 1986

Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kofica miesigca n+ 2. Szkice rozwigzan
samieszczamy w numerze n+ 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania
to robi¢ co miesige lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadar

(kazde na j kartce),
+ matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
: lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélczynnik

trudnosci danego zadania: WT = 4—3§/N, gdzie S oznacza sumg ocen za iazania tego zadania, a N —
liczbg osob, ktére nadesialy ie chocby jedneg dania z d numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy: Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktow jest
saliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1986.

Czotéwka 1igi zadaniowej "Elub 44 M"

po uwzglednieniu ocen rozwigszar

sada 115 /WI=1,46/ 1 116 /¥1=2,59/  7,4ania z matematyki nr 127, 128

Andrgej Pawlowski - Zabrze 45, 10pkt

Jerzy Janowlez - Boleszawiecs3,27pkt Redaguje dr Marcin E. KUCZMA 3
Marian Roman - Ek 43,09pkt

Jacek Mafdziuk - Lublin 42,93pkt 127, Czy istnieje w przestrzeni euklidesowej trojwymiarowej zbior majacy dokladnie 6 osi
Andrzej SudoX = Nowy Sace 41,6Bpkt symetrii?

Grzegorz Kus - Krakéw 39,93pkt

Zbigniew Koza - Jelenia G. 38,48pkt 128, Niech K bedzie zbiorem punktow plaszczyzny (x, y) o wspolrzednych x, y € {1, ..., p},
Dariuss Kurpiel - Zarszyn  36,22pkt  gdzje p jest ustalona liczba pierwsza, p = 3. Udowodnié, ze w zbiorze K mozna znalezé

Pan Pawtowskl po raz trzeci przekracza p punktow, wirdd ktorych nie ma trzech punktow wspotiniowych.

sume 44. Zadanie 128 przyslal pan Jarostaw Cel z Lodzi

Zadania z fizyki nr 25, 26
Redaguje dr Andrzej NADOLNY

25. Rysunek 1 przedstawia uklad optyczny, w ktorym dwa
zwierciadta plaskie Z, i Z,, prostopadie do siebie, tworza dwie
Sciany graniastostupa o podstawie trojkgta rownoramiennego.

W trzeciej $cianie (nieprzezroczystej) tego graniastoshupa
umieszczono soczewke skupiajaca S o ogniskowej f w taki sposob,
ze jej 0§ optyczna przecina prostopadle krawedz styku
zwierciadel, a jedno z ognisk soczewki lezy na tej krawedzi.
Znalez¢ polozenie i powigkszenie wytworzonego przez ten ukiad
Picts Bala S warut 30,99pkt Obrazu malego przedmiotu P, znajdujacego sie w poblizu osi
Tomass Rawlik = Gliwice 20,49pkt optycznej soczewki w odleglosei 1,5 f od niej.

L]
Czoldwka ligi zadaniowej "Klub 44 F"

po uwgglednieniu ocen rozwigzan
gadar 13 /WI=2,06/ i 14 /WT=2,99/

26. Czy pocisk wystrzelony z powierzchni Ksigzyca z predkoscia
—uv, gdzie o jest chwilowa predkoscia Ksigzyca w jego ruchu
wokot Ziemi: (a) spadnie na Ksigezyc, (b) spadnie na Ziemig, czy
tez (c) wejdzie na orbitg dookola ktoregos z tych cial (ktérego)?
Odpowiedz uzasadni¢. Niezbgdne dane nalezy wziac z tablic.

Rozwigzania zadaf z matematyki z numeru 11/1985

Przypominamy tre$¢ zadan:

119. Dany ciag liczb dodatnich (ap), an < @Gne1+ai (n = 0,1,2,...).
Czy szereg 3, an musi by¢ rozbieiny?

120. Kolejne boki czworokata majaq dlugodci a, b, ¢, d, a przekgine majg
diugoéci e i . Suma miar katéw przeciwleglych wynosi . Dowiest, 2e
(ac)? + (bd)? — 2abed cos » = (ef)2.

119. Tak. Przypusémy, ze Y a, < c0. Wowczas a, < 1/2 dla

n = ng. Niech ¢ = 1/2an,; ¢ = 1. Udowodnimy, ze dla k =

= 0, 1, 2, ... zachodzi nierébwno$¢ (*) an,+k = (2c+2k)~*. Dla
k = 0 mamy réwno$é. Zaldzmy prawdziwosé (*) dla pewnego k.
Funkcja f(x) = x—x? jest rosnagca w przedziale [0,1/2], a zatem
Ang+k+1 = alln‘i'k_-a:g"'k = flany+x) = f((2c+2k)~") =

= (2¢4+2k) ' = (2c+2k)~? i dowod (indukcyjny) nierébwnosci (*)
bedzie zakonczony, jesli pokazemy, Ze ostatnie wyrazenie jest

= (2c+2(k+1)"%; to

za$ jest kwestig elementarnego rachunku. Z nieréwnosci (*)
wynika rozbiezno$¢ szeregu ¥, a,, wbhrew uprzedniemu |
przypuszczeniu.

120. Niech w czworokacie ABCD (rysunek) AB = = a, BE = b,
CD = ¢, DA = d, AC = e, BD = f. Na bokach ABi AD, na
zewngtrz czworokata, zbudujmy trojkaty 4BK i ADM podobne,

odpowiednio, do trojkatdow CAD i CAB, tak, ze | ¥ ABK| =

= |% CAD|, | KAB| = |¥ DCA|, |* ADM| = |x CAB|,

|% MAD| = |¥ BCA|. Wowczas AK = acle, AM = bd|e, BK =
= adle = DM. Ponadto | ¥ KBD|+ |¥ BDM| = |x KBA| +

+ |% ABD| + | BDA| + | ADM| = |¥ DAC| + |¥ ABD| +
+ |& BDA| + |¥ CAB| = 180°, a wigc czworokat KBDM jest
rownoleglobokiem. Zatem KM = BD = f. Miara kata KAM
(wypuklego lub wkleslego) réwna jest [ DAB| + |& BCD|,
czyli w lub 360° — w. Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata KAM
dostajemy KM? = AK?>+ AM?*—2AK - AM cos w, co po
podstawieniu AK = acle, AM = bd|e i pomnozeniu stronami
przez e* daje teze zadania.

Uwaga. Udowodniona réwno$é nosi nazwe twierdzenia
Bretschneidera lub twierdzenia cosinuséw dla czworokaqta,




Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/1985

Przypominamy tres¢ zadan:

17, Jednorodny, sztywny, cienki pret o masie m, ktorego gérny koniec jest
zamocowany przegubowo w taki sposob, ze mozZe sig poruszac (bez tarcia)
tylko po poziomej prostej p, spoczywa swym dolnym koricem na plaskim,
sztywnym, poziomym podloZu s — jak na rysunku 2. Pret lezy w plaszczyinie
pionowej przechodzacej przez prosta p i jest nachylony pod katem x wzgledem
podioza. Wspdlezynnik tarcia statycznego preta o podloze wynosi f.

Obliczyé, z jaka sila F skierowana wzdluz prostej p nalezy dzialaé na goérny
koniec preta, aby przesunaé go po podiozu. Odleglosé p-s pozostaje stala,
niezaleinie od wartosci sily F.

18. Przed aparatem fotograficznym nastawionym ,,na nieskonczonosé™
umieszczono w odleglosci dwdoch ogniskowych od obiektywu cienki, czarny
krazek o érednicy D. Plaszczyzna krazka jest prostopadia do osi optycznej
obiektywu, a jego srodek lezy na tej osi. Obliczyé srednice obszaréw na blonie
fotograficznej, ktére po wykonaniu zdjecia beda (a) calkowicie i (b) czesciowo
zakryte przez obraz krazka. Srednica otworu obiektywu wynosi d < D. Obiektyw
traktujemy jako soczewke cienka, a dyfrakcje zaniedbujemy.

17. W celu przesunigcia preta po podlozu trzeba pokonaé sile
tarcia, rowng T = fN, gdzie T — maksymalna warto$¢ sily tarcia
statycznego, N — sila nacisku preta na podioze. Musi wigc
zachodzi¢ F = T. W przypadku, gdy sila F,,popycha’” pret
(rys. 3a), mamy N = mg/2+ F tg « i z powyzszych zwigzkow
Simg
2(1—ftga)
Przesuniecie preta jest mozliwe tylko przy spelnionym warunku
Sfiga < 1, w przeciwnym razie nastgpuje ,,zaklinowanie” preta.
W przypadku ciagniecia preta przez sile F (rys. 3b) sila nacisku
jest rowna N = mg/2 — F tgo i w konsekwencji

otrzymujemy F =

WL e
2(1+ftge)

Jak obserwowac plamy
stoneczne)

Beata GALECKA

Autorka jest uczennica III klasy XIX Liceum Ogdlnoksztalcgcego im.
Powstaficow Warszawy w Warszawie.

Jak wiadomo z przekazow historycznych i obserwacji
wspolczesnych, plamy na Sloficu mozna dostrzec nawet golym
okiem. Jednak tak sprzyjajace okolicznosci zdarzaja sie nieczesto.

W szkole do obserwowania plam stonecznych uzywamy lunetki
o ogniskowej obiektywu f,, &~ 22 cm, okularu — fox & 2,2 cm,
czyli o powiekszeniu okoto 10 razy. Srednica obiektywu ]une:kl
wynosi 45 mm.

Lunetk¢ zamocowana na stelazu z pretow laboratoryjnych
ustawiamy w oknie i kierujemy na Slofice. Sal¢ zaciemniamy
zastonami laboratoryjnymi. Mozna dodatkowo zaciemni¢ miejsca
wokot lunetki, przez ktore przenika $wiatlo, zastona z ciemnego
materialu, kocem itp.

Obraz Slonca rzucamy na ekran ustawiony prostopadle do osi
lunety, w niewielkiej na razie odleglosci od okularu. Ekranem
moze by¢ arkusz gladkiego, bialego papieru nalozony na sztywna
tekturg lub sklejke. Ostro$¢ obrazu uzyskujemy przez obrét
okularu o pewien kat, a takze przez zblizenie lub oddalenie
ekranu od okularu lunetki. W moich obserwacjach,
przeprowadzanych wielokrotnie, przyjelam, ze ekran bedzie
ustawiony w takiej odlegloéci od okularu, aby srednica tarczy
slonecznej na ekranie wynosita 10 cm. Jezeli w dniu obserwacji
na powierzchni Storica s plamy, to na ekranie sa widoczne
w poblizu pasa rownikowego Stofica jako ciemne plamki o réznych
: k?ztalta.ch. Mozna rowniez przeprowadzi¢ obliczenia wielkosci
plam.

Jesli na przyklad zaobserwowali$my plame o rozmiarze 0,4 cm,
a srednica obrazu Slorica wynosita 10 cm, to na rozmiar plamy

0,4 :
otrzymujemy el $rednica Slofica (= 1,4- 10® km), czyli
56 000 km.

17

Rys. 3a Ro
7, ———————- F
T 15mg
R, . R
o
s F 1 s
NN Fo NANNN ANNY N \\P.\\\ X R, N
1émg tgo
1
28 Rys. 3b

brona abieketyw krq ek
fotograficana o dredcy o o drednicy D

08" ||Ma ac’ || NG Rys. 4

18. Jak widaé z rysunku 4, do punktéw polozonych na odcinku
AB promienie §wietlne spoza krazka nie docieraja w ogodle (cien
catkowity), do punktéw polozonych na odcinku BC docieraja
promienie przechodzace tylko przez czgsc soczewki (polcien).
Cien krazka obejmuje wigc obszar kola o promieniu r = 4B,
polcienn — obszar pierscienia o promieniach R = ACir = AB.
Z prostych rozwazan geometrycznych wyznaczamy obie $rednice:
2r = (D—d)/2 oraz 2R = (D+d)/2.

nn
.
e 0 T ekran
e
)
Lo
e
=
zblizanie lub
oddalanie S S
parapet okna [ U U 1

Uwaga: przez lunetke nie wolno patrze¢ na Slofice, grozi oslepienie!

Rozmiar plamki na ekranie zalezy od jakosci uzytego sprzetu
optycznego. W wyniku réznych deformacji obraz moze byé
rozmyty i wtedy podobne rachunki prowadzq do zawyzenia
rozmiaréw plamy. Otrzymany wynik mozna sprawdzi¢: ot6z
plamy sloneczne o srednicy wigkszej niz 38 000 km sg doskonale
widoczne golym okiem (nalezy uwazad, aby nie narazi¢ oka na
olénienie).

Serdecznie zachgcam do obserwacji, a tych, ktorzy cheg sie
dowiedzie¢ czegos o plamach stonecznych, odsylam do ksigzki:
H. Newton, Oblicze Slorica, PWN, Warszawa 1961.

Oprécz pomiaréw wielkosci plam mozecie sprobowac
zaobserwowac zmiany polozenia plam na powierzchni Slorica.
Obserwujac plamy stoneczne przez kilkanascie dni zauwazycie,
ze niektore z nich znikaja w poblizu brzegu tarczy, a po
przeciwnej stronie pojawiaja si¢ nowe. Sprobuijcie co dwa, trzy
dni rysowaé polozenia plam na tarczy Slofica. Po okolo dwaéch
tygodniach obserwacji zauwazycie, ze grupy plam przesuwaja sie
w podobny sposob. Jest to spowodowane przede wszystkim
obrotem Slonca — plamy poruszajg sie wzdluz rownoleznikow
na Sloricu — mozecie w ten sposdb wyznaczy¢ okres obrotu

i polozenie osi obrotu Slonca. Kierunek poruszania sie plam po
powierzchni Storica zalezy od pory roku. Dzieje si¢ tak dlatego,
ze 05 obrotu Slorica jest nachylona do orbity Ziemi, zatem

w miarg przesuwania sie Ziemi po orbicie widzimy obracajaca sie
tarczg Storica pod réznymi katami. Sprobujcie okreslic, jak
zmienia si¢ polozenie osi obrotu Storica w kolejnych porach roku.



