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Zoo na plaszczyZnie

Doc. dr Feliks PRZYTYCKI

W ostatnich latach fascynacje uczonych pracujacych na pograniczu

matematyki i fizyki wzbudzily niezwykle obiekty: fraktale.
Najprostsze z nich znane byly od kilkudziesieciu lat, ale dopiero
teraz, dzigki uzyciu duzych komputeréw zaczgto otrzymywac
ogromne kolekcje tych ,,zwierzat”. Przyciaga ich pigkno,
powszechno$¢ wystgpowania i znaczenie w wyjasnianiu zjawisk
przyrody. W tym artykule opowiem, jaki zwiazek maja fraktale
z iterowaniem wielomianéw i z poprawnoscia metody Newtona
szukania pierwiastkow.

W 1904 roku Helge von Koch opisat konstrukcj¢ dziwnego
zbioru, tak zwanego platka sniegu. Do bokéw trojkata
rownobocznego przyklejmy z zewnatrz trojkaty podobne, trzy
razy mniejsze. Do kazdego odcinka brzegu otrzymanej gwiazdy
znowu przyklejmy trojkat trzy razy mniejszy i tak dalej. Brzeg K
otrzymanego w ten sposob platka $niegu jest topologicznie

- okregiem, to znaczy istnieje ciggle, wzajemnie jednoznaczne
przeksztalcenie ¢ okregu S* na X. Jest dziwnym okregiem,
w zadnym swoim punkcie nie ma wektora stycznego (to znaczy
@ nie jest rozniczkowalne). Co ciekawsze, wymiar Hausdorffa
HD(K) = log4/log3 =~ 1,2618. (To wida¢ z definicji podanej
obok. Dla kazdej liczby naturainej n mozna K pokry¢ 4" kotami
© promieniu &, = 37".) Tymczasem kazda porzadna krzywa ma
wymiar (w kazdym sensie) rowny 1. Niezwykla wlasnoscia K
jest samopodobienstwo, dowolnie male kawatki maja podobny
ksztait do duzych! W 1905 roku wiloski matematyk Ernesto
Cesaro zachwycony ,,wewngtrzna nieskonczonoscia™ krzywej
Kocha napisat tak: ,,Gdyby byla obdarzona zyciem, mozna by
si¢ jej pozby¢ tylko niszczac ja w catoéci. Inaczej odzywalaby
znowu i znowu z glebi swoich trojkatow, jak to czyni zycie we
Wszechswiecie™.

Przez wiele pozniejszych lat matematycy konstruowali podobnie
osobliwe ksztalty i oswajali si¢ z nimi, az wreszcie Benoit
Mandelbrot, matematyk z USA, stworzyl dla nazwania takich
ksztaltow slowo fractal (od lacinskiego stowa fractus — zlamany,
skladajacy si¢ z kawalkow). Oglosil, ze fraktale wystepuja
powszechnie i Ze taka jest wlasnie geometryczna struktura
przyrody. Na fraktale mozna natrafi¢ w bardzo prostych
sytuacjach. Wystarczy np. iterowad wielomian z2+ ¢ na
plaszczyZnie zespolonej, a ksztalty, ktore sie pojawiaja, sa
naprawde niezwykle. Wydawaloby sie nic prostszego jak
pojedynczy wielomian stopnia 2. Tymczasem komputery rysuja
przedziwne ,,zwierzeta”, a skomplikewany aparat XX-wiecznej
matematyki pozwala je zrozumiec¢ tylko powierzchownie.

Iteracje wielomianéw z°+c.

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej f.(z) = z2+c. Ciag
punktow z, w plaszczyznie zespolonej C, okreslony wzorem

Znyy = feza), n = 0,1, 2, ... nazywa sie trajektoria (w przod)
dla z, przy dzialaniu f;. Jest to ciag wartosci kolejnych iteracji f,
(zlozen wielomianu f; z samym soba) w punkcie z,, to znaczy
20, fe(Z0), fe ° fe(20), ... Bedziemy dalej pisat /' = f. o f, o ... o f2
(n razy). (Oblicz, Czytelniku, kilka pierwszych iteracji, :

a zobaczysz, jakie pojawiajg si¢ wielomiany stopnia 2,4, 8, ....
To juz nie jest tylko badanie ,,irywialnego” wielomianu stopnia
2.) Czy trajektoria jest zbiezna? Jesli nie, to jaki jest zbior
punktow, do ktorych podchodzi dowolnie blisko? Jak bedzie
zmieniac si¢ odpowiedZ na te pytania przy zmianach punktu
poczatkowego z,? A jak przy zmianach parametru ¢? Takie
pytania nazywa si¢ pytaniami o dynamike f,. Jesli przy zmianie
parametru ¢ w pewnym momencie nastepuje wyrazna zmiana
dynamiki, to méwimy, ze nastepuje bifurkacja.

W artykule o fraktalach rysunek 10 pochodzi
z pracy P. Blancharda, rysunek 23 z artykulu
Peitgena, rysunki zas 24, 25, 26 nadesial

dla Delty J. Curry, Pozostale rysunki
komputerowe wykonala na Merze 400

Teresa Przytycka. Fotografia na okladce
pochodzi ze zbioru J. Hubbarda, ktéry
stworzyl kilka serii diapozytywdw
przedstawiajacych powigkszenia pewnych
fragmentéw zuka Mandelbrota,

Rys. 1. Tak powstaje platek sniegu.

Dla dowolnej liczby € > 0 oznaczmy symbolem N (L) minimalng liczbe kot
o promieniu &, ktérymi mozna pokryé zbiér L. Pejemnoéé zbioru L to
nastepujaca liczba: limoinf togNe(L))/(—log €).

£

Definicja wymiaru Hausdorffa jest nieco inna, ale jesli zbiér L jest samopodobny,
to poiemnoéé i wymiar Hausdorffa sa takie same. (Zajrzyj do artykutu
s, Ulamkowy wymiar™ w Delcie 2/1985).
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Rys. 2. Ten ,,dywan Sierpinskiego” jest takze fraktalem. Jego wymiar
Hausdorffa jest réowny log8/log3.

Mandelbrot napisal pickna ksiaike pod tytulem ,,The Fractal Geometry of
Nature” wydana w 1982 roku w USA.

Plaszczyzna zespolona C to zwykia
plaszczyzna, w ktorej wprowadzamy dzialania
dodawania i mnozenia, Kazdy punkt 41_. h"
plaszczyzny utozsamiamy z wektorem OA.

Punkty plaszczyzny (liczby zespolone) !
dodajemy tak jak odpowiadajace im wektory. 1
Kaizdy punkt (wektor) z = (x, ¥) ma modul
lz] = ¥ x2+»? (czyli po prostu dlugosc
wektora) i argument 4rg(z) — kat, jaki tworzy
ten wektor z osia x (rys. 3). Iloczyn liczb z,
i z3 to liczba, ktorej argument jest réwny
sumie argumentdw z; i z; (mod 2x), a modul
jest iloczynem moduléw. O$ x jest nazywana Rys. 3
osig rzeczywista, a punkt (0, 1) oznaczamy

literg i. Dla punktu z = (x, ») oznacza sie

x = Rez, y = Imz. Zauwaz, Czytelniku, e r = Rez+ilmz. Zauwaz tez, ie
it =i-i= —1, i jest wigc pierwiastkiem réwnania z? = = 1. Moina wigc

—
X

napisaé i = /= 1. Liczbe o module r i argumencie a oznacza si¢ przez reid.



Przeanalizujmy przyklad ¢ = 0, to znaczy wielomian f(z) = z2,
Zbadajmy go na Cu {00 } (na plaszczyZnie zespolonej

z dolgczonym punktem w nieskoficzonosci), czyli na
dwuwymiarowej sferze S2. Istnieja dwa punkty stale,
przyciagajace (tak zwane scieki): 0 i co. Zbiér punktow,
ktorych trajektorie sa zbiezne do 0 (taki zbior nazywamy
basenem przyciagania), to kolo {z: |z| < 1}, Basenem
przyciagania punktu oo jest zbior {z: |z] > 1}. Oba baseny
rozdziela okrag S*, Ten okrag dla przeksztalcenia z2 ma
przedziwne wlasnosci: zbior punktéw okresowych, ktore sa
#rédiami, jest w nim gesty (to znaczy kazdy punkt z € S! jest
granica pewnego ciagu zrodel). Trajektoria (w przod) dla prawie
kaidego punktu okregu S* jest w S* gesta. Okrag S* pelni jakby
rolg duzego Zrodla, wewnatrz ktorego jest chaos. (Zajrzyj do
artykuhu ,,Chaos na odcinku™ Delta 7/1984.)

Na poczatku XX wieku dwaj matematycy francuscy Gaston Julia
i Pierre Fatou stworzyli, niezaleznie od siebie, ogélng teorie
iteracji funkcji wymiernych na S2, to znaczy funkcji postaci

f(2) = (@nz"+an_12""+ ... +a0)/(bmz™+bp_1 2"+ ... +byg),
(gdzie a;, b; €C, a, # 0, b, # 0) stopnia co najmniej 2. Stopien
to max{n, m) przy zalozeniu, ze ulamek f jest nieskracalny.
(Trajektorie punktow dla fstopnia 1 wygladaja dosy¢ prosto.
Jak?) Podstawowym pojeciem tej teorii jest zbior Julii J(1).
Moina go zdefiniowaé jako domknigcie zbioru wszystkich zrodet.
Oto niektore jego wlasnosci:

J(f) jest domkniety w S2. Zbior J(f) jest fniezmienniczy, to
znaczy J(f) = f(J(f)) = [~ (J(f)). Albo J(f) = §* (to sig jednak
rzadko zdarza, a nigdy dla wielomiandow), albo J(f) jest zbiorem
brzegowym, to znaczy nie zawiera zadnego kola. Z drugiej strony
J(f) jest w sobie gesty, to znaczy kazdy jego punkt jest granica
ciggu innych jego punktow (w szczegdlnosci J(f) jest
nieprzeliczalny). Ponadto J(f) = J(/™).

Juz chyba zauwazyle$ Czytelniku, ze dla f(z) = z2 zbior J(f)

to okrag S'. Niech teraz parametr ¢ bedzie bliski 0, ale ¢ # 0.
Mozna udowodnié, ze wtedy zbior Julii jest topologicznie
okregiem, podobnie jak przy ¢ = 0, a przy tym ma strukture
fraktala, jego wymiar Hausdorffa jest wigkszy niz 1 (rys. 5).

Zbiodr S’\J (/.) sklada sie Z dwoch skladowych — basendw
przyciggania $cieku oo i Scieku bliskiego O (spetniajacego réwnanie
z2+¢ = z). A co si¢ dzieje, kiedy c nie jest bliskie 0? Zanim
odpowiemy na to pytanie, wroémy jeszeze do ogodlnej teorii.

Omowmy teraz klasyfikacje i wyglad skladewych zbioru §2N\ J(f).
Zbior Julii dla funkcji wymiernej f jest niezmienniczy, wiec obraz
dowolnej skladowej zbioru S\ J(f) przy dzialaniu f jest tez jego
skladowa, a przeciwobraz'suma kilku sktadowych (nie wigcej niz
stopien f). Dopiero catkiem niedawno amerykariski matematyk
Dennis Sullivan udowodnit, Ze istnigje najwyzej skoficzona liczba
skladowych okresowych, to znaczy takich, ze f¥(4) = 4 dla
pewnej liczby N > 0. Kazda inna skladowa po jakims$ czasie
przechodzi w skladowg okresowa. Inaczej méwigc, Zadna
skltadowa nie bladzi.

Typy dynamiki na skladowych okresowych, f¥(4) = A, zostaly
rowniez sklasyfikowane, podzielone na 4 klasy:

a. Skladowa A jest przyciagana przez iteracje przeksztalcenia

g = ¥ do pewnego $cieku a € 4 bgdacego punktem stalym

przeksztalcenia g. (Basen przyciggania dla f~trajektorii okresowego
~ punktu a, czyli zbior punktéw, ktorych ftrajektorie sa zbieine

do zbioru {a, f(a), ..., f¥'(a)}, moze nie by¢ spojny. Moze

zawiera¢ nawet nieskonczenie wiele sktadowych, ktore nie sa

okresowe i dopiero po jakims$ czasie zaczynaja ,,chodzi¢”

okresowo. Sktadowa A basenu przyciagania, zawierajaca punkt

a, nazywa si¢ basenem bezposredniego przyciqgania.)

b. Skladowa A jest basenem bezposdredniego przyciagania pewnego
punktu neutralnego wymiernego a nalezgcego do brzegu zbioru A.
(Moéwimy, ze a jest punktem neuntralnym, jesli [g'(@)| = 1

J neutralnym wymiernym, jesli g’(a) jest pierwiastkiem z 1, to
znaczy (g'(@))* = 1 dla pewnej liczby naturalnej k. Liczba &
bedzie dalej oznaczaé najmniejszg liczbe naturalna o tej
w?asnoéci.) W otoczeniu punktu a dynamika iteracji przeksztalcenia
g wyglada podobnie jak iteracji przeksztalcenia A(z) = z(1 -i-z”‘)
dla pewnej liczby naturalnej 5. Kierunki, w ktérych poruszajg sie
punkty przy dzialanju iteracjami prze}(sztalcema 2* (lub &), sa

na rysunku 6 przedstawione strzatkami. Punkt a przyciaga
bezposrednio s - k basenow A4, ..., A, ;, ktorych suma nazywa
sie kwiatkiem. 4, nazywaja sic platkami. Przeksztalcenie g
permutuje te platki Mamy s cykli, kazdy dhugosci &£

Rys. 4. Cu {0} = §2, Strzalki pokazuja dynamike przeksztalcenia z}—» 23,

Punkt staly w dla f to taki punkt, ze f(w) = w.
Punkt okresowy w o okresie n (to znaczy staly dla przeksztalcenia g = /™)
nazywa sig¢ dciekiem, jesli modul pochodnej [g'(w)] < 1, a #rédlem, jesli

ig"(w)] = 1. (Pochodna w sensie polonym definiuje sie podobnie jak pochodng
h(z-l-:} k{z)

dla funkeji rzeczywistych ¥ (z) = lim . Reguly poiyteczne
2 v Car—-0
przy jej obliczaniu (pochodna sumy, iloczynu, ilorazu, zloienia) okazuja sie
takie same.) Zauwaz, Czytelniku, ze przeksztalcenie g = f* w malym
otoczeniu fcicku w zmniejsza odleglosci, Stad wynika, #e trajektoria kazdego
punktu z ustalonego, dostatecznie malego otoczenia sScieku jest zbieina do
trajektorii tego Scieku. Dla zrédia odwrotnie, odlegloici sie zwiekszaja, wige
kazda trajektoria, poza trajektoria samego zrodla, musi wyjsé z takiego
otoczenia.

Dila dowolnego zbioru 4 w §? zdefiniujmy brzeg jako zbidr takich punktow

z € 5?2, ze kazde kolo (w 52 w metryce sferytznej) o f.radku w punkcie z
przecina zardwno zbiér 4, jak i jego uzupelnienie. Zbiér W 52 nazywa sig
domkniety, jesli zawiera swoj brzeg, a’ otwarty, jeéli jest ze swoim brzegiem
rozdgezny. Domknigcie zbioru to jego suma z brzegiem, waetrze to zbidr minus
jego brzeg. (Cwiczenie: udowodnij, ze domkniecie zbioru 4 w §2 to zbiér
wszystkich punktéw w 52, do ktérych sg zbicine ciagi punktéw z A.)

Rys. 5. Brzegi pieciu obszaréw od
jasnoszarego do czarnego to
zbiory Julii dla wielomiandw
Az(1-2z) przy A odpowiednio 1,
312, 2, 5/2, 29/10. Te wszystkie
zbiory Julii sa topologicznie
okregami. (Dalej znajdziesz
komentarz, dlaczego wszystko
jedno, czy rozpatrywad wielomiany
takiej postaci, czy 22 + ¢, Podanym
wykej parametrom 4 odpowiadajg
parametry ¢ = 1/4, 3/16, 0,

- 5[16, —261/400.)

Zbidr otwarty 4 = 82 nazywa sig spoiny, jesli kazde dwa jego punkty mozna
polaczy¢ tamana lezaca w 4. Dowoiny zbidr otwarty 4 = 52 moZna przedstawié
w postaci sumy ciagu rozlacznych zbioréw otwartych i spéinych. Te zbiory
nazywajz sie skladowymi zbioru <.



¢. Skiadowa A4 jest dyskiem Siegela. To znaczy, ze A4 jest
topologicznie kolem i istnieje na nim taki uklad wspolrzednych,
w ktorym przeksztalcenie g = f" jest obrotem wokot pewnego
punktu a € A4 stalego dla g, neutralnego, wymiernego;

g2)=g'(a) =z

d. Skiadowa A jest topologicznie pierScieniem, a g na nim jest
obrotem, znowu o kat niewspoimierny z . (To si¢ jednak nie
moze zdarzyc dla wielomiandéw.)

Okazuje sig, ze w kazdym basenie przyciagania musi by¢ jakis
punkt krytyczny, to znaczy taki, ze f'(b) = 0. Okazuje si¢ tez,
ze w brzegu kazdego dysku Siegela (lub pierscienia) suma
trajektorii wszystkich punktow krytycznych dla f musi by¢ gesta
{nie wiadomo, czy bezposrednio w brzegu musi by¢ jakikolwiek
punkt krytyczny!). A wigc do obshugi kazdej okresowej
skladowej zbioru S*\J(f) potrzebny jest jaki$ punkt krytyczny.

Zajmijmy si¢ znowu wielomianami f.(z) = z2+¢. Punkt 0 jest
oczywiscie dla kazdego wielomianu f. punktem krytycznym.

¢ = [(0) jest wartoscig krytyczng (czyli obrazem punkiu
krytycznego). Jest jeszcze drugi punkt krytyczny: co (wiecej
punktow krytycznych nie ma, dla dowolnej funkcji wymiernej f
jest najwyzej 2 - (stopien f)— 2 punktéw krytyeznych). Punkt oo
jest zarazem punktem statym i Sciekiem. Oznaczmy przez A, jego
basen przyciagania. Okazuje sie, ze jest to zarazem basen
bezposredniego przyciagama i ze J(f.) jest jego brzegiem.

wZwierzaki” na rysunkach 5, 7, 10, 15—21 przedstawiaja zbiory
Z, = §*\ A, dla roznych parametrow c. Zauwaz, ze

Z. = {z €C: ciag f7(z) jest ograniczony }. Zbidr Julii to brzeg
,,Zwierza”. -

Wiréd wiclomianéw fi(2) = z?+ ¢, inaczej méwiac wéréd
parametrow c, szczegolny jest zbior zwany zbiorem Mandelbrota

M = {c eC: ciag f"(0) jest ograniczony }

(spojrz na rysunek 11). Jesli ¢ ¢ M, to oba punkty krytyczne

0 i oo naleza do basenu A.. ,,Zwierz”’ nie ma wiec wnetrza — brak
byloby punktéw krytycznych do jego obslugi. Tak naprawde to
dla ¢ ¢ M ,,zwierzakOw”™ w-ogble nie ma, Jest pyl. Wytlumacze
zaraz dlaczego. :

Zbidr A, mozna zbudowac biorac pewne otoczenie B punktu oo,
na przyklad {z:|z| > R} dla duzej liczby R. Potem trzeba

dodac pierscien (w topologicznym sensie) 8, = f='(B)\ B,
nastepnie B, = f:'(B,), Bs = f-'(B,) itd. Jeli i jest pierwszym
indeksem takim, Ze ¢ € B, to B; zawiera warto$¢ krytyczna.
Wtedy By, przypomina oprawke okularéw (spojrz na rysunek 9).
Oznaczmy szkla tych okularéw (topologicznie kota) przez

L{+D, L8+, Niech f,| L{'+* oznacza przeksztalcenie £, obcigte
do L{'*+Y, j = 1,2, Wtedy (f;| L$¥+1)~1(B,,,) to znowu
okulary, ale mniejsze. W uzupelnieniu mamy 4 szkietka dwéch
par okularow L§'*2?), j = 1,2, 3, 4. Nastepnie tworzymy 8
szkielek L{'+% j tak dalej. Mozna udowodni¢, ze $rednice tych
szkielek L™ daza do 0 przy s — co. Zbiér Julii sklada sie

z punktow widocznych przez dowolnie male okularki. Ten zbior
jest zbiorem Cantora. To rzeczywiscie pyl. Okazuje sie, ze 4. ma
nieskoficzenie wiele (nawet nieprzeliczalnie wiele) dziur. Przy
okazji trudno nie zauwazy¢ samopodobienstwa J(f.).

6y

4
o

v

Rys. 10. Baranki. Zbiér Julii dla z24 3/10 (na drugim obrazku pokazany jest
powigkszony maly kwadracik z pierwszego obrazka). Dla z2+1/4 zbiér Julii
I:_iyl brzegiem muszli (rys. 7), teraz muszla sig¢ rozsypala.

“

Rys. 6. Kwiatek, d Rys. 7. Muszla. Dla wiel
z(1 - z) kwiatek w punkcie
neutralnym ma tylko jeden

platek.

Istnieje pigkny zwiazek dynamiki przeksztalcenia f wokd! neutralnego punktu
okresowego (o okresie N) z teorig liczb. Okazuje sig, ze jedli liczba 2 = (fNY(a)
spelnia dla pewnej stalej C > 0, pewnej liczby naturalnej n i dla kazdego
ulamka pfq nierdwnosc: |Arg(d)—2ap/q| > C/q" to a ma swéj dysk Siegela,
wewngtrz ktdrego lezy. Ten warunek oznacza intuicyjnie, ze Arg(d) wolno
aproksymuje si¢ liczbami wymiernymi. Okazuje sig, e prawie wszystkie liczbv
z 5! maja t¢ wlasnosé,

Rys. 8 a) dysk Siegela,

b) pierscieni (istnienie takich piericieni dla pewnych przeksztalceri wymiernych
udowaodnil dopiero kilka lat temu matematyk francuski Michel Herman),
Punkt oo bada si¢ zmieniajac uklad wipdlrzednych na $2 tak, aby punkt co-

przeszed! na punkt 0. Na przyklad przeksztalceniem h(z) = —;- . Wtedy

1 z2 2z42c23—2¢23
=ko ~1(z) = = , = el
2c(z) = h o fe oh-1{(z) — T +Bel2) ety
"—’2" +C
z
2z s 7
= Hren’ Rzeczywiicie otrzymujemy g.(0) = g,.(0) = 0.

Kazdy wielomian stopnia 2 po odpowiedniej zmianie ukladu wspolrzednych na
C (przeksztalceniem postaci az+ b, a, b € C) przybiera postaé z2+ ¢, Trzeba
po prostu pr ieciem przep dzi¢ punkt krytyczny (réiny od o) na 0
ipotem zmieni¢ jednostke w ukladzie wspoirzednych, zeby uzyskaé
wspolczynnik przy z2 rédwny 1. Parametr ¢ jest wyznaczony jednoznacznie
(pomysl, dlaczego). Rodzina z2 + ¢ jest wigc w pewnym sensie uniwersalna.

Wielomian stopnia 2 mozemy takze znormaligowaé przeprowadzajac
przesuni¢ciem jeden z dwdeh punktéw stalych na 0. Mnozac potem
wspdlrzedne przez odpowiednig stala O{rzymujemy wielomian postaci z2 4 Az
lub postaci Az(1 — z) (jesli chcemy, Zeby przeciwobraz punktu stalego 0, rézny
od niego samego, byt rowny 1). Dla wielu rozwazan takie rodziny sa lepsze.
Z drugiej strony parametr 4 nie jest wyznaczony jed nie, bo i
dowolnoéé wyboru, ktéry z dwéch punktdw stalych przeprowadzié na 0.
Wielomian z2+ Az mozna przemienié na z2 4 (2— A)z.

Zauwaz, ze jedli ciag (f2(0)) nie jest ograniczony, to f7(0) — oo.

fell)
T k)

Rys. 9. Okulary.



Zajmiemy si¢ teraz ksztaltem ,,zuka” Mandelbrota, M (spojrz na
rysunek 11). Do tulowia przyklejone sa plamy roznej wielkosci,
do nich mniejsze plamki itd. Ale to jeszcze nie wszystko, bo
dookota widaé sporo czarnych kropek. To nie jest brud, te
kropki takze naleza do zbioru M. Sa nawet polaczone z glowna
czesdcia ,,zuka”, ale polaczenia sa tak cienkie, Zze nie wida¢ ich
na obrazkach z komputera. Mozna jednak wykonac¢
eksperyment pokazujacy nie tylko czarny lad M, ale takze
podmorskie, kolorowe grzbiety i skaly (dlugi czas ucieczki punktu
0 do oo przy dzialaniu iteracjami f.). Wida¢ to na powigkszeniu
fragmentu ,,zuka’” — patrz okladka. Zbior M jest spojny, nie ma
dziur i jest domknigty. Najciekawsze jest, ze wydaje si¢ miec,
podobnie jak zbiory Julii, wlasno$¢ samopodobieristwa. Czarne
kropki w powigkszeniu okazuja si¢ by¢ drugorzednymi ,,zukami”

o ksztalcie podobnym do M. Zbiér S2\ M ma mnostwo

fiordow wchodzacych w M. Nie wiadomo, czy kazdy punkt ¢

z brzegu M jest osiggalny z S>\ M, to znaczy czy istnieje ciagla
krzywa y = S*\ M zbiezna do punktu c.

Przypomnijmy, Ze dla przeksztalcenia f; przy ¢ = 0 punkt'0
jest punktem stalym, Sciekiem. Kiedy-c zmlema si¢, ten punkt
staly przesuwa si¢ (spelnia on réwnanie z2+ ¢ = z). Oznaczmy
g0 z... Interesujemy si¢ takimi parametrami ¢, dla ktorych z.
przestaje by¢ Sciekiem. Zauwaz, ze f(z) = 2z, czyli [f{(z9)l = 1,

gdy |z| = 5 Poniewaz ¢ = z.—zZ, wigc interesujace nas

A A\
parametry ¢ = c(2) ukladaja si¢ na krzywej ¢(4) = 5 (—2—) ;
gdzie A przebiega okrag {A:[A] = 1}. Te krzywa, ktora jest
brzegiem tulowia ,,zuka”, nazywa si¢ kardioida. Jesli bierzemy ¢
wewnatrz tulowia, to zbior Julii jest topologicznie okregiem.

A co si¢ stanie, gdy ¢ przekroczy kardioide?

Zrobmy wycieczke parametrem ¢ wzdluz osi rzeczywistej w C.
Jedli od ¢ = 0 idziemy w kierunku dodatnim, to dla ¢ = '/,
przekraczamy kardioide. Zbior Julii jest wtedy brzegiem
,,muszli” (rys. 7), a potem rozsypuje si¢ w ,,baranki” (rys. 10).
Pojdzmy teraz od 0 w kierunku ujemnym. Przeksztalcenie f;
przeprowadza liczby rzeczywiste w liczby rzeczywiste. Latwo
wigc rysowaé wykresy, spojrz na rysunek 13.

f.(x] i / \ o

_c=i

c{A)da r=e?™2

c=1/¢,

Rys. 11. Zbiér Mandelbrota. W malym kwadraciku jest drugorzedny zuczek.

Celowo oznaczylem pochodng w punkcie stalym symbolem 4, to jest przeciez
pochodna w punkcie stalym 0 dla przeksztalcen 2z(1 —z) i 22+ Az. A wigc po
odpowiedniej zmianie wspélrzednych na C z tych przeksztalcer robi sig

z2 4 ¢(2). Mamy wzor na ¢(A)! Sprawdi, ze c(1) = c(2— 4), Tulowiowi zuka
odpowiada w zbiorze parametrow A suma dwoch kol o promieniu 1: Ky

o §rodku w 0 i K, o érodku w punkeie 2. Przy rozpatrywaniu rodziny z2 + Az
robi sig¢ zazwyczaj wycieczki par A zac jac z Ky — $ciek jest
umieszczony w 0. Przy rozpatrywaniu rodziny Az(l—z) yna sie wedréwki
z K,. Wiedy 0 na stale jest frodlem, a sciekiem jest drugi punkt staly
{rysunek 16, wykres a),

fele)

]

flx]
/

Zc We

{ iC

ST R

" 2

Rys. 13. ¢) =34 >¢c> =1
a)0>c> -3/4 1Felzell = 1
1felza)l < 1 d)e= -1
. b) e=-3/4 we=0
filzg) = =1 e)c= =2
chaos
Rys. 15. Smoki Swi Marka, czyli zbiory Julii dla wielomiandéw z2—3/4

z2—1. Te nazwe Wymyslil Mandelbrot na czes¢ Bazyiiki w Wenecji, jej
odbicia w zalanym woda Placu i nieskonczonych ekstrapolacji.

Rys. 12, Qdcinek ST (bez punktu Rys. 14. Podnoszagcy sig garb.

8) sklada sig z punktow (Wykresy przeksztalceni a), b), €)

nieosiagalnych z a. z rysunku 13 w przedstawieniu
Ax(l—x).)




Rys. 16.

a) przed powstaniem krolika,

b) powstaje krolik,

¢) krolik, (0 jest sciekiem okresu 3, ¢ & —0,12256117 + 0,74486177 i
spetnia rownanie ¢34+ 2c2+c+1 = 0),

d) zbior Julii dla z2+1.

Przy ¢ = — 3|, przechodzimy przez kardioide. Nastepuje
bifurkacja dynamiki. Zbior Julii juz nie jest topologicznie
okregiem. To ,,0krag” sczepiony sam ze soba w nieskonczenie
wielu punktach. Otrzymujemy smoka Swigtego Marka. Parametr
= —3/, jest w zbiorze Mandelbrota korzonkiem nowej plamy.
Wehodzimy teraz w t¢ plamg; powstaje Sciek w,. o okresie 2
(punkt z. jest teraz zrodiem), Dla ¢ = —1 punkt w, przechodzi
przez 0 na prawo, a po przejSciu parametrem ¢ pewnej wartosci
¢, korzonka nastepnej plamki, w, staje sie zrodlem, za to
blisko powstaje sciek o okresie 4. Po przejsciu c3 powstaje $cick
o okresie 8, itd. Ciag ¢, jest zbiezny do pewnej wartosci
cp = —1,401.... (patrz rys. 11). Ale to jeszcze nie koniec! Az
do ¢ = —2 wielomian f; przeprowadza odcinek {—p., p.>
w siebie (p. jest drugim obok z, punktem stalym); trajektoria
J2(0) jest wiec ograniczona, Zatem ce Mdlac = —2
(i c<'[s). Dlac= —2zbidr J(f,) jest odcinkiem { —2,2).
Jest to jedna z dwoch wartosci parametru ¢ (druga jest 0), gdy
J(fc) ma klasyczny ksztalt. Dopiero przy ¢ < —2 zbior J(f,)
rozsypuje sig. .

Zrobmy wycieczke wzdluz kardioidy. Dla kazdej liczby 2, bedacej
pierwiastkiem z 1, punkt ¢(2) jest korzonkiem pewnej plamki,
ktoéra wyrasta z kardioidy. Rozwazmy przyklad A = e?7i/3,

Przy przejsciu przez ten korzonek z tulowia do plamy punkt

staly ze $cieku zmienia si¢ w Zrodlo, a od niego oddziela sie
trajektoria nowego scieku o okresie 3. Nastepuje bifurkacja
»kwiatka” — powstaje krolik (rys. 16).

2n
Po przejsciu przez inne korzonki c(4), gdzie Arg(l) = —
n

i liczba n jest niezbyt duza, powstaja smoki Mandelbrota
(rys. 17). .

Gdy n rosnie, smokowi przybywa ramion i jego ksztalt dazy do
ksztaltu muszli (spojrz na rysunki 18 i 7).

1
Dla liczb ¢(4), dla ktorych o= Arg(4) wolno aproksymuje sig
liczbami wymiernymi, istnieje dysk Siegela (rys. 19).

Dla wielomianu z2 4+ ¢ moze istnie¢ w C najwyzej jedna trajektoria
scieku. Jesli istnieje, to jedyny w C punkt krytyczny, 0, lezy w jej
basenie przyciggania. Kazda poznana dotychczas za pomoca
komputeréw plamka zbioru M jest wiasnie zwigzana 7 istnieniem
okresowego Scieku. Jesli jednak 0 € J(f;), to albo w naszym

' smoku istnieje dysk Siegela, albo smok ma puste wnetrze, jest
bardzo glodny (ale jeszcze spéjny!). Parametry ¢, dla ktorych
istnieje dysk Siegela lub kwiatek (ogélniej: jakié punkt neutralny)
lezq na brzegu M. Mozna je mato zmieni¢ i uzyskaé pyl. Nie

~ wiadomo jednak, czy mozna zepsué¢ kazdego zaglodzonego
smoka. Moze istnieje w M cala plama parametrow, ktorym
odpowiadajg takie biedne smoki?

Zmiana dynamiki, kiedy ¢ przechodzi przez wartos¢ cg, to bifurkacja
Feigenbauma. Na ¢ = ¢ konczg sie bifurkacje podwajania okresu, potem na
odcinku { - pe, pe» zaczyna si¢ chaos. Okazalo sig, ze ta bifurkacja uniwersalna
wystepuje w przyrodzie, jej odkrycie i zbadanie jest jednym z najwigkszych
osiggnieé matematycznych ostatnich lat. Bardzo ciekawe rzeczy dzieja si¢ migdzy
parametrami ¢f i —2. A co dopiero si¢ dréeje wzdluz innych odnozy zuka?!

Rys. 17. Smok siedmioramienny.
Arg A = 2=n|7. Przeksztalcenie

[ przeprowadza ramig¢ | na ramig
2, 2 na 3 itd,, rami¢ 6 na
ogromne rami¢ 7. A na co
przechodzi ramie 77 Otoz, sklada
sie ono z ramion 1, ..., 6", .
symetrycznych do 1, ..., 6, ktore
takze przechodza na 2, ..., 7,
oraz z ramionek a, b, ktore
przechodza na 1.

Rys. 18. Smok dwudziestoramienny. Rys. 19. Zwierz z dyskiem Siegela

fz) = z24eiz (Arga = 1).

Rys. 20. Zaglodzony smok. (Po
przejiciu nieskonczenie wielu
bifurkacji uwielokrotnienia okresu
scieku smok traci cale wnetrze

i zostaje z niego tylko szkielet,
odzyska jeszcze troche ciala

w drugorzednych zukach.)




Istnieje pewna operacja | na parach ,,zwierzakow”
(przyporzadkowuje parze z>+¢;, 22+ ¢, nowy wielomian
2% +¢3), popatrz na rysunek 21.

Czytelniku, moze teraz sam obliczysz na komputerze jakiegos
smoka? 3

Metoda Newtona

Na pewno zetknales si¢ Czytelniku z ta nadzwyczaj efektywna
metoda obliczania pierwiastkoéw wielomianu. Tak jak na rysunku
22 tworzy sig¢ dla kazdej ,,rozsadnej” liczby x, ciag liczb x,.

Rys. 22, Metoda Newtona.

Okazuje sie, Ze ciag x, bardzo szybko dazy do pierwiastka.

A co to znaczy ,,rozsadna’ liczba x,? Czy kazda lub prawie
kazda liczba jest rozsadna? Teoria iteracji przeksztalcen
wymiernych 1 wyniki komputerowych eksperymentoéw pozwalaja
przyblizy¢ si¢ do odpowiedzi na te pytania. Wida¢, na podstawie

;(;i'i%- Nalezy wigc badac

rysunku 22, e X, = Xp-1

iteracje funkcji wymiernej
Nf(x) = x—f()If'(x). ;

Bedziemy to robi¢ w plaszczyinie zespolonej C. Zera wielomianu

fto dokladnie punkty stale, $cieki, dla funkcji Nf, a zera
jednokrotne sa zarazem punktami krytycznymi (bo

(NY(2) = Ff " (2)/(f (2.
Zbadajmy przyktad f(z) = z2+1. Dla tego przykiadu sciekami
1
dla Nf(z) = 5 (z—1/2) sa punkty —i,i. Ich baseny przyciagania

to odpowiednio pélplaszczyzna dolna i gorna. (Zeby sie o tym
przekona¢, zauwaz, ze jeli zmienimy wspotrzedne na sferze S?
przeksztalceniem T(z) = (z+i)/(z—i),to T o Nf - T~1(2) = 23,

a o$ rzeczywista przechodzi na okrag S§'.) A wigc dla prawie
kazdej liczby zespolonej x, (kazdej nie rzeczywistej) zastosowanie
metody Néwtona daje zbieznos¢ do pewnego pierwiastka. Dla
dowolnego wielomianu stopnia 2 sytuacja jest podobna.

A co sig¢ dzieje dla wielomianow stopnia 3? Zbadajmy najpierw
wielomian f(z) = z®—1. Scieki dla Nf(z) = = (2z+1/z%) (czyli

zera dla f) to punkty zo = 1,2z, = —1/2+i}y3/2, 2, =

= —1/2-i ]/3 /2. Punkty krytyczne dla Nf to znowu zp, z,, 2

i dodatkowo punkt 0. Zbior Julii nie jest juz teraz taki prosty.
Na rysunku 24 przedstawiony jest bialym kolorem basen
przyciggania dla punktu zo = 1. Dla z*—1 metoda Newtona
jest dobra dla prawie kazdego punktu x, €C, bo prowadzi do
pierwiastka. Faktycznie, oprocz basenoéw przyciagania Sciekow
Zo, Z1, 22 nie ma zadnych innych sktadowych uzupeknienia zbioru
Julii J(Nf). Nie ma po prostu punktu krytycznego, ktéry mogiby
taka sktadowa obstuzy¢. Jedyny punkt krytyczny, ktory byiby
kandydatem, punkt 0, grzeznie w Zrodle oo (bo Nf(D) = o0).

A jesli wezmiemy inny wielomian stopnia 3?7 Czy moze pojawic
si¢ nowy Sciek okresowy (o okresw = 2)? Moze! Rysunki 24—26
dotycza wielomianow f.(z) = z*+ (c—1)z—e¢c. Na czarno
przedstawiony jest zbior tych parametrow e, dla ktorych punkt
krytyczny O zbiega do Scieku w punkcie 1 (dla iteracji Nf.).
Skladowe obszaru w zbiorze parametréw c (biale), dla ktérych
zachodzi zbieznoé¢ do dwoch pozostalych pierwiastkow f, tworza
z czarnymi sktadowymi charakterystyczne trojki. W trakcie
kolejnych powigkszen ukazuje si¢ jednak jeszcze jaki$ dziwny
twor: to przeciez zuk Mandelbrota. Dla parametru ¢ z wnetrza
takiego zuka istnieje Sciek o okresie = 2. Dla zadnego punktu
Xxo z basenu przyciggania takiego scieku metoda Newtona nie
jest dobra. Ciag x, zamiast przyblizac si¢ do pierwiastka
wielomianu f. zaczyna oscylowad!

Rys. 21. a) smok Sw. Marka 1 krolik,

Rys. 24

b) krolik | smok Sw. Marka.

Rys. 23, Kraby (punkty, w ktérych kaidy
krab trzyma tyl inn¢ go kraba, leza na
trajektoriach (w tyl) punktu krytycznego 0).

WHERE CRITICAL POINT TENDS TO ONE

Rys. 25

Rys. 26



Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki na posiedzeniu w Kielcach w dniu 85.00.10,
obradujac w skladzie:

prof. dr Leon Je$manowicz — przewodniczacy,

prof. dr Wojciech Zakowski, dr hab. Marek Kordos, dr Alicja Derkowska, dr Jerzy Ryll,

.dr Waclaw Wierzbicki — przedstawiciel MOiW, dr Jerzy Bednarczuk,

biorge pod uwageg temat i warto$¢ mervioryczng pracy oraz przebieg referatu i dyskusji,
postanowito:

1. przyznac¢ zloty medal i nagrode w wysokosci zh 7000.— Piotrowi Hajlaszowi z XIV LO

w Warszawie za prace ,,O pewnej metodzie dowodzenia nierownoéci”,

2. przyzna¢ srebrny medal i nagrod¢ w wysokosci zt. 7000.— Bogdanowi Pelcowi z LO

w Mikolowie za prace ,,O pewnym niezmienniku topologicznym wielo$cianow w przestrzeni
n-wymiarowej”’,

3. nie przyznawa¢ medalu bragzowego,

4. przyzna¢ wyr6znienie i nagrode w wysokosci zt. 2000.— Januszowi Murakowskiemu

z Zespohu Szkot Radiotechnicznych w Dzierzoniowie za prace ,,Funkcje wielokrotne™,

5, przyzna¢ dyplom uczestnictwa w finale Pawiowi Kunstmanowi ze Szkoly Podstawowej nr 112
w Krakowie,

6. przyznac nagrody pieni¢zne w wysokoéci zt. 4000.— kazda, opiekunom prac: dr Tomaszowi
Wolniewiczowi, mgr Jozefowi Siwemu, mgr Tomaszowi Malickiemu.

Protokot

Piotr Hajlasz w karykaturze
prof. Jesmanowicza

Jak co roku organizujemy Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki. Zapraszamy do wzigcia udzialu.
Oto regulamin: :

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przesiane autorom prac
oraz nauczycielom — opiekunom prac przed koncem roku szkolnego.

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Gléwny Polskiego
Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesiecznika Deira, przy poparciu
Ministerstwa Oswiaty i Wychowania.

2. W konkursie moga braé¢ udzial uczniowie wszystkich typow szkél.
3. Konkurs sklada sig z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktéry w terminie do dnia 1 maja
przesle pod adresem Redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy
matematycznej. Do pracy nalezy dolaczyé nastgpujace informacje: adres
orywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoly, imig, nazwisko i adres
nauczyciela — opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wkiad ucznia i pelna informacig
frodiach, = ktdrych korzystai jej autor. Prace czysto kompilacyine nie beda
puszczone do finalu konkursu.

¢
fi. Prace nadesiane na eliminacie zostana ocenione przez Komisje Konkursu

i kompeteninych recenzentéw. Te spodrdd prac, ktdre spetniaja warunki
konkursu, zostana przedstawione Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze
prace do finaju, ktéry odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesii Naukowei
Polskiego Towarzyvstwa Matematycznego.

3. Finalisci 1 nauczyciele opiekujgcy sie ich pracami otrzymuja od Zarzadu
Gléwnego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.

9, Final polega na wygioszeniu (nie na odczytaniu) przez ucznia, podczas
specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz

15 minut) i wzigciu udzialu w dyskusji na temat, ktéremu poswiecona byla
praca,

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu, Jury bedzie' bralo pod uwage, oprécz
merytorycznej wartosci pracy, réwniez samodzieinosé i oryginalnodé ujecia
tematu oraz przebieg referatu i1 dvskusji. Jury przyznaje medale: zioty, srebrny
i brazowy, wyréznienia oraz nagrody 'pienigéne fundowane przez Ministerstwo
Oswiaty 1 Wychowania,

11. Ogloszenie wynikow finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia
folskiego Towarzysiwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa.
Wezyscy uczesinicy finalu otrzymujg dyplomy.

12, Wyniki konkursu i skrot zwycieskiej pracy beda opublikowane

w miesigczniku Delta.

i3, Xomisje Konkursu oraz jury Konkursu poweluje Zarzad Giéwny P’I‘M
na wniosek Komitetu Redakcyjnego Deity.

;fm Zadania

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 424, Czy istnieje taki wielomian w o wspélczynnikach catkowitych i takie rozne liczby calkowite
a,b,c,zewla) = b, wb) = c, wlc)= a. Rozwiazanie na str, 12

M 425, Skonstruowac trojkat, gdy dane sa dlugosci srodkowych. Rozwigzanie na str. 10

M 426. Dany jest n-elementowy zbiér S, rodzina &7 jego podzbioréw i liczba naturaina m = 1.
m=1

Z n
Wykazac, ze jesli liczba elementow rodziny < jest wieksza niz Z (), to istnieje taki
I

m-elementowy zbior Z < S,ze {ZnAdA:Aesd} =
podzbioréw zbioru Z.

2%, gdzie 2% oznacza rodzing wszystkich
Rozwiazanie na str. 15

Redagujq mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 190. Do badania charakterystyk pradowo-napigeciowych uzywa si¢ zwykle Zrodet zasilania
trzech typow:
e a) o stalej sile elektromotorycznej, =
_)\ tgot=-r b) o stalym pradzie zwarcia,
B0 ¢) o stalym oporze wewnetrznym,
N Jak zrealizowac takie zrodia dysponu_]qc identycznymi ogniwami o znanej sile elektromotorycmcj
ioporach wewnetrznych r? Rozwiazanie na str. 13

A F 191. Do #Zrédia o stalym oporze wewngtrznym r 1 regulowanym w szerokim zakresie napieciu
podlgczono element o pokazanej na rysunku charakterystyce. Jak zmienia si¢ prad plynacy
\\ u w obwodzie podczas podwyzszania, a nastepnie obnizania napigcia Zrodia? -
MNarysowac wykres zaleznosci i = f(U). Rozwiazanie na sir. 17
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Bilard to plaski, poziomy stot zaopatrzony w otaczajace
go bandy. Kazda gra w bilard polega na uderzaniu
potozonych na tym stole kul tak, zeby potoczyly sig

w zamierzony przez nas sposob. Wytrawni gracze
umieja uderza¢ kule tak, Ze poruszaja si¢ one po
bilardzie w bardzo skomplikowany sposob i zderzajq
sig tez dziwnie — sa to efekty wprawiania kul nie
tylko w ruch postgpowy, ale i nadawania im ruchu
obrotowego w plaszczyznie prostopadtej do kierunku
ruchu. My zatrzymajmy si¢ tylko na zwyklym toczeniu
kul.

Najprostsze zadanie bilardowe polega na takim
uderzeniu kuli, by po jedno-, dwu-, czy trzykrotnym
odbiciu si¢ od bandy trafila w drugg kule. Jesli bilard -
jest prostokatny, to zadanie jest tatwe. Kierunek -
uderzenia mozna znalezé wykreslnie:

Przykiad podany na rysunku pozwoli chyba na
wykreslne rozwigzanie dowolnego takiego zadania.
Dla uzasadnienia jego poprawnosci wystarczy chyba
nastepujaca uwaga ,,z fizyki”: gdyby bandy byly

z luster, nalezaloby uderzyé w tym kierunku, w ktérym
zobaczymy druga kulg. Prawda?

1 2_!1

Gdy chcemy znalez¢ kierunek uderzenia kuli 1, by odbila sig

ona najpierw od ,,gérnej” bandy, potem od ,,prawej” i trafila

w kule 2, najpierw znajdujemy 2" — obraz symetryczny 2
wzgledem ,,prawej” bandy, a potem 2° — obraz symetryczny 2’
wzgledem ,,g6rnej’” bandy. Kulg 1 nalezy uderzy¢ w kierunku 2”.

Maia de

Jak uderzyé

Kosmonauci na orbicie (a wigc w stanie niewazkosci)
moga gra¢ w bilard prostopadloscienny. Musza
oczywiscie sami znalez¢ si¢ w jego wnetrzu. Czy
podana (a raczej zasugerowana) przez nas metoda jest
dobra i w tym przypadku?

Hugo Steinhaus podaje w ,,Kalejdoskopie
matematycznym”, ze jesli stosunek dlugosci bokow
prostokatnego bilardu jest liczba wymierna (np. 5:3),
to uderzona pod katem 45° kula znajdujaca si¢ w rogu
znoéw (po pewnej liczbie odbic) trafi do Jaklegoé rogu:
Czy umielibyscie to uzasadnié¢?




Niech nasz bilard begdzie teraz kotem. Otoz, nie
wiadomo jak skonstruowac kierunek uderzenia kuli,
by po (powiedzmy) trzech odbiciach trafita w druga
kule. Cho¢ niewatpliwie kierunek taki istnieje.

Trajektorie o okresie 6 sg znéw wszystkie jednakowe.
Trajektorii o okresie 7 jest az 3. Jak ustali¢, ile jest
trajektorii o dowolnie danym okresie?

Na kotowym bilardzie dowolnie uderzona kula biegnie
po cigciwach tej samej dlugosci — dlaczego? Trase
przebyta przez kulg nazywamy jej trajektoria.
Trajektoria dowolnie uderzonej kuli miesci sig

w pierscieniu kolowym. Prawda?

No, nie zawsze. Kula uderzona wzdtuz prostej laczacej
ja ze $rodkiem bilardu bedzie stale biegala po $rednicy.
O takiej trajektorii mowimy, Ze jest okresowa i ma
okres dwa, bo po dwoch odbiciach kula biegnie znow
po tej samej drodze. Latwo wskaza¢ trajektoric

o okresie 31 4.

Ciekawie si¢ robi, gdy szukamy trajektorii o okresie 5.
Od razu widac¢, ze sa takie dwie.

Trajektoria moze tez nie by¢ okresowa. Wowczas,
gdyby ja ,.cala” narysowaé, przechodzilaby dowolnie
blisko kazdego punktu pierscienia, w ktérym

si¢ miesci. Jak nalezy uderzy¢ kulg, zeby poruszala sie
po trajektorii nieokresowej?

Oczywiscie, trajektorii' okresowych mozna szukaé i dla
innych bilardéw niz kolowy."Na rysunku jest przyklad
trajektorii o okresie 6 dla bilardu prostokatnego.
Widac z niego, jak mozna by szuka¢ innych trajektorii
o okresie parzystym. A czy w bilardzie prostokgtnym
istnieja trajektorie o okresach nieparzystych?

Malq Delte przygotowal Marek KORDOS



Centrum Galaktyki
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Rys. 1, Schemat dysku galaktycznego wraz
z centralna kondensacja na tle halo
(skladowa sferyczna).

Rotacja réznicowa — rotacja z predkoseia

katowa zaleina od odleglosci od osi obrotu.

W przypadku Galaktyki predkodé katowa
rosnie w kierunku centrum.

1 parsek (skrot: 1 pc)
1 pc = 3,0857 1012 cm = 3,2616 lat
swietlnych = 206265 j.a. Jest to odleghosé,
z jakiej pélog orbity Ziemi ma rozmiar

1 sekundy iuku.

e
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Rozwigzanie zadania M 425. Przypusémy, Ze
ABC jest szukanym tréjkatem. Przedluzajac
érodkowa CP o odcinek PQ przystajacy
do OP otrzymujemy trojkat AQO, ktorego
boki maja dlugosci proporcjonaine do
érodkowych, Wystarczy wigc skonstruowaé
tréjkat 4Q0 i ,,dorysowaé” do niego
trojkat ABC.

Mgr Monika BALUCINSKA

Gdy w pogodng noc spoirzymy w rozgwiezdzone niebo, mozemy zobaczy¢ Drogg Mleczna
widoczna w Polsce na tle gwiazdozbioréw Woznicy, Perseusza, Kasjopei, Cefeusza, Tabedzia

i Orla. Pytanie, czym jest Droga Mleczna, nurtowalo ludzi juz od wiekow. Demokryt z Abdery,
zyjacy na przelomie V i IV wieku p.n.e.. byl pierwszym, ktéry uwazal, ze Droga Mleczna
.,sklada si¢ z ogromnego mnéstwa malvch gwiazd, beztadnie stloczonych, ktorych swiatio
poteguje sie dzieki owej wzajemnej bliskosci”. Poglad ten potwierdzil Galileusz okolo 1610 roku
dokonujac pierwszych obserwacji fragmentéw Drogi Mlecznej za pomocg skenstruowanej przez
siebie lunety. Dalsze badania przestrzennego rozkladu gwiazd prowadzone m.in. przez Williama
Herschela, Jacobusa C. Kapteyna, Harlowa Shapleya utwierdzily nas w przekonaniu, ze w kazda
bezchmurna noc w postaci Drogi Mlecznej ogladamy dysk naszej Galaktyki.

Galaktyka zbudowana jest z gwiazd, gazu i pylu. Najwicksza koncentracja materii wystepuje
w plaszczyznie dysku galaktycznego, a pozostale gwiazdy zgromadzone sq w tzw. halo
tworzacym sfervezng aureole wokot dysku (patrz rys. 1). Na podstawie badania ruchow
wlasnvch i predkosci radialnych gwiazd Bertil Lindblad i Jan Hendrik Oort pokazali, ze dysk
galaktyczny rotuje roznicowo wokol osi przechodzacej przez punkt, kiory obserwujemy

w gwiazdozbiorze Strzelca (Sagitrarius).

W tym artykule nasza uwage skupimy na najblizszych okolicach érodka rotacji dysku
galaktycznego, a dokladniej na obszarze, ktorego rozmiar nie przekracza 3 kpe. Calkowita masa
gwiazd w tym rejonie oceniana jest na 10 miliardow mas Slonca, gestosc ich wzrasta w kierunku
centrum, gdzie $rednie odleglosci migdzy gwiazdami maleja do kilkudziesigeiu jednostek
astronomicznych (dla porownania $rednia odleglo$¢ Plutona od Slorica wynosi okolo 40 j.a.}.
Ten rejon Galaktyki, wiasnie ze wzgledu na barfizo duZa gestosé gwiazd i materii
miedzygwiazdowej, stanowi obszar niezwykly, fascynujgcy astronomow juz od diuzszego czasu.

Centralne czeici Galaktyki uformowaly sie najwczeséniej, dlatego sa miejscem wystgpowania
najstarszych gwiazd. Swiadczy o tym obfitosé pierwiastkow cigzszych od helu, powstajacych
w wyniku reakcii jadrowych zachodzacych w gwiazdach. Jednoczesnie znaczna gestos¢ materii
sprzyja wzajemnym oddzialywaniom gwiazd, materii migdzygwiazdowe] | promieniowania,

a duza zawartos¢ gazu i pylu — procesom gwiazdotworczym. Niewykluczone jest rowniez, ze
centrum Galaktyki kryje w sobie masywny obiekt mogacy by¢ czarng dziurg. Oddziatywanie
normalnych gwiazd i otaczaigcej materii z takim cialem prowadzi do bardzo gwaitownych

i wysokoenergetycznych procesdw spowodowanych niezwykle silnym polem grawitacyjnym wokot
tego masywnego obiektu. Stwarza to niezwykle szanse obserwacji ,,z bliska™ procesow, ktore
moga decydowaé o aktywnosci jader innych galaktyk i kwazarow (patrz artykui Marka
Sikory — Delta 10(118)/1983).

Bardziej szczegdlowe badanie tego gestego obszaru stalo sig mozliwe dzigki zastosowaniu
instrumentéw odbierajacych promieniowanie elektromagnetyczne w zakresie radiowym,
podczerwonym, rentgenowskim i gamma. Promieniowanie optyczne i ultrafioletowe jest silnie
pochianiane przez pyl miedzygwiazdowy znajdujacy si¢ miedzy Sloficem a centrum Galaktyki,
co praktycznie wyklucza klasyczne obserwacje astronomiczne. Znakomita metoda penetracji
centralnych czeéci Galaktyki sa interferometryczne badania radiowe. Obecnie pozwalaja one
rozréznié struktury o rozmiarach katowych do 0,001 sekundy luku. Oznacza to, ze mozemy juz
obserwowa¢ fragmenty jadra galaktycznego majace wielko$¢ jedynie 10 j.a. (w przyblizeniu jest
to odlegloé¢ Storice — Saturn). Promieniowanie dochodzace do obserwatora w Ukladzie
Slonecznym niesie w sobie informacje m.in. o jasnosci obiektow emitujacych je, o skiadzie
chemicznym i ruchu materii. Obserwacji dokonuje si¢-w roznych zakresach fal. Do ,,sledzenia”
neutralnego wodoru najlepiej nadaja sig¢ obserwacje radiowe na fali o dlugosci 21 cm. Molekuty
(np. wodér czasteczkowy H,, formaldehyd H,CO, amoniak NHj i inne) zdradzaja swa obecnosé
promieniujac w podczerwieni. W tym zakresie fal ujawnia rowniez swa obecno$¢ pyt
miedzygwiazdowy. Pyl absorbuje promieniowanie tym slabiej, im mniejsza jest czgstotliwo$c
padajacego fotonu, dlatego jest niewidoczny w widmie elektromagnetycznym o wyzszej
czestosci. Jednoczesnie pochlaniane fotony podgrzewaja go, a miaksimum wypromieniowanej
energii przypada wilasnie na podczerwien. O wysokoenergetycznych procesach zachodzacych

w jadrze galaktycznym §wiadcza obserwacje prowadzone w zakresie rentgenowskim i gamma.

Wyobrazmy sobie teraz, Ze jestesmy uczestnikami wyprawy kosmicznej, lecimy rakieta nad
centralnymi czgsciami dysku galaktycznego, a nasze oczy czule sa nie tylko na promieniowanie
optyczne, ale na wszystkie pozostale dlugosci fal z calego widma elektromagnetycznego. Rejon
centralny naszej Galaktyki, dobrze widzialny w podczerwieni, ma ksztalt elipsoidy — grubos¢ jej
niewiele przekracza 1 kpe, a érednica wynosi okolo 3 kpc. Promieniowanie tego obszaru
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Rys. 2. Schemat struktury jadra galaktycznego
w plaszczyiznie dysku. Gruba, przerywang
liniag zaznaczone jest poloZzenie
ekspandujgcego pierscienia molekularnego.
Widoczne sa rowniez pojedyncze obloki
(SngBZ znajduje si¢ przy granicy pierscienia).
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Rys. 3. Rozklad gazu w obszarze, ktorego
promiert nie przekracza 10 pc. Linig

ciggly zaznaczone sg kontury ciaglej emisji
radiowej na fali 2 cm. Kropkowany kontur
wskazuje ciggla emisje w dalekiej podezerwieni
spowodowana rozgrzanym pylem.
Plaszczyzna dysku galaktycznego zaznaczona
jest linig prosta.

IRS —skrot: Infrared Source — irédio
promieniowania podczerwonego. Tym
skrdotem i kolejnym numerem nazywane sa
Zrodla promieniowania podczerwonego.
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' Widmo promieniowania elektromagnetycznego.

zdominowane jest przez gwiazdy poZnych typow widmowych, a wiec stare i chlodne. Procz
gwiazd w duzej ilosci wystepuje rowniez gaz, ktory w odleglosci okolo 600 pc od centrum formuje
pierécienl o szerokoséci w przyblizeniu 200 pc. Pierscien ten, ktorego masa siega 10 milionéw mas
Storica, zbudowany jest przede wszystkim z wodoru w postaci czasteczek dwuatomowych (H;)

i porus._zé si¢ na zewnatrz. Aby podtrzyma¢ istnienie takiej gazowej struktury przez kilka
milionow lat, konieczny jest wyplyw materii z centralnych czgsci Galaktyki w tempie okolo

I masy Storica w ciagu roku. Sity plywowe powoduja, ze stabilna struktura pierscienia wodoru
molekularnego niszczona jest w odlegloéci ponad 300 pc od $rodka Galaktyki. Gaz wtedy

tworzy pojedyncze chmury, ktore poruszaja sie zarowno ruchem wilasnym, jak i poddaja si¢
globalnej rotacji dysku galaktycznego. Obok chmur molekularnych wystepuja czesto, dobrze
widoczne w radiowym zakresie widma, regiony H II, czyli obszary zjonizowanego gazu — przede
wszystkim wodoru — kryjace w sobie mlode gwiazdy. Na szczegdlng uwage zasiuguje obiekt
nazwany Sagittarius B2, ktory jest jednym z najgestszych oblokéw w Galaktyce. Masa jego -
oceniana jest na 3 miliony mas Storica i zawiera on, procz gazu molekularnego, siedem regionow
H II z mlodymi gwiazdami zanurzonymi w zjonizowanym gazie. Istnienie takich obiektow jak
Sagittarius B2 stanowi silny dowod, ze w obrebie jadra galaktycznego trwaja do tej pory procesy
gwiazdotworcze.

Najbardziej zagadkowym wydaje sig jednak obszar, ktorego odleglo$é od érodka dysku
galaktycznego nie przekracza 10 pc. Poczatkowo, gdy obserwacje radiowe wykonywane byly

z duzo gorsza katowa zdolnoscia rozdzielcza, za centrum Galaktyki uwazano silne zrodlo
radiowe, ktoremu nadano nazwe Sagitrarius A. Okazalo si¢ pbZniej, ze Zzrodlo to moizna
rozdzieli¢ na trzy sktadowe: Sagittarius A (Wschodni), bedacy pozostaloscia po supernowe;j,
Sagittarius A (Zachodni), ktory jest oblokiem rozrzedzonego gazu, przypominajacym region

H II i otaczajacym trzeci skladnik — punktowe Zrodlo promieniowania radiowego (okazalo sie
pozniej, Ze nie tylko radiowego). Sagittarius A (Wschodni) odlegly jest o mniej niz 2 pc od
Sagitrariusa A (Zachodniego) utozsamianego z centrum Galaktyki. Zagladajac w najblizsze
okolice Sagittariusa A (Zachodniego), ,,0ko™ czule na promieniowanie radiowe i podczerwone
ujawni nam dos¢ skomplikowana strukturg. Od centralnego Zrodla odchodzg trzy wyraine
ramiona spiralne, oprocz nich istnieje pierscieni gazowo-pylowy, ktérego plaszczyzna nachylona
jest do plaszczyzny dysku galaktycznego pod katem 20 stopni. Okazuje si¢ rowniez, ze materia
w pierscieniu porusza si¢ po zamknig¢tych orbitach, jej predko$¢ nasuwa przypuszcaenie, ze

w centrum znajduje si¢ cialo o masie 4 milionéw mas Slorica.

Ale czym jest samo centrum Galaktyki? Polozenie radiowego Zrodla Sagittarius A (Zachodni)
jest prawie identyczne z pozycja bardzo silnego Zzrodla promieniowania podczerwonego IRS 16.
Obserwacje wykrywajace zjonizowany gaz sugeruja istnienie wokot IRS 16 obloku o promieniu
okolo 1 pc. Zjonizowany gaz skupiony jest w rzeczywistosci w dziesigciu malyc_h oblokach,

- ktore poruszajg si¢ z predkosciami okoto 200 km/s, masa kazdej chmury bliska jest masie

Stonca, a przestrzen miedzy tymi zgeszczeniami prawie pozbawiona jest gazu. Obszar ten nie jest
zwyklym regionem H Il i stanowi nie byle jaka zagadke, a tym samym pole do popisu dla
teoretykow.

Zrodlem materii zasilajacej wspomniane zgeszczenia sa prawdopodobnie stare gwiazdy, obecne
w najblizszej okolicy centrum, ktore w trakcie ewolucji tracg masg. Problematyczne jest Zrodto
jonizacji gazu. Procesy gwiazdotworcze raczej sa wykluczone ze wzgledu na brak w poblizu
oblokéw molekularnych. Na powazne trudnosci natrafia rowniez scenariusz, w ktorym kazdy
oblok posiada wlasne Zzrédlo jonizacji. Problem ten mozna omina¢ umieszczajac w centrum
Galaktyki zrodlo (niekoniecznie zawierajace tylko jedno cialo!) o jasnosci okolo 10 milionow
razy wiekszej od jasnosci Stonica. Gigantyczna jasno$¢ rozwiazalaby problem zrodia jonizacji
oblokow gazowych w obrebie 1 pc. Duze cis$nienie promieniowania, towarzyszace tak silnej
emisji, mogloby spowodowaé wymiatanie resztek gazu poza zageszczeniami. W tych warunkach
pyl zalegajacy obszar centralny bylby silnie nagrzewany i statby sie widoczny w podczerwieni.
Aby wyjasni¢ ekspansj¢ pierscienia molekularnego, wystarczyloby, by centralne Zzrodlo wybuchalo
$rednio raz na 10 milion6w lat. Tym samym centrum naszej Galaktyki przypominaloby aktywne
jadra galaktyk. Obserwacje rentgenowskie, a tym bardziej obserwacje promieniowania gamma
wskazuja na obecno$¢ bardzo silnego Zréodla, ktore przy energii okolo 1 MeV swa jasnoscia
przewyzsza wszystkie inne Zrodla galaktyczne.

Najnowsze wyniki obserwacji najlatwiej daja si¢ zinterpretowa¢, gdy zalozymy, ze w centrum
Galaktyki znajduje sig, otoczona pierscieniem gazu i pytu, czarna dziura o masie 4 milionow mas
Slonca. Niewykluczone jest rowniez, ze zrodlo centralne kryje w sobie gromade gwiazd bez
wyraznie dominujacego masywnego ciala. Bogactwo zjawisk, z jakimi spotykamy si¢ przy
badaniu wlasnosci centrum Galaktyki, dopuszcza rowniez inne wytlumaczenia. Kilka lat temu

w Centrum Astronomicznym im. Mikolaja Kopernika w Warszawie wisiato ogloszenie

o majacym si¢ odby¢ wykladzie pt. ,,Co siedzi w centrum Galaktyki?”. Niezidentyfikowana reka
dopisala na nim ,,Baba Jaga"”. Moze?



Rozwigzanie zadania M 424. Mamy
wix} = (x—a) p(x}+ b,
[ (x=b): g{x)+c,

wix) = (x=c) - r(x)+a,

gdzie p, g i r sy wielomianami

o wspolczynnikach cailkowitych. Tak wigc
b = (a-b) g(a)+¢, skad a—-bjb—c.
Podobnie b—clc—a i c—aja—b. Wobec tego
|a=b| = |b—c| = |c—al, zatem @ = b = ¢
Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze taki
wielomian nie istnieje.

mglawice galaktyczne

symbol  @jes0 L ITYTS

M42 5h32m9  —05°25° Mglawica

gazowa
w Orionie

M20 17 58,9 -2302 Trifid

M8 18 01,6 —2420 Lagoon

Mi6 18 16,2 —1348

Mi17 18 18,0 —1612 Omega

mglawice planetarne

symbol ;450 B1950

Mi 5h3ims 4 21°59"° Mglawica
Krab

M57 18 51,7 +32 58 Mglawica
piericieniowa
w Lutni

M27 19 57,4 +2235 Dumbbeil

gromady kuliste

symbol o950 Bi950

M3 13h39m9 4 28°38°

M35 15 16,0 +0216

M4 16 20,6 —26 24

M13 16 39,9 +3633

M22 ' 1833,3 -—2358

gromady otwarte

symbol o950 Bi9s0

M3s 6R05™T 4+ 24°20°

M4l 6 44,9 2042

M4a4 B 37,5 41952 |Praesepe

M6 17 36,8 —3211

M39 21 30,4 +4813

galaktyki

symbol o g5 B1550

M3l 0840m0 4 41°00

M3i3 131,11 43024

M81 9 51,5 46918

M66 11 17,6 +1317

M%4 12 48,6 +4123

MS51 13 27,8 +4727

Zbigniew Banaszak, S¥upia Wielka 6/14
63-022 5¥upia Wielka

kupi nastepujace numery "Delty":

Bz 1976r 1 2 = 1978r oraz 1=-7 z 1979r,

Patrz w niebo

Z pewnoscia niewiele 0sob interesujacych sig astronomia zdaje sobie sprawg z tego, ze
praktycznie wszystkie obiekty z katalogu mglawic Messiera moga by¢ zaobserwowane w ciggu
zaledwie jednej nocy. Takie korzystne daty wypadaja w okolicach rownonocy wiosennej

(21 marca), kiedy tylko jeden obiekt katalogu — M30, gromada kulista z gwiazdozbioru
Koziorozca — nie jest widoczny. Tego rodzaju obserwacje wymagajg pewnej wprawy

w odnajdywaniu obiektow astronomicznych i uzycia przynajmniej sredniej wielkosci amatorskichi
teleskopow. Zachecamy jednak wszystkich dysponujacych nawet tylko lornetka polowa do
przyjrzenia si¢ cho¢by najjasniejszym obiektom z katalogu, gdyz zawiera on calg roznorodnos¢
struktur Wszechswiata.

Katalog Messiera obejmuje 109 obiektow obserwowanych w postaci stabych, rozmytych
plamek, co stalo sig przyczyna nadania im wspolnej nazwy — mglawice. Dzi$ wiemy, ze
okredleniem tym objetych zostalo wiele obiektow roznej struktury i pochodzenia. Nazwano tak
bowiem zarowno chmury materii gazowo-pylowej nie skupionej w gwiazdy, jak i odlegle
zbiorowiska gwiazd w naszej Galaktyce, a takze inne galaktyki.

Wsrod mglawic galaktycznych najjasniejsza i najdawniej odkryta (1610 r.) jest mglawica

w Orionie, oznaczona w katalogu Messiera symbolem M42. W sprzyjajacych warunkach mozna
zaobserwowaé golym okiem te gazowa chmure o nieregularnym ksztalcie. Gaz w obiektach tego
rodzaju oéwietlany jest przez jasne, gorace i masywne gwiazdy znajdujace si¢ w ich wnetrzu

lub w poblizu. Szczegolnie jasne mglawice galaktyczne obserwujemy w gwiazdozbiorze

Strzelca.

Innymi obiektami ,,wrzuconymi® do wspolnego worka sa mglawice planetarne. Nazwa ta
wprowadzona zostala dla obiektéw przypominajacych na zdjeciach tarcze planet, cho¢

w rzeczywistosci z planetami nie maja one nic wspolnego. Sa to bowiem, podobnie jak
mglawice galaktyczne, rozrzedzone otoczki gazowe §wiecgce pod wplywem promieniowania
stabych, lecz bardzo goracych (50 000—100 000 K) gwiazd znajdujacych si¢ w ich érodku.
Symbolem M1 oznaczona zostala Mglawica Krab bedaca pozostaloscia po wybuchu gwiazdy
supernowej, obserwowanym w 1054 r. przez Chiniczykéw. Dzis zaliczamy ja do klasy mglawic
planetarnych. Niestety, wigkszos¢ mglawic planetarnych to obiekty bardzo slabe, obserwatorom
polecamy wiec zaledwie trzy z nich. Zdjecie pigknej mglawicy planetarnej zwanej Dumbbell
(M27) zamiescilismy na okladce Delry 11/1983 r.

W katalogu Messiera znalazly sie tez grupy gwiazd, dzi§ znane pod nazwami gromady kuliste

i gromady otwarte. Gromady kuliste to skupiska 10*—10° gwiazd zwiazanych silami przyciagania
grawitacyjnego, o ksztalcie sferycznym lub eliptycznym. Pierwsza z nich zostala odkryta

w gwiazdozbiorze Strzelca, w katalogu Messiera otrzymala symbol M22. Jest ona dostrzegalna
golym okiem jako mglista plamka, podobnie jak kilka innych obiektow tego typu.

Gromady otwarte nie maja tak symetrycznych ksztaltow jak kuliste, sa mniej zwarte i mniej
trwale. Ich charakterystyczna cecha jest rownoleglo$é toréw, po ktorych poruszaja sie gwiazdy
danej gromady w przestrzeni, co pozwala wyznaczac tzw. paralaksy grupowe — a wigc ich
odleglosci.

Procz wymienionych wyzej obiektow, ktorych wspolna cecha jest przynaleznosc do naszej
Galaktyki, w katalogu Messiera znalazly sie tez i inne galakityki — olbrzymie skupiska gwiazd,
mglawic, gromad gwiazdowych. W czasach powstawania katalogu (koniec XVIII wieku) nie
zdawano sobie sprawy z wielkosci i roznorodnosci budowy Wszechswiata, w zwiazku z czym
obiekty pozagalaktyczne rowniez traktowane byly jako normalne mglawice. Inne galaktyki
obserwujemy glownie poza pasem Drogi Mlecznej, w ktorym duza gestos¢ chmur
gazowo-pylowych absorbuje swiatlo pochodzace spoza Galaktyki. Nasza Galaktyka wraz

z okolo dwudziestoma towarzyszkami nalezy do tzw. Ukladu Lokalnego, tj. zgrupowania,

w ktorym wzajemne odlegioSci pomiedzy galaktykami sg znacznie mniejsze niz odleglosci od
innych (spoza Ukladu Lokalnego). W katalogu Messiera symbolem M31 oznaczono tzw. Wielka
Mglawice w Andromedzie, najwigksza galaktyke Ukladu Lokalnego. Jest to jedyny na
poinocnym niebie obiekt spoza naszej Galaktyki dostrzegalny golym okiem. Najwigksze
zageszczenia galaktyk obserwujemy na tle gwiazdozbioréw Panny i Warkocza Bereniki, gdzie
znajduja sig ich skupiska podobne do Ukladu Lokalnego.

mgr Joanna UDALSKA



Kacik olimpijski

Oznaczmy przez @(n) liczbg liczb naturalnych nie
przekraczajacych n i wzglgednie pierwszych z n.

Twierdzenie Eulera. Jesli a i n sa wzglednie pierwsze, to
a?(m — 1 dzieli si¢ przez n.

Dowod. Rozpatrzmy reszty r, z dzielenia liczb m, - a przez n,
gdzie my, my, ..., Mmgm sa naturalne, wzglednie pierwsze z n
i mniejsze od n.

Mamy wigc ma=p;'n - +r

l<r <n.

Mam)@ = Py(n) * B+ Fon),
Gdyby r, miato wspoiny czynnik z n, to m; lub a mialoby
wspllny czynnik z n, a to jest niemozliwe. Dalej r, = ry dla
i # j daje:

(mi—my)-a = (pi—py) n.

Poniewaz a jest wzglednie pierwsze z n, m;— m, dzieliloby si¢
przez n, co jest niemozliwe dla 1 < |m;—m;| < n. Wobec tego
r; 53 rozne, wzglednie pierwsze znil < r; < ndla

i= 1529 vy w(”); ay]i Zbiory {rl) '“)r@(")} i {mli ""nf?’(ﬂ)}
sa rowne.

Mnozac wszystkie rownosci stronami otrzymujemy

my - ... mgmy @™ = (pyn+ri) ... (Ppnyntrem) =
=pn+ryc ... rpmy. Ponadto ry - ... rgmy = Myt ...t Mgcny.
Zatem my - ... " Mg (@™ — 1) dzieli si¢ przez n.

Poniewaz m; - ... - mg(ny i n 53 wzglednie pierwsze, ostatecznie
a?m — 1 dzieli si¢ przez n, c.n.d.
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Rozwigzanie zadania F 190. Badanie
charakterystyk sprowadza si¢ do . zewisnia
ukiadu (rys. 1); wskazania miernikow
(idealnych) wyznaczajg pare wielkosci

(Up, Ip) stanowiaeq tzw. punkt pracy obwodu
i jednoczesnie jeden z punktow charakterystyki

prddowo-napigciowej badanego elementu.
Dla zrédia liniowego (SEM — & i opér
_wewngtrzny r nie sa wzajemnie zaleine),
np. dla naszego pojedynczego ogniwa mamy

(’
I=—"_; R—opdr statyczny elementu.

Przeksztalcajac
IR + I'r=2§,

i UG
napiecie na napiecie na
zaciskach oporze we-
Zrédia wnetrznym

zrodia

Jub inaczej

()} I=—-—U.

~
|-

=

fgo
Ta funkcja I = f(U) jest tzw. charakterystyka c  we
#rodla i odcina na osiach wspdlrzednych 7
punkty () B

P =it oy omot
lz ~prod zwavcia sride
E -5EM fréda

& g
I =1 = — (prad zwarcia zrddia) 8/
r

W szczegolnosci zachodzi
Male Twierdzenie Fermata. Jesli p jest liczba pierwsza i a nie
dzieli sie przez p, to

a?~'—1 dzieli si¢ przez p.

Zadania
1. Udowodnié, ze dla kazdej liczby nieparzystej n > 1 istnieje
taka liczba naturaina d < n, ze liczba 2?—1 jest podzielna

przez n.

(zadanie 9 z zawodoéw I stopnia XXI Olimpiady)
2. Udowodni¢, ze nie istnieje taka liczba naturalna n > 1, ze
liczba 2"—1 dzieli si¢ przez n.
(3—II—XXI)
3. Dowiesc, ze w ciagu {2"—3}, gdzien = 2, 3, 4, ..., istnieje
nieskonczenie wiele liczb, z ktorych kazde dwie sg wzglgdnie
pierwsze. -
(zadanie 3 z XIII Migdzynarodowej Olimpiady Matematycznej)
4. Niech p bedzie ustalong liczba pierwsza. Udowodnié, ze
liczba
11...1 22..2 ... 99...9-123456789
i S,
peyfr  peyfr peyfr

dzieli sie przez p.

(2—I—XXXIII)
dr Rafal SZTENCEL

(lub réwnoczeénie) parametry zrodia
zasilania & i r uzyskuje si¢ kolejne punkty
charakterystyki badanego elementu.
Laczac réwnolegle & ogniw mamy

SEM baterii &g = & = const,
Opér wewnetrzny =
baterii o it
erii s Bl

Prad zwarcia &
baterii Ig=k = kI;.
r
[przypadek a)]

Dla polaczenia szeregowego n Ogniw
odpowiednie wielkosci sg rowne

&g = nf,
rg = nr,
&
Iig = e I; = const,

[przypadek b))
Zestawiajac natomiast n réwnoleglych serii po
n irddel polsczonych w szereg uzyskuje sie

&g = nd,
rg=r,
I:p = nl;.

- i U
U=4& ot 70 [Up TR 0 e
TR T2 N 2
i - e ey
{mterpretacja graficzna — rys, 2).

Dia badanego elementu obowigzuje réwnosc Rys. 2
2 I= U.
Punkt wspolny zalednosci (1) i (2) wyznacza

punkt pracy obwodu. Zmieniajac kolejno

Ma rys. 3a, 3b, 3¢ pokazane sg dostepne
pomiarom punkty 1,2, 3, ... charakterystyki
Icl::rnentu liniowego. W praktyce dostosowuje
sig¢ typ zrédia (np. uklad potencjometryczny,
zmienny opornik polaczony szeregowo ze
Zrodlem stalego napiecia itp.) do cech
indywidualnych badanego elementu tak, by
uzyskaé mozliwie najwigcej punktow
pomiarowych w interesujgcym zakresie.
Wiasciwy dobér jest szczegdlnie istotny

w przypadku elementéw o charakterystyce
nieliniowej.



Jak wyprodukowac
najci¢zsze pierwiastki?

Mgr Marek PFUTZNER

Najcigzszym pierwiastkiem, ktéry mozna spotka¢ na Ziemi, jest
uran. Jego liczba atomowa (czyli liczba protonéw w jadrze
atomu tego pierwiastka, oznaczana przez Z) wynosi 92.
Bombardujac najcigzsze naturalne pierwiastki pociskami takimi
jak neutrony, deuterony czy-cigzsze jadra dokonano syntezy
pierwiastkow tzw. transuranowych o liczbach atomowych
wiekszych niz 92. Okazalo sig, ze sa to pierwiastki nietrwale

o czasach zycia duzo mniejszych niz wiek Ziemi, co tlumaczy

ich nieobecno$¢ w naturze. Do jak cigzkich pierwiastkéw mozna
dojs¢ metodami sztucznej syntezy? Jesli zajrzymy do podrecznika
chemii, to w zamieszczonej tam tablicy Mendelejewa znajdziemy
103 pozycje. Granica ta jest juz dawno nieaktualna. W artykule
tym opisze, jak doszto do wyprodukowania najciezszego znanego
pierwiastka o liczbie Z = 109.

Wyobrazmy sobie atom pierwiastka: w jego centralnej czgsci
znajduje sie jadro zlozone z Z protonow i N neutronow,
otoczone chmura elektronow. O jego wlasnosciach chemicznych
decyduje liczba i konfiguracja elektronow, ktorych w obojetnym
elektrycznie atomie jest Z. Natomiast za nietrwalos¢ atomu
odpowiedzialne jest jadro. Czas polowicznego rozpadu jadra
pierwiastka o liczbie Z = 104 wynosi okolo 1 minuty, a dla
jader cigzszych jest duzo krotszy. Jest to czas zbyt krotki, aby
istnienie takiego pierwiastka mialo praktyczne znaczenie dia
chemii. Synteza i identyfikacja najcigzszych pierwiastkow nie
nalezy juz wiec do chemii, ale jest zagadnieniem fizyki jadrowej,
a tytulowe pytanie bedziemy rozumie¢ nastepuyjaco: jak
wyprodukowac jadro o najwickszej liczbie protonow?

Eksperyment majgcy na celu wytworzenie pierwiastka o Z = 109
zostal wykonany w Laboratorium Cigzkich Jonéw w Darmstadt
w RFN w 1983 roku. Idea metody produkcji jest prosta: nalezy
zderzy¢ ze soba dwa jadra, ktorych polaczenie (fuzja) prowadzi
do powstania pozadanego obiektu korficowego. W opisywanym
przedsiewzigciu uzyto wiazki jader zelaza *®Fe, ktorymi
bombardowano tarcze bizmutu 2°°Bi. Wybor takich wiasnie
skladnikoéw nie byl przypadkowy.

Jednym z najwigkszych probleméw utrudniajacych synteze
najciezszych jader jest fakt, ze gdy w wyniku zderzenia dwoch
jader doprowadzimy do ich fuzji, to powstajace jadro zlozone
znajduje si¢ w stanie silnie wzbudzonym. Oznacza to, ze nukleony
(protony i neutrony tworzgce to jadro) znajduja si¢ w szybkim
ruchu wzglednym — mozna powiedzieé, ze jadro ma wysoka
temperature. Zmniejszenie energii wzbudzenia (ochlodzenie)
nastepuje przez wyparowanie kilku czastek, co, niestety, troche
zmniejsza mase utworzonego jadra lub przez rozszczepienie,
ktorego prawdopodobienistwo silnie wzrasta ze wzrostem energii
wzbudzenia. Procesy te nastepuja prawie natychmiast (w czasie
rzedu 1022 s) 1 zwlaszcza ten drugi jest groZny, bo niszczy
oczekiwany przez nas produkt reakcji, zanim zdazymy wydzieli¢
go i zarejestrowaé. W tej sytuacji musimy tak dobra¢ warunki
eksperymentu, aby powstajace jadro zlozone mialo jak najmniejsza
energi¢ wzbudzenia. Od czego ona zalezy?

Rozwazmy proces zderzenia w ukladzie $srodka masy. Calkowita
energia poczatkowa sklada sie z energii spoczynkowej
skladnikow i ich energii kinetycznej

Epocz = M, ¢+ M;¢*+ Eyq,

a energia koncowa (jadro ziozone)
Eyosic = M;c?+E*,

gdzie M, , M;, M; oznaczaja masy pierwszego i drugiego
skladnika oraz jadra zlozonego, c jest predkoscia swiatla, Eio
oznacza poczatkowa energie kinetyczna skladnikow, a E* jest
energia wzbudzenia jadra zloZzonego.
Z zasady zachowania energii mamy:

B = (Ml +M3—‘M5)02+Eko.

i4

Energi¢ spoczynkows jadra mozna przedstawic nastgpujaco:
M;c? = Ajuc*-D,,
M;c® = A;uc? < D,,
M.c? = (A, + A))uc*—D.,

gdzie 4 oznacza liczbe nukleondéw, a D tzw. defekt masy
odpowiedniego jadra, u jest jednostka masy atomowe;j.
Korzystajac z tych zaleznosci mamy: .

® * = (D:—Di— D)+ Exo.

Aby zminimalizowa¢ E*, musimy zderza¢ jadra o jak najwigkszych
defektach masy, czyli jadra silnie zwigzane i o jak najmniejszej
energii kinetycznej. Z pierwszego z tych warunkow wynika

wlasnie wybor pocisku i tarczy uzytych w eksperymencie.

Przyjrzyimy si¢ teraz dokladniej drugiemu warunkowi. Czy
poczatkowa energia kinetyczna moze by¢ dowolnie mata? Sily
jadrowe sa silami krotkozasiggowymi i wiacza sig¢ do dzialania,
sprzyjajac utworzeniu jadra zlozonego, dopiero wtedy, gdy
zderzajace sie skladniki zetkng si¢ ze soba. Aby doszio do
zetkniecia, czastki musza pokona¢ odpychajace sity
elektrostatyczne miedzy nimi, Minimalna warto§¢ poczatkowa
energii kinetycznej obliczymy zadajac, by w zderzeniu centralnym
w momencie zetkniecia energia kinetyczna byla rowna zeru

- (uklad $rodka masy). Energia potencjalna ukladu pochodzi

tylko od sit elektrostatycznych i wynosi wiedy
E, = ._._._Z.f_zzez =

dmeo(Ry + R3)

Z i R oznaczaja liczbe atomowa (ladunek) i promien skladnikow,

e — ladunek elementarny, e, — stala dielektryczna prozni.

W chwili poczatkowej jadra sg tak daleko od siebie, ze energia

potencjalna réwna jest zeru i skladniki maja energie kinetyczng

Eio. Znowu zasada zachowania energii daje

: Zizzéz ozn
Ew=FE, = — Be.

Wartoé¢ te nazywamy bariera kulombowska. Do fuzji moze
zatem doj$¢ wtedy, gdy poczatkowa energia kinetyczna
w ukladzie $rodka masy spelnia warunek

Ewp = Bc.

W naszym przypadku bariera kulombowska ma wartos¢

220 MeV. Eksperyment przeprowadzono dla 3 energii pociskow.
Po przeliczeniu do ukladu $rodka masy wynosily one 224, 229,
234 MeV. Poniewaz jadro zlozone w tym przypadku jest bardzo
stabo zwiazane, pierwsza czg$¢ wzoru (*) jest ujemna

i kompensuje stosunkowo duza energie kinetyczna konieczna

do jego utworzenia. Dla najwickszej energii pociskow energig
wzbudzenia jadra zlozonego oceniono na okoto 20 MeV.

tarcze detektor
filtr predkosci ; koncowy
pomar czasu

akcelerator przelotu

=Ty

Rys. 1. Schemat ukladu eksperymentalnego do produkcji i identyfikacji
najcigzszych pierwiastkow, :

Schemat ukladu eksperymentalnego pokazany jest na rysunku 1.
Aby poznaé funkcje kazdego z elementow, przesledZzmy droge,
jaka przebywaja czastki od akceleratora do ukladu detekcyjnego.
Wiazka jonéw *®Fe przyspieszonych w akceleratorze do
odpowiedniej energii pada na tarcze, ktora sklada sig z kilku
kawatkow cienkiej folii bizmutu umieszczonych na obwodzie
obracajacego sie kota. Co jakis czas kolejny sektor wstawiany
jest w wiazke, co umozliwia ochlodzenie kawatka poprzednio *
naswietlonego i zapobiega przepaleniu si¢ tarczy. W tym miejscu
zachodzi reakcja miedzy jadrami **Fe i 2°9Bi. Produkty tej
reakcji (w tym interesujace nas jadra zloZzone) zostaja wybite

z tarczy i leca w kierunku detektorow. Niestety, od fuzji duzo
bardziej prawdopodobne sa procesy konkurencyjne, w wyniku
ktérych w stanie koficowym pojawiajg sig¢ dwie (lub wigcej)



czastki. Musimy wigc jako$§ oddzieli¢ jadra ziozone od
ogromnego tla tworzonego przez te czastki i przez wiazke
pierwotna, ktorej duza czes¢ przechodzi przez tarczg. Sposrod
wszystkich czastek w wiazce za tarcza produkty reakcji fuzji
maja najmniejsza predkosc. Wynika to z zasady zachowania
pedu i z tego, ze s3 to najcigzsze obiekty, jakie moga powstac

w reakcji. Pamietajmy, ze jadro zlozone znajduje sie poczatkowo
w stanie wzbudzonym. W wyniku natychmiastowej deekscytacji,
np. przez emisj¢ kilku neutronéw, doznaje odrzutu, co jednak
tylko nieznacznie zmienia jego predkos¢. Odrzucenie
niepotrzebnych czastek stanowiacych tlo odbywa sig w filtrze
predkosci. Jego zasada dzialania jest nastgpujaca. Czastki
wpadaja do obszaru, w ktorym istnieje pole elektryczne E i pole
magnetyczne B prostopadie nawzajem do siebie i do kierunku
predkodci czastek (rys. 2). Na czastke o tadunku g
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Rys. 2. Zasada dzialania filtru predkosci.

poruszajaca si¢ z predkoscia v dzialaja sily o wartosciach:
magnetyczna — F,, = quB, elektryczna — F, = gE,
skierowane przeciwnie. Pola E i B dobiera si¢ tak, aby dla
zadanej predkodcei sily te rownowazyly sie. Czastki o tej
predkoéci przejda przez szczeling wyjsciowa, natomiast wszystkie
czastki o innej predkosdci zostang odchylone 1 w ten sposob
odfiltrowane. W rzeczywistosci urzadzenie to jest bardziej
skomplikowane i jest (chociaz bardzo malo) prawdopodobne,
7e niepozadana czastka przejdzie przez filtr predkosei

np. w wyniku rozproszenia na jakims elemencie mechanicznym.
O jakosci oczyszczania wiazki swiadczy fakt, ze w ciagu calego
eksperymentu na tarcz¢ padlo 7 x 10'7 pociskow (liczba czastek
za tarcza byla duzo wicksza) i tylko 187 000 czastek przeszio
przez filtr predkosci. Odfiltrowana wiazka produktow reakcji
wchodzi nastgpnie do ukladu detekcyjnego. Pierwsza jego czesé
stanowia dwie cienkie folie umieszczone na drodze wigzki

w odleglodcei okolo 50 cm od siebie. Przelatujaca czastka wywoluje

impuls najpierw w pierwszej, a potem w drugiej folii i czas
migdzy tymi sygnalami pozwala obliczy¢ predkos¢ czastki.
Ostatnim urzadzeniem jest korficowy detektor, ktory zatrzymuje
padajace nan czastki. Za jego pomoca mierzy sie czas
implantacji (wbicia sig¢ czastki do detektora), przyblizone
‘miejsce tego zdarzenia oraz energi¢ kinetyczna padajacego
pocisku. Znajac predkosc i energie kinetyczng mozemy obliczyé
mas¢ implantowanego obiektu. Jesli jest nim jadro ciezkiego
pierwiastka, to spodziewamy sie, ze chwile pozZniej rozpadnie sig
przez rozszczepienie lub emisje czastki alfa, Energia kinetyczna
powstajqpcych w rozpadzie czastek oraz czas i miejsce rozpadu
niez zostang zarejestrowane. Gigbokos¢ implantacji ciezkiego

jadra jest duzo mniejsza niz zasigg czastek alfa w materiale
detektora 1 musimy si¢ liczy¢ z tym, ze je$li czastka alfa zostanie
wystana do tytu, to zarejestrujemy tylko czesé jej energii
kinetycznej.

Eksperyment trwal 250 godzin. Wszystkie sygnaly z detektoréw
byly zapisywane na biezaco na ta$mach magnetycznych

i analizowane na komputerze po zakoriczeniu doéwiadczenia.

. W czasie analizy natknigto sie na zapis wydarzenia, ktorego
zrekonstruowany przebieg w czasie byl nastepujacy:

1) Detektory zanotowaly obiekt, ktorego liczba masowa
oszacowana z predkosci i energii wydzielonej podczas
implantacji wynosi 264+ 13.

2) 5 ms pbzniej z tego samego miegjsca zostala wystana czastka
alfa o energii (11,10+0,04) MeV.

3) Nasteprite po czasie 22,3 ms to samo miejsce opuscila druga
czastka alfa o energii (1,11+0,02) MeV.

4) Na koniec 12,9 s poZniej wydzielila si¢ energia {232+ 10) MeV
wskazujac na rozszczepienie zagadkowego jadra.

Po bardzo szczegblowej analizie biorac pod uwage wszystkie
mozliwoéci autorzy eksperymentu podali taka oto interpretacje
tego zdarzenia (rys. 3). W wyniku fuzji utworzylo si¢ wzbudzone
jadro 2%7109. Po wyparowaniu jednego neutronu powstalo jadro
266109, ktore zoStalo zarejestrowane przez detektory (pkt 1).
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Rys. 3. Zaobserwowana sekwencja rozpaddw (a) i jej interpretacja (b).

W wyniku rozpadu alfa przeszlo ono w 262107 (pkt 2), ktore
rowniez przez emisje czastki alfa (pkt 3) zamienilo si¢ w jadro
258105, przy czym czastka alfa ucickla z detektora zostawiajac
tylko czgsc swojej energii kinetycznej (rownej okolo 10 MeV).
Jadro ?*#105 wychwycilo jeden z krazacych wokol niego
elektronéw, co doprowadzilo do powstania jadra 2°%104, ktore
w czasie rz¢du milisckund uleglo rozszezepieniu (pkt 4).
Wszystkie procesy, jakie nastapily od utworzenia 2°*107, byly
znane z poprzednich eksperymentdow, co bardzo zwigksza
wiarygodnos( tej interpretacji. Moze wydac si¢ zaskakujgce, ze
oglasza sig odkrycie nowego pierwiastka po obserwacji jednego
jadra! Zwrocmy jednak uwage, ze na te obserwacje sklada sig
kilka skorelowanych w czasie i przestrzeni sygnalow. Analiza
statystyczna wykazala, ze prawdopodobiefistwo tego, ze
zarejestrowane 3 rozpady, ktore nastapily po pierwszym sygnale
implantacji, natozyly sie przypadkowo i pochodzily od 3 réinych
jader, jest mniejsze niz 2 - 10718,

Calkowitg pewnoé¢, ze mozna wytworzyC atomy pierwiastka 109
1 dokiadniejsze dane na temat jego wiasnosci (czas zycia, kanaly
rozpadu itp.) bedziemy mieli dopiero po potwierdzeniu tego
odkrycia w innych eksperymentach i w innych laboratoriach.
Tymczasem fizycy z Darmstadt wykorzystali swoje urzadzenia
do nastepnego doswiadczenia i w roku 1984 doniesli o pierwszym
przypadku udanej syntezy pierwiastka 108. Bombardujac Jadra.m
58Fe tarcze 2°*Pb w identycznym ukladzie, jak opisany powyzej,
zaobserwowali rozpad trzech jader 2°3108. Obecnie (potowa

1985) trwa eksperyment majgcy na celu produkcje pierwiastka 110.
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' Rozwigzanie zadania M 426. Zastosujemy
indukcje wzgledem n. Przypadek n = 1 jest
oczywisty; przypusémy wige, 2e twierdzenie

~ zachodzi dla pewnego n. Rozpatrzmy

zbibr (n+1)-el wy 5 i k-el
l‘od:.ine d jego podzbiorow, gdzie

Bk z (JH-I)

=0
~ Wybieramy s, € S i tworzymy rodziny
Ly = (AN (s0): A}
iy = (Besl: Besl, Bu(sg)eal)

-n-.-’g ma k; elementéw, o7; ma k; elementow.

Zauwaimy, #e k,+ky = k. Istotnie, k,
jest liczba par zbioréw z o réini h sig
tylko o s, i dajacych ten sam zbibr z &7;.
Moga zajsé dwa przypadki.

m—1
Loky > Z (") Wtedy rodzina &,
=0 £

podzbioréw S\ {sp} spelnia zalozenie
indukcyjne (dla m). I je wtedy taki
m-elementowy zbidr Z = 8 {55}, e
{ZAB: Be o} = 22, Zatem
(ZNnA: Aegf} =22,

m—1 =
7y Zu (‘) Wtedy k; = k—k; >
i=

>”£'(":‘)-"‘2'(:)=”‘z“’(:)-fm
w (ol (1)

Zatem rodzina o/ spek

indukcyjne (dla m—1), wobec tego istnieje
taki (m—1)-elementowy zbior Z; = S\ {50},
#e (Z,nB: Besfy} = 2%1. Niech

Z=2Z ufsp). Wtedy {(ZnA: Aesdl} =
= 2Z, Istotnie, biorac zbiory Zn 4 dla

A € 57, otrzymujemy wszystkie podzbiory Z
nie zawierajgce 5o, natomiast zbiory

Z (A v (s ) dla A e of; dajg wszystkie
podzbiory Z zawierajace sg.
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' - Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
® Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu
Czotdwka ligi zadaniowe] "Klub 44M"
po uwzglednieniu ocen rozwiazari
zadari 113 /Wwr=2,01/ 1 114 /wI=2,18/
£ numeru B/1985

Andrze] Pawlowski - Zabrze 43,64pkt
Marian Roman - Ek 43,09pkt
Jacek Maridziuk = Lublin 42,93pkt

Andrzej SudoZ - lNowy Sacz 41,68pkt
Greegorz Kus = Krakdw 39,93pkt
Jerzy Janowicz - Bolestawiec39,22pkt

Kazdy moie nadsylaé rozwigzania zadari z numeru n w terminie do kosfica miesiaca n+2. Szkice rozwigzan
zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide
na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesige lub z dowolnymi przerwami. Rozwi ia zadah z tyki

i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F,
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoicia do 0,1, Ocen¢ mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci
danego zadania: WT = 4-35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzanie tego zadania, & N — liczbe osob,
ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktow
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktorejkolwiek z dwdch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Wojclech Boratyriski- Warszawa  36,02pkt Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1986.

_Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 1986

Zadania z matematyki nr 125, 126

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

125. Dla danych liczb naturalnych m, n niech Z, bedzie zbiorem
wszystkich n-wyrazowych ciagdbw o wyrazach ze zbioru

{1, ..., m}. Dwa ciagi (x1, ..., Xu) i (1, ..., ¥a) nazwiemy
bliskimi, jesli istnieje j€ {1, ..., n} takie, ze x; = y;dlai # j
oraz |x;—yy| = 1. Dla jakich par (m, n) istnieje uporzadkowanie
zbioru Z%,, przy ktérym kazde dwa sasiednie ciagi, a takze
ostatni z pierwszym, sa bliskie?

126. Skonstruowac trojkat (konstrukcja platonska — cyrkiel

i linial), majac dane: promieri okregu opisanego, diugos¢ jednego
z bokow i odleglo$¢ ortocentrum (punktu przecigcia wysokosci)
od prostej zawierajacej ten bok.

Zadanie 126 przyslali panowie Krzysztof Abert i Tomasz
Kucharczuk z Warszawy.

Zadania z fizyki nr 23, 24
Redaguje dr Andrzejf NADOLNY

23. Na poziomym podlozu spoczywa szpula o masie M

Z nawinietg nicig, ktorej wolny koniec jest przerzucony przez
obracajacy sie bez tarcia bloczek i obcigzony cigzarkiem o masie
m. Duzy promien szpuli (patrz rysunek) wynosi R, promien jej
rdzenia — r. Zaznaczony na rysunku kat « ma takg wartosc, ze
sine = r[R. Wspolczynnik tarcia statycznego szpuli o podioze
wynosi f, wspolczynnik tarcia kinetycznego — fi. Jakie warunki
musza by¢ spelnione, aby uklad znajdowat si¢ w rownowadze?

o
; =

/ /

L, ,1/
Czy mozliwe jest opadanie ciezarka ze stala predkoscia bez
zmiany punktow styku szpuli z podiozem? Jezeli tak, to jakie
warunki musza by¢ spetnione w tym przypadku?
24, Na podstawie przytoczonych nizej danych obliczy¢
przyblizona temperature, jaka panowataby na powierzchni Ziemi,
gdyby w ogole nie ogrzewalo jej Stonice. Dane: pionowy gradient
temperatury w skorupie ziemskiej — 2 - 10~% K/m, wspolczynnik
przewodnictwa cieplnego skorupy ziemskiej — 3 W/Km, stala
Stefana-Boltzmanna — 6+ 107® W/m?K*. Uwaga: podane
parametry geofizyczne majg charakter orientacyjny wobec duzego
zroznicowania w zaleznosci od miejsca na kuli ziemskiej.

Rozwiqzania zadan z matematyki z numeru 10/1985

Przypominamy tres¢ zadan:

117. W klasie czworosciandw ABCD opisanych na kuli o $rodku O

i promieniu 1, takich, 2e 04 = OB = OC = OD, znalezé kresy dolne moiliwych
wartoéci odleglodci 04, OB, OC, OD.

118, Dane liczby rzeczywiste xy, i = 1, ..., n, oraz liczba naturalna
nieparzysta p. Dowiesé, ze Ex":"'lzxr_i = (Ex"')z.

117. Poszukiwane kresy wynosza, odpowiednio: 3, |/5, Y2 1.
Dowod:

a) Srodki ciezkoéci $cian czworoscianu ABCD sg wierzchotkami
czworoscianu podobnego do niego, w skali 1/3. Sfera przechodzgca
przez te §rodki ma promieni = 1 (= promien sfery wpisanej

w ABCD), zatem sfera opisana na ABCD ma promien = 3.

Stad 04 = 3. Rownos¢ zachodzi dla czworoscianu foremnego.
b) Przetnijmy czworoscian ABCD plaszczyzna przechodzaca
przez O i rownolegla do §ciany BCD. Otrzymamy w przekroju
trojkat podobny do BCD, w skali < 1, i zawierajacy kolo

o promieniu 1. Zatem koo wpisane w trojkat BCD ma promiefi
> 1, a co za tym idzie, kolo opisane na trojkacie BCD ma
promien > 2. Niech O’ bedzie rzutem punktu O na plaszczyzng
BCD. Wowcezas O'B = O'C = O'D, wiec O'B > 2, a poniewaz
00’ = 1, wigc OB > |,/2"'—|—'12 = ]/5. Przy tym OB moze by¢
dowolnie bliskie ]/ 5; wystarczy, zeby $ciana BCD byla trojkgtem
réownobocznym opisanym na kole o promieniu nieznacznie
wiekszym od 1, stycznym w swoim $rodku do kuli wpisanej

W czworoscian. :

¢) Kazda krawedz czworoscianu ABCD ma dlugos¢ > 2;

w szczegblnosci CD > 2. Niech O” bedzie rzutem punktu O

na prosta CD. Wowczas O”C = 0D, wiec O'C > 1, a poniewaz
takze 00" > 1, wiec OC > Y12+ 12 = /2. Przy tym OC motze
by¢ dowolnie bliskie ]/5 ; wystarczy, zeby krawedz CD byla
nieco dluzsza od 2 i zeby jej srodek lezal blisko powierzchni

kuli wpisanej w czworoscian.

d) Odlegloéé¢ OD jest > 1, ale moze by¢ dowolnie bliska 1 — to
oczywiste.

118. Oznaczmy przez L i P odpowiednio lewsg i prawa strong
danej w zadaniu nierownosci. Przeksztalcamy: :

Lad iyt = 3ot Battiaf=is ¥ art -l
L) i j i

i<j i>j

= Y+ Y GRag-t iy,
i i<j
P=Y xI"+2) xixf.
i i<}
Stad
LsP =3 (PHixp-t4a=txf*!—2x0x%) =
i<j

=) ux)P~ (x=x))* > 0.

i<j



Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 10/1985

Przypominamy tres¢ zadan:

15. Z izolowanego przewodu wykonano zamknigtg petle w ksztalcie dsemki,
zlozonej z okr¢gdw o srednicy 1 cm i 2 em (przewody w miejscu

skrzyzowania stykaja si¢ ze soba). Petle umieszczono w jednorodnym polu
magnetycznym o indukeji 1 T, prostopadlym do plaszczyzny petli. Czy
izolacja przewodu, ktéra wytrzymuje napigcie 10 V, ulegnie przebiciu, gdy pole
magnetyczne zostanie wylaczone, zanikajgc liniowo do zera w czasie 1 ms?
16. Oszacowaé rozmiary planetoidy, od ktérej czlowiek moglby sig oderwac
wykonujgc skok. Zakladamy gesto$é planetoidy réwng gestosci Ziemi.

1_5. Podczas zaniku pola magnetycznego w petlach I i II indukuje
si¢ sifa elektromotoryczna odpowiednio

AB AB
£ = nrf—-b—; oraz &, =Im'§ s

(rp=1cm, r; =2cm, AB=.1T, At = 1. ms).
Rozpatrzmy przypadek krzyzujacych sie petli (rys. 1a).
W obwodzie (rys. 2a) plynie prad

&,—6&,
RiibR;:

gdzie R, i R, oznaczaja opory odpowiednich petli: R, = kr,,
R, = kr, (k — staly wspolczynnik). Napiecie miedzy punktami
§ i P (skrzyzowanie przewodu) wynosi Usp = €, + R, I
Rozwigzujac uklad wszystkich rownan otrzymujemy

AB

Usp = Jr r; —= 0,6 N
Ar

/-'—‘-\81

Rys. 1 a g

X1

Rozwigzanie zadania F 191, W poprzednim
zadaniu milczaco przyjmowalismy, iz punkt
pracy (Up, Ip) okredlony przez warunek
konieczny mowiacy, 2e napigcie na elemencie
U = I R réwna si¢ napieciu
wWypracowywanemu' przez zrédlo na

swoich zaciskach U; = & - Ir, odpowiada
stabilnej pracy obwodu. Dla charakterystyki
jak na rysunku 1 istotnie tak jest. Gdy

2 jakichkolwiek przyczyn natezenie pradu

W obwodzie wzrodnie o Al, napiecie na
zaciskach irédia U} staje si¢ mniejsze niz

Ui — napigcie niezbgdne do utrzymania

W elemencie pradu (Ip+ Al). Analogicznie po
zmaleniu natgienia do wartoéci (I, —Al),

Uy = U.. Tak wigc w obu przypadkach
dziala czynnik kierujacy wartod¢ natezenia
ku pierwotnej wartodci I (rys. 1).
Przeprowadzajac podobne rozumowanie
Czytelnik samodzielnie wykaze, iz punkt pracy
dla charakterystyki pokazanej na rysunku 2
odpowiada stanowi niestabilnemu.

Czotdwka ligi zadaniowej "Klub 44F"

po uwzglednieniu ocen rozwiaszar
zadard 11 /WI=2,63/ 1 12 /wWT=2,90/
z numeru 8/1985

Piotr Bakta - Torus 27,33pkt
Dgierzystaw Lipniacki-Lublin 18,82pkt
Tomasz Rawlik - Gliwice 16,53pkt

W przypadku przewodu wygietego jak na rysunku 1b
(obwod — rys. 2b) mamy rownania

g arifer SR
s R1+R2’ P = 1 155

ktorych rozwiazaniem jest
ra—ry AB

— =02V
ri+ra tﬁf

Usp = Jryry

Whiosek : izolacja przewodu nie ulegnie przebiciu.

16. Do ucieczki z planetoidy potrzebna jest energia rowna
wartosci bezwzglednej energii grawitacji na jej powierzchni
(wzgledem nieskonczonosci)

Mym
Ep=G——,
R,

gdzie G — stala grawitacji, R, — promien planetoidy,

M, — masa planetoidy, m — masa ciala. Podczas skoku na
Ziemi srodek cigzkosci ciala (po oderwaniu stop od podloza)
wznosi si¢ na wysokos¢ h, odpowiada temu energia

M.mh
By = O & T
: p M, M.h

Wobec réwnosci E,, = E,. otrzymujemy — = s,

: R, R

e A e : e
Poniewaz = —, wigc ostatecznie R, = VhR..
z ¢

Przyjmujac & = 0,5 m, obliczamy R, = 1,8 km.
Maksymalna srednica planetoidy, z ktorej daloby si¢ odskoczyc,
Jjest wigc okolo 4 km.

R: R; R, R;
S S
&l ¥ *IE? sTr - +|52
Rys. 2 Q. b.

Warunkiem stabilnodci jest wiec

(tef)r=y, > (82)fa [, gdzie:

duv i
tgh = A = Rgq — tzw. opér dynamiczny
elementu
Rys. 2 =
4 tgx = —r; r —staly opér wewngtrzny irédia.
Zatem: Rg+r > 0.
WA P Y Bty s 1 Oznacza to, 2¢ obwdd pracuje stabilnie, gdy

— et o drbdin

calkowity opér obwodu jest dodatni,
niestabilnie — gdy ujemny, réwnoéé zeru
odpowiada nieokreslonosci punktu pracy.
W warunkach zadania odcinek
charakterystyki AB odpowiada niestabilnosci
i wykres I = f(U) przedstawia rysunek 3.
Warto na koniec nadmienié, ze nasza
wyidealizowana charakterystyka z grubsza
przybliza charakterystyke luku elektrycznego
badz éwki.




