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Rozdmuchany Wszechswiat

Prof dr Marek DEM/ANSK/

Od kilkunastu lat kosmologia przezywa prawdziwy renesans. Powodem tego
olbrzymiego zainteresowania Wszechswiatem sa zwiazki, jakie wystepuja miedzy
wspólczesnymi teoriami czastek elementarnych a wczesnymi etapami ewolucji
Wszechswiata. Zwiazki te pojawily sie, gdy zaczeto konstruowac modele tak
zwanych teorii wielkiej unifikacji.

Na poziomie elementarnych zjawisk mozna wyróznic cztery podstawowe
oddzialywania: grawitacyjne, slabe, elektromagnetyczne i silne (jadrowe).
Spogladajac na te liste oddzialywan elementarnych mozna sie zastanawiac,
do czego naturze potrzebna jest taka róznorodnosc. Od dosc dawna
przypuszczano, ze ta róznorodnosc jest tylko pozorna, ze przy energiach
wyzszych niz te, z którymi mamy do czynienia na co dzien, wszystkie·
oddzialywania beda jednakowo silne. Na pierwszy rzut oka najbardziej podobne
do siebie sa oddzialywania grawitacyjne i elektromagnetyczne. Nic wiec
dziwnego, ze poczatkowo próbowano skonstruowac teorie unifikujaca wlasnie
te dwa oddzialywania. Sam wielki Einstein spedzil ostatnie trzydziesci lat swego
zycia starajac sie skonstruowac taka teorie. Dopiero na poczatku lat
szescdziesiatych znakomity amerykanski fizyk Steven Weinberg i niezaleznie
Pakistanczyk Abdus Salam podali teorie unifikujaca oddzialywania
elektromagnetyczne i slabe. Konstrukcja tej nowej teorii byla mozliwa dzieki
zastosowaniu nowego formalizmu tak zwanej teorii pól cechowania. Teoria
Weinberga - Salama, która nastepnie zostala uzupelniona przez Glashowa,
przewiduje istnienie nowych czastek, spelniajacych role kwantów' pola. Czastki te
powinny miec rózna od zera mase spoczynkowa. Wielkim sukcesem teorii
Salama - Weinberga bylo bezposrednie odkrycie tych czastek. Jeszcze zanim
teoria unifikacji oddzialywan slabych i elektromagnetycznych zostala
obserwacyjnie potwierdzona, zaczeto badac mozliwosci unifikacji oddzialywan
silnych, slabych i elektromagnetycznych. Teorie takie nosza nazwe teorii
wielkiej unifikacji lub w skrócie GUT od angielskiej ich nazwy Grand Unified
Theories. Podobnie jak teoria Salama - Weinberga teorie wielkiej unifikacji
korzystaja z formalizmu teorii pól cechowania i przewiduja istnienie nowych
czastek. Te nowe czastki zwane bozonami posrednimi powinny miec bardzo duza
mase spoczynkowa, tak duza, ze nie ma najmniejszych szans na to, aby mogly
byc one bezposrednio wytwarzane w jakims ziemskim laboratorium. Trudno tez
wyobrazic sobie jakis astrofizyczny proces, w którym moglyby powstawac
czastki o tak duzej masie. Jedynie w bardzo wczesnych etapach ewolucji
Wszechswiata panowaly -odpowiednie warunki do spontanicznego powstawania
bozonów posrednich, stad obecne duze zainteresowanie tym, co dzialo sie
w bardzo mlodym Wszechswiecie.

Nasze obecne wyobrazenia o wczesnych fazach ewolucji Wszechswiata opieraja sie
na kilku obserwacyjnych faktach. Po pierwsze, Wszechswiat sie rozszerza
i galaktyki rozbiegaja sie z predkosciami proporcjonalnymi do ich
odleglosci. Po drugie, Wszechswiat wypelniony jest jednorodnie promieniowaniem
termicznym, którego obecna temperatura wynosi zaledwie trzy stopnie powyzej
absolutnego zera. Jezeli do tego dodamy zalozenie, ze materia we Wszechswiecie
oddzialuje ze soba zgodnie z ogólna teoria wzglednosci, to na tej podstawie
mozemy skonstruowac model wielkiego wybuchu. W telegraficznym skrócie model
wielkiego wybuchu przewiduje, ze poczatkowo Wszechswiat byl bardzo gesty
(formalnie nieskonczenie gesty), bardzo goracy i rozszerzal sie bardzo szybko.
Przypuszcza sie, ze wszystkie skladniki materii znajdowaly sie wówczas w stanie
równowagi termodynamicznej. Jezeli tak, to latwo mozna odtworzyc pierwotny
sklad materii. W miare rozszerzania sie temperatura promieniowania, które bylo
podstawowym skladnikiem, opadala. Z gestej i goracej "zupy kwantowej"
powstaly protony i neutrony. Kiedy temperatura opadla do kilku miliardów
stopni, powstal hel. Jak wynika z obecnych obserwacji, pierwotna
przedgalaktyczna materia skladala sie w 25% z helu i w 75% z wodoru.
Gdy tempeni.tura spadla do okolo 4000 K, elektrony mogly na trwale wiazac sie
z jadrami tworzac neutralne atomy. Liczba swobodnych elektronów gwaltownie
zmalala i od tego momentu fotony zaczely sie rozchodzic praktycznie swobodnie.
Byl to bardzo wazny moment w historii Wszechswiata. Fotony, które zostaly
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wówczas wyemitowane, obserwujemy obecnie jako reliktowe tlo promieniowania
elektromagnetycznego. Od tego tez momentu obloki neutralnej materii mogly
zaczac kurczyc sie, co doprowadzilo w koncu do powstania galaktyk i gwiazd.

Interesujace jest zbadanie konsekwencji, do których prowadzi polaczenie teorii
wielkiej unifikacji z modelem wielkiego wybuchu. Poczatkowo, na bardzo
wczesnych etapach ewolucji, temperatura byla bardzo wysoka, a wiec wysoka
byla tez srednia energia czastek i oddzialywania slabe, silne i elektromagnetyczne
byly nieodróznialne. W koncu temperatura spadla na tyle, ze srednie energie
czastek byly nizsze od energii progowej i nastapilo spontaniczne zlamanie
symetrii. Pamietajmy, ze symetria zostaje zlamana, gdy pola Higgsa przyjmuja
niezerowa wartosc. Pole Higgsa jest na ogól wielokomponentowe, a wiec kiedy
jest rózne od zera, wyróznia pewien kierunek. Kierunek ten moze byc zupelnie
dowolny. Mozna przypuszczac, ze kierunek ten bedzie taki sam w obszarach,
które sa przyczynowo zwiazane. Na granicy takich obszarów kierunki pól
Higgsa beda rózne. Tego typu defekty moga przejawiac sie jako nowe czastki ­
monopole magnetyczne. Z oszacowan wynika, ze monopole magnetyczne
powinny miec bardzo duza mase spoczynkowa. Latwo jest teraz ocenic obecna
gestosc monopoli magnetycznych. Przyjmijmy, ze w kazdym obszarze
przyczynowo spójnym w momencie lamania symetrii powstal jeden monopol
magnetyczny. Wiedzac jaka jest energia, przy której nastepuje lamanie symetrii,
mozna obliczyc rozmiary tych obszarów, a zatem i obecna gestosc monopoli
magnetycznych. Dochodzi sie w ten sposób do zadziwiajacego wyniku, srednia
gestosc masy monopoli magnetycznych powinna byc o okolo sto miliardów razy
wieksza od oszacowanej sredniej gestosci Wszechswiata. Jest to oczywista
sprzecznosc.

Model wielkiego wybuchu wprawdzie bardzo dobrze opisuje historie
Wszechswiata, jednak ma szereg slabych punktów. Na przyklad zupelnie nie
wyjasnia obserwowanego faktu izotropowosci temperatury promieniowania
reliktowego. Dwie anteny ustawione na przeciwlegle obszary nieba odbieraja
fotony, które nie mialy szans oddzialywac ze soba, a pomimo to ich srednie
energie sa takie same. Oczywiscie moze to byc wynikiem odpowiednio
dobranych warunków poczatkowych. Nie wyjasnia to jednak niczego i znacznie
bardziej zadowalajace byloby znalezienie jakiegos fizycznego mechanizmu
wyrównywania temperatury promieniowania reliktowego. Srednia gestosc
materii we Wszechswiecie jest bardzo bliska krytycznej gestosci, która oddziela
modele kosmologiczne rozszerzajace sie wiecznie od modeli, w których po fazie
rozszerzania nastepuje kurczenie. Ta dziwna koincydencja tez nie znajduje
wyjasnienia w ramach modelu wielkiego wybuchu. Z obserwacji wynika, ze w
odpowiednio duzej skali materia jest rozlozona jednorodnie. Tego tez nie
wyjasnia model wielkiego wybuchu.

Cztery lata temu Alan Guth zaproponowal nowy model wczesnej ewolucji
Wszechswiata, który czesciowo wyjasnia te trudnosci modelu wielkiego wybuchu.
Istotna role w tym modelu odgrywa pole Higgsa. Pole Higgsa, jak kazde pole
fizyczne, niesie ze soba pewna energie. W bardzo wczesnych etapach gestosc
energii pola Higgsa jest równa zeru. Po przejsciu do stanu ze zlamana symetria
energia ta jest rózna od zera. Guth zauwazyl, ze uwzglednienie tej energii w
równaniach opisujacych dynamike rozszerzania sie Wszechswiata prowadzi do
bardzo interesujacych konsekwencji. Po przejsciu do stanu ze zlamana symetria
tempo rozszerzania sie Wszechswiata bardzo szybko zaczyna zalezec tylko od
gestosci energii pola Higgsa. Gestosc energii pola Higgsa jest stala i wobec tego
tempo rozszerzania sie Wszechswiata jest stale. Tempo rozszerzania sie jest stale,
gdy Wszechswiat rozszerza sie wykladniczo. Wykladniczo maleje wówczas
temperatura i gestosc materii.

Wszechswiat staje sie praktycznie rzecz biorac pusty. Epoka wykladniczego
rozszerzania sie nie trwa jednak zbyt dlugo. Aby to wyjasnic, rozpatrzmy
nastepujacy prosty model. Wyobrazmy sobie ustawiona na stole pólkulista
czasze, na czubku tej czaszy ustawiamy mala kulke metalowa. Kulka znajduje sie
w stanie równowagi nietrwalej. Delikatne uderzenie w stól nie powoduje zmiany
jej stanu, mniej delikatne tracenie stolu spowoduje stoczenie sie kulki. Kulka
znajdujaca sie na czubku czaszy ma pewn>a,rózna od zeta energie potencjalna,
energia, ta podczas staczania sie zostaje zamieniona na energie kinetyczna.
W modelu Gutha caly Wszechswiat mozna porównac do naszej kulki, kiedy
znajduje sie ona na czubku czaszy, jej stala energia potencjalna jest analogiem
gestosci energii pola Higgsa; podczas staczania sie energia ta zostaje zamieniona
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na inne formy energii i w koncu dzieki róznym oddzialywaniom przejawia sie
jako energia cieplna.

Model Gutha nosi nazwe modelu inflacyjnego. Podczas wykladniczego
rozszerzania bardzo szybko rosna rozmiary Wszechswiata, tak jak nominalne
wartosci banknotów podczas inflacji. Wykladnicze powiekszanie sie rozmiarów
Wszechswiata sprawia, ze ta czesc Wszechswiata,1Ctóra obecnie obserwujemy,
mogla powstac z bardzo malego fragmentu, tak malego, ze miescil sie on
wówczas w obszarze przyczynowo spójnym. W tym obszarze dzieki róznego
rodzaju oddzialywaniom materia mogla byc rozlozona jednorodnie. W ten
sposób model ten wyjasnia obserwowana jednorodnosc Wszechswiata w duzej
skali. Obszar ten nastepnie znacznie sie rozszerzyl (rozdmuchal) i poniewaz
warunki fizyczne byly takie same w kazdym punkcie tego obszaru, po
podgrzaniu temperatura wszedzie byla taka sama. Mamy wiec wyjasnienie
obserwowanej izotropii promieniowania reliktowego. Pozostaje jedynie wyjasnic
sprawe monopoli magnetycznych i sredniej gestosci we Wsze'chswiecie. Jak
wspominalismy, obszar, z którego powstal obecnie obserwowany Wszechswiat,
byl mniejszy od obszaru przyczynowo spójnego, a wiec mógl zawierac jeden .
monopol, badzmy hojni, powiedzmy, ze zawieral ich kilkadziesiat. W
pózniejszych fazach ewolucji monopole magnetyczne nie powstaja, wiec w
obecnie obserwowanym Wszechswiecie moze istniec zaledwie kilkadziesiat
monopoli magnetycznych i ich srednia gestosc jest zaniedbywalnie mala.
Podczas wykladniczego rozszerzania gestosc energii pola Higgsa jest stala',
natomiast inne wielkosci determinujace tempo rozszerzania wykladniczo ffi:lleja
i pod koniec tej fazy sa zaniedbywalnie male. Wszechswiat, który rozszerza sie
tak, ze tempo rozszerzania zalezy tylko od sredniej gestosci energii, ma z definicji
gestosc krytyczna. Model inflacyjny przewiduje wiec, ze srednia gestosc materii
we Wszechswiecie powinna byc równa gestosci krytycznej.

Model inflacyjny jest tylko jednym z przykladów odkrywanych obecnie
zwiazków miedzy teoriami wielkiej unifikacji a kosmologia. Jest zadziwiajace,
ze mikroswiat i makroswiat sa ze soba w tak niezwykly sposób powiazane.

__ Zadania
Redaguje mgr Witold MARCISZEWSKI

a2 +2
M 4]8. Ciag liczb at, a2, ... , an, •.. okreslony jest nastepujaco: a, = a2 = I, an = n_I

Wykazac, ze wszystkie liczby' tego ciagu sa calkowite.
Rozwiazanie na str. 7

M 4]9. Czy dla kazdego sposobu ulozenia kwadratu 6 x 6 z J 8 kostek domina 2 x J mozna
podzielic kostki na dwie grupy tworzace dwa mniejsze prostokaty?
Rozwiazanie na str. 4

M 420. Dany jest dowolny czworoscian ABCD i punkt M. Wykazac, ze szesc plaszczyzn,
z których kazda zawiera jedna krawedz czworoscianu i jest równolegla do prostej przechodzacej
przez M i srodek .przeciwleglej krawedzi, ma punkt wspólny.
Rozwiazanie na str. 5

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZlELlCZ

F ]86. Odejmujac od ciezaru naczynia z gazem ciezar samego naczynia mozna znalezc ciezar
gazu. Dlaczego jest to poprawna metoda, mimo ze wiekszosc czasteczek nie ma zadnego
kontaktu z naczyniem, a jedynie znikoma czesc zderza sie ze sciankami?
Rozwiazanie na str. 6

F ]87. Gaz jest podgrzewany lub ochladzany przez zmiane temPeratury scianek naczynia. Czy
cisnienie gazu na scianki jest wieksze, gdy sa one cieplejsze, czy gdy sa chlodniejsze niz gaz?
Rozwiazanie na str. 14
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A. 'cte-Rujula i S. L. Glashow to wybitni

fizycy teoretycy - S. L. Glashow otrzymal
w 1979 roku Nagrode Nobla - R. R. Wilson

jest swiatowej slawy specjalista od budowy
akceleratorów, wieloletnim dyrektorem

laboratorium im. Enrico Fermiego kolo

Chicago, a G. Charpak to swiatowy

autorytet w dziedzinie konstrukcji detektorów

czastek wysokich energii. Projekt zostal

opublikowany w renomowanym
czasopismie naukowym., Physics Reports H

(dokladny odsylacz: A. de Rujula et al.

Phys. Rep. C99, no. 6, (1983, 343».

Najwiekszy istniejacy akcelerator

przyspiesza protony do energii 0,8 TeV.

Jest to tak zwany Tevatron w La~oratorium
im. E. Fermiego kolo Chicago (USA).

Tomografia kuli ziemskiej

Dr Jan KRÓLIKOWSKI

Fizyka wys"okich energii ostatnich lat to przede wszystkim badanie wlasnosci naj nizszego
znanego nam poziomu struktury materii - kwarków i leptonów - oraz ich oddzialywan.
Jednym z oddzialywan miedzy tymi "elementarnymi" obiektami jest oddzialywanie slabe,
to samo, które powoduje promieniotwórczy rozpad p.

Wsród "elementarnych" ]eptonów istnieja takie, które oddzialuja wylacznie slabo - sa to
neutrina; czastki te, wedlug naszej najlepszej wiedzy, sa bezrnasowe i, jak sadzimy, nie maja
struktury wewnetrznej. W ciagu Qstatniego dziesieciolecia fizycy poslugiwali sie czesto
neutrinami jako bardzo wygodnymi sondami do badania struktury wewnetrznej bardziej
skomplikowanych tworów - protonów i jader atomowych. Neutrina jako punktowe pociski nie
zaburzaly struktury bardziej skomplikowanych obiektów. Gdyby nie trudnosci w ich detekcji,
bylyby idealnymi sondami w mikroswiecie.

Czterej wybitni fizycy wysokich energii: A. de Rujula, S. L. Glashow, R. R. Wilson i
G. Charpak zaproponowali W ]983 roku zastosowanie neutrin do zupelnie odmiennych badan­
do badania budowy wewnetrznej Ziemi oraz do poszukiwan geologicznych - glównie ropy
naftowej lub rud ciezkich metali (np. uranu). Te propozycje, nazwana przez autorów
Tomografia Ku]i Ziemskiej (TKZ), zamierzam przedstawic. Jest to pomysl z gatunku bardzo
odwaznych, a moze nieco zwariowanych, choc reputacja naukowa autorów stawia ich niemal
poza podejrzeniami. Ich pomysl opiera sie na tym samym fakcie, który byl wykorzystywany
w badaniach w mikroswiecie - na niezwykle slabych oddzialywaniach neutrin. Wiazka neutrin,
wytworzona w akceleratorze, jest w stanie przeniknac przez kule ziemska niemal bez strat.

Z drugiej strony straty neutrin to oddzialywanie z materia wnetrza Ziemi; nie moga byc zbyt
male, gdyz wtedy nie mozna by otrzymac informacji o strukturze tego wnetrza. Na szczescie
oddzialywania neutrin wzrastaja z ich energia, tak wiec dysponujac wiazka neutrin dostatecznie
wysokiej energii mozemy byc pewni, ze ich znaczaca czesc bedzie oddzialywala we wnetrzu
Ziemi. Autorzy doszli do wniosku, ze akcelerator przyspieszajacy protony do energii 10 TeV
jest technicznie realizowalny i zupelnie wystarczajacy dla tych celów. Akcelerator ten zostal
nazwany Geotronem. Wykonany za pomoca tradycyjnej technologii taki akcelerator
mialby srednice okolo 20 km, a jego koszt wynióslby okolo 3 miliardów dolarów. Uzycie
najnowszej techniki jak np. nowoczesnych magnesów nadprzewodzacych zmniejszyloby wymiary
i koszt Geotronu mniej wiecej trzykrotnie, a okres budowy wynióslby okolo trzech lat. Ze
wzgledu na przeznaczenie najlepiej byloby zbudowac Geotron ruchomy, wiec np. plywajacy.
Konstrukcja akceleratora okolo 40 m pod woda uczynilaby go niewrazliwym na fale. Rura
prózniowa i magnesy moglyby zostac zakotwiczone za pomoca kabli stalowych, prawdopodobnie
z dokladnoscia do kilku centymetrów. Nie wystarcza to jednak dla 10 TeV synchrotronu,
gdzie wymagana dokladnosc wzajemnego ustawienia magnesów wynosi kilkaset mikrometrów.
Taki plywajacy Geotron powinien miec automatyczny system korekcji pradów w magnesach,
który wyczuwalby polozenie wiazki w jednym magnesie i automatycznie sterowal nia w srodek
nastepflego. Technicznie taki system jest juz mozliwy do zbudowania.

*
Rozwiazanie zadania M 419. Rozwazmy 10

prostych równoleglych do boków kwadratu

i dzielacych go na 36 kwadratów l X l.
Kazda z tych prostych dzieli kwadrat na

dwa prostokaty zawierajace parzyste
liczby kwadratów I X I. Poniewaz kostki

domina lezace calkowicie po jednej,

ustalonej stronie tej prostej, zapelniaja

parzysta liczbe malych kwadratów, prosta

ta musi przecinac parzysta liczbe kost~k.
Kazda kostka jest przecinana prze~z

dokladnie jedna prosta, a wiec istnieje
prosta nie przecinajaca zadnej kostki

(2 '10> 18). Prosta ta wyznacza podzial

kwadratu na dwa mniejsze prostokaty
ulozone z kostek.

4.

Plywajacy Geotron

T
Tunel

rozpadONy
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Konstrukcja wiazki neutrinowej wymaga wyprowadzenia wiazki protonów z synchrotronu.
Wiazka ta powinna byc skierowana w strone, w której chcemy prowadzic badania - w
przypadku Geotronu w dól (wiazka neutrin nachylona pod katem 4,50 wzgledem powierzchni
Ziemi wychodzi z niej 1000 km od miejsca zaglebienia). Protony kierowane sa na specjalna
tarcze z ciezkiego materialu. Na jadrach tarczy produkuja sie wtórne czastki - mezony n+
i K±, które ogniskujemy za pomoca specjalnych magnesów w taki sposób, zeby wpadly do
tunelu rozpadowego. Mezony rozpadaja sie w tunelu (w locie) produkujac neutrina np. wedlug
schematu: :7+ ...• //+ +v/" Wiazka neutrin skierowana jest wzdluz osi tunelu rozpadowego.

Akcelerator

~

Tunel
rozpadowy

0.'+ I(~)
0.12

0.10

0.08

0.06

0.04

002

O

-0,021 -5

-0.04

-0.06

-0.081

-0.10

Sygnal dzwiekowy powstajacy prl)'

przechodzeniu neutrin przez wode.

Rozwi:paaie zadania M 420. Niech P ; Q
beda 'rodkami krawedzi AR i CD­
odpowiednio, O niech bedzie srodkiem
ciezkoSci czworoScianu ABC D, a N ­

punktem symetrycznym do M wzgledem
O. Punkty P ; Q sa symetryczne wzgledem

O, a wiec prosta QM jest równolegla do

prostej PN. Plaszc"zyzna zawierajaca 1B i L

(ównolegl:, do QM przechodzi przez punkt N.
Podobnie mozna wykazac, ze punkt N
nalezy do pozostalych pieciu rozwazanych

plaszczyzn.

Autorzy oszacowali wymagana dlugosc tunelu dla 10 TeV akceleratora na 7,5 km, a srednia
energie neutrin na okolo 0,5 TeV. Ekstrapolujac dane uzyskane przy istniejacych wiazkach
neutrin o nizszych energiach mozna spodziewac sie, ze neutrina z Geotronu beda powodowaly
okolo 100 oddzialywan na I cm drogi wewnatrz Ziemi, a srednia strata energii wyniesie okolo
200 erg/cm. Mozna spodziewac sie, ze oddzialywania neutrin wzdluz wiazki spowoduja
powstawanie fal dzwiekowych o czestosciach okolo 100 Hz mierzalnych na powierzchni za
pomoca ukladu specjalnych mikrofonów (geofonów). Neutrina przechodzace przez wode
wysylaja fale dzwiekowe o bardzo charakterystycznym bipolarnym przebiegu czasowym.

Gdyby bY~oto prawdziwe równiez w osrodkach stalych, metoda poslugujaca sie
wiazkami neutrin stalaby sie jeszcze wygodniejsza w uzyciu, gdyz charakterystyczne sygnaly
bipolarne latwo odróznic od innych drgan sejsmicznych. Autorzy proponuja prowadzenie
badan przy uzyciu dostepnych wiazek neutrin o nizszych energiach, na przyklad za pomoca
wiazki neutrin z istniejacego akceleratora Tevatron w laboratorium im. E. Fermiego kolo
Chicago.

Drugim sposobem detekcji neutrin jest badanie mionów powstajacych w oddzialywaniach
neutrin z materia ziemska: 11+ A ...• /1- + cos. Wlasnie badania tego typu reakcji sluzyly do
precyzyjnych pomiarów struktury protonów i jader atomowych, o czym wspomnialem na
poczatku artykulu. Vi przypadku TKZ interesowalby nas raczej strumien mionów
opuszczajacych wnetrze Ziemi. Wiekszosc tych mionów pochodzilaby z oddzialywan neutrin
na ostatnich kilkuset metrach ich drogi wewnatrz Ziemi. Autorzy TKZ dokonali obliczen
oczekiwanego strumienia mionów, przy zalozeniu jednorodnego rozlozenia materii na
wspomnianych kilkuset metrach. Dla 10 TeV Geotronu i wiazki neu~rin zaglebiajacej sie pod
katem 4,50 spodziewamy sie okolo 5000 mionów/(m2·puls Geotronu). Zmniejszenie tej liczby
moze swiadczyc o wystepowaniu zlóz ciezkich substancji - np. rud metali.

-Wiazka neutrin przydatna do zastosowania powinna miec mala rozbieznosc katowa, gdyz
tylko wtedy mozna by poslugiwac sie nia dla poszukiwan bogactw mineralnych. Oszacowano,
ze wiazka z omawianego Geotronu bedzie miala srednice okolo II m po przejsciu 1000 km pod
ziemia·

O ile proje~ Geotronu i zwiazanej z nim wiazki neutrin sa dobrze ugruntowane i opieraja sie
na pewnych podstawach, o tyle druga czesc projektu TKZ, tj. detekcja wiazki przechodzacej
przez Ziemie i wyciaganie informacji na temat struktury wnetrza Ziemi wydaja sie duzo mniej
pewne.

Jakie wnioski mozna wysnuc na temat projektu TKZ?

Po pierwsze, jest to projekt mozliwy do zrealizowania, nawet w ambitnej wersji plywajacego
Geotronu, ale jest to projekt drogi. Sam Geotron bedzie kosztowal kilka miliardów dolarów.
Konstrukcja i eksploatacja urzadzen do akustycznego badania wnetrza Ziemi tez jest droga,

prawdopodobnie zbyt droga w stosun,ku do obecnej ceny ropy naftowej. Warto sobie jednak
zdac sprawe, ze ta metoda moze byc stosowana do poszukiwan na stosunkowo duzych
glebokosciach, rzedu 20-30 km, gdzie tradycyjne wiercenia sa bardzo trudne i niezwykle
kosztowne. Moze wiec stac sie oplacalna za kilkanascie lat, po wyczerpaniu sie plytszych i latwiej
ddstepnych zlóz ropy .. ~ .

Po drugie, autorzy TKZ sa przekonani o sensownosci palszych badan przygotowawczych
w dziedzinie TKZ, jak np. badan z zastosowaniem Tevatronu. Sadze, ze w bogatym programie
doswiadczalnym tego amerykanskiego akceleratora znajdzie sie troche czasu na nieortodoksyjne
badania TKZ.

5



---

/'~~
s ...• (.

fi .~'-
JA ~

Opis ruchu za pomoca alternatywnej~. , .
teorn mnogosci

Dr Wieslaw NACÓRKO, pro}: dr Czesiaw WOZNIAK'

Gdy w jakiejs teorii matematycznej znana juz jest dostateczna liczba definicji oraz dostateczna
liczba twierdzen, przystepuje sie zwykle do analizy polegajacej na wyodrebnieniu terminów,

których nie trzeba definiowac, bo "wiemy, co one oznaczaja" oraz twierdzen, których nie
trzeba dowodzic, bo sa "oczywiste", jedne i drugie zas wystarcza do udowodnienia wszystkich

pozostalych twierdzen teorii. Tak wyodrebn'ione terminy nazywa sie pojeciami pierwotnymi,
a twierdzenia aksjomatami albo pewnikami teorii. Teoria zostaje wtedy zaksjomatyzowana.

Zaksjomatyzo~anie jest zawsze ustaleniem pewnych ram, poza które juz wyjsc nie m~zna,
jezeli nie zmieni sie aksjomatów. Przedaksjomatyczna postac teorii jest wiec bogatsza, bo tkwia
w niej mozliwosci róznych aksjomatyzacji. Istotne zakwestionowanie jednego ukladu aksjomatgw'
i zaproponowanie nowego daje inna teorie aksjomatyczna, która jest konkurencyjna wzgledem
poprzedniej z takich czy-innych wzgledów. Jest wiec wzgledem niej pewna alternatywa.

Teoria mnogosci (ST), dzial matematyki zajmujacy sie zbiorami, którego podstawy sformulowal
Cantor, ma swoja postac przedaksjomatyczna oraz rózne aksjomatyzacje. Alternatywna teoria
mnogosci (AST) sformulowana przez Vopenke kwestionuje niektóre aksjomaty ST. W dalszym
ciagu zwrócimy uwage tylko na niektóre róznice miedzy ST i AST. Pelna analiza tych róznic
nie jest tutaj mozliwa.

Klase liczb naturalnych oznaczamy przez N.

Zbiór (w sensie AST) oc jest liczba naturalna, jezeli spelnia warunki:

tzn. kazdy element zbioru oc jest jego podzbiorem, (jest zbiorem w sensie AST),

(vfJ, y e oc)(fJ e yv y = fJv y e fJ].

2 •...•{0, {0}}, .. ,I •...•{0},0 •...•0,

Zauwazmy, ze zbiory: pusty 0, je<tnoelementowy (0), dwuelementowy {0, {0}} itd. sa
liczbami naturalnymi. Mozemy je wiec "zidentyfikowac" z klasycznymi liczbami naturalnymi
przyporzadkowujac

Alternatywna teoria mnogosci rozpatruje pojecia pierwotne: klasa'i zbiór. Kazdy zbiór (w
sensie AST) jest w sensie ST zbiorem skonczonym (lecz nie na odwrót). Kazdy zbiór jest klasa,
ale nie kazda klasa jest zbiorem, np. klasa wszystkich zbiorów. W AST kazda klase, która jest
zawarta w jakims zbiorze, nazywa sie semizbiorem. Istota AST jest aksjomat mówiacy, ze
istnieja semizbiory nie bedace zbiorami. Intuicyjne przyklady podawane przez Vopenke to klasa
wszystkich przodków Karola Darwina bedacych malpami czy zbiór ludzi zyjacych na Ziemi
w danej chwili. Jedna z konsekwencji powyzszego aksjomatu jest to, ze klasa (nie zbiór) liczb
naturalnych w AST jest inna niz w ST. Oto jak definiujemy liczby naturalne: .

(V fJ e oc) [fJ c oc],

Rozwiazanie zadania F 186. Na skutek

dzialania sily cieikosci gestosc gazu w

dolnej czesci naczynia jest wieksza niz w

górnej. Dlatego wieksze jest cisnienie gaLu

na dno niz na górna czesc naczynia.

Wypadkowa .sile d~ialajaca na scianki
mozna wyznaczyc korzystajac 7 latwej do

wyprowadzenia zaleznosci cisnienia od

wysokosci w polu grawitacyjnym (tzw.

wzór barometryc7ny):

--

p = poe-/Jgh/RT,

gdzie Po - cisnienie w poblizu dna.
p - cisnienie w górnej czesci naczynia.

I' - masa czasteczkowa. h - wysokosc

naczynia, R - stala gazowa, T­
temperatura gazu. SHa wypadkowa (dla"

niewiele rózniacego sieod Po i
cylindrycznego naczynia):

F •. =, S(Po-p) '" SPol,gh/RT,

gdzie S - pole powierzchni podstawy.

Z równania stanu gazu doskonalego wynika,

ze srednia gestosc gazu jest w przyblizeniu

równa e = Pol' IR T, co daje

F", = Mg,

gdzie M = e ,S ,h jest masa gazu w

naczyniu.

Klase li<;zbnaturalnych odpowiadajacych klasycznym liczbom naturalnym oznaczmy przez FN.
W AST dowodzi sie, ze N'"FN =F 0. W AST mamy wiec "wiecej" liczb naturalnych niz w ST.
(Pamietajmy jednak, ze kazda liczba naturalna jest (ja'ko zbiór w sensie AST) zbiorem
skonczonym w sensie ST.) W AST kazdy zbiór okazuje sie byc równoliczny z jakas liczba
naturalna (z klasy N).

Postepujac podobnie jak w ST mozna w oparciu o N okreslic klase liczb calkowitych

C = Nu{(O, oc>: oc =F O, oc eN},

gdzie (O, oc> jest para uporzadkowana (0, or;> = {{0}, (0, oc}}, oraz klase liczb wymiernych

RN, w której okreslone !ia dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie majace znane
wlasnosci. W RN okresla sie takze pewna relacje równowaznosci ,;, zwana relacja
nierozróznialnosci

. [' l ]oc ,;, fJ __ ("In eFN) loc-fil < -;; lub (oc> n i fi> n) lub (oc < -n i f3 < -n) •

&



Zbiory liczb w AST moga podobnie jak i zbiory liczb w ST sluzyc do opisu swiata materialnego.
Po~azemy tona przykladzie ruchu punktu materialnego. W mechanice analitycznej opartej o ST
definiujemy nastepujace wielkosci: liczbe m E R T i interpretujemy ja jako mase punktu,
odwzorowanie klasy CZ, p : [/0,/.1-> R3 interpretowane jako ruch punktu ([to, t.l jest
przedzialem czasu) oraz odwzorowanie f :R -> R3 interpretowane jako sila dzialajaca na
punkt. Ponadto zadamy, by m, p, f spelnialy warunek

dZp(t) .
m' ---= t(1)

d/z

zwany prawem Newtona.

gdzie s oznacza jedna z liter p, v, o lub f: I ~ n ~ n(et), n(et) = max:/3 : trx+p E l, Irx-fi E I; + I.

Zalózmy wiec ponadto, ze tCf,+1- trx ~. E dla et = 0,1 , ... , Oj- l, gdzie E ,; O. Utwórzmy dalej
.,srednie" rQchu, predkosci, przyspieszenia i sily

Zauwazmy, ze tak okreslone predkosci i przyspieszenia zawsze istnieja i nie sa wielkosciami

przyblizonymi. Jesli jednak zazadamy, by przeciwdziedziny funkcji v i o byly zawarte w (BRN)3,
10 moze sie zdarzyc, ze v lub o nie istnieja. Zawezenie przeciwdziedzin v i o do (BRl"? jest
ograniczeniem na ruch p, nie wystarczajacym jednak, by miec ruch klasy Cz.

l, ...,w-I.,

rx+n-t

L s(t"l,
,'=rx-n+ I

I
s,,(trx) = 2n- I

0(1 ) _ v(trx)-v(t )IX ,_ lX-l
trx - frz_ I~ ' X =

Latwo sprawdzic, ze dla tak usrednionych wielkosci zachodzi zwiazek

mo,,(trx) = /,,(trx) dla Irx E I.
Wezmy teraz takie Irx E l, ze It : t ,; trx} c [to, Iw].

Zalózmy, ze istnieje takie no E N spelniajace warunek no' E ,; O, ze dla n ;;;, no spelniajacych
warunek n . E ,; O zachodzi:

W AST postepujemy podobnie, choc inaczej. Rezygnujemy z opisu opartego na liczbach

rzeczywistych zastepujac je liczbami wymiernymi. Ruch okreslamy jako odwzorowanie zbioru
chwilI = :to, tl, ••• , tw} (O) E N) w iloczyn kartezjanski (BRN)3 zbioru BRN liczb wymiernych
ograniczonych. Ruch p jest wiec tutaj obiektem "danym" tylko w pewnych chwilach - tak jak
to ma miejsce w kini~JJrzy ogladaniu ruchu powstalego z nakladania na siebie kolejnych
klatek tasmy filmowej. Dla takiego ruchu okreslamy predkosc i przyspieszenie

p(t'H • ) - p(trx) f
v(ta.) = ------. r:x= 0,1, o •• , u)-I,

trx+ I - trx

p,,(/rx) ,; P.o(tCf,), v,,(1rx) ,; v.o(trx),

o,,(trx) ,; o"o(1rx), /,,(/rx) ,; f~o(trx)' W tym przypadku mozemy przyjac, ze ruch, predkosc,
przyspieszenie i sila okreslone sa w kazdej chwili t E {t' : t' ,; Irx} c [to, twl jako dowolne

(I) p(/), v(t), a(t), f(t)

nierozróznialne odpowiednio z Pno(trx), v.o(trx), li.o(1rx),/.0 (trx). Wielkosci (I) ~pelniaja zwiazek
ma(t) ,; [(t). Z wlasnosci liczb wymiernych oraz relacji nierozróznialnosci wynika, ze wsród

obiektów (I) istnieja p(/), 0(/), a(1),/(O, dla których

Odwzorowanie jJ( '), dla którego istnieja v( '), ci( .),l<.) oraz spelniony jest zwiazek (2),
nazwiemy ruchem regularnym, który odpowiada odwzorowaniu klasy CZ w ST, a wiec ruchowi
klasycznemu. c/

W oparciu o AST mozliwe wiec jest opisanie fizycznego pojecia ruchu, sily i praw Newtona-
bez poslugiwania sie przejsciem granicznym. Mozliwe jest takze okreslenie pewnych warunków
regularnosci odpowiadajacych ciaglosci i gladkosci w analizie klasycznej. Przedstawione
podejscie jest ilustracja tezy sformulowanej w 1916 roku przez B. Russella we "Wstepie do
filozofii matematyki": "Swiat, w którym wszelki ruch skladalby sie z ciagu malych skonczonych
drgnien, bylby empirycznie nieodróznialny od swiata, w którym ruch bylby ciagly".

Rozwia.zanie zadania M 418. Liczby Pl_ 02_

a) = 3, Gol = 11 sa calkowite, nieparzyste.

PrzypuSCmy. ze liczby .al. al. 0'0' On Sa

calkowite, nieparzyste (n ~ 4). Mam) a~ +-

(2 ..., \ 22 00_'+_ ) 2
+~----+=

°n_2

a~_1 +4a~_1 +4 + 20;_1
z

an - 2

a:_1 + 4a~_1 + 2(a~_1 + 2)
z

0,,_2

a~_1 + 40; -1 + 2an_tQ".......J

z
a"_2

a,,_l(Q~_t +4an_t +2an_3)
z

0"_2

Zauwazmy. ze liczby 0,.-1 j 0,._1 sa

wzglednie: pierwsze (On-1 jest nieparzysta.

a wiec wzglednie pier,",,:sza z a;_ 2 + 2).

czyli a; + 2 dzieli sie przez On-l. a stad an.•.l
jeslliczba calkowita, nieparzysla'

(2) ma(/) = /(t).
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Cienie

Gdyby ktos z Czytelników konczyl przed wojna
Politechnike, prawie na pewno zetknalby sie na
zajeciach z geometrii wykreslnej z takim zadaniem:
Jaka bryla oswietlona z trzech prostopadlych
kierunków równoleglymi promieniami rzuci
odpowiednio cienie w ksztalcie kola, kwa9ratu
i trójkata równoramiennego?

Roz.wiazanie uzyskuje sie dosc latwo, jesli zauwazyc,
ze poszukiwana 'bryla miesci sie w trzech walcach:
kolowym, kwadratowym i trójkatnym.

\\
\ \ ,"

Zadanie bylo takie popularne, bo kalamarzyki tuszu
kreslarskiego, jakie byly wtedy w handlu, mialy
zakretki wlasnie tego ksztaltu.

Zadania zwiazane z cieniami maja czesto praktyczne
znaczenie. Np. astronomowie dlatego uwazaja ciala
niebieskie za kuliste, bo z kazdej strony widac je jako
kola. Czy umielibyscie udowodnic, ze ich wniosek
jest prawidlowy?

e



Oto kilka zadan o cieniach. Gdy ktos z Was nie
rozwiaze któregos z nich lub gdy bedzie chcialsprawdzic, czy rozwiazal dobrze, niech poszuka
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rozwiazan w numerze .
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Bryla z trzech prostopadlych kierunków daje
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jednakowy cien w ksztalcie krzyza. Te warunki nie
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okreslaja bryly jednoznacznie. Zadanie polega na
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wskazaniu dwóch róznych bryl rzucajacych takie
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Nie rózne, a jedna W artykule uzyte sa nazwy- Min", BL", Mo", Eucl" i Ell". Z nich
tylko Eucl", czyli przestrzen euklidesowa, jest powszechnie
znana. Oto modele pozostalych przestrzeni dla n = 2 w
przestrzeni euklidesowej.I'

\ /:.

,;/,.j(',,; // \
\
\
\
~
\
\
\
\
\

Model Min' na plaszczyznie euklidesowej ma wszystkie
euklidesowe punkty i proste jako swoje punkty i proste. Inna
od euklidesowej prostopadlosc uzyskuje sie przez wyróznienie
dwóch euklidesowo prostopadlych prostych k i I, oraz umowe,
ze k' jest prostopadla do /' wtedy i tylko wtedy, gdy euklidesowe
dwusieczne ut\Vorzonych przez nie katów sa równolegle do k i I.

Model Min3 uzyskuje sie w przestrzeni euklidesowej
analogicznie, z tym ze wyróznia sie nie dwie proste, a tworzace
pewnego (dowolnie obranego) stozka o prdstym kacie rozwarcia.
Itd.

M9del BU na olaszczyznie euklidesowej ma jako punkty
punkty euklidesowego kola otwartego, a jako proste - otwarte
cieciwy tego kola. Dwie takie cieciwy uwazamy za prostopadle,
gdy przedluzenie jednej z nich przechodzi przez punkt przeciecia
stJ:cznych w koncach drugiej.

Model BL3 uzyskuje sie analogicznie z kuli euklidesowej.
\ Styczne zastepuj ~ tu stozek styczny. Itd. -

Model Mo' na dwuwymiarowej sferze w przestrzeni euklidesowej
ma jako punkty punkty tej sfery, a jako proste - wszystkie okregi
na sferze. Gdy takie okregi sa euklidesowo prostopadle, uwazamy
je za proste prost,Opadle.

Przez rzut stereograficzny na plaszczyzne styczna do sfery
uzyskujemy plaszczyzne euklidesowa z jej wszystkimi prostymi i
okregami.

_ Model Mo" uzyskuje sie w pelni anal~gicznie na n-wymiarowej
sferze.

B

Model EIP na domknietej pólsferze w przestrzeni euklidesowej
ma jako punkty punkty tej pólsfery, z tym ze punkty antypodyczne
brzegu pólsfery utozsamiamy. Prostymi sa pólokregi wielkie
(wobec poprzedniej umowy sa to wiec krzywe zamkniete).
Proste te uwazamy za prostopadle, gdy prostopadle sa te
euklidesowe pólokregi.

Model Ell" uzyskuje sie w pelni analogicznie na n-wymiarowej
pólsferze.

dr hab. Marek KORDOS B

A
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Klub 44
••

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w numerze n+4. M?zna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na
oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego
zadania: WT =.4 - 3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazanie tego zadania, a N -liczbe osób, które
nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji
IM lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadw~zka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1985.

Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 1986

x ...•00

121. W przestrzeni dany jest trójkat ABC. Gdzie nalezy umiescic
wierzcholek D czworoscianu ABCD, by czworoscian ten mial
zadana objetosc V i minimalne pole powierzchni?

122. Znalezc wszystkie funkcje I :N -> R majace skonczona
granice lim I(x) oraz spelniajace warunek I(xy) = J{x)+ f(y)

!=44
Zadania z matematyki nr 121, 122 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z numeru 8/1985

Przypominamy tresc zadan:

Ul. W przestrzeni dana jest plaszczyzna :Ioraz dwa punkty A i B lezace poza
ta plaszczyzna, po tej samej jej stronie. Niech Z bedzie zbiorem tych punktów
M. dla których istnieje sfera o srodku M,-przechodzaca przez A iB. styczna
do :I. Udowodnic, ze Z jest elipsa lub parabola.
114. Dany jest ciag liczb alf > O. Niech Xn = (ata~ ... an)lJn. Dowiesc. ze
a.-+1+ .... +a.+ •• ~ (n+m)x.+m-nx.dladowolnychliczbnaturalnycbn.m.

113. Zauwazmy, ze srodek kazdej sfery przechodzacej przez
punkty A i B musi nalezec do ,plaszczyzny symetralnej odcinka AB.
Oznaczmy te plaszczyzne przez a. Dalsze rozwazania ograniczymy
do punktów M E a. Niech M bedzie dowolnym punktem
plaszczyzny a, a M' jego rzutem na plaszczyzne n i niech S
bedzie sfera o srodku M, przechodzaca przez A i B. Punkt M
nalezy do zbioru Z wtedy i tylko wtedy, gdy' M' nalezy do S.
Rozróznimy dwa przypadki:
1" Prosta AB jest nierównolegla do plaszczyzny 7T i przecina n w
punkcie C. Punkt C lezy poza odcinkiem AB, a wiec na
zewnatrz sfery S. Zatem jesli M' = C, to M rt z. Zalózmy wiec
w dalszym ciagu, ze M' '" C. Wezmy pod uwage okrag K
otrzymany w przekroju sfery S plaszczyzna CMM'.

c
///

./'/-----
Poprowadzmy z punktu C pólprosta CD~ styczna do K, po tej
samej stronie prostej CM, co punkt M'; niech D bedzie
punktem stycznosci. Zachodzj wzór: CD2 = CA ·CB. Katy CDM
i CM' M sa proste, zatem punkty D i M' leza na pólokregu o

12

dla kazdej pary liczb naturalnych x, y wzglednie pierwszych.

Zadanie 122 przyslal pan Slawomir Solecki z Ostrowa
Wielkopolskiego.

srednicy CM. Stad wynikaja równowaznosci: M E Z = M' E S =
=M'EK=M'= D=CM' = CD=CM' = yCA' CB==punkt M nalezy do powierzchni bocznej walca o osi
prostopadlej do n, przechodzacej przez C, o promieniu V CA . CB.
Poniewaz uwage ograniczylismy do punktów plaszczyzny a,
wiec Z jest w tym przypadku czescia wspólna tej plaszczyzny
i wzmiankowanej powierzchni walca. Os walca nie jest
równolegla do a, wobec czego zbiór Z jest elipsa.r Prosta AB jest równolegla do n. Plaszczyzny n i a sa
prostopadle. Oznaczmy srodek odcinka AB przez E, a dlugosc
tego odcinka przez 2d. Teraz maja miejsce równowaznosci:
MEZ=M'ES=MM'= MA=(MM')2 = MP+d2.
Oczywiscie MM' jest odlegloscia punktu M od plaszczyzny n,
czyli odlegloscia M od prostej A bedacej krawedzia przeciecia
plaszczyzn n i a. Zatem w tym przypadku Z jest zbiorem tych
punktów plaszczyzny a, których kwadraty odleglosci od
ustalonego punktu i ustalonej prostej (punktu E i prostej A)
róznia sie o wielkosc stala (o d2). Taki zas zbiór jest parabola,
co mozna latwo wykazac metoda geometrii analitycznej:
przyjmujac (na plaszczyznie a) prosta ). za os Ox. i prowadzac
os Oy przez punkt E, tak, ze E = (O, b), widzimy, ze zbiór Z
jest opisany równaniem y2 = x2+ (y_b)2+d2, czyli równaniem
2by = x2 + b2+ d2; jest wiec istotnie parabola.

114. Pokazemy, ze dla kazdego k jest ak;:' kXk- (k-l)Xk_l;
sumujac po k od n + 1 do n + m otrzymamy stad teze zadania.
Poniewaz xZ = xZ=Jat, wiec nierównosc, która mamy udowodnic,
przybiera postac XZXk~kt-t) ;:. kXk - (k -l)Xk-" a po
podzieleniu stronami przez Xk-I - postac tk ;:. kt- (k-l),
gdzie przez t oznaczylismy 'stosunek Xk/Xk- l. Nalezy wiec
wykazac, ze nieujemnejest wyrazenie w = tk-kt+k-l =
= tk-(k-l)t-t+k-l = (tk-t)~(t-l)(k-l) = (t-l)(tk-I+
+t"-2+ ... +t)-(k-l)). Oba czynniki otrzymanego iloczynu
sa liczbami tego samego znaku (dodatnie dla t > l, ujemne dla
t < 1, zero dla t = 1). Stad w;:' O.



Rys. -'

Rys. I

Redaguje dr Andrzej NADOLNz fizyki nr 19, 20

19. Zamkniety metalowy lancuszek, polaczony lekka niciaz
pionowa wirujaca osia, wiruje z predkoscia katowa w
przyjmujac ksztalt kolowy jak na rysunku]. Nic tworzy przy
tym kat IX. z pionem. Znalezc odleglosc miedzy srodkiem
ciezkosci lancuszka a osia obrotu.

20. W maszynie cieplnej przedstawionej schematycznie na
rysunku 2 zachodzi proces kolowy skladajacy sie z dwóch
przemian izotermicznych i dwóch przemian izochorycznych
(rys. 3). Dwie czesci tej maszyny (oznaczone przez A i B)
utrzymywane sa w stalych temperaturach - odpowiednio TA i Ts
(TA > T s). Pomiedzy nimi znajduje 'sie czesc posrednia R,
przez która moze przeplywac z cylindra c A do cylindra Cs lub
odwrotnie stosowany jako cialo robocze gaz doskonaly. Opisac
funkcje, jaka-spelnia w maszynie czesc R i podac, jakie powinna
miec ona cechy (jak moze byc zbudowana), aby funkcja ta byla
spelniana w sposób mozliwie optymalny, tj. zapewniajacy
sprawnosc maszyny zblizona do teoretycznej. Opisac ruchy
tloków tA i ts i ich wzajemna korelacje konieczna do
zapewnienia tJzialania maszyny zgodnego z podanym cyklem
(a) podczas pracy maszyny jako silnika cieplnego oraz
(b) podczas pracy maszyny jako pompy cieplnej.

Rys. 2
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Rozwiazania zadan z numeru 8/1985

Przypomi nam)' tresc zadan.

p

11. Sposród mozliwych metod naj prostsza wydaje sie metoda
statyczna, która polega na pomiarze sily F utrzymujacej w stanie
równowagi gablotke podparta na jednej krawedzi i wychylona

- o kat B wzgledem pionu (rys. 4). Oznaczajac przez M i m
odpowiednio mase gablotki oraz zawieszonego w niej
przedmiotu, a ponadto przez a i h boki gablotki, jak na rysunku,
i przez g przyspieszenie ziemskie - wyprowadzamy z prostej
analizy momentów sil (przy zalozeniu, ze srodek ciezkosci
gablotki pokrywa sie z jej srodkiem geometrycznym i ze .
przedmiot nie styka sie z jej sciankami) wzór na te sile

11. W srodku prostopadlosciennej gablotki znajduje sie przedmiot z cennego

kruszcu, zawieszony na lekkiej, wiotkiej sprezynie, która jest zaczepiona do
górnej scianki. Zaproponowac metod)' doswiadczalne wyznaczenia masy tego
przedmiotu. które by wykluczaly jego zetkniecie sie ze sciankami gablotki.

Wszystkie scianki sa wykonane z takiej samej przezroczystej plyty, gestosc
kruszcu nie jest znana.
12. Przyjmujac, ze potencjal górnej warstwy atmosfery. na wysokosci 50 km,

wynosi wzgledem powierzchni Ziemi +400 kV, a pionowy gradient potencjalu

przy powierzchni Ziemi ma srednia wartosc 100 V Im, obliczyc przyblizone
wartosci calkowitego ladunku elektrycznego kuli ziemskiej oraz calkowitego

ladunku zawartego w atmosferze Liemskiei. podac znaki tych ladunków.

Promien Ziemi wynosi 6400 km.

a

'1

bEl C.

I

IIIII-------'1 Iti h o
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h' h O h' hE
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12. Traktujemy Ziemie jako kule o promieniu R. Ladunek
Ziemi obliczony na podstawie prawa Gaussa wynosi

IQ.I= c047'1.R2EO ;::; 5 'IOsC;

Eo jest tu (srednim) natezeniem pola elektrycznego przy
powierzchni Ziemi, równym pionowemu gradientowi potencjalu,
to = 8,85' JO-1ZC2N-1m-2 oznacza przenikalnosc elektryczna
prózni. Poniewaz potencjal elektryczny nad powierzchnia
Ziemi rosnie, znak ladunku Ziemi jest ujemny.
W celu wyznaczenia ladunku zawartego w atmosferze ziemskiej
zauwazmy,ze potencjal na wysokosci h' nad powierzchnia Ziemi­
przy zalozeniu, ze pole elektryczne ma kierunek pionowy,
a jego wartosc na wysokosci h jest E(h) - wynosi

h'

V = ~ E(h)dh.
o

Rys.5

O

czemu graficznie odpowiada pole pod wykresem funkcji E(h)
(rys. 5). Gdyby atmosfera byla pozbawiona ladunku, strumien
pola elektrycznego przez powierzchnie sferyczne o promieniu
R+h, wspólsrodkowe z kula ziemska, bylby staly. Dla h ~ R
zachodziloby wiec E(h) = Eo i w konsekwencji byloby
V = Eoh' = 5 . 106 V (rys. 5a). Poniewaz podana w zadaniu
wartosc potencjalu V jest k = ]2,5 razy mniejsza, pole pod
krzywa E(h) musi byc tez k razy mniejsze. Wymaga to
przyjecia, ze w atmosferze istnieje ladunek dodatni. Przy
dodatkowym zalozeniu, ze na zadnej wysokosci h nie ma
ladunku ujemnego, funkcja E(h) jest monotoniczna, co prowadzi
do wniosku O < E(h') < Eo/k (rys. 5b, c). Oznaczajac ladunek
atmosfery przez Q. otrzymujemy zatem z prawa Gaussa

k-]
O < IQ.+Q.I < IQ.I/k, a stad --IQ.I < Q. < IQ.I.

k

Stwierdzamy wiec, ze dodatni ladunek zawarty w atmosferze
jest w przyblizeniu równy ujemnemu ladunkowi Ziemi.
Uwaga: przy wyprowadzeniu wzoru (*) przyjeto, ze punkt
zaczepienia sprezyny znajduje sie na srodku górnej scianki,
ewentualne odstepstwo od tego polozenia - wobec mozliwosci
zmierzenia odleglosci - daje sie latwo uwzglednic.

I h (M )
F = -(M+m)g- - - +m g tgB.

2 a 2

Rys.4

(*)

Zaleznosc ta ma charakter liniowy: F = A - B tgB .. Na
podstawie okreslonych doswiadc2alnie wspólczynników -A i B

wyznaczamy m = ~ (: B-A).
W metodzie dynamicznej na gablotke zawieszona na lince o
dlugosci L ~ h dziala sie pozioma sila F. Dla odpowiednio
malego wychylenia x z polozenia poczatkowego,-spelniajacego

x F
warunek - ~ --, uzyskane przez gablotke przyspieszenie jestL mg

F
równe a = -. Znajac M +m (z wazenia), mozemy wiecM
wyznaczyc m.
Istnieja tez metody wykorzystujace drgania przedmiotu na
sprezynie lub tez wymuszone drgania gablotki (o innej
czestotliwosci) ze spoczywajacym wewnatrz przedmiotem.
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W przypadku chlodzenia gazu cisnienie
bedzie mniejsze.

Rozwiazanie zadania F 187. Gdy

temperatura gazu T jest równa

temperaturze scianek Ts. przy zderzeniach
ze sciankami energia kinetyczna czasteczek

srednio nie ulega zmianie, a ped zmienia
tylko kierunek.

Gdy scianka jest cieplejsza, gaz ogrzewa

sie, co oznacza, ze srednio predkosc

czasteczki po odbiciu od scianki jest
wieksza niz,przed odbiciem. W porównaniu

z sytuacja równowagowa wiekszy jest teral
sredni ped przekazywany sciance. a wiec
i cisnienie.

W 1983 roku, po kilkuletnich przygotowaniach, przeprowadzona zostala w CERNie w Genewie
seria doswiadczen, których celem bylo znalezienie eksperymentalnego potwierdzenia teorii
oddzialywan elektroslabych (teorii Weinberga-Salama). Owocem tych doswiadczen bylo nie
tylko odkrycie tzw. bozonów posrednich W± i zo (w których istnienie nikt juz zreszta nie
watpil, jako ze teoria Weinberga-Salama zostala potwierdzona posrednio juz kilka lat temu),
ale równiez, jak to czesto bywa, zaobserwowanie nowych ,efektów. Stanowia one, byc moze,
potwierdzenie istnienia w przyrodzie zjawisk postulowanych przez jakosciowo,nowe modele
teoretyczne zwane teoriam.i supersymetrycznymi. Wspólna cecha tych teorii jest to, ze sa one
niezmiennicze wzgledem nowej klasy transformacji zwanych supersymetriami.

Ze wszystkich teorii supersymetrycznych najwieksze nadzieje wiaze sie z supersymetryczna
teoria grawitacji - supergrawitacja. W teorii tej obok nosnika pola grawitacyjnego (grawitonu)

Zanim przejdziemy do opisu teorii supersymetrycznych, zastanówmy sie przez chwile nad rola
symetrii w fizyce. Symetria teorii fizycznej nazywamy niezmienniczosc tej teorii wzgledem
pewnej klasy transformacji dzialajacych na obiekty przez nia opisywane (uklady czastek lub pól).
Zazwyczaj transformacje te maja matematyczna strukture grupy - dlatego tez mówimy o grupie
transformacji lub grupie symetrii.

Dr Jerzy KOW ALSKI-GLIKMAN

Znane dotychczas symetrie mozna podzielic na dwie klasy: symetrie czasoprzestrzenne i tzw.
symetrie wewnetrzne. Do pierwszej grupy naleza na przyklad transformacje Galileusza, które
nie zmieniaja postaci równan Newtona, lub-transformacja Lorentza wystepujaca w mechanice
relatywistycznej. Przykladem symetrii wewnetrznych moga byc symetrie cechowania
elektrodynamiki. Wiadomo na przyklad, ze do potencjalu pola elektrostatycznego mozna
zawsze dodac dowolna stala (przyjmuje sie zazwyczaj, ze jest ona tak dobrana, aby potencjal
od ograniczonego rozkladu ladunków dazyl do zera w nieskonczonosci). Symetrie cechowania
odgrywaja wielka role w tzw. teoriach pól Yanga-MilIsa, które opisuja oddzialywania
elektroslabe i silne czastek elementarnych. Odkrywanie nowych symetrii prowadzi czesto do
waznych odkryc fizycznych. Przykladem moze tu byc odkrycie szczególnej teorii wzglednosci,
która Einstein znalazl szukajac mechaniki niezmienniczej wzgledem transformacji Lórentza.
To i wiele innych odkryc fizyki XX wieku bylo zródlem hipotezy, ze im bardziej elementarny
jest poziom badanych zjawisk, tym "wieksza symetrie" ma teoria je opisujaca. Dlatego tez
odkrycie no\yej klasy symetrii jest zródlem nadziei na zbudowanie teorii opisujacych bardziej
elementarny poziom zjawisk lub nawet teorii zunifikowanej wszystkich oddzialywan czastek
elementarnych. Zródlem olbrzymiego w ostatnich latach zainteresowania teoriami
supersymetrycznymi, szczególnie teoria supergrawitacji, jest to, ze istnieja przeslanki'
wskazujace, iz teorie te moga byc kandydatami do miana teorii unifikacyjnych.

Aby opisac tresc fizyczna slIpersymetrii, przypomnijmy kilka podstawowych pojec z teorii
czastek elementarnych. Jak wiadomo, czastki wystepujace w przyrodzie mozna podzielic na
dwie klasy: bozony (nosniki oddzialywan grawitacyjnych, elektroslabych i silnych oraz tzw.
czastki Higgsa) i fermiony (kwarki i leptony). Supersymetria jest symetria, która miesza bozony
i fermiony. Dokladniej - w teorii supersymetrycznej kazda czastka bozonowa ma fermionowego
partnera i dlatego liczba bozonów i fermionów w takiej teorii jest taka sama. Okazuje sie
ponadto, ze wszystkie czastki opisywane przez teorie supersymetryczna musza miec równe masy.
Te dwa fakty zachodzace dla dowolnego supersymetrycznego modelu maja bardzo duze
znaczenie dla fenomenologii czastek elementarnych. Wynika z nich na przyklad, ze

sllperpartnerem fotonu musi byc bezmasowy fermion. Ale w przyrodzie nie ma takiej czastki
(neutrino z pewnych powodów nie pasuje), co oznacza, ze nawet jesli- supersymetria jest
symetria przyrody, to jest ona ukryta przy energiach dostepnych w doswiadczeniach
akceleratorowych. Aby wyjasnic dokladniej pojecie ukrytej symetrii, wyobrazmy sobie ruch
czastki w potencjale przedstawionym na rysunku. Potencjal V(x) jest parzysty (V(x) = V( - x»,

ale czastka o energii El < Vo moze poruszac sie tylko pomiedzy x, i Xl i "nie czuje" symetrii
potencjalu - mówimy: symetriajest zlamana. Z drugiej strony rm;h czastki o energii El > Vo

jest zgodny z symetria x -+ -x. Tak wiec symetria ukladu jest ukryta, jesli energia czastki jest
odpowiednio mala. Mozna przypuszczac, ze podobnie rzecz sie ma z supersymetria. Okazuje
sie, ze jesli jest ona zlamana ponizej pewnej charakterystycznej energii (odpowiednik wysokosci
bariery Vo), to dla niskich energii czesc czastek poczatkowo bezrnasowych otrzymuje masy
rzedu tej skali. Masy te w zaleznosci od przyjetego modelu moga wahac sie od ID do 10'9 GeV
(acz w modelach, które uchodza za realistyczne, przynajmniej czesc superczastek powinna miec
masy nie wieksze od 100-1000 GeV). Tak wiec zjawiska supersymetryczne moga znajdowac
sie na granicy aktualnych mozliwosci obserwacyjnych.

Supersymetrie-nowa nadzieja fizyki
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istnieja jego partnerzy supersymetryczni (grawitina) oraz inne pola, których interpretacja
niskoenergetyczna nie jest jasna. Istnieje dokladnie 8 róznych teorii supcrgrawitacji: mozna je
charakteryzowac liczba]V równa liczbie grawitin (1 ,,; N,,; 8, a dla ]V= O supergrawitacjajest
równowazna ogólnej teorii wzglednosci Einsteina). Supergrawitacja jest teoria atrakcyjna z wielu
powodów. Jest ona pierwszym znanym przykladem teorii zawierajacej grawitacje, która
(prawdop~dobnie) mozna skwantowac. We wszystkich znanych dotychczas modelach teorii
grawitacji pojawia sie problem tzw. renormalizowalnosci. W duzym uproszczeniu polega on na

tym, ze w teoriach tych po skwantowaniu pojawiaja sie wyrazenia nieskonczone. Istnieje
przypuszczenie, ze w teoriach supergrawitacji, ze wzgledu na symetrie, wspólczynniki przy
nieskonczonych wkladach od bozonów i fermionów maja równe wartosci i przeciwne znaki
i w efekcie kasuja sie. Poniewaz wierzymy w istnienie spójnej, kwantowej teorii grawitacji, bylby
to silny argument za przyjeciem supergrawitacji.

Drugim powodem nadziei zwiazanych z teoria supergrawitacji jest mozliwosc unifikacji w jej
ran;)ach wszystkich znanych oddzialywan. Najbardziej atrakcyjna jest w tym kontekscie
maksymalna, zawierajaca 8 grawitin teoria supergrawitacji. Zawiera ona tylko dwa dowolne
parametry, które musza byc znalezione doswiadczalnie (co jest olbrzymim postepem w stosunku
do teorii wielkich unifikacji oddzialywan elektroslabych i silnych, która ma ponad 20 takich
parametrów), a mianowicie stala grawitacyjna i uogólnienie ladunku elementarnego. Co
najwazniejsze, teoria ta unifikuje w sposób naturalny grawitacje i inne oddzialywania czastek
elementarnych.

Charakterystyczna skala energii dla tej teorii (odpowiednik wysokosci bariery Vo na rysunku)
jest tzw. masa Plancka -- wielkosc o wymiarze energii zbudowana ze stalej grawitacyjnej (bo
mamy grawitacje), stalej Plancka i predkosci swiatla (teoria jest kwantowa i relatywistyczna),
wynoszaca 10 19 GeV. Przypuszcza sie, ze ponizej tej skali supersymetria zostaje zlamana
(przynajmniej czesciowo), a oddzialywanie grawitacyjne staje sie zaniedbywalnie male w
porównaniu z innymi oddzialywaniami czastek elementarnych. Lamanie supersymetrii prowadzi

do pojawienia sie olbrzymich mas grawitin, których w zwiazku z tym nie obserwuje sie
w doswiadczeniach akceleratorowych (jednak masywne grawitina moga miec duze znaczenie
w kosmologii). Sadzi sie ponadto, ze obserwowane w przyrodzie czastki nie sa elementarne,
a raczej, ze sa to obiekty zlozone z podstawowych obiektów opisywanych w ramach
supergrawitacji.

Nalezy jedoak wyraznie powiedziec, ze wszystkie powyzsze stwierdzenia maja charakter wysoce
spekulatywny. Niemniej odkrycie dowolnej superczastki byloby silnym argumentem na
korzysc supergrawitacji. Jest ona bowiem najbardziej elegancka sposród teorii supersymetrycznych ,
a jak wiadomo. przyroda jest bardzo elegancka.

10. Transformacja Lorentza Wrócm7 do opisane?o w czesci ~ zjawiska Dopplera. !ego
relatywistyczna werSje przedstaWIa rysunek 10a, na ktorym
zaznaczylismy tylko linie swiata promieni swietlnych, zródla
i obserwatora. Zródlo emituje impulsy swiatla w odstepach
czasu To w punktach O, A, A l •••, a detektor rejestruje je w
punktach O, B, Bl ... w odstepach T. Nasze zadanie polega
na znalezieniu zwiazku mied~ okresami To i T.

Odcinek AG (rys. lOb) sklada sie ze zdarzen równoczesnych
z A w ukhidzie zródla, a BK ze zdarzen równoczesnych z B w
ukladzie detektora. Predkosc wzgledna zródla i detektora jest
równa

Xa X~
v = -- = --"-o

To T

Z niezmienniczosci interwalu czasoprzestrzennego wynika, ze

c2ti = c2T2_v2T2,

a stad tK/T = YI-v2/c2• Podobnie otrzymujemy

i z dwóch ostatnich równosci:

Rys. IOa



Mapa nieba

Rozwiazanie CIem

l tak minal rok i ktQ nie kleil mapy nieba co miesiac, moze teraz to zrobic za jednym

zamachem majac juz wszystkie (13) jej fragm~nty. Kfo ma komplet Delty z 1985 r., dysponuje
tez instrukcja sklejania mapy Lamieszczona w numerze 1/1985, str. 16, ale na wszelki wypadek
przypominamy ja w skrócie. Ótóz, wpierw sklejamy wszystkie sektory zabkami na zewnatrz
i wzmacniamy linie sklejen dodatkowym' lukami naklejanymi na zabki z obu stron. Podobnie
wzmacniamy obrzeze calej czaszy - wzory luków podane byly równiez w Delcie 1/1985. Do
chwili wyschniecia spojen wygodnie jest je przytrzymywac odpowiednia liczba klamerek do
wieszania bielizny. Na koncu wklejamy w pozostaly otwór kolowy (okolobiegunowy) fragment

mapy wzmocniony dodatkowa warstwa kartonu. Nalezy tli zwrócic uwa.ge na wlasciwe
ustawienie tego kola wzgledem reszty czaszy, a zori.entowac sie w tym mozna wedlug granic
gwiazdozbiorów i linii laczacych gwiazdy.

Autorem mapy jest dr TomaszCHLEBOWSKf

Na przyklad te oba krzyzaki. Helikoida (taka skrecona wstazka). Trzy pro~topadle okregi i krawedzie
szescianu (z których kierunków nalezy
oswietlic szescian?).

Linia srubowa.

Na relatywistyczne zjawisko Dopplera wplyw maja dwa czynniki: oddalanie sie zródla od
obserwatora oraz to, ze odstep czasu miedzy dwoma zdarzeniami mierzony w ukladzie zródla
jest inny niz w ukladzie obserwatora (dylatacja czasu). Przy malych predkosciach istotny jest
tylko pierwszy czynnik (porównaj punkt 2). Przy duzych mozna tak wybrac warunki
doswiadczenia, zeby o zjawisku decydowala dylatacja czasu. Wystarczy, by predkosc zródla
byla prostopadla do kierunku obserwacji (tzw. poprzeczne zjawisko Dopplera).
Na zakonczenie wyprowadzimy zwiazek miedzy wspólrzednymi czasoprzestrzennymi w dwóch
róznych inercjalnych ukladach odniesienia.
Dwaj obserwatorzy O i O' wyznaczaja wspólrzedne zdarzenia A (rys. lOc) metoda opisana w punkcie 4.
Obserwator O wysyla w chwili t. sygnal swietlny, który jest rejestrowany przez O' w chwili 1;
(wedlug jego zegara) i biegnie dalej, az do momentu odbicia (zdarzenie A). Obserwator O'

rejestruje odbity sygnal w chwili t;, a O w chwili t2• Ze wzoru (*) wynika, ze

(**) t; = ktl i t2 = kt;, gdzie k = y' (l +v/c)/(l':"'v/c).

l . ,l
Obserwator O przypisze zdarzeniu A czas t = -(tl +t2) i polozenie x = -(t2-tl)C, a obserwator

·22
l l

O' czas t' = - (1; +t;) i polozenie x' = - (t; - t;)c.2 2

Z równan (**) wynika poszukiwany zwiazek miedzy wspólrzednymi (transformacja Lorentza):

vct- -x
et' = c x' = x-vt

J!1-v2/c2' J!1-v2/c2
x

R>:.s.IOc



Patrz w niebo

Algol

Rys. l
Mira Celi

-100 dni---l

" ~~ ~
Rys. 2

Tak sie sklada, ze na ostatnim, grudniowym
sektorze znajduja sie dwie najatrakcyjniejsze
gwiazdy zmienne: o Wieloryba, czyli Mira
Ceti oraz fJ Perseusza, czyli Algol i dlatego
chcemy tym razem zachecic Was do
obserwacji zmian jasnosci gwiazd. Jesli
poswiecicie chocby kilka godzin, mozecie
przekonac sie naocznie, ze gwiazdy
rzeczywiscie zmieniaja swa jasnosc.
Zacznijmy od Algola, którego okres zmian
jasnosci wynosi 2,87 dnia (rys. l), ale
o którego zmiennosci mozna przekonac sie
w ciagu kilku godzin: w ciagu pieciu godzin
przed minimum jego jasnosc spada ponad
trzykrotnie. Przyczyna tego zjawiska w tym
przypadku jest wzajemne zacmiewanie sie
skladników ukladu podwójnego.

Jak pisalismy w pazdziernikowym odcinku, najlepszym okresem do
obserwacji komety Halleya jest okres okolo 10 stycznia. Proponujemy
po zajsciu komety Halleya w dniu 10 stycznia zwrócic uwage
wlasnie na Algola : w ciagu kilku godzin dzielacych nas od pólnocy
gwiazda ta bedzie szybko slabnac, na poczatku swiecac jasniej niz
bliska y And, by okolo pólnocy swiecic znacznie slabiej niz a Per,
jedynie nieco jasniej niz e Cas. Odnajdzcie te gwiazdy wczesniei
na niebie, zeby przekonac sie, jak bardzo róznia sie jasnoscia.
Wszystkie zaznaczone sa na mapie. Po pólnocy proces ten odwróci
sie - Algol wróci do swej normalnej jasnosci.
Moze ktos "odkryje" jakas metode oszacowania blasku i jego zmian
i przysle nam odpowiedni wykres?

Zupelnie inna gwiazda jest lezaca nizej na<;ipoludniowym horyzontem Mira Ceti.
Przyczyna zmian jasnosci tej czerwonej gwiazdy sa najprawdopodobniej pulsacje.
Jej okres jest bardzo dlugi (w porównaniu do Algola) - wynosi okolo 11
miesiecy. Krzywa zmian jasnosci równiez jest inna (rys. 2). Szczesliwie w
grudniu i styczniu Mira osiaga maksimum blasku stajac sie najjasniejsza gwiazda
w konstelacji Wieloryba. Za pól roku jej jasnosc bedzie tak mala, ze nie bedzie
mogla byc dostrzezona przez najwieksze lunety amatorskie (poza tym Slonce
bedzie w sasiednim gwiazdozbiorze Barana, co i tak uniemozliwi obserwacje).
Jeszcze wieksza amplitude zmian jasnosci (2,3 - 14,3 mag) i dluzszy okres
(406,7 dnia) ma "letnia" gwiazda X Cyg. Maksimum jasnosci osiagnie na poczatku
czerwca, zmieniajac wyglad tego gwiazdozbioru tak, ze bardziej bedzie przypominal
krzyz niz ptaka.
Czytelnikom, którym spodoba sie ta zabawa, polecamy równiez pulsujaca a Cep
(okres = 5,37 dnia) widoczna caly rok (nie porównujcie jej jasnosci z fi- Cep,
bo tez jest zmienna, ale nieregularnie) oraz widoczna w lecie zacmieniowa fJ Lyr
(okres = 12,~1 dnia).
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