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zy istnieja smoki ~
,

Prof dr Grzegorz BIALKOWSKI

Zadalem to pytanie, smialoscia swoja dorównujace chyba slynnej frazie Galczynskiego
"Dlaczego ogórek nie spiewa?" zastanawiajac sie, jakiej odpowiedzi na nie beda teraz ode mnie
oczekiwac Czytelnicy. Na milosc Boska, chyba nie zwyklego "nie"? (Tu oczekuje odruchu
buntu u niejednego i niejednej: "Chyba autor zapomnial, ze wyroslismy juz z wieku, kiedy kazano
nam wierzyc w bajki" - i na to odrzeklbym tylko "czyzby"?) Sprawa wcale nie jest taka prosta.
Ilez tu zalezy od (a) definicji smoka, (b) definicji slowa "istnieje", (c) od mozliwosci
weryfikacji, a chocby i falsyfikacji jakiejkolwiek odpowiedzi na to pytanie.

Po pierwsze: w pewnym sensie istnieje wszystko, o czym w danej chwili co najmniej ja mysle
jako o istniejacym. W tym sensie istnieje i smok, i pan Zagloba, i Apollo. Na przyklad pan
Zagloba, gdy o nim mysle, istnieje, co prawda w sposób calkowicie ode mnie zalezny, ale ode
mnie odrebny. Nie jest on przeciez zadnym aktem mojej swiadomosci, gdyz o zadnym takim
akcie nie mozna sensownie orzec, ze ma dziure w czole i umie wypic pólgarncówke miodu nie
odrywajac naczynia od ust. Poniewaz w tym sensie na pewno istnieja tez i smoki, i to wszystkich
mozliwych rodzajów, wiec kwestie te dalej pomijam jako trywialna. Interesowac mnie bedzie
tylko istnienie "na serio", takie, jakim istnieje na przyklad biurko, przy którym pisze ten
artykul.

Po drugie zatem: wszystko zalezy od tego, jaka przyjme definicje smoka. Jesli na przyklad
patrzac na psa powiem: "Ten smok gotów jest wszystko pozrec", to stosuje takie okreslenie
smoka, przy którym smoki istnieja nie gorzej niz biurka. Ale i to wydaje sie za latwe, za
trywialne. Niechze wiec smok bedzie istota o jaszczurczych lapach, skrzydlach nietoperza,
pokryta luska i z siedmioma pyskami ziejacymi ogniem. Czy takie smoki istnieja? Z pewnym
wahaniem odpowiadam - chyba nie. Na czym opieram te odpowiedz? Po pierwsze na tym, ze
nikt nigdy takiego potwora nie uswiadczyl, a po drugie na tym, ze jego istnienie w tej postaci
wydaje mi sie calkowicie sprzeczne ze znanymi prawami biologii. Pierwszy powód - choc
wazny! - nie wydaje sie bardzo przekonujacy. Wszak do czasu nikt 'nie widzial na przyklad
radu. Czy w owym okresie rad nie istnial? Trudno byloby zaryzykowac takie twierdzenie.
W koncu kazde odkrycie przekonuje nas o czyms, czego przedtem nie znalismy. Pozostaje drugi

powód, moim zdaniem powazniejszy. Istnienie smoka wydaje mi sie sprzeczne z prawami
biologii. Lecz prawa biologii, jak i kazde inne, takze sie zmieniaja. Czy moge przysiac, ze jakies

rozszerzone prawa astrobiologii nie dopuszpza istnienia smoków w zapadlym zakatku naszej
Galaktyki? A wiec? Na dzis, w obecnym slanie wiedzy móglbym tylko co najwyzej powiedziec,
ze istnienie smoków wydaje mi sie niezmiernie malo, prawdopodobne.

Przejdzmy wiec teraz na drugi kraniec naszego poznania i zapytajmy, czy biurka istnieja? Czy

istnieja mocniej niz ~oje wyobrazenie biurka? Sklonny jestem odpowiedziec, ze owszem, chyba
istnieja. Na czym to z kolei swoje przekonanie opieram? Po pierwsze, na tym, ze odbieram
rozmaite wrazenia zmyslowe - wzrokowe, dotykowe, moze i sluchowe, jesli stukne w blat
palcami, moze jeszcze inne. Po drugie, ze moje wrazenia maja walor spójnosci, sa ze soba
nawzajem zgodne. Po trzecie, ze ten kompleks wrazen wykazuje wielka trwalosc. Odchodze od
biurka, odwracam sie do niego tylem, potem znowu na nie spogladam, a ono nic, stoi jak stalo.
Kazdy moze zrobic to doswiadczenie.

Latwo zauwazyc, ze prowadzac to rozumowanie opieralem sie zarówno na danych wrazeniowych,
jak i na mojej wiedzy (przesadach ?), o tym, jaki swiat powinien byc. Powinna w nim obowiazywac
jakas konsekwencja! jakas przyczynowosc! jakas spójnosc wewnetrzna! Bez tego nic! Widac, ze
i w tym wypadku, podobnie jak przy smoku, nasze przekonanie o istnieniu badz nieistnieniu
opieralo sie na dwu czynnikach - zespole danych wrazeniowych i zespole naszych teorii co do
tego, jaki swiat jest, wynikajacych z naszej checi zrozumienia go. Biurko chyba istnieje ­

powiadam, ukrywajac w tym "chyba" teoretyczna mozliwosc dlugotrwalego zludzenia
zmyslowego, czy tez rozchwiania sie zasady przyczynowosci akurat w tym kacie mojego pokoju.

Do czego zmierzam? Po prostu chcialbym uswiadomic kazdemu, kto jeszcze tego nie wie, ze
twierdzenia zadnej nauki przyrodniczej ani tez zreszta poznania potocznego, codziennego, nie
maja charakteru sadów absolutnych, lecz tylko mniej lub bardziej prawdopodobnych hipotez.
Zgadzam sie - czasem bardzo, bardzo prawdopodobnych. Jednakze mozliwosc zasadniczego
watpienia zawsze pozostaje. Nalezaloby odróznic subiektywna pewnosc czlowieka od zasadniczej
hipotetycznosci nauki. To samo dotyczy takze sadów o istnieniu. Jesli na przyklad mówimy, ze
atomy istnieja, to dlatego, ze ta hipoteza stala sie obecnie wystarczajaco prawdopodobna, aby ja
mozna bylo przeksztalcac na subiektywna pewnosc. Lecz nie zawsze przeciez tak bylo!
W ostatnich latach XIX wieku wybitny filozof i fizyk, Ernest Mach, tak pisal o atomach: "nie
przystoi wiedzy przyrodniczej zmiennym srodkom ekonomicznym, które sama stworzyla,
czasteczkom i atomom, przyznawac bytu realnego poza zjawiskami",
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Innymi slowy, atomy sa przydatne jako srodki sluzace do ekonomicznego opisu zjawisk, ale
naprawde nie istnieja! I dopiero wyniki badan nad ruchami BrÓwna (Einstein i Smoluchowski)
oraz wspaniale doswiadczenia Jeana Perrina nad zachowaniem sie kropelek emulsji zywicy
przekonaly - juz chyba wszystkich (?) - ze atomy jednak istnieja.

Przyznam sie teraz szczerze Czytelnikom, ze Redakcja Delty zamówila u mnie artykul nie
o smokach i nawet nie o atomach, lecz o kwarkach, i ze tytul tego artykulu poczatkowo mial
brzmiec "Czy istnieja .kwarki?" Lecz bez tego wstepu, który juz prawie mamy za soba, nie
bylbym w stanie jasno przedstawic zagadnienia.

Zacznijmy od protonu. Czy proton istnieje? W odróznieniu od biurka nikt chyba nie moze sie
pochwalic, ze odbieral wrazenia zmyslowe pochodzace "wprost" od protonu. "No, dohrze".
zapyta ktos, "a slady pozostawione przez proton na przyklad w emulsji fotograficznej czy
w komorze pecherzykowej? Czy to nie jest "fotografia" protonu?" Zastanówmy Sie, bo to

wazny problem. Co w rzeczywistosci ~idzimy na zdjeciu? Na negatywie widac zaczernienia,
powstale w wyniku dosc prostych reakcji chemicznych zachodzacych w emulsji podczas
wywolywania fotografii. Ziarenka te pojawily sie w wyniku rozpadu bromku srebra i wydzieleniu

sie srebra metalicznego. Czasteczki bromku rozpadly sie zas w wyniku dzialania sil elektrycznych
wywieranych na nie przez przebiegajaca przez emulsje czastke. Sily te maleja ze wzrostem
odleglosci, a wiec najsilniej oddzialaly w tych miejscach, w których bylo najwieksze
prawdopodobienstwo wykrycia (znalezienia) owej czastki. Na podstawie oceny gestosci ziaren
wzdluz toru mozna oszacowac ladunek elektryczny przebiegajacego obiektu. I tak dalej. Biorac
to wszystko pod uwage widzimy, ze nasze rozumowanie, które i tym razem rozpoczyna sie od
wrazen zmyslowych, dociera do konkluzji po bardzo dlugiej drodze. Musialo ono przebyc
terytoria nalezace do teorii jonizacji osrodków i do teorii reakcji chemicznych szczególnego
rodzaju. Poniewaz liczenie ziaren (w celu oceny stopnia jonizacji) odbywa sie pod mikroskopem,
musimy tez stosowac prawa optyki. Jak widac i w tym. wypadku nasze przekonanie o istnieniu
protonu opiera sie nie tylko na danych zmyslowych, ale takze na naszej wiedzy o przyrodzie.
Mozna by powiedziec tak, ze zalozenie czy hipoteza istnienia protonu ratuje nasza wiare
w racjonalnosc swiata, który - gdyby proton nie istnial - bylby dla nas paradoksalna zagadka.

~ ~ A neutron? Neutron nie pozostawia przeciez sladu na kliszy. W tym wypadku - pomijajac

•• ~"'\ . informacje pochodzace z interpretacji danych dotyczacych budowy jadra atomowego - opieramy

r: -:Yr~~~ sie na badaniu takich zdarzen, w których w jednym punkcie przestrzeni w pewnej chwili zachodzi

II I\.. JJ~ proces, w którym nie jest najwyrazniej zachowana energia, ani ped, ani moment pedu, po czym,

. po ~ewnej chwili, w inn~m ~iejscu. jakas energia, i j.a~is ped, i ja~i~ moment pedu pojawiaja sie -

.. z lllczego. Do poprzednIO JUZanalIzowanych czynnIkow dochodZI Jeszcze nasze glebokIe
przekonanie o slusznosci zasad zachc>wania wymienionych wielkosci mechanicznych. Nasza

~ wiara w racjonalnosc swiata wymaga od nas teraz jeszcze wiekszego wysilku - musimy zalozyc
istnienie neutronu, chociaz nie widzimy jego sladu nawet w takim sensie, w jakim widzimy slad
protonu.

Niektóre czastki elementarne zyja zdumiewajaco krótko - ich sredni czas zycia jest rzedu
10- 24 S. W. takim wypadku sladów ich, choc niekiedy sa to czastk i naladowane, nigdy nie
widzimy. Aby czastka o tak malym czasie zycia przebiegla w komorze droge rzedu l mm,
musialaby sie poruszac z pedem okolo 1021 razy wiekszym od jej masy (w ukladzie jednostek,
w którym c = l). Tego rodzaju pedy nie sa obecnie osiagalne i moze nigdy nie beda. Nawet
w promieniowaniu kosmicznym nie obserwuje sie energii wiekszych od mniej wiecej 1022 mas
elektronu. Cóz wiec takiego widzimy, co pozwala nam wierzyc w istnienie tak nietrwalych
obiektów? Okazuje sie, ze zaden pojedynczy wypadek z udzialem takiej czastki nic nam nie da.
Musimy zebrac wiele "podejrzanych" wypadków, zrobic odpowiedni wykres i byc moze na tym
wykresie pojawia sie pewne cechy, które przemawiac beda za tym, ze dana czastka rzeczywiscie
istnieje. Przemawiaja, ale tylko do tego, kto zdaje sobie sprawe, ze hipoteza istnienia takiej
czastki jest jedyna znana mozliwÓscia wyjasnienia zdarzen, które bez niej stanowilyby
irracjonalny chaos. "Znana"? No tak, dlatego wlasnie jest to hipoteza, a nie pewn!k, dlatego
hipoteza ta poczatkowo przyjmowana jest ostroznie lub nawet z zastrzezeniami i dopiero wtedy,
gdy danych zgromadzi sie duzo, mówi sie o potwierdzeniu istnienia czastki. Potwierdzeniu ­
ale zawsze w domysle pozostaje "w ramach naszej dzisiejszej wiedzy o swiecie".

No a co z tymi kwarkami? Chyba wszyscy domyslamy sie, w czym rzecz i dlaczego Redakcja

Delty kazala mi zadac sobie pytanie "czy istnieja\kwarki?" Bo, po prostu, kwarku swobodnego
nikt jeszcze z cala pewnoscia nie zaobserwowal, choc bylo wielu takich, którzy sadzili, ze go
schwycili jak motyla w siec swoich przyrzadów. Ale chyba bylo to zludzenie wspomagane dobra
(bardzo dobra!) wola zaobserwowania tego niezwyklego obiektu, którym wydaje sie kwark.
Innymi slowy, kwark, jezeli istnieje, nie moze opuscic wnetrza hadronu. Nie mamy zatem

zadnych szans go "zobaczyc", choc pewno co najmniej jeden kwark bylby calkowicie trwaly.
I naladowany elektrycznie.
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Na czym wiec opiera sie nasze przekonanie o tym, ze kwarki jednak istnieja? Sytuacja jest
analogiczna do wszystkich poprzednich. Pewne doswiadczenia dostarczaja nam pewnych danych
zmyslowych, które zanal~zowane w swietle obecnie uznawanej za wazna wiedzy fizycznej nie
znajduja innego wyjasnienia poza tym: kwarki istnieja.

Takich doswiadczen uprawdopodobniajacych hipoteze istnienia kwarków uskladalo sie juz
bardzo wiele. Ponizej przedstawiam ich niekomp/etna liste.

1. Fakt istnienia tylko tych czastek elementarnych, które mozna zlozyc z par kwark-antykwark
(mezony) i trzech kwarków (bariony) (a wiec fakt, ze nie obserwuje sie w przyrodzie tzw. czastek
egzotycznych, które by mialy inna kompozycJe kwarkowa).
2. Fakty dotyczace pewnych wlasnosci barionów - mas, momentów magnetycznych itd., które
mozna wyjasnic tylko zakladajac istnienie kwarków (poslugujac sie rozmaitymi modelami
teoretycznymi, przede wszystkim modelem worka).
3. Fakty dotyczace wielu procesów zachodzacych w swiecie czastek elementarnych - zarówno
tzw. procesów gleboko nieelastycznych zderzen leptonów z hadronami (w praktyce -
z nukleonami), jak procesów anihilacji par elektron-pozyton w uklady hadronów. W tym
ostatnim wypadku szczególnie prosty dowód eksperymentalny istnienia kwarkó' v i to kwarków
z kolorem daje pomiar stosunku prawdopodobienstwa anihilacji w uklady hadronowe do
prawdopodobienstwa anihilacji w pare mion-antymion.
4. Fakty wyjasniane przez jednolita teorie oddzialywan slabych i elektromagnetycznych, która
nie moglaby powstac, gdyby nie mozna bylo zalozyc, L.e kwarki istnieja.
I inne.

To, co chcialem w tym artykule powiedziec, juz wlasciwie powiedzialem, ale jeszcze krótko to

podsumuje. Nie mozna wpraw~zie powiedziec, ze Kwarki istnieja z równym prawdopodobienstwem
jak tu . .:.którym orzekamy o istnieniu biurka. A nawet protonu. Ale tez mozna smialo powiedziec,
ze istnienie kwarków wydaje sie znacznie, znacznie bardziej prawdopodobne od istnienia smoków.
Wiec Jesli ktos wierzy w smoki, to tym bardziej powinien uwierzyc w istnienie Kwarków. A nawet
- jesli w smoki od dawna juz nie wierzy.

Zadania

Redaguje mgr Witold MARCISZEWSKI

M 404. Czy mozna tak wybrac lOOQ punktów na okregu o promieniu l, aby odleglosc kazdych
dwóch sposród nich byla liczba wymierna?
Rozwiazanie na str. 6

M 405. Na wszystkich ulicach miasta A obowiazywal ruch dwukierunkowy. W okresie remontu
dróg na czesd ulic wprowadzono ruch jednokierunkowy, po pewnym czasie przywrócono na
tych ulicach ruch dwukierunkowy, natomiast na wszystkich pozostalych wprowadzono ruch
jednokierunkowy. W obydwu przypadkach z dowolnego punktu miasta mozna bylCYJprzejechac
do dowolnego innego. Wykazac, ze w miescie A mozna tak wprowadzic ruch jednokierunkowy
na wszystkich ulicach, aby przejazd z kazdego punktu miasta do dowolnego innego byl mozliw~

,Rozwiazanie na str. /6

Redaguja mgr Tomasz TRA TKIEWICZ imgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 176. Dolny koniec cienkiej, pionowej rurki o dlugosci 2L jest zatopiony, a górny otwarty.
W dolnej polowie rurki znajduje Sil; gaz o temperaturze To, a górna polowa wypelniona jest
rtecia. Cisnienie atmosferyczne jest równe ,;isnit:i1iu slupa rteci" wYSOKosciL Do jakiej
minimalnej temper~.tury nalezy ogrzac gaz w rurce, aby calkowIcie wyparl rtec? Rozszerza/nok
cieplna rteci i rurki oraz cisnienie zwiazarte z napieciem powierzchniowym rteci mozna
pominac.
Rozwi"za 'lic na str. 13

F' 177. Izolowany cieplnie zbiornik jest polaczony jednakowymi, bardzo malymi otworkami
z dwoma naczyniami zawierajacymi hel gazowy. W obu naczyniach utrzymywane jest cisnienie p
i temperatury: T w jednym naczyniu oraz 2T w ,drugim. Jakie cisnienie i temperatura ustaja sie
wewnatrz zbiornika, je~li poczatkowo byl on calkowicie oprózniony z gazu?
Rozwiazanie na str. 11
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Dr Jerzy BEDNARCZUK

Gdzie sa srodki?

Cal",a4

"" ~

------:E~., ,a2 --- b, Rys.a)

a)/(\
\ \
\ \

a , \

\~\ ,\, '\' \ \
' '--.l.
' • b Rys. 2'-- b2 )b1

Okrag Apoloniusza

pa

pj;= t
(*)

Jezeli mamy dane dwa rózne punkty a i b oraz dodatnia i rózna od 1 liczbe t, to zbiorem takich
punktów p, ze

pa ca
-=t=-.
pb ch

Wobec tego prosta pc jest dwusieczna kata wewnetrznego o wierzcholku p w trójkacie aph.
Podobnie prosta pd jest dwusieczna kata zewnetrznego o tym samym wierzcholku w tym

samym trójkacie (rys. 5). Kat ~ cpd jest wiec katem prostym, czyli punkt p istotnie nalezy do
okregu o srednicy cd.
Niech teraz punkt p nalezy do okregu o srednicy cd. Wykazemy, ze p spelnia warunek (*). Niech
punkty r i s beda takimi punktami prostej ap, ze br IIpd i bs IIpc (rys. 6). Wówczas

pa da ca pa
-=-=t=-=-.
pr db cb ps

Stad pr = ps, a poniewaz trójkat rbs jest trójkatem prostokatnym, wiec pr = ps = pb.
W rezultacie

Wezmy dwa dowolne, jednakowo zorientowane kwadraty ala2a3a4 i blb2b3b4. Wówczas
srodki odcinków albl, a2b2' a3b3, a4b4, jesli sie nie pokrywaja, takze sa wierzcholkami
kwadratu (rys. l). Wezmy dla odmiany dwa podobne "trójkaty" ala2a3 i blb2b3 (dlatego
"trójkaty", a nie trójkaty, ze punkty ala2a3 sa wspólliniowe). Wówczas srodki odcinków
albl, a2b2, a3b3 takze sa wspólliniowe, a nawet sa wierzcholkami "trójkata" podobnego do
ala2a3, oczywiscie, jesli sie te srodki nie pokrywaja (rys. 2).
Przed dalszym czytaniem warto pokusic sie o samodzielne udowodnienie obu tych faktów.

jest okrag (rys. 3).
Udowodnimy to.
Znajac twierdzenie Talesa latwo znajdziemy na prostej przechodzacej przez punkty a i b takie
punkty c i d, które spelniaja warunek (*). Jeden z nich nalezy do odcinka ab, drugi do niego nie
nalezy (rys. 4). Wykazemy, ze cd jest srednica poszukiwanego okregu.
Wezmy dowolny punkt p, spelniajacy (*). Wówczas

Rys.4

Rys. 3;0
--411 1_1_--- •..-

a c b Ci

p

a

Podobienstwo zgodne moze byc w szczególnosci zlozeniem obrotu i jednokladnosci o wspólnym
srodku p, czyli tak zwanym podobienstwem spiralnym o srodku p.
Wykazemy, ze kazde podobienstwo zgodne jest przesunieciem lub podobienstwem spiralnym.
Skorzystamy tu z tego, ze dla dowolnych róznych punktów a i b oraz róznych punktów al ibl
istnieja dokladnie dwa podobienstwaji g takie, zef(a)'= al,/(b) = bl oraz g(a) = al, g(b) =

= bl, przy czym jedno z tych podobienstw jest podobienstwem zgodnym, a drugie przeciwnym.
Niech j bedzie podobienstwem zgodnym, ale nie przesunieciem. Obierzmy dwa dowolne rózne
punkty a i b i oznaczmy f(a) = al, j(h) = bl' Dla dowodu wystarczy wskazac taki punkt p, by
trójkaty pab i palbl byly podobne i mialy te sama orientacje. Wówczas bowiemjbedzie

Podobienstwa

zlozeniem obrotu wokól punktu p o kat ~ apal i jednokladnosci o srodku p, o stosunku "IP

Podobienstwa zgodne

pa pa ca
-=-=-=t.
pb ps cb

Okrag, o którym tu mówilismy: nazywany jest okregiem Apoloniusza wyznaczonym przez
punkty a i b oraz stosunek t.

Kazde podobienstwo plaszczyzny euklidesowej mozna przedstawic jako zlozenie izometrii
i jednokladnosci. Jesli jest to zlozenie izometrii parzystej i jednokladnosci, to podobienstwo takie
nie zmienia orientacji plaszczyzny i nazywane jest podobienstwem zgodnym. Zlozenie lzometrii
nieparzystej i jednokladnosci zmienia orientacje plaszczyzny i nazywane jest podobienstwem
przeciwnym.

Rys. 5

RYS. 7

I{~,.8

Rys. 6

b1

a

P=r

ap

a wiec podobienstwem spiralnym (rys. 7).
W przypadku, gdy proste ab i albl sa równolegle, takim punktem p jest po prostu punkt
przeciecia prostych aal i bbl, afjest jlldnokladnoscia (rys. 8).

Jesli proste ab i al bl przecinaja sie'w punkcie r, poprowadzmy dwa okregi: Ol przez punkty
r, a, al, oraz O2 przez punkty r, h, bl • Moze sie okazac, ze sa one styczne w punkcie r, ale
wtedy r jest srodkiem jednokladnosci przeksztalcajacej Ol na O2 i " trójkat y" rab i ralb, sa

Rys.9 podobne. Wystarczy wiec przyjac p_= r (rys. 9). Jesli natomiast okregi Ol i Ol przecinaja. sie
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Rys. 10

w dwóch punktach, to poszukiwanym punktem p jest drugi ich punkt przeciecia (rys. 10).
Trójkaty pab i palb, sa podobne, bo przystaja katy ~ rbp i ~. rb, p jako katy wpisane w O,
oparte na tych samych lukach; z podobnego powodu przystaja katy ~ rap i ~ ra, p, tyle tylko,
ze dzieje sie to w okregu O, .
Przy powyzszej konstrukcji punktu p mozemy natknac sie na trudnosci: moze okazac sie, ze
okrag Ol lub O, nie jest wyznaczony jednoznacznie, bo na przyklad punkty a, a" bl sa
wspólliniowe. W tym przypadku na okregu O, przechodzacym przez punkty a, b, b, obielamy
taki punkt c, by cieciwy ab i Cbl byly przystajace (rys. II). Punkt p otrzymamy na przecieciu
okregu O, z prosta ca,.

Podobienstwa przeciwne

K

H. ~ .••. I I

Rys. 12

Podobienstwo przeciwne moze byc w szczególnosci zlozeniem symetrii osiowej wzgledem pewnej
prostej K i jednokladnosci o srodku p nalezacym do K, czyli tak zwanym odbiciem dylatacyjnym
o osi K i srodku p.
Kazde podobienstwo przeciwne jest symetria z poslizgiem lub odbiciem dylatacyjnym. Jak to
wykazac?

Niech I bedzie podobienstwem przeciwnym, ale nie symetria z poslizgiem. Podobnie jak

poprzednio, obieramy dwa dowolne rózne punkty a i b i oznaczamy I(a) = u, ,/(b) = h" Tym
razem nalezy znalezc taki punkt p, by trójkaty pab i pa,b, byly podobne i mialy przeciwne

orientacje. Wtedy I bedzie zlozeniem jednokladnosci o srodku p i stosunku al P , przeksztalcajacej
. ap

a na a, i b na b, oraz symetrii wzgledem symetralnej K odcinka a2a,. Prosta K jest wówczas
równiez symetralna odcinka b,b, i przechodzi przez p (rys. 12). Tym razem poszukiwania
punktu p pozostawiamy Czytelnikowi. Poszukiwania te mozna zaczac nie od punktu p, ale od
osi K, zwlaszcza ze latwo mozna zauwazyc, iz powinna ona miec kierunek dwusiecznej kata
miedzy prostymi ab i a,b,.

Jeszcze raz podobienstwa

Obierzmy dwa dowolne rózne punkty a i b oraz rózne punkty a, i b, takie, by dlugosci
odcinków Gb i a,b, byly rózne. Znajdzmy teraz taki punkt p, by trójkaty pab i palb, byly
podobne, Skoro trójkaty pab i palb, maja byc podobne, to powinnismy miec

Powrócmy do naszego zadania o kwadratach. Niech kwadraty a,a,a3a4 i b,b,b3b4 beda
jednakowo zorientowane. Mamy wykazac, ze srodki CI odcinków ~sa wierzcholkami

Rys. 14 kwadratu lub sie pokrywaja. Wiemy juz, ze podobienstwo przeksztalcajace odpowiednio punkty' ai

na punkty bi jest przesunieciem lub podobienstwem spiralnym. W pierwszym przypadku srodki
odcinków alb, sa obrazami punktów a, przy przesunieciu, a wiec sa takze wierzcholkami
kwadratu (rys. 14). Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy podobienstwem tym jest podobienstwo
spiralne i niech punkt p bedzie jego srodkiem (rys. 15). Podobienstwo to jest wiec zlozeniem

obrotu wokól punktu p o kat ~ a,pb, oraz jednokladnosci o srodku p i stosunku b, p . Wobec
alP

b, tego katy ~ alpb, sa przystajace i liczby bip sa równe, a stad wynika, ze wszystkie trójkaty
a,p

a,pb, sa podobne. W takim razie i wszystkie trójkatyalpc, sa podobne (rys. 16). Punkty CI

Rys. 15 sa wiec obrazami odpowiednio punktów al przy zlozeniu ohrotu wokól punktu p o kat ~ a,PC,

z jednokladnoscia o srodku p i stosunku c,P, a wiec sa wierzcholkami kwadratu.
a,P

Dowód powyzszy ma pewrfa zalete. Mozna go bez istotnych zmian przepisac jako dowód
ogólniejszego twierdzenia:

Jezeli figury.F, i F, sa podobne i istnieje podobienstwo zgodne f, takie ze f(F.) = F" to zbiór
wszystkich takich punktów, które dziela w tym samym, ustalonym stosunku odcinki al(a), gdzie

Rys. 16 a E F" jest figura podobna do F, lub wszystkie te punkty sie pokrywaja.

pb ab-----
pb, alb,

oraz
pa ab

Z pierwszej równoSGi wynika, ze poszukiwany punkt p nalezy do okregu Apoloniusza
ab

wyznaczonego przez punkty a i a I oraz rózny od jednosci stosunek --. Z drugiej równosci
alb,

wynika natomiast, ze p nalezy do okregu Apoloniusza wyznaczonego przez punkty b i b, oraz
ten sam stosunek. Jesli narysujemy obydwa okregi (rys. 13), to p, - jeden z ich punktów
przeciecia - bedzie srodkiem podobienstwa spiralnego przeksztalcajacego odpowiednio a i b na
a, i b" a drugi - p, - srodkiem odbicia dylatacyjnego, takze przeksztalcajacego a i b na
a, i bl odpowiednio.

Raz jeszcze srodki i nie tylko

Rys. 13

p
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Wspólczesny model ewolucji gromad/
kulistych

Mgr Miroslaw GIERSZ

Gromady kuliste sa jednymi z naj starszych, a zarazem naj prostszych sYStemów gwiazdowych.
Ich wiek porównywalny z wiekiem Wszechswiata (okolo 10 miliardów lat) sprawia, ze sa one
waznym ogniwem w zrozumieniu procesów zachodzacych podczas formowania galaktyk. Prosta
struktura gromad, wykazujaca wiele symetrii, sprawia, ze sa one dla astronomów doskonalym
"poligonem", na którym ucza sie oni badania dynamicznej ewolucji bardziej zlozonych
obiektów astronomicznych: jader galaktyk, galaktyk i gromad galaktyk.

Gromady kuliste sa masywnymi, sferycznie symetrycznymi systemami gwiazdowymi o rozmiarach
50-100 parseków, zlozonymi z dziesieciu tysiecy do miliona gwiazd o koncentracji wzrastajacej
w kierunku centrum. Rozmiary gromad kulistych ograniczone sa przez oddzialywanie z Galaktyka.
Sily plywowe wywolane przez Galaktyke powoduja "wyrywanie" z gromady gwiazd, których
odleglosci od centrum przekraczaja krytyczny promien zwany promieniem przyplywowym.

Ewolucja gromad kulistych moze byc umownie podzielona na trzy okresy.

Okres gwaltownej relaksacji zwiazany jest
z przebudowa struktury pierwotnego obloku

gwiazdowego, czyli z procesami, które
zachodza w najkrótszej skali czasowej. Skala

ta odpQwiada okresowi. po którym gwiazda
poruszajaca sie z typowa dla gromady
kulistej predkoscia (okolo l(} km/s) pokona

odleglosc równa promieniowi gromady. Jest to

tzw. czas przelotu i w typowych gromadach

kulistych wynosi okolo miliona lat.

Pierwsza epoka zwiazana jest z poczatkowym zapadaniem sie (kolapsem) pierwotnego obloku

gazowego do stanu bliskiego równowagi, czyli stanu, w którym suma energii potencjalnej
i podwojonej energii .kinetycznej jest równa zeru. Okres ten zwany jest gwaltowna relaksacja
i jest najkrótszym okresem w zyciu gromady kulistej. Trwa on od kilku do kilkunastu milionów
lat. W wyniku gwaltownej relaksacji w gromadzie kulistej powstaja dwa obszary: wewnetrzny
obszar o duzej gestosci, zwany jadrem. charakteryzujacy sie izotropowym i zblizonym do

maxwellowskiego rozkladem predKosci oraz zewnetrzny, zwany halo, w ~tórym gwiazdy
poruszaja sie po wydluzonych orbitach.

Mozemy do nich zaliczyc: wyplyw z gromady materii odrzuconej pod~zas ewolucji gwiazd oraz

powstawanie ukladów podwójnych w wyniku oddzialywan przyplywowych miedzy d"'/lema
gwiazdami (energia ruchu wzglednego przelatujacych obok siebie gwiazd, przekazywana
przez sily pLywowe, powoduje zwiekszenie ich energii wewnetrznej '- gwiazdy zaczynaja oscylowac).
Wyplyw materii zwiazany z ewolucja gwiazd odgrywa wazna role na poczatku drugiej epoki,
kiedy segregacja gwiazd nie jest wyrazna. Utrata masy przez naj ciezsze gwiazdy powodUje
zmniejszenie sredniej gestosci gwiazd i energii wiazania gromady. PozostalOSCI

Nastepna epoka zwiazana jest z powolnym, trwajacym wiele miliardów lat zapadaniem sie
wewnetrznych obszarów gromady kulIstej i rozbudowa halo. Okres ten zdominowany jest
glównie przez ciagla ucieczke z gromady gwiazd o duzych predkosciach z praktycznie zerowa

energia calkowita. Proces ten nazywany jest "parowaniem" gwiazd. W duzych systemach
gwiazdowych, a wiec i w gromadach kulistych glównymi czynnikami wymuszajacymi ewolucje sa
odlegle spotkania miedzy gwiazdami powodujace male zmiany predkosci przelatujacych wzgledem
siebie gwiazd. Spotkania te podtrzymuja proces "parowania" gwiazd z gromady, poniewaz w ich

wyniku pojawiaja sie gwiazdy o duzych predkosciach. Prowadza one takze .~o wyrównywania
energii kinetycznej gwiazd o róznych masach (ekwipartycja energii). Proces ten jest czynnikiem
przyspieszajacym rozdzielenie (segregacje) gwiazd o róznych masach w gromadzie: gwiazdy
ciezsze gromadza sie w centralnych obszarach gromady, podczas gdy gwiazdy lzejsze poruszaja
sie glównie w halo. "Parowanie" gwiazd z centralnych obszarów gromady kulistej powoduje
wzrost energii wiazania jadra, czyli wzrost gestosci i sredniej predkosci gwiazd. Na tym ctapie
ewolucji jadro gromady zwiekszajac swoja energie wiazania (zapadajac sie) dostarcza poprzez
"parujace" gwiazdy energii do halo, powodujac jego rozbudowe i powolne rozpraszanie
w otaczajacej przestrzeni. Tak wiec zapadajace sie jadro jest zródlem energii pochlanianej przez
reszte gromady.
Przedstawiony powyzej poczatkowy okres ewolucji gromady kulistej mozemy latwiej zrozumiec

przez analogie do protogwiazd, w któIych wnetrzu nie "rozpalily" sie jeszcze reakcje
termojadrowe. Zapadanie sie centralnych obszarów jest glównym zródlem energii w obu
przypadkach. Energia ta w protogwiazdach przekazywana na zewnatrz powoduje swiecenie oraz
rozpraszanie znacznej czesci otoczki w otaczajacej przestrzeni. Dla gromad kulistych
odpowiednikiem tego procesu jest "parowanie" gwiazd powodujace rozbudowe i rozpraszanie
halo Olaz zmniejszanie energii wiazania gromady. W protogwiezdzie po osiagnieciu ciagu
glównego wlaczaja sie nowe, wydajniejsze zródla energii Z',viazane z reakcjami termojadrowymi

zachodzacymi w jej wnetrzu ("spalanie" wodoru w hel). Podobna sytuacje spotykamy
w gromadach kulistych, kiedy to liczne procesy zwiazane z gwiazdami tworzacymi gromade
staja sie waznym czynnikiem okreslajacym jej dalsza ewolucje.

2
liczba naturalna wieksza od . "

SlD 2000
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otrzymujemy. ze sin ka. i cos ket sa wymierne
dla dowolnej liczby naturalnej k. Wezmy teraz

dowolny punkt Ao na danym okregu i niech

Ak bedzie obrazem Ao przy obrocie (zgodnie
z ruchem wskazówek zegara) danego okregu

o kat 2ko< (k = 1.2 •...• 999). Wówczas

odleglosc AkAm = 2 sin Ik - mlo<jest liczba

wymierna dla dowolnych k. m E 10. 1,2.
...• 999}.

Rozwiazanie zadania M 404. Niech n bedzie

W wyniku wielokrotnych. odleglych spotkan

miedzy gwiazdami ich predkosci ulegaja

znacznym zmianom. Czas, po którym
zmiany energii wywolane wielokrotnymi
spotkaniami miedzy gwiazdami beda równe

poczatkowej energii kinetycznej, nazywamy
czasem relaksacji. Typowy czas relaksacji

w gromadach Ilulistych wynosi okola
miliarda lat.
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Zaleznosc masy gromady kulistej od czasu. Poszczególne obszary oznaczaja:

al mase gwiazd zwartych. h) mase gwiazd ciagu glównego. c) mase wyrzucona

z gwiazd w wyniku oddzialywania ukladów ~podwójnych z gwiazda otoczenia,
d) mase wyrzucona w czasie ewolucji gwiazd •.e) mase wyrzucona w czasie
procesów relaksacyjnych.

druga epoka trzecia epoka
Energia wiazania gromady kulistej w zaleznosci od czasu. Poszczególne obszary
przedstawiaja pochlaniana przez gromade czesc energii produkowanej
w wyniku: a) ewolucji gwiazd, b) powstawania ukladów podwójnych,
cl powstawania ukladów potrójnych, d) relaksacji, e) powstawania fal

uderzeniowych.

Przedstawiony opis ewolucji gromad kulistych wyda)e sie byc
prosty i jednoznaczny. Jednakze w rzeczywistosci kryje on
w sobie wiele zagadek i nie wyjasnionych jeszcze problemów. Nie
dziwmy sie jednak. Wszakze badania gromad kulistych maja
bardzo krótka historie, której poczatki datuje sie na 1917 r.
Prace powstale na poczatku lat osiemdziesiatych zdaja sie
wskazywac, ze jestesmy bliscy momentu, kiedy przewidywania
modeli teoretycznych bedzie mozna porównac z danymi
obserwacyjnymi, co przyblizy nas do rozwiazania wielu zagadek
zwiazanych z obserwacjami obiektów pozagalaktycznych.

Energia wydzielona przez te uklady spowoduje powolne malenie
gestosci centralnej gromady. Rozpocznie sie ekspansja. Trzecia
epoka trwa az do momentu rozproszenia gromady kulistej
w wyniku "parowania" gwiazd.

po zakonczonej ewolucji gwiazd: biale karly, gwiazdy neutronowe
i czarne dziury osiadaja w wyniku segregacji mas w jadrze. Sa to

najmasywniejsze obiekty w gromadzie - maja masy okolo 1 MO
(w obecnie istniejacych gromadach kulistych najmasywniejszymi

gwiazdami ciagu glównego sa gwiazdy o masie okolo 0,8 MO)'
Tak wiec jadro gromady bedzie sie skladalo glównie z bialych
karlów, gwiazd neutronowych i czarnych dziur oraz niewielkiej
domieszki gwiazd ciagu glównego. Pod koniec okresu
gwaltownej utraty masy przez najciezsze gwiazdy pojawia sie
nowe zródlo energii zwiazane z powstawaniem 'ukladów
podwójnych utworzonych ze zwartej gwiazdy i gwiazdy ciagu
glównego. Uklady podwójne w wyniku bliskich oddzialywan
z gwiazdami otoczenia przekazuja czesc swojej energii wiazania
do gromady, czyli "ogrzewaja" ja.

Okresowe przejscia gromady przez plaszczyzne Galaktyki sa
.dodatkowym zródlem energii. W czasie tych przejsc powstaja fale
uderzeniowe ogrzewajace gromade. Jednakze energia dostarczona
w wyniku tego procesu do typowej gromady jest mala
w porównaniu z innymi zródlami.

e
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Energia produkowana przez uklady podwójne na tym etapie
ewolucji jest w stanie znacznie opóznic zapadanie sie jadra
gromady kulistej. Jednakze w wyniku zderzen miedzy gwiazdami,
"parowania" gwiazd z jadra i powstawania ukladów podwójnych
liczba gwiazd ciagu glównego (niezbednych w procesie tworzenia
ukladów podwójnych w oddzialywaniach przyplywowych) znacznie.
maleje. To powoduje, ze uklady podwójne powstajace
w oddzialywaniach miedzy dwiema gwiazdami nie beda w stanie
dostarczyc do gromady dostatecznej ilosci energii, co

doprowadzi do ponownego, szybszego zapadania sie jadra (zderzenia miedzy gwiazdami
powoduja utrate energii kinetycznej gwiazd, przez co zwi~ksza sie energia wiazania jadra).
"Parowanie" gwiazd, wyplyw materii zwiazany z ewolucja gwiazd oraz procesy zwiazane
z ukladami podwójnymi znacznie zmniejszaja mase (liczbe gwiazd) i energie wiazania gromady.
Tak wiec w ostatniej fazie tej epoki gromada posiada male, bardzo geste jadro zlozone
praktycznie w calosci z gwiazd zwartych i rozbudowane halo.
Gromade kulista w tym okresie mozemy porównac do gwiazdy, w której wnetrzu wyczerpalo sie

paliwo jadrowe. Jadro gwiazdy pozbawione termojadrowego zródla energii zapada sie. Energia
grawitacyjna wyzwolona w procesie kolapsu przekazywana jest do otoczki powodujac jej
rozbudowe, a nawet czesciowe rozproszenie. Kolaps jadra trwa az do momentu wlaczenia
reakcji termojadrowych, w których biora udzial ciezsze pierwiastki. Podobnie jest w gromadzie
kulistej, kiedy to "pojawienie" sie nowego zródla energii rozpoczyna trzecia epoke w jej zyciu.
Zródlem energii w trzeciej epoce sa uklady podwójne powstale w oddzialywaniach miedzy
trzema gwiazdami, glównie bialymi karlami i gwiazdami neutronowymi. Uklady te moga
efektywnie ogrzewac system w oddzialywaniach z gwiazdami otoczenia jedynie w przypadku
bardzo duzych gestosci (miliard gwiazd na parsek szescienny; odpowiada to sredniej odleglosci
miedzy gwiazdami okolo 200 jednostek astronomicznych) w jadrze zawierajacym mala liczbe
gwiazd (kilkaset). Poniewaz w okresie tym masa i energia wiazania gromady kulistej jest malym

ulamkiem poczatkowej masy i energii wiazania, zródlo energii
zwiazane z ukladami podwójnymi (powstalymi w oddzialywaniach
miedzy trzema gwiazdami) staje sie bardzo efektywne.

trzecia epoka

e

Energia poczatkowa
= -0.252'
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Rysunki zamieszclone w tekscie pochodza
z pracy doc. J. Stodólkiewicza opublikowanej

w materialach z Sympozjum Nr 113
Miedzynarodowej Unii Astronomicznej.
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mala dena
Nie mozna sie stoczyc

Od ponad 150 lat wiadomo, ze jedynymi krzywymi,
które slizgaja sie po sobie, sa prosta, okrag i linia
srubowa.
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To, ze te linie rzeczywiscie si~ po sobie slizgaja, bylo
wiadomo od dawna. Wykorzystuje SIe to od stuleci
w technice. Mamy rózne suwaki: od zasuwki do
potencjometrów w radiach i telewizorach. Mamy
rózne urzadzenia obrotowe: od osi wozu do kurków
gazowych. Fakt, ze sruba slizga sie po sobie,
najlepiej widac, gdy nakrecac na nia mutre.

Rozliczne, szalenie wygodne zastosowania
slizgajacych sie po sobie krzywych zachecaly
inzynierów do poszukiwania innych krzywych o tej
wlasnosci. Od poczatku XIX stulecia wiadomo
jednak, ze poszukiwania takie nie moga przyniesc
zadnego efektu. Jezeli spojrzymy na rysunek sruby,
zobaczymy, ze linia, jaka przedstawia ja na
plaszczyznie', biegnie w góre, a potem w dól, potem
znów w góre, znów w dól itd. Moze to nam nasunac
pomysl rewelacyjnego urzadzenia .



,
Wezmy rurke wygieta w ksztalcie sruby. Pochylmy ja
tak, by fragmenty rurki rzeczywiscie biegly w dól.
Nalejmy do rurki troche wody. A nastepnie
obracajmy rurke wokól osi. Przy wlasciwym wyborze
kierunku obrotu zobaczymy ciekawe zjawisko. Woda
wybierajac dla siebie mozliwie najnizsze polozenie
bedzie sie podnosila do góry.

Gdybysmy teraz dolny koniec naszej sruby umiescili
w naczyniu z woda, obracajaca sie sruba pelnilaby
role pompy - woda wylewalaby sie z niej na
poziomie znacznie wyzszym od tego, na jakim by sie
wlewala.

9

Zauwazmy, ze nie jest nam potrzebna rurka, a wystarczy
tylko srubowe korytko. Takie urzadzenie bylo juz
w Starozytnosci uzywane do nawadniania pól i znane
jest pod nazwa sruby Archimedesa.

Jak to dziala? Odpowiedz jest prosta. Sruba to równia
pochyla nawinieta na walec. Podnoszenie wody w ten
sposób wymaga mniej wysilku niz gdyby ja po prostu
podnosic w naczyniu. Genialnosc wynalazku ­
zwyklego pochylenia sruby - polega na tym, ze
z naszej równi pochylej ciezar nie moze sie stoczyc,
co jest najwieksza wada zwyklej równi.

Mala De/te przygotowal Marek KORD OS



Zbiór nazywamy przeliczalnym, jezeli

wszystkie jego elementy mozna ustawic w ciag
(ponumerowac liczbami naturalnymi). Na

przyklad zbiór liczb wymiernych Q jest
przeliczalny, gdyz wszystkie jego elementy

mozna ponumerowac wedlug ponizszego
schematu:

Liczby przestepne i liczby Liouville'a

Mgr Jaroslaw GÓRNICKI

o

~
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W De/cie 7/1984 Andrzej Pelc pisal o róznego rodzaju malych zbiorach liczb rzeczywistych.

Miedzy innymi wspomnial, iz liczby rzeczywiste mozna podzielic na dwa rozlaczne podzbiory,
z których kazdy bedzie w jakims sensie maly. Jeden z takich podzialów, powstajacy w sposób
naturalny, jest podany na koncu artykulu.

Zacznijmy od pojecia liczby algebraicznej.

Mówimy, ze liczba rzeczywista ex (podobnie liczba zespolona) jest algebraiczna, jesli istnieje
wielomian

F(x) = anXn+an_1Xn-l+ ... +alx+aO

o wspólczynnikach wymiernych, którego ex jest pierwiastkiem.

(n ;;O l, an i= O)

Liczba sI I to stopien wielomianu l-jest to

najwiekszy wykladnik potegi istotnie

wystepujacej w zapisie wielomianu.

Twierdzenie (Canlora): Zbiór wszystkich liczb

rzeczywistych R jest nieprzeliczalny.

Dowód: Uzyjemy tak zwanej metodll

przekatniowej. Zalózmy, ze wszystkie liczby

rzeczywiste mozna ponumerowac: Xl, X], X3t •••

Ustawmy wszystkie rozwiniecia dziesietne

czesci ulamkowych tych liczb w tablice

Xl = ..,,011 Ot2 a13 0'0

X2 = ..,,01.1 Q22 a:13 •••

Xn = .." ani an:1 an3 0'0

W oparciu o cyfry polozone na przekatnej tej

tablicy zbudujemy nowa liczbe rzeczywista b
zawarta miedzy O i l w nastepujacy sposób:

n-ta cyfra po przecinku jej rozwiniecia

dziesietnego jest liczba ann -1, gdy ann #- O

i l, gdy ann = O. Wtedy b rózni sie od liczby

Xn przynajmniej na n-tym miejscu po

przecinku. Tak wiec b #. Xn f n = 1,2, .. " co
przeczy naszemu zalozeniu.

Nietrudno teraz zauwazyc, ze kazda liczba wymierna jest liczba algebraiczna (q E Q jest
pierwiastkiem wielomianu x-q). Jednak nie tylko liczby wymierne sa liczbami algebraicznymi.

Sa nimi na przyklad yi, ]i2 +3Y3 jako pierwiastki wielomianów: x2 - 2, x6 - 6x4 + 12x2 -11.

Mimo iz wiekszosc liczb, z którymi spotykamy sie, to liczby algebraiczne, jest ich jednak malo
w porównaniu ze wszystkimi liczbami rzeczywistymi. Cantor w 1873 roku pokazal, ze zbiór liczb
algebraicznych jest przeliczalny. A oto dowód: .

. Równanie F(x) = O spelnione przez jakas liczbe algebraiczna mnozymy przez wspólny
mianownik wszystkich jego wspólczynników.

Otrzymujemy wówczas równanie f(x) = bnxn+bn_1Xn-l + ...+btx+bo = O

SIl

o wspólczynnikach calkowitych nie wszystkich równych zeru. Liczbe w(f) = stf+ L Ibd
i='O

nazywamy waga wielomianu f Dla kazdego k E N zbiór {f: w(f) = k} jest skonczony, a wiec
et)

zbiór wszystkich wielomianów o wspólczynnikach calkowitych Z[x] = U {f: w(f) = k}
, k=1

jest przeliczalny. Poniewaz kazdy wielomian ma skonczona liczbe pierwiastków, wiec A =
U {exER: f (ex) = O} jest przeliczalny.

leZ[xl

To twierdzenie wobec faktu, ze zbiór liczb rzeczywIstych jest nieprzeliczalny, swiadqy
o istnieniu liczb rzeczywistych nie bedacych liczbami algebraicznymi.

Liczby rzeczywiste nie bedace liczbami algebraicznymi nazywamy liczbami przestepnymi (jak
powiedzial Euler, "przestepuja one mozliwosci metod algebraicznych").

Jednak ta teoriomnogosciowa metoda nie byla poczatkiem teorii liczb przestepnych.
Zapoczatkowal ja blisko trzydziesci lat przed Cantorem matematyk francuski Joseph Liouville
podajac w 1844 roku przyklad liczby przestepnej. Swa konstrukcje oparl na tWierdzeniu
zwanym twierdzeniem Liouville'a.

Niech ex E R bedzie liczba algebraiczna stopnia n > 1. Istnieje wówczas taka stala C > O, ze dla

kazdej liczby wymiernej '!- (q i= O) zachodzi nierównosc
q

lex-~I >~.I q qn

Dowód: Niech ex E R bedzie liczba algeb!aiczna stopnia n > I. Istnieje wiec taki wielomian f
stopnia n, ze

f(ex) = bnexn+bn_lexn-t+ ... +b1ex+bo = O (b, E Z, O ~ i ~n).

+b1pqn-l+boqn I ;;O ~.q"

Stopniem liczby algebraicznej a jest

najmniejszy stopiep wielomianu

o wspólczynnikach wymiernych, którego a jest
pierwiastkiem.

Gdy !...- jest liczba"wymierna i I ex-!...-I > l, to teza twierdzenia jest oczywiscie spelniona, jesliq , q

tylko C ~ I. Obierzmy dowolna liczbe wymierna !...- E [ex- l, ex+ 1]. Skoro n > l, liczba ~ nie
q q

moze byc pierwiastkiem wielomianu f (dlaczego?).

W be If(P)1 I bnpn+bn~lpn-lq+ , ..
o c tego mamy - = --------

_ I q qn
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Twierdzenie (Lagrangc' a o wartosci sredni~j):

Jezeli funkcja liczbowa [jest ciagla
w przedziale domknietym la, bl
i rózmczkowalna w przedziale otwartym (a, b),
to istnieje r E (a, b) takie, ze

Stosujac twierdzenie o wartosci sredniej otrzymujemy

[(b)-[(a) = f'(r)· (b-a).

gdzie r lezy miedzy liczbami a i ~, M = sup {f'(x) : lx-al ~ l}.
q

Zatem

la-~I = k(~)/ ~ _1 .q I 1!,(r)1 Mq"

1
Za C wystarczy wziac mniejsza z liczb 1 i --.

2M

LiouvilIe rozwazal liczby nazwane pózniej liczbami LiouvilIe'a.

Liczbe rzeczywista a nazywamy liczba LiouvilIe'a, gdy dla kazdego n ~ 1 nierównosc Ia - ~ I <
1

< - jest spelniona dla nieskonczenie wielu par (p, q) liczb calkowitych wzglednie pierwszych
if .

(q > O).

00

Pokazemy teraz, ze kazda liczba postaci Xo = ~ ~, gdzie cJ sa niezerowymi liczbami.• t-J lOJ!
j=1

jednocyfrowymi, jest liczba LiouvilIe' a.

n

Niech Sn = "'" ~. Liczba ta jest wymierna i mozemy przedstawic ja w postaci .~, gdzieL..J 10J! qj=l
q = lOn!.

I
Kazda liczba LiouvilIe'a jest przestepna.

Przykladem podzialu, o którym byla mowa na poczatku, jest zbiór liczb Liouville'a Uest on
miary O) i jego dopelnienie bedace zbiorem cienkim.

Dowód: Zalózmy, ze liczba y jest liczba LiouvilIe'a i ze jest to liczba algebraiczna stopnia n > 1.
Z twierdzenia LiouvilIe'a mamy:

Zniecierpliwiony Czytelnik ma prawo zapytac: ale co to wszystko ma wspólnego z liczbami
przestepnymi? .Wyjasnia nam to nastepujace twierdzenie:

10

10(n+ 1)! '...) ~

C>-.
q"V !\!\ Iy-~IC>O PEZ qEN q

(*)

W ten sposób Liouville wykazal jako pierwszy istnienie liczb przestepnych. Zgodnie z naszymi
rozwazaniami na przyklad liczba 0,110001 ... , w której jedynki wystepuja na miejscach
o numerach n! po przecinku, jest przestepna.

Niech k E N bedzie taka liczba, ze C' Zk ~ 2" i k ~ n. Poniewaz z drugiej strony y ~est liczba

Liouvi!Ie'a, wiec istnieja liczby p, q E Z, q > l takie, ze Iy- : I < ~. Laczac to z.warUnkiem (*)
I C

otrzymujemy ---;:-> -, skad C < tt-k ~ zn-k ~ C. Otrzymana sprzecznosc dowodzi
q' . qn

prawdziwosci twierdzenia.

Liczby przestepne zaprzataly naj znamienitsze umysly, miedzy innymi Charlesa Herinite'a,
Ferdinanda Lindemanna, Davida Hilberta, Aleksandra Gelfonda. W wyniku ich pracy wykazano
'la przyklad, ze liczby: e (Hermite, 1873), 17. (Lindemann, 1882) sa liczbami przest"pnymi (patrz
Delta 3/1983). Rozwiazano równiez VII problem Hi!berta z 1900 roku - kazda liczba postaci ab,

gdzie a jest liczba algebraiczna rózna od zera i jednosci, b zas jcst dDwolna liczba algebraiczna
niewymierna, jest liczba przestepna (Gelfond, 1934 i Schneider, 1935).

Izachodzi wtedy
p I - C"+1 C"+2 1 ( 9 9

x-- =---+---+ ...<--- 9+---+---+
o q 1O(n+1)! 10(~+2)! 10(n+1)! 10(n+2) 10(n+3)

a wobec tego dla dowolnego naturalnego n

I p I 10 10 l lIXo-"S.1 =Xo - q < 1O(n_+1)!= 10n!n10n!- ~ lon!" =7'
Rozwiazanie zadania F 177. Poniewaz

otworki sa bardzo male, to mozna przyjac, ze
w kazdej chwili stan gazu w zbiorniku

i w obu naczyniach jest stanem równowagi.
Wszystkie czasteczki trafiajace w otworek
przechodza na druga strone. Ich liczba N na
jednostke powierzchni otworka jest

proporcjonalna do koncentracji czasteczek n

i sretlniej predkosci v.s: N ./lVs' Poniewaz

11 .••••. ..!!..... a Vs ]."T: to otrzymujemy, zeT

N - -p -. Przenoszona przez czasteczki
yT

energia E jest proporcjonalna do N i sredniej

energii czastce/ki, mamy wiec: E...., N· T ....,
,..;pff W stanie usta~onym strumienie
czastek i energii wyplywajace ze zbiornika
i wplywajace do niego musza byc równe.
Otrzymujemy wiec uklad równan:

~=-p-+-p-,
~ YIT yT

2pxJ!'T; = pYIT+pV'T.
gdzie Px i T x oznaczaja wielkosci
charakteryzujace zbiornik. Rozwiazaniem sa

wartosci Tx = TY2. Px = ({2+ 1)2-'" p.
(Px '" 1,02 p).

-&

Redakcja pragnie zwrócic uwage na róznice
w dowodach istnienia liczb przestepnych _
Cantor wykazal. ze takie liczby musza
istniec (poniewaz nic wszy~tkie liczby
rzeczywiste :ia algebraiczne), Liouville zas
podal konkretny przyklad.

11



Przyroda
jednak lubi, ..
proznle

Doc. dr Michal SW/ECK/

W artykule. tym posluguje sie jezykiem fizyki
klasycznej. Do opisu wnetrza atomu, jadra
i protonu wlasciwy jest jezyk fizyki kwantowej,
w którym pojecie ruchu nie jest dobrze
okreslone, gdyz nie ma sensu pojecie toru
czastki. ~Zamiast o ruchu nalezaloby raczej
mówic o rozkladzie predkosci.

\

Czesto w zwiazku z opisywanymi
doswiadczeniami mówi sie o glebokim
rozpraszaniu nieelastycznym (w zargonie
polsko-angielskim rozpraszanie jest
glebokonieelastyczne). Slowo "glebokie"
wiaze sie oczywiscie z faktem, iz elektrony
rozpraszaja sie na glebokich warstwach
protonu. A nieelastyczne? Otóz ,w wyniku
takiego glebokiego rozpraszania proton
zostaje mocno odrzucony i zamienia sie na
grupe wielu róznych czastek. Tylko nieliczne
elektrony wywoluja reakcje elastyczna,
w której ta grupa sprowadza sie do
pojedynczego protonu. W opisywanym
doswiadczeniu nie chcemy narzucac zadnych
ograniczen na dalsze losy odbitego protonu,
gdyz ograniczenia takie wplywaja na rozklad
kierunków rozproszonych elektronów.
Badamy wiec ten rozklad zupelnie nie liczac

sie z tym, co stalo sie z protonem.

Zdazylismy przyzwyczaic sie do faktu, ze atom nie jest czastka niepodzielna, ze ma nietrywialna
strukture wewnetrzna. Wiedziano o tym w zasadzie juz w polowie XIX wieku; kiedy to okazalo
sie, ze atomy kazdego pierwiastka wysylaja i pochlaniaja charakterystyczne dla siebie barwy
swiatla. Latwo wyobrazic sobie, ze w trakcie takich procesów atomy musza zmieniac sie
w scisle okreslony sposób - musza wiec miec pewna okreslona strukture, której szczególy
nalezy jakos zbadac. Udalo sie to osiagnac dopiero wiele lat pózniej. W 1911 roku Rutherford

wpadl, na pomysl rewelacyjnej w tych czasach interpretacji danych doswiadczalnych uzyskanych
przy rozpraszaniu czastek alfa na cienkiej blaszce ze zlota. Warto wspomniec, ze dobrze juz
znano wtedy wlasnosci czastek alfa i wiedziano, ze ich masa jest czterokrotnie wieksza od masy
atomu wodoru, zas ladunek elektryczny jest dodatni i dwukrotnie wiekszy od ladunku elektronu.

Przechodzace przez zlota blaszke czastki alfa rozbiegaly sie w róznych kierunkach w taki sposób,

jakby nie natrafialy w blaszce na zadna materie, a jedynie zmienialy swój lot w wyniku dzialania
pewnej sily przypominajacej Sile elektrostatyczna. Zakladajac, ze sila ta to nic innego jak znana
dobrze sila Coulomba, Rutherford byl w stanie wyznaczyc z wyników doswiadczenia wartosc
ladunku elektrycznego centrum rozpraszajacego czastki alfa. W ten sposób zostaly polozone

fundamenty wspólczesnego modelu atomu, sprawdzonego wielokrotnie w róznych niezaleznych
doswiadczeniach. Jak wiemy, atom w tym modelu jest praktycznie calkowicie pusty.
W wypelnionej polami elektrycznymi prózni wewnatrzatomowej poruszaja sie bardzo lekkie

pozbawione struktury wewnetrznej elektrony, które latwo mozna oderwac od atomu. W samym
srodku znajduje sie bardzo ciezkie jadro o srednicy 100 000 razy mniejszej od srednicy atomu.

Fakt, ze jadro atomowe ma, w przeciwienstwie do elektronu pewna wlasna strukture, zostal
wkrótce udowodniony przez rozbicie jadra na kawalki. Zmiany tej struktury zwiazane '
z wysylaniem i pochlanianiem charakterystycznego promieniowania (promienie y) zostaly
szczególowo zbadane pózniej.

Skladnikami jader atomowych sa protony i neutrony zwiazane ze soba poteznymi silami
wewnatrzjadrowymi. Strukture tych czastek zaczeto badac powaznie dopiero po II wojnie
swiatowej.

Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze protony i neutrony musza miec bardzo bogata strukture.
Przeciez ogromne energie zwiazane z dzialaniem sil jadrowych powinny wystarczyc, by same pola
tych sil produkowaly rózne czastki i tym samym tworzyly pewna wewnetrzna konstrukcje. Fakt
ten nalezalo jednak jakos uzasadnic doswiadczalnie. I tu wlasnie zaczely sie mnozyc niepokonalne
przez dlugi czas klopoty. Okazalo sie bowiem, ze w wyniku reakcji rozpraszania protonów na
jadrach atomowych powstaje ogromna liczba zupelnie nowych czastek. Zadna z nich nie mogla
byc uznana za skladnik protonu i zadna tez nie dawala sie bezspornie zaliczyc do grona jego,
oczekiwanych przez fizyków, stanów wzbudzonych. Co wiecej, nie bylo nawet jasne, które
z czastek mozna by uznac za promieniowanie wewnatrzprotonowe. W tej sytuacji postanowiono
wrócic do idei dawno juz zapomnianego doswiadczenia Rutherforda. Innymi slowy, zdecydowano
·sie na zawieszenie badan wewnatrzprotonowych pól jadrowych, których najmniejsze zaklócenie
wprowadza tak ogromny chaos. Zaczeto badac wewnatrzprotonowe pola elektromagnetyczne.
Czastka sondujaca te wlasnie pola mógl byc elektron, który nie bierze udzialu w reakcjach
jadrowych i nie powinien podlegac dzialaniu zadnych pól wewnatrzprotonowych, z wyjatkiem
elektromagnetycznego. Zalozono wiec, ze elektron oddzialuje jedynie z ladunkami elektrycznymi
rozmieszczonymi w protonie i to wedlug schematu znanego od czasów Maxwella. Wtedy szybko
juz okazalo sie (Hofstadter, 1956 rok), ze od dawna oczekiwana struktura istnieje. Dopiero
jednak budowa nowych, wysokoenergetycznych akceleratorów elektronów umozliwila po roku
1969 dokladne jej badania.

Przy malych energiach przekazywanyCh protonowi przez uderzajacy elektron (rozpraszanie
prawie bez zmiany kierunku lotu elektronu), gdy elektron zaledwie muska powierzchnie protonu,
wyniki byly zgodne z oczekiwaniami. O polach elektromagnetycznych nie dalo sie w tym
przypadku powiedziec nic ciekawszego niz to, ze zostaly wytworzone przez duze ilosci
naladowanych czastek wyprodukowanych przez potezne pole jadrowe. Gdy jednak zaczeto
~ndowac glebsze warstwy protonu, rejestrujac elektrony, które utracily podczas zderzenia dosyc
duza energie (rzedu masy protonu i wiecej), obrazek wnetrza nieoczekiwanie zmienil sie. Wnetrze
to znów, podobnie jak prawie caly atom, okazalo sie. byc wypelnione jedynie polem

,elektromagnetycznym, którego zródlem musialy byc jakies czastki wewnetrzne o rozmiarach
zbyt malych na to, by elektron byl w stanie uderzyc w nie bezposrednio. Warto przypomniec, ze

elektrodynamika Maxwella wyklucza mozliwosc, by zródlem pola wewnatrz protonu byly
(odkryte uprzednio) ladunki rozmieszczone na powierzchni (prawo Gaussa).

Niestety, odkryta w ten sposób prawie oprózniona struktura wnetrza protonu nie mogla byc

podobna do struktury atomu. Dane doswiadczalne wykluczaly mozliwosc, by w srodku tkwilo
jakies ciezkie jadro protonowe. Malenkie skladniki protonu musialy szybko poruszac sie, co
dowodzilo,ze sa dosyc lekkie (moze nawet tak lekkie, jak elektron).
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Trzeba bylo jeszcze skorzystac z wyników
rozpraszania elektronów i neutrin na
neutronach oraz zalozyc, ze sily jadrowe
dzialaja na wszystkie kwarki tak samo.

Rozwiazanie zadania F 176. W czasie
rozprezania gazu do wysokosci x (zakladamy,
ze jest to proces powolny) jego cisnienie p"

musi byc rÓwne sumie cisnien wywieranych
przez rtec i atmosfere.
W tym przypadku:

p" = LQg+ (2L-x)Qg = (3L-x)Qg,

gdzie (! jest gestoscia rteci, a g przyspieszeniem
pola grawitacyjnego Ziemi. Z równania stanu

gazu wynika, ze temperatura gazu T musi
spelniac zaleznosc:

Px' x--r- == const.

Warunek równowagi ma wiec postac

To
T = 2l:2(3L-x)x.

Temperatura jako funkcja li ma maksimum
dla Xm = 1,5 L. Odpowiadajaca Xm

temperatura Tm = ~ TO jest maksymain"
temperatura, przy której gaz i pozostala
w górnej czesci rurki rtec mog" byc
w równowadze; dla kazdej wyzszej
temperatury rtec musi zostac wyparta. Gaz
nalezy wiec ogrzac co najmniej do temperatury

9

Tm=gTo.

Fakt ten wprowadzil nastepna dowolnosc. Nie wiadomo bylo, ile jest tych czastek i jak
rozdzielony jest miedzy nimi calkowity ladunek protonu (calkowity ladunek skórki protonowej
wynosi zero). Z wyników rozpraszania elektronów nie mozna juz bylo nic wiecej wydusic.
Wtedy siegnieto po inna sonde - po neutrina i antyneutrina.

Neutrina, znane juz od lat trzydziestych naszego wieku, równiez nie oddzialuja
z wewnatrzprotonowymi polami jadrowymi, a poniewaz sa elektrycznie neutralne, takze

z polami elektromagnetycznymi. Wyjatkowo slabe oddzialywania neutrina z materia (nie bez
powodu zwane oddzialywaniami slabymi) maja pewna istotna ceche uniwersalnosci. Biora
w nich udzial wszystkie czastki z wyjatkiem fotonu. Wszystkie tez dzialaja na neutrina taka sama
sila. Oznacza to, ze odpowiedzialny za te sile slaby ladunek jest dla wszystkich czastek jednakowy.

Latwo teraz domyslic sie, jak analizowano strukture protonu za pomoca neutrin. Zalozono
mianowicie, ze ladunki slabe skladników protonu sa takie same, jak odpowiednie ladunki
wszystkich innych czastek. Przy tym zalozeniu szybko odtworzono obrazek znany uprzednio
z wyników rozpraszania elektronów.

Co wiecej, uniwersalnosc ladunków slabych pozwolila wyznaczyc parametry ruchu skladni·ków
protonu, a to wraz z odpowiednimi danymi z oddzialywania antyneutrin pozwolilo na pelne
rozszyfrowanie struktury. Okazalo sie wtedy (choc podejrzewano to wczesniej), ze proton
sklada sie z kwarków, hipotetycznych poprzednio czastek, które fizycy wprowadzili do swych

teorii po to, by wyjasnic pewne cechy symetrii obserwowane w swiecie czastek elementarnych
(Gell-Mann i Zweig, rok 1964). Teraz (byl to rok 1973) istnienie kwarków zostalo udowodnione.

2 2 l
Potwierdzono, ze w protonie znajduja sie trzy kwarki o ladunkach równych -, - i - - ladunku

. 3 3 3

elementarnego, oraz ze kwarki maja spin taki jak elektron (~ ti). Co wiecej, przy okazji
stwierdzono, ze wewnatrz protonu (i neutronu tez, a zapewne i innych czastek zbudowanych
z kwarków) jest pusta dziura, w której kwarki poruszaja sie prawie swobodnie (oddzialywania
elektromagnetyczne i slabe sa znacznie slabsze od jadrowych, a te okazaly sie silne tylko
w protonowej skorupie). Odkrycie to dalo impuls do.budowy nowych.teorii, w których wszystkie
rodzaje oddzialywan sa w pewnych warunkach slabe i takie same.

Na zakonczenie warto podkreslic, ze przy zalozeniu scislego obowiazywania wewnatrz protonu
praw odkrytych poprzednio poza protonem, istnienie kwarków zostalo udowodnione ponad

wszelka watpliwosc. Nie ma tu zadnej róznicy z odkryciem jadra atomowego przez
Rutherforda. A to, ze niektórym nie podoba sie owa skórka przepuszczajaca swobodnie
elektrony i neutrina, a nie wypuszczajaca na zewnatrz kwarków? Wedlug Galileusza odkrywanie
prawdy polega na próbach wyjasnienia nowych faktów za pomoca znanych juz praw. Dopiero
gdy jestesmy pewni, ze jest to niemozliwe, stajemy w obliczu koniecznosci zmian fundamentów
naszych teorii. Nie jest tez prawda; ze obowiazujaca obecnie teoria pól kwantowych nie moze
byc obalona przez zaden fakt doswiadczalny. Po umieszczeniu w ramach tej teorii kwarkowej
struktury protonu i innych czastek obraz swiata zlozonego z czastek i pól kwantowych stal sie
prawie kompletny. Nie ma w nim juz prawie miejsca na mozliwe dowolnosci, co z pewnoscia
przybliza dzien odkrycia faktów;które zmusza nas do jego calkowitej przebudowy. Nalezy
sadzic, ze w nowym obrazie swiata nie ostana sie takie twory, jak kwarki, elektrony, neutrina
i fotony, ani tl<zwspólczesne wyobrazenia o czasie i przestrzeni. Potrzeba takiej rewolucji wydaje
sie wcale istotna. Trzeba bowiem przyznac, ze domkniecie kwantowego obrazu swiata, jakim
bylo rozszyfrowanie struktury czastek, nie stalo sie zadnym istotnym osiagnieciem
cywilizacyjnym. Ani w sferze ducha, ani materii (nie ma jak skorzystac z energii rozszczepienia
protonu, bo nie mozna go rozbic na kwarki).

Paradoks

Kartami szczególnie po~adanymi przez grajacych w remika sa
jokery - dwa czerwone i dwa czarne, przy czym ich kolor w grze
nie odgrywa roli. Czesto po rozdaniu kart gracz chwali sie:
"A ja mam jokera", czasem nawet pokazuje go; a potem dodaje
"A moze mam i drugiego". Zaskakujace jest, iz nawet jesli
bylismy pewni, ze me blefowal i rzeczywiscie mial pierwszego
jokera, to po pokazaniu go prawdopodobienstwo posiadania
drugiego zwiekszylo sie. Cóz to za czary? Otóz po zobaczeniu
jokera' znamy jego kolor i ta dodatkowa informacja zmienia
prawdopodobienstwo.
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Wyjasnijmy to I\a prostym przykladzie. Z talii zlozonej
z czterech kart: jokera czarnego (je), jokera czerwonego (jcz),

asa pik (ap) i asa kier (ak), wyciagnieto dwie karty. Jest to wiec

jeden z ukladów: {jc,jez}, {je, ap}, {je, ak}, {jez, ap}, {jez, ak},

{ap, ak}. Informacja, ze jedna z dwóch wyciagnietych kart jest
joker, wyklucza ostatni uklad. Prawdopodobienstwo, iz

l
wyciagnieto dwa jokery, jest wiec równe -. Natomiast

5

informacja, ze jedna z kart jest joker czarny, wyklucza ostatnie
trzy uklady. Prawdopodobienstwo wyciagniecia ukladu dwóch

1
jokerów jest wiec wtedy równe -.

3
E. P.



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki iMechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytet~ Warszawskiego iRedakcji Delty
Czolówka ligi zadaniowej 11Klub44 Mil

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 103 /WT=2,62/ i 104 /WT=1,83/

Tomasz Komorowski - Swidnik
46,12pkt

Pawel Kaminski

- Warszawa44,91pkt

Jan Ciach

- Ostrowiec Sw44,01pkt

KrYRtyna Witek

- Ostrów Maz. 43,96pkt

Anna Gluza

- Torun42,48pkt

Jacek Mandziuk

- Lublin41, '77pkt

Marian Roman

- Elk41,28pkt

Tomasz Szymczyk

- BielskoBiala40,97pkt

44 punkty: pan T. Komorowski po raz drugi,

pan P. Kaminaki po raz czwarty, pan J. Ciach

po raz pierwszy.

Uwaga! Panie w ofensywie!

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. RozwIazania zadan
z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik
trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N ­
liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
I w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze l/l985.

!1=44
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Stad, wobec równosci LB = BK, MD = DN, CL = CM, KA

= NA, dostajemy AP : PC = AQ : QC. Poniewaz P rt AC,
Q rf= AC, wiec z ostatniej proporcji wynika, ze punkty P i Q
pokrywaja sie.

108. Dla dowolnej liczby naturalnej k oznaczmy przez Tk zbiór
zlozony z liczb X3k-2, X3k- L, X3k, przez ak oraz bk - najmniejsza
oraz najwieksza liczbe w tym zbiorze, a przez rk - srednice tego
zbioru, czyli róznice bk - ak . Z okreslenia ciagu (xn) wynikaja
równosci

Rozwiazanie zadan z numeru 3/1985
l l I

X3k+ I = - X3k_2 + - X3k_1 + - X3k,
333

Przypominamy tresc zadan:

107. Czworokat ABCD jest opisany na kole. K, L, M, N sa odpowiednio
punktami stycznosci bokó", AB, BC; CD, DA z kolem. Udowodnic, ze proste
KL, MN iAC przecinaja sie w jednym punkcie lub sa równolegle.
108. Udowodnic zbieznosc i obliczyc granice ciagu (xn), w którym XI = a,

x. = b, x. = c (a, b, c-dane liczby), Xn+. = (Xn+Xn+1 +xn+,)/3.

!O'" lesli którekolwiek dwa z odcinków KL, MN, Xc sa
równolegle, to maja one wspólna symetralna, bedaca osia
symetrii czworokata ABCD; jest ona wówczas takze symetralna
trzeciego z tych odcinków, a wiec wszystkie te odcinki sa
równolegle. Odrzucajac ten przypadek, przyjmijmy, ze prosta KL

.przecina prosta AC w punkCie P, a prosta MN przecina prosta AC
w punkcie Q. Na mocy twierdzenia Menelausa, zastosowanego
do trójkata ABC przecietego prosta KL oraz do trójkata ADC

przecietego prosta MN, mamy

l l
X3.+J = --X3k+-X.1k+l+

3 3

l
3 X.1k+2

4 7 16
-X3k 2+ --X3' 1+ -X3k'
27 - 27 - 27

4 l
X.1k+.1-X3.+2 = --(X,,-X"_I)+ -- (X'k_,-X.1k_L),

27 27

5 ,2

X.1k+3-X.1k+J = n (X3,-X3'+Z)+ -2i(x .•,-X.1k_.),

1 I
X.1'+2-X.1'+' = 9-(X'k-X.1 •• Z)+ -9 (X.1k.l--X.1k_2).

Wszystkie róznice w naWiasach sa co do modulu nie\' ieksze od ' •.
Zatem moduly lewych stron ~" niewieksze, odpowiednio od

5 7 6 7
--- r., - r., --- rk, skad rki- I ~ r,. W0bec tego lim r1 = O
27 27 27 . 27 -

i a -= b, czyli ciag (xn) jest zbiezny._ Poniewaz 3xn+ 3 = x. -+ Xn+ L +
+ x" .•.2, \;iiec dodajac obt:stronme Xn+ I + 2x.+ 2 otrzyml1jem)
Ar.+ ,+ 2x.+ 2+ 3xn+ 3 = Xn + 2x, + l + 3.t"+ 2, sk,/d przez oczywista

indukcje x" + 2xn+ 1 + 3x"+ 2 = li+ 2b + Je dla kazdego n.

Przechodzac w ostatniej równosci do granicy (n -, co) dostajemyl
zatel;) ii."TIx" +c _ (a " 2b + 3e).

\)

l l l I 4 4
X3'+2 = -X3. 1+ -X3k+---X3k+l = -X3k_2+-X.1k_I+-X3',3- 33 9 9 9

Widzimy, ze kazdy z elementów zbioru Tk+ l jest kombinacja
wypukla elementów zbioru T. (tj. kombinacja o wspólczynnikach
nieujemnych, dajacych w sumie jedynke). Zatem ak ~ aH I ~
~ b.+ l ~ bk i ciagi (ak), (b.) sa zbiezne jako monotoniczne
j ograniczone. Niech a = lim ak, b = lim bk Odejmujac
stronami poszczególne równosci powyzszego ukladu dostajemy.

~

DN

NA

CM
MD

8

AQ

QC

BK

KA

CL

LB

AP

PC

9p
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, I , ,- -, ,
Rozwiazania zadan z numeru 3/1985

Redaguje dr Andrzej
NADOLNY

Z równan (l) i (3) otrzymujemy
n-l n-l

In=_- LIt= - LGt(; +E,-E};=J i=J '

Po podstawieniu ostatniego wyrazenia do równania (3) dla i = n

oraz dokonaniu przeksztalcen uzyskujemy

n I II II

L GIt- + L GIE,- L GtEI= o,
;= I 1 ;=1 i= l

5. Po oznaczeniu plynacego przez i-ta galaz pradu przez II
(dodatni znak IlOraz Et zgodny z oznaczeniami na rysunku l)
wypisujemy równania Kirchhoffa:

Rys. 3

) .' '. -- - - '.

. '.
Rys. 2

I
a stad poszukiwane napiecie UAB = -' +E,

Gl II

LG,
;=1

Widac, ze bez wprowadzenia przewodnosci koncowy wzór
mialby bardziej zlozona postac.
6. Przedstawione rozumowanie zawiera milczace zalozenie, ze
cisnienie powietrza w cylindrycznej czesci kanalu jest równe
cisnieniu panujacemu na zewnatrz oraz pomija sily powstajace
przy oplywie czolowej powierzchni walca.

Aby nie wdawac sie w skomplikowany problem tego oplywu,
rozpatrzmy przypadek, w którym walec jest od strony wlotowej
przedluzony rura o srednicy równej jego srednicy zewnetrznej ­
jak na rysunku 3. Problem zostal w ,ten sposób sprowadzony do
przeplywu powietrza przez rure o zmiennej srednicy. Cisnienie
powietrza w czesci zwezonej, na skutek wzrostu jego predkosci,
spada w porównaniu z rura wlotowa. W stozkowej czesci
wylotowej natomiast, w zwiazku ze zmniejszeniem predkosci
przeplywu powietrza, cisnienie wzrasta. Z porównania srednic
i zwiazanych z tym predkosci przeplywu wynika, ze nie
przewyzsza ono tam jednak cisnienia panujacego w rurze
wlotowej, które dziala na powierzchnie czolowa walca. Stad
wniosek, ze "sila napedowa" dzialajaca na stozkowy wylot
kanalu nie moze przewyzszac "sily hamujacej" dzialajacej na .
powierzchnie czolowa walca. Dzieki lepkosci powietrza "sila
napedowa" bedzie w rzeczywistosci mniejsza od "sily
hamujacej".

-

Rys. I

(i = 1,2, u., n).

(3)

5. Obliczyc napiecie panujace miedzy punktami A i B ukladu zlozonego z n
galezi zawierajlIcych dowolne opornosci R, i zródla sily elektromotorYCznej E,
(I = J. 2•..•• 11).

6. Dany jest wa1ecz wydrllZOnymwzd!uz osi kanalem. kt6ry sie rozszerza
stotkowo z jednego konca jak na rysunku 2-
Podczas poruszania tego walca w kierunku oznaczonym strzalka do kanalu od
jegowaskiej strony wpada powietr~. Po przeplynieciu powietrza do czesci
stotkowej kanalu jego cisnienie - zaodnie z prawem Bemoulliego - wzrasta.
Cisnienie to dzialaj~ na scianki stotkowego kanalu wywiera na walec pewnll
sile, nadajllcll mu naped w kierunku ruchu. Mamy wiec perpetuum mobile.
Wskazac blad w powyzszym rozumowaniu.

(1)

(2)

l
Dla wygody rachunków wprowadzamy przewodnosc Gl = -;

RI

równanie (2) przyjmuje teraz postac

II I,
-+Et =--+E,.
Gl G,

Przypominamy tresc zadan:

6. Skladanie predkosci

x,
Rys.6b

Rozwazmy trzech obserwatorów inercjalnych Ol~ 02,O;.-Niech
O2 porusza sie wzgledem Ol z predkoscia V2', a O, wzgledem O2
z predkoscia V32' Dla predkosci duzo mniejszych od predkosci
swiatla

(*)

Informacje te mozna odczytac z diagramu czasoprzestrzennego
(rys. 6a). Linia swiata obserwatora O2 w ukladzie (Xl, II) jest
jednoczesnie osia czasu ukladu (X2' (2), Poniewaz przy malych
predkosciach czas dla obu obserwatorów biegnie tak samo, os Xl
(punkty o wspólrzednych II = O) pokrywa sie z osia X,. Prosta
l, = l wprowadza skale czasu na osiach 12i l,.
W jednostkowym czasie obserwator O2 przebyl wzgledem O,

odcinek PQ, czyli dlugosc PQ jest równa V21' Podobnie'pS =
= V3h a QS = V32. Predkosc wypadkowa jest wiec suma
predkosci V32 i V21' Rys.6a

Rys. 6b przedstawia trzech obserwatorów poruszajacych sie z predkosciami bliskimi predkosci swiatla.
Niech OP bedzie jednostka czasu obserwatora Ol' Wtedy

1'Q = PQ = V,1o
S1'

oraz

V3, +V21

1+V32' V21

WS

OW
QS i V31

V32 = OQ

S1' 1
Z podobienstwa trójkatów QS1'i QOP wynika: - = --, czyli S1' = V'2

QS OQ
S1'+TW

czyli 1'Q = V'2' V21. Stad predkosc O, wzgledem 01 V'l = ~--
, 1+TQ

....~

~' .•



Planety w sierpniu i we wrzesniu 1985 r.

W sierpniu i we wrzesniu Wenus, podobnie jak Merkury, widoczna jest o brzasku we
wschodniej stronie nieba.

28 sierpnia Merkury bedzie w najwiekszej elongacji zachodniej, a wiec z Ziemi widoczny bedzie
najdalej na zachód od Slonca, niewiele przed jego wschodem. W okolicach tej daty mozna go
zaobserwowac nad ranem nisko nad wschodnim horyzontem.

J. U,

Równiez Mars w tych miesiacach pojawia sie na niebie porannym. Przeszedl on faze
kOJ;}iunkcji(zlaczenia) ze Sloncem 6 lipca i od tej pory coraz wczesniej wschodzi przed Sloncem.
Na poczatku wrzesnia wraz z Merkurym i Regulusem (a Lwa) utworzy charakterystyczna
konfiguracje trzech dosc jasnych obiektów niebieskich, 4 wrzesnia o godzinie 23 Mars znajdzie
sie zaledwie 0:8 na pólnoc od Merkurego. Choc o tej porze nie beda jeszcze widoczne, to nawet
pare godzin pózniej, gdy oba ciala pojawia sie juz nad horyzontem, beda jeszcze bardzo blisko
siebie. 9 tvrzesnia Mars przejdzie <l:7 na pólnoc od Regulusa.

Jowisz przez caly rok 1985 przebywa w konstelacji Koziorozca. Jego okres obiegu wokól
Slonca wynosi 12 lat, a wiec srednio jeden gwiazdozbiór zodiakalny przemierza w ciagu roku.
Faza koniunkcji Jowisza ze Sloncem przypadla w czasie, gdy gwiazdozbiór Koziorozca nie byl
widoczny, mianowicie w styczniu. Jego opozycja nastapi 4 sierpnia, najlepiej wiec obserwowac go
w okolicach tej daty. Jest wtedy obiektem -2,8 wielkosci gwiazdowej.

Saturn i Uran w sierpniu i we wrzesniu swieca na niebie wieczornym nisko nad zachodnim
horyzontem, Uran, choc teoretycznie powinien byc widoczny golym okiem, jest trudny do
odnalezienia, bowiem w tym roku znajduje sie pomiedzy gwiazdozbiorami Strzelca i Skorpiona,
w obszarze Drogi Mlecznej, bardzo bogatym w gwiazdy podobnej jak on jasnosci.

--
Rozwiazanie zadania M 405. Wykazemy tez~
zadania indukcyjnie ze wzgledu na n -liczbe
skrzyzowan w miescie. (Skrzyzowanie to

punkt. w którym spotykaja sie trzy lub wiecej
dróg,) Dla n = I teza jest oczywista.
Przypuscmy. ze w dowolnym miescie O co
najwyzej n skrzyzowaniach teza zadania
zachodzi. Rozwazmy miasto B z n + I
skrzyzowaniami. Niech x i y beda dowolnymi
sasiednimi skrzyzowaniami w B. W pewnym
okresie remontu na ulicy laczacej x i y
wprow3ulono ruch jednokierunkowy: np.
z x do y, Rozwazmy naj krótsza mozliwa
wówczas droge z y do x, droga ta wraz

z ulica z x do y tworzy zamkniety cykl S
, (bez przeciec), Rozpatrzmy teraz miasto B'

którego plan jest utworzony z planu B przez
"sklejenie" wszystkich skrzyzowan lezacych na
S w jedno skrzyzowanie s laczace wszystkie
ulice ze sklejanych skrzyzowan (byc moze
plan miasta B' nie da sie zrealizowac na
plaszczyznie, ale to niczemu nie przeszkadza).

B' spelnia zalozenia zadania ima nie wiecej
niz n skrzyzowan, a wiec mozna w B'

wprowadzic ruch jednokierunkowy. W B

mozemy teraz w cyklu S ustalic ruch w jedna
(dowolna) strone. a na pozostalych ulicach
wprowadzic ruch jednokierunkowy. taki jak
na odpowiadajacych im ulicach B'.

Jesli na przyklad w ukladzie Oz poruszaja sie naprzeciw siebie dwie czastki o predkosciach
V2I = V32 = 0,9, to ich predkosc wzgledna jest równa "tylko" V31 = 0,994, a nie 1,8, jak
wynikaloby z (*), Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze dla dowolnych V32 i V2I predkosc
V3I < 1.

Predkosc swiatla jest maksymalna predkoscia, z jaka moga rozchodzic sie sygnaly. Dlatego
zaskakujaca moze sie wydac informacja, iz promien swiatla obracajacego sie pulsara padajac na
Ziemie tworzy "plamke swietlna", która moze sie' przesuwac z predkoscia duzo wieksza od
predkosci swiatla. Na przyklad dla pulsara w Mglawicy Krab predkosc ta jest równa okolo
JO'8 km/s. Jednak zadna informacja nie moze byc w ten sposób przekazywana miedzy dwoma
punktami na Ziemi, bo kazdy punkt toru plamki tworza nowe fotony nadchodzace z pulsara.
Jesli mimo wszystko przyjmiemy mozliwosc rozchodzenia sie sygnalów z dowolna predkoscia,

Rys; 6c napotkamy istotne trudnosci. Na rysunku 6c dwaj obserwatorzy 01 i O2 wymieniaja miedzy soba
sygnaly. Obserwator 01 porusza sie ruchem jednostajnym (w ukladzie O), a nastepnie zatrzymuje
sie· Obserwator O2 poczatkowo spoczywa, a potem zaczyna poruszac sie z predkoscia równa
poczatkowej predkosci 01' Czytelnik latwo sprawdzi, ze zdarzenia A i A 1 oraz C i C1 sa
równoczesne z punktu widzenia obu obserwatorów. Zalózmy, ze O2 wyslal w kierunku 01 sygnal
o nadswietlnej predkosci (zdarzenie A). Odbiór sygnalu przez 01 (zdarzenie B) nastapil
w chwili pózniejszej niz Al' W odpowiedzi 01 wyslal sygnal (zdarzenie C), który odebral O2

(zdarzenie D). Zdarzenie D jest niewatpliwie skutkiem zdarzenia A, a jednak z punktu widzenia
obserwatora O2 zachodzi wczesniej niz A, czyli skutek poprzedzil przyczyne. Taka petla
przyczynowo-skutkowa jest wiec sprzeczna z zasada przyczynowosci gloszaca, iz obecnie nie
mozemy wplywac na to, co dzialo sie w przeszlosci.

Na zakonczenie - akademicki problem dla Czytelnika. Rysunek 6d przedstawia linie swiata
emitujacej swiatlo czastki o nadswietlnej predkosci. Co zaobserwuje inercjalny obserwator O?
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Patrz w niebo

W opisie na odwrocie poprzedniego
sektora wspomnielismy
o zmianach wspólrzednych
gwiazd na skutek ruchu
precesyjnego Ziemi. Teraz chcemy
omówic ruchy wlasne gwiazd. Nie
bedziemy tu wspominac
o malutkich okresowych
zmianach polozenia wywolanych
paralaksa i aberracja swiatla czy
ewentualnymi ruchami
skladników ukladów wielokrotnych.
Chcemy mówic o zmianach
wywolanych przemieszczeniem
gwiazd wzgledem Slonca. Sa to
oczywiscie zmiany bardzo
powolne, jednak potrafimy je
mierzyc i wyznaczac kierunek
ruchu gwiazd.

Spójrzmy na rysunek l. Przedstawia on znany
z poprzedniego sektora gwiazdozbiór Wolarza. Czarno
zaznaczono polozenia gwiazd w roku 1985. Kolorem
zaznaczono jednoczesnie, jak zmienia sie te polozenia do
roku 11985, to znaczy w ciagu najblizszych 10 tysiecy lat.
Jak widac, wszystkie (oprócz Arktura) gwiazdy poruszaja
sie bardzo powoli. Arktur jest jakby gwiazda wlóczega,
która -szybko przemierza okolice Ukladu Slonecznego;
pisalismy o niej kilka lat temu w Patrz w niebo.

Na drugim rysunku widzimy wyglad nieba w roku 101985, czyli za
100 tysiecy lat. Tu juz wiele sie zmienilo. Arktur uciekl juz dawno
z Wolarza i po przebyciu gwiazdozbiorów Panny, Kruka i Weza
Wodnego swieci jasno w Centaurze. Ale i inne gwiazdy tez
znacznie zmienily swoje polozenia: 'YJ "zaraz" wskoczy do Panny,
<5 jest juz w Koronie Pólnocnej. Ponadto do centrum pieciokata
({3,y, <5, c, (!) zbliza sie {3Korony Pólnocnej.

Wszystko sie wymieszalo. Ciekawe, jak poradza sobie z tymi problemami wysokie
komisje Miedzynarodowej Unii Astronomicznej zajmujace sie wyznaczaniem
granic gwiazdozbiorów i przynaleznoscia gwiazd do poszczególnych konstelacji.
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Rys_ l. Wyglad wspólczesny gwiazdozbioru
Wolarza oraz za lO tysiecy lat.
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Rys. 2. Co pozostanie z gwiazdozbioru
Wolarza za 100 tysiecy lat.


