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Ogladajac mape jakiegos dorzecza
mozemy zauwazyc i to
ze plynac z pradem

. obojetnie skad
w koncu znajdziemy sie wszyscy
w tym samym miejscu
plynac zas pod prad
mamy szanse
zawedrowac w naj przerózniejsze okolice

I choc przedstawiajac Wam
fragmenty aktualnej wiedzy
kierujemy Was z pradem
ku typowemu wspólnemu wyksztalceniu
to jednak liczymy na' to
ze wielu
nabyta umiejetnosc myslenia wykorzysta
dla samodzielnego wedrowania
tam, gdzie nikogo jeszcze nie bylo

Myslenia pod prad
w meznane
Zyczy Wam
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P'Xla.vszy od te~o numeru Delty za'l'leszcuc bedzIemy kolejne odcirkI ,ser ..Ilu" pl. Tel'na W>'g.ed'lOsci. Po V.y~:eclU• zszyciu wszyst
oddnkó"\' Czyteln.k otrzyma niekonwenCJOnalny wstep de sZl.-Zegolnej I ogclLtiJ teori. wzgledno~cl .
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l. Czasoprzestrzen

Kazdy rozciagly w czasie i przestrzeni proces fizyczny mozemy podzielic na
elementarne zjawiska ograniczone do tak niewielkich obszarów przestrzeni
i trwajace tak krótko, ze ich rozciaglosc mozna zaniedbac. Jesli abstrahujemy
jeszcze od tego "co zaszlo" w kazdym z tych zjawisk, pozostanie informacja o tym
"gdzie" i "kiedy". Kazda taka para (miejsce, czas) okreslana jest w teorii
wzglednosci terminem - zdarzenie. Czasoprzestrzen to zbiór wszystkich zdarzen.

Ruch punktu materialnego jest reprezentowany w czasoprzestrzeni przez
zbiór zdarzen okreslajacych, gdzie znajdowal sie punkt materialny w kazdej
chwili. Zbiór ten zwany linia swiata punktu materialnego reprezentuje cala
jego historie.

Jak wybrac w czasoprzestrzeni uklad wspólrzednych, tj. jak kazdemu zdarzeniu
przypisac czwórke liczb?

Zgodnie z pierwsza zasada dynamiki Newtona istnieje klasa wyróznionych
ukladów odniesienia (w przestrzeni) zwanych ukladami inercjalnymi, w których
swobodny punkt materialny porusza sie zawsze ruchem jednostajnym
i prostolin~owym.
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Wezly i sploty

Ciekawym przykladem wezla jest sweter zrobiony na drutach. Na rysunku

pokazany jest przykladowy wzór swetra.

Dr Józef PRZYTYCK,

Wezel jest zazwyczaj utozsamiany z poplatanym sznurkiem,
scisle jest to okrag, SI, zanurzony w trójwymiarowa przestrzen
euklidesowa E3. Wezly, które spotykamy w zyciu, w szczególhosci
w zeglarstwie i alpinizmie, maja zazwyczaj wolne konce. Aby
móc prowadzic scisle rozwazania, laczymy te konce.

Splot sklada sie, byc moze, z wielu skladowych (sznurków).
Dokladniej jest to rodzina rozlacznych okregów zanurzonych
w E3• A wiec wezel jest to splot o jednej skladowej. Dwa wezly
(sploty) nazywamy równowaznymi, jesli jeden mozna otrzymac
z drugiego przez ruch w przestrzeni bez ciecia i wiazania.
Odpowiada to dokladnie intuicji "takich samych wezlów".

Jednym z kluczowych problemów teorii wezlów jest

znalezienie metody, za pomoca której mozna stwierdzic, czy dane
dwa wezly (sploty) sa równowazne, czy nie. Problem ten nadal
nie jest rozwiazany w pelnej ogólnosci.

Niezmiennikiem wezla (splotu) nazywamy obiekt algebraiczny
(np: liczbe, wielomian, grupe) przypisany kazdemu wezlowi
(splotowi) w ten sposób, by równowazne wezly (sploty) mialy
przypisane takie same obiekty. Oczywiscie idealem byloby,
gdyby nierówno;"azne wezly (sploty) mialy przypisane rózne
obiekty. Niestety, tak dobrych niezmienników nie ma i w teorii
wezlów stosuje sie wiele róznych niezmienników dostosowujac
ich uzycie do sytuacji.

Jest jeszcze inny problem, prawie wszystkie znane niezmienniki
definiuje sie zawile uzywajac aparatu topologii algebraicznej.
Jesli juz zdarzy sie niezmiennik o prostej definicji, to jest on
malo uzyteczny i trudno obliczalny, np. minimalna liczba
punktów samoprzeciecia wezla zrzutowanego na plaszczyzne
(przy uwzglednieniu wszystkich mozliwych rzutów).

Na rysunku przedstawiona jest linia
swiata swobodnego punktu

x materialnego.L1x

L1t 1-------71..I II II I

/
Czytelnikowi pozostawiamy naszkicowanie linii swiata /
oscylatora harmonicznego, punktu materialnego
przyspieszanego jednostajnie oraz odbijajacego sie od
dwóch równoleglych zwierciadel fotonu.
(cdn.)

t

W czasoprzestrzeni takimi wyróznionymi ukladamilwspólrzednych sa te. w których linia swiata swobodnego

. punktu materialnego jest linia prosta. W dalszym ciagu
ograniczymy sie tylko do takich ukladów. Poza tym
zaniedbamy dwa wymiary przestrzenne, co pozwoli
zilustrowac wiekszosc problemów na dwuwymiarowych

./ rysunkach. Na osi pionowej odkladac bedziemy czas,
; na osi poziomej - polozenie....--...

x

Na rysunku widoczne sa linie

swiata srod\<ów mas kul
w ukladzie trzech wahadel

do demonstracji zderzen
sprezystych.

t [godzGMT1

8

x{km]

611? ~I, ~I, 1~1 1~1,
'w-wo Tluszcz Malkinia lapy Bialystok

Rysunek przedstawia linie swiata
pociagu Warszawa-Bialystok:
a) zgodna z rozkladem jazdy i
b) rzeczywista. Odcinki równolegle
do osi czasu odpowiadaja postojom
pociagu·

.9
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Wezel trywialny
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Wezel trywialny o k skladowych

Niezmiennik opisany w dalszej czesci artykulu jest jedynym, który
sie latwo definiuje, prosto oblicza, w dodatku odróznia on wiele
wezlów i splotów (chociaz nie wszystkie). Obiektami
przypisywanymi splotom sa wielomiany o wspólczynnikach

,calkowitych nazywane wielomianami Conwaya, na czesc ich
odkrywcy, angielskiego matematyka J. H. Conwaya.

•
• L

Skrzyzowania w diagramie zorientowanego splotu dziela sie na

dwa rodzaje. Bedziemy je nazywac skrzyzo)\'aniami typu most
(rys. la) i skrzyzowaniami typu tunel (rys. lb) - zaleznie od
tego, która z dróg (most czy tunel) ma pierwszenstwo przy
przejezdzie. Pierwszenstwo ma ta droga, do której druga droga
dochodzi z lewej strony. Zauwazmy, ze jesli orientacja calego
skrzyzowania, tj. obu dróg, zmieni sie na przeciwna, to typ
skrzyzowania nie ulegnie zmianie. W szczególnosci typy
skrzyzowan wezla nie zaleza od jego orientacji. Typy
skrzyzowan wezlów trójlistnych podane sa na rysunku.

Niezawezlony okrag nazy\yamy wezlem trywialnym, ogólnie k
niezawezlonych okregów nazywamy trywialnym splotem o k

skladowych. Wiele przykladów nietrywialnych wezlów znanych
jest zapewne Czytelnikom uprawiajacym zeglarstwo lub alpinizm.
Niektóre z nich-przedstawiamy na rysunkach. Potem, za pomoca
wielomianu Conwaya spróbujemy je rozrózniac. Okaze sie, ze
wiekszosc da. sie rozróznic, ale nie wszystkie. Wielomian
Conwaya jest za slabym srodkiem, by odróznic np. lewostronny
wezel trójlistny od prawostronnego czy wezel plaski od babskiego.

Wielomian Conwaya definiujemy dla zorientowanego splotu,
tzn. kazdy okrag (sznurek) ma zadany kierunek (na rysunkach
zaznaczany strzalka). Okazuje' sie jednak, ze dla wezla
orientacja jest nieistotna, wezel z przeciwna orientacja do danego
ma ten sam wielomian Conwaya.,~,III

",I,
l',

Wezel ósemkowy (ósemka pojedyncza i podwójna) uzywany w zeglarstwie do
pogrubienia konca liny. Podwójna ósemka moze lez sluzyc do niewielkiego
skrócenia liny.

Taternicy stosuja wezel trójlistny w formie kluczki.

Wezel trójlistny (trójli.tnik) lewo - i prawostronny

0000(2)=0\

Kt Kt Lt

Twierdzenie. Kazdemu zorientowanemu splotowi K mozna

przyporzadkowac wielomian VA: o wspólczynnikach calkowitych
(zwany wielomianem Conwaya) tak, by byly spelnione ponizsze
warunki:

(a) Wielomian VA:jest niezmiennikiem splotu K.
(b) Wielomian Conwaya wezla trywialnego jest równy I.
(c) Jesli trzy sploty K, K, L maja identyczne diagramy wszedzie,
z wyjatkiem fragmentów przedstawionych na rysunku l, to

VK(Z) - V,,(z) = zV L(Z).

Powyzsze warunki wyznaczaja wielomian Conwaya jednoznacznie.

OOC([)QD=O
Rys. 2. Mamy: V'L1 = '\h, = I (c warun!.;u b): \7KI = \K, = O (bedzie
pokazane dalej); V'A:l(Z)-V'K\(Z) = ZV'L,(Z) i V'K,(Z)-V'K,(Z) = ZV'L,(Z)
(z warunku c): Tak wiec V'Kl(Z) = z; V'x,(z) = -z.

ZwrÓCmy uwage, ze we fragmencie odrózniajacym sploty K i K
w splocie K wystepuje skrzyzowanie typu most, a w splocie K
skrzyzowanie typu tunel. Trzeba o tym pamietac obliczajac
wielomian Conwaya splotu (rys. 2). Dowód tego, ze wielomian

Conwaya jest wyznaczony jednoznacznie, wymaga bardziej
zaawansowanych metod topologii algebraicznej. Zainteresowanych
Czytelników odeslac moge do skryptu Topologia 3-wymiarowych
rozmaitosci W. Jakobsche i autora artykulu (bedzie wkrótce

wydany przez Uniwersytet Warszawski). Tutaj wykazemy
jedynie, ze mozna okreslic wielomian Conwaya dla' kazdego
zorientowanego splotu.



c

A

B

0= Vx(z)-Vx(z) = zVL(z),

B

&~cefo
Rys. 5

Vx(Z) = Vx(z)

czyli VL(z) = O.

A teraz kilka przykladów. Zacznijmy od lewostronnego wezla
trójlistnego. Stosujac dW!lkrotnie warunek (c) (patrz rys. 5)
otrzymujemy

Teraz w dowodzie istnienia wielomianu Conwaya dla kazdego
zorientowanego splotu zastosujemy indukcje wzgledem liczby
samoprzeciec (skrzyzowan) w diagramie splotu. Splot, którego
diagram nie ma samoprzeciec, jest splotem trywialnym. Jesli jest
on wezlem (ma tylko jedna skladowa), to jego wielomian jest
równy 1. Jesli ma wiecej niz jedna skladowa, to jest on

rozkladalny i jego wielomjan jest równy O.

Zalózmy teraz, ze dla splotów, które maja mniej niz n

samoprzeciec, wielomian Conwaya jest juz okreslony. Rozwazmy
diagram splotu z n samoprzecieciami. Znajomosc wielomianu
Conwaya tego splotu jest równowazna znajomosci wielomianu
splotu otrzymanego z niego przez zamiane pewnej liczby mostów
na tunele i tuneli na mosty. (Korzystamy z warunku (c) i z tego,
ze splot L w tym warunku ma mniej samoprzeciec niz K i K,
a wiec jego wielomian jest juz okreslony). Zatem wystarczy znac
wielomian Conwaya jednego ze splotów z rysunku 4. Pierwszy
z tych splotów jest rozkladalny, a drugi jest równowazny ze
splotem, którego diagram ma mniej niz n samo przeciec. Konczy

to indukcyjny dowód istnienia w~elomianu Conwaya.

Dowód rozpoczniemy od obliczenia wielomianu Conwaya
splotu rozkladalnego. Splot nazywamy rozkladalnym, jesli jego
diagram da sie podzielic na dwa rozlaczne kawalki, kazdy
lezacy w swojej skrzynce (tak jak splot L na rysunku '3).
Wykazemy, ze wielomian Conwaya splotu rozkladalnego jest
równy O. Zauwazmy, ze splot Kz rysunku 3 mozemy otrzymac ze
splotu K przez obrót górnej czesci 0.360°, a wiec K jest
równowazny K. Mamy zatem

L

g
eJ
II I

~

~

b)

Rys. 4. Startujemy z dowolnego punktu (oznaczonego kropka) i posuwajac sie
zgodnie z orientacja zmieniamy tunel na most lub most na tunel tak, by droga,
po której poruszamy sie, szla góra. Albo dojdziemy z powrotem do kropki (a),
albo do skrzyzowania z juz przebyta droga (b).

. ,
~~ ~ aJ,
I .01"

Rys. 3

K

Wezel ratowniczy (skrajny tatrzanski). W tablicach wezlów oznaczany
symbolem 63 jako trzeci o diagramie z szescioma punktami samoprzeciecia.
(Pozostawiamy Czytelnikom sprawdzenie, ze oba rysunki przedstawiaja ten sam
wezel). Uzywany jest przy wyciaganiu z wody czlowieka, który nie utracil
przytomnosci. Jedna reka ratowany moze trzymac sie liny, a druga zawiazac
wezel ratowniczy i znalezc sie w niezaciskajacej sie petli.

Zwiaz wantowy (przez taterników zwany wezlem rybackim) sluzy do laczenia
dwóch lin.

Wezel plaski i wezel babski. Przy wiazaniu wezla plaskiego latwo sie pomylic
i zawiazac wezel babski, mniej pewny, a trudniejszy do rozwiazania ..

v..•(z) = V:;t(z)+zVB(z) = l+zVB(z)

VB(z) = Vjj(z)+zVc(z) = z.

Tak wiec V.•(z) = 1+zz. Stad wnioskujemy, ze wezel
trójlistny lewostronny nie jest wezlem trywialnym.

Nie musimy obliczac oddzielnie wielomianu Conwaya
prawostronnego wezla trójlistnego. Zauwazmy bowiem, ze jest on
lustrzanym odbiciem wezla lewostronnego (wszystkie mosty
zmieniaja sie w tunele). Prawdziwy jest nastepujacy fakt: Jesli
splot I(K) jest lustrzanym odbiciem splotu K, to VI(X)(Z) =.
= Vx( - z). Wystar~zy w tym celu sprawdzic, ze wielomian V x
okreslony wzorem

Vx(z) = V/(X)(-z)



a zatem

kll=BBARys. 7

VX(Z)-Vi(Z) = zVL(z).

W szczególnosci wielomian Conwaya prawostronnego wezla
trójlistnego jest tez równy l +Z2. Aby odróznic oba trójlistniki,

trzeba uzyc bardziej zaawansowanych metod topologii
algebraicznej.

Zauwazmy jeszcze, ze jesli splot - K otrzymany jest ze splotu K

przez zmiane orientacji wszystkich skladowych, to Ueszcze
latwiej niz poprzednio) mozna udowodnic, iz Vx(z) = V_x(z)
Uesli w tozsamosci (c) wszystkie sploty zmienimy na przeciwne,
to pozostanie ona prawdziwa). W szczególnosci wielomian wezla
nie zalezy od orientacji wezla.

Obliczmy jeszcze wielomian Conwaya wezla ratowniczego (rys. 6).
.Djest wezlem trywialnym', Esplotem rozkladalnym, a F wezlem
trójlistnym. Stosujac dwukrotnie warunek (c) otrzymujemy:

Vn(z) = Vj)(z)+zVE(z) = l + z(Vi(z)+zVF(z» =
= l+z2'(I+z2) = l+z2+z4.

Tak wiec wezel ratowniczy nie jest ani trójlistnikiem, ani
wezlem trywialnym.

spelnia warunki (a), (b), (c), a wiec z jednoznacznosci
wielomianu Conwaya mamy Vx(z) = Vx(z), czyli to, co trzeba
bylo dowiesc. Przy sprawdzaniu warunku (c) nalezy zauwazyc, ze
tam, gdzie w splocie K byl most, tam w splocie leK) jest tunel
i odwrotnie, a wiec z warunku (c)

VI(i)(z)-V1(X)(z) = ZVI(L)(Z),

czyli, zmieniajac z na - z

VI(X)(-Z)-V1(K)(-Z) = ZVI(L)(-Z),

=0

Rys,8

Wyblinka traktowana jako splot o dwóch skladowych: lina i karabinek, do
którego przymocowano line.

Rys. 6

€J. 0
Rys.9

Rys. 10. Oto równie skuteczny jak ratowniczy wezel niezaciskajacy sie. Czy
wielomian Conwaya odróznia go od wezla ratowniczego?

Wielomian Conwaya wezla plaskiego i babskiego znajdziemy bez
specjalnych obliczen. Wprowadzmy pojecie sumy splotów. Suma
splotów A i B jest pokazana na rysunku 7. W przypadku
wezlów jest ona okreslona jednoznacznie, natomiast dla splotów
nie bedacych wezlami trzeba jeszcze powiedziec, które skladowe
laczymy. Prawdziwy jest wzór

V.q,B(Z) = V •• (z)· VB(z).

Dowodzimy go przez indukcje wzgledem liczby punktów
samoprzeciecia w diagramie B. Szczególy pozostawiam
Czytelnikom.

Zauwazmy teraz, ze wezel plaski jest suma dwóch róznych
trójlistników (rys. 8), a wezel babski suma dwóch prawostronnych
trójlistników (rys. 9). Tak wiec ich wielomiany Conwaya sa oba
równe (l + Z2) . (l + Z2) = 1+ 2Z2 + Z4. Aby te wezly odróznic,
znów trzeba korzystac z innych metod.

Nie powinno jednak nikomu pozostac wrazenie, iz sa jakies
niezmienniki wezlów znacznie lepsze niz wielomian Conwaya,
a tylko niedostepne dla niezaawansowanego Czytelnika: Jest
wrecz przeciwnie - wielomian Conwaya to najlepszy znany
pojedynczy niezmiennik.

Proponuje teraz Czytelnikom obliczenie wielomianu Conwaya
innych wezlów i splotów opisanych w artykule (przy wyblince
nalezy zwrócic uwage, ze wynik moze zalezec od orientacji
skladowych).



, F=-1[-( -F; F;- D Fa. Wezly

,
drugiej do trzeciej

1
{J ~ 0:3 +0:2 + ix •

Ze wzrostem sily FI rosnie takze nacisk NI i wezel zaciska sie.

Potrójna wyblinka z rysunku 6 zacisnie sie, jesli

0:{JF3 ~ FI'

o:FI +0:{JF3 = F2,

o:F2 +0:{JF3 = 1"3'

Po podstawieniu pierwszej zaleznosci do drugiej
dostajemy warunek

Fa

Fa

Rys. 4

Rys. 3

Na rysunku 4 przedstawione jest przeciecie. Fragment liny o naprezeniu NI
Rys. 5 dociska do walca line lezaca pod nim. Im wieksze jest naprezenie w górnym

odcinku, tym wiekszy jest nacisk, a wiec i sila tarcia. Zalózmy, ze przy naprezeniu
NI sila tarcia T = {JNI• Równowage zapewnia wtedy sila

Fo F=Fo-{Jl'fI'

Parametr {J zalezy od wspólczynnika tarcia liny o line oraz liny o walec,
a takze od stednicy walca i liny. Dla nylonowej linki na stalowym walcu {3~ 0,2.

Ry•. 6 Ustalimy teraz warunki, jakie musza spelniac parametry o: i {J, aby wyblinka
(rys. 5) wytrzymala dowolne obciazenie Fo.

Teraz na swobodny koniec liny nie dziala zadna sili, a wiec naprezenie FI
za pierwszym przecieciem nie moze przekraczac {JNI:

FI ~ {JNI.

Jedno owiniecie zmniejsza naprezenie o: razy, z czego wynika, ze

NI = aFI•

Obie zaleznosci spelnione sa dla dowolnej sily FI' jesli tylko

{J ~ 1/0:.

Jakie wezly sa izomorficzne? - to ciekawy problem dla matematyka
(por. artykul J. Przytyckiego). Fizyka, i nie tylko, interesuje przede wszystkim to,
aby wezel dobrze trzymal. W ocenie jakosci wezlów oraz projektowaniu wezlów
o zadanych wlasnosciach pomoze Czytelnikowi opis dzialania wezlów,
który przedstawimy w dalszym ciagu.

Na 'poczatek zajmiemy sie wezlami wiazanymi na walcu (kolku, pacholku,
pole~ze) o srednicy istotnie wiekszej od srednicy liny. Idealny wezel to taki,
który wytrzymuje dowolne obciazenie, az do zerwania liny. Obciazenie to
moze byc skierowane, w zaleznosci od przeznaczenia wezla, wzdluz walca
lub prostopadle do niego.

Lina bez wezlów jest w równowadze tylko wtedy, gdy na oba jej konce dzialaja
sily o równych wartosciach. Identyczne sily dzialaja wtedy równiez na kazdy
fragment liny (rys. 1)..

W dowolnym wezle mozna wyróznic owiniecia i przeciecia.

Na rysunku 2a przedstawione jest jednokrotne owiniecie. Sila F potrzebna do
zrównowazenia obciazenia Fo jest teraz mniejsza od Fo, bo na kazdy fragment
liny stykajacy sie z walcem dziala dodatkowo sila tarcia (rys. 2b). Zalózmy, ze
jedno owiniecie o: razy zmniejsza sile F. Gdy sa dwa owiniecia (rys. 3), na drugi
zwój dziala ze strony pierwszego sila Fo/o: i aby ja zrównowazyc, wystarczy wolny
koniec liny ciagnac sila FO/o:2. Dla n owiniec F = Fo/O:". Parametr o: zalezy
tylko od wspólczynnika tarcia liny o walec. Przykladowo dla liny konopnej
i drewna o: = 23, a dla liny nylonowej i g~adkiej stali o: = 4.

Warto w tym miejscu zauwazyc, ze trzykrotne owiniecie konopnej liny na
drewnianym kolku zmniejsza sile konieczna do zrównowazenia obciazenia ok.
12000 razy, tj. do utrzymania w równowadze 12-tonowego ciezaru wystarczy

Fi. sila 1 kG.

Rys. 8

Rys. 7

o=
F=O

F

Rys. I
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Rys. 9

Rys. 10

Rys. 11

Dodatkowe owiniecia w potrójnej wyblince oSlabiaja ograniczenia na
Rarametr p. Moze sie zdarzyc, ze wezel taki zacisnie sie tam, gdzie wyblinka
nie wystarczy.

Latwo tez zauwazyc, ze jesli
1

P ~ oc2 + oc '

to trzecie owiniecie nie jest potrzebne.

Pozostawiamy do sprawdzenia Czytelnikowi, ze:

a) modyfikacja wyblinki z rysunku 7 nie zwieksza uniwersalnosci wezla,,
b) wezel wieszakowy (rys. 8) jest lepszy niz wyblinka;
swobodny koniec jest w tym wezle dociskany sila blizsza pelnemu obciazeniu
niz w wyblince,

c) jeszcze lepszy (teoretycznie) jest wezel z rysunku 9,

d) wezly do wiazania haczyków wedkarskich (rys. 10 i 12) wymagaja takich
samych wartosci oc l p jak wyblinka i potrójna wyblinka,

e) wezel szotowy wiazany na grubej linie (rys. 12) ma wlasnosci podobne
do wyblinki.

Wiazac opisane wezly latwo sie przekonac, ze przedstawiona teoria pozostawia
wieJe do zyczenia. Nie uwzglednia m. in. tego, ze nie wszystkie
przecieciapracuja tak samo, szczególnie·w przypadkach, gdy lina przecina
wiele owiniec. Poza tym nie daje sie prosto uogólnic na wezly laczace liny
o tej samej grubosci. Zachecamy CZytelników do prób jej udoskonalenia.

(na podstawie Am. JournaloJ Physic.s 45 (1977)185)

adania

Redaguje mgr Witold MARCISZEWSKI

M 387. Znalezc pierwiastek kwadratowyz liczby 11 .. 0 1 22 o.. 250---
n-razy (n+ 1)-razy

Rozwiazanie na str. 10

M 388. Czy mozna podzielic szachownice 8 x 8 trzynastoma prostymi tak, aby kazda z uzyskanych
czesci zawierala najwyzej jeden srodek pola szachownicy?
Rozwiazanie na stro 11

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 164. Kolorowe szklo po roztarciu staje sie bialym proszkiem. Jak odkryc jego pierwotna
barw ? •e·

Rozwiazanie na str. 10

F UiS. Schodzac do ladowania samolot wynurza sie z chmury i trafia w padajacy z niej deszcz.
Jak wyjasnic radykalna poprawe widocznosci (z kilkudziesieciu na kilkaset metrów)?
Rozwiazanie na str. 11
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mala'della

Lokalne minimum dlugosci, czyli geodezyjne

Czy uwierzycie, ze jesli sklei sie narysowany obok
stozek, to lamana na nim okaze sie gladka linia?
Zreszta, nie musicie wierzyc - przerysujcie go
dokladnie, wytnijCie i sklejcie.

Jednak pozostaje pytanie, czy mozna to bylo sprawdzic
bez wycinania i klejenia. Oczywiscie, ze tak. Zeby
wpasc na pomysl, jak to zrobic, spróbujmy rozwiazac
problem, przed którym stal niejednokrotnie nasz
kartograf rysujacy mape nieba zamieszczona na
okladce. Sa tam tory planet - jak zapewnic to, by
rysujac kawalki torów na poszczególnych czesciach
zrobic to tak, by po ich sklejeniu tory byly gladkimi
liniami, bez "dziobków"?

Rozwiazmy wiec zadanie: jak gladko przedluzyc
narysowana na rozklejonym stozku linie?

B

~

Wyobrazmy sobie ten stozek juz po sklejeniu. Teraz
juz latwo odpowiedziec na pytanie.

Po "przeciwnej stronie" rozklejonego stozka trzeba
znalezc punkt tak samo odlegly od wierzcholka
i odlozyc tam taki sam kat. Po sklejeniu musi sie
zgodzic!



Aby zapoznac sie z tym trudnym pojeciem blizej,
spróbujmy wyrysowac kilka róznych geodezyjnych
laczacych dwa punkty na walcu (wykorzystujac
oczywiscie spostrzezenia, jakie poczynilismy rysujac
linie na stozku).

Uwaga pierwsza: narysowana przez 'nas linia musi po
rozcieciu walca skladac sie z kawalków prostych ­
inaczej latwo byloby ja skrócic.

Uwaga druga: te kawalki prostej musza byc sklejone
gladko - "dziobek" tez latwo przez naciagniecie nitki
skrócic.

Po tych uwagach latwo juz narysowac kilka
geodezyjnych na walcu. My narysowalismy trzy.
Spróbujcie narysowac ich wiecej. Sklejcie narysowane
przez siebie walce z geodezyjnymi. Sprawdzcie nitka,
ze dobrze narysowaliscie. Teraz juz I;hyba jasno
widac, dlaczego mówilismy o lokalnym minimum
dlugosci, a nie po prostu ó linii najkrótszej.

Dla tych, których zainteresowaly geodezyjne - ciag
dalszy. Najpierw uwaga raczej smutna: moglismy
rysowac geodezyjne na stozku i walcu, bo
powierzchnie te (po rozcieciu) daja sie rozplaszczyc
(naukowo: sa rozwijalne), a na plaszczyznie
geodezyjne to proste (patrz uwaga pierwsza). Do
znajdowania geodezyjnych na dowolnej powierzchni
trzeba posluzyc sie zaawansowana galezia matematyki ­
geometria rózniczkowa. Czasami tylko mozna
geodezyjne "zgadnac" bez jej uzycia - potraficie
chyba wskazac geodezyjna na sferze (czyli powierzchni
kuli).

Nie znaczy to jednak, ze nie mozemy wykorzystac
zdobytych przed chwila informacji do rozwiazania
bardzo trudnego zadania. Bedzie ono dotyczylo
oczywiscie powierzchni rozwijalnej. Chodzi
o narysowanie geodezyjnych mi wstedze Mobiusa.
Powodzenia!

Mala Delte przygotowal Marek KORDOS
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Teraz juz na pewno wiecie, jak sprawdzic, .~zelinia na
pierwszym rysunku po sklejeniu wyglada tak;

Narysowane przez nas na stozku linie maja te
wlasnosc, ze jesli wzdluz nich ulozyc na stozku nitke
i naciagnac ja, to ... nitka sie nie poruszy, nie
przesunie. Znaczy to, ze realizuje ona lokalne minimum
dlugoscI; ze nie mozna od niej przejsc do krótszej linii
laczacej dowolne dwa lezace na niej punkty nie
przechodzaC "po drodze'~ przez dluzsze linie ani nie
przerywajac jej. Taka linie nazywa sie geodezyjna.

t
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Jesli nie czepiac sie sformulowan, to bodajze pierwszym, który zdal sobie sprawe
z faktu, ze

pelna teoria Wszechswiata nie moze byc mniej skomplikowana niz sam
Wszechswiat,

byl Tales. Stanowisko takie nazywane bywa pesymizmem poznawczym. Warto
zwrócic uwage, ze nie ma ono (wlasciwie) nic wspólnego z agnostycyzmem
(programowa niepoznawalnoscia). Tutaj, owszem, poznajemy, ale zawsze tylko
czesciowo.

Wiedza pewna

chocby czesciowa, tez jest przeciez cos warta. Tales, fundator greckiego modelu
nauki, uczynil wiele dla sformulowania warunków prowadzacych do
uzyskiwania twierdzen - taka nazwe nadano "atomom" wiedzy pewnej.

Pierwsza zasada (w pózniejszej, np. pitagorejskiej terminologii) orzeka, ze
twierdzenie musi dotyczyc abstraktów, a nie konkretnych realnych obiektów
Mozna to dobrze zaobserwowac w zdaniu

pies ma cztery nogi,

które nie musi byc prawdziwe w'odniesieniu do konkretnego Azora czy Burka,
bedac jedhak niewatpliwie twierdzeniem zoologii, gdzie nazwa "pies" oznacza
pewien abstrakt, pewien gatunek czworonogów.

Druga zasada (znacznie pózniej jawnie sformulowana, choc mocno zakorzeniona
od czasów Euklidesa) to koniecznosc formalnego wyrazania twierqzen. W istocie
poszerza ona pierwsza zasade dotyczaca (mówiac gramatycznie) rzeczowników
na czasowniki i inne formy jezykowe. Zdanie,
punktów na odcinku jest tyle samo, co na prostej

jest twierdzeniem dopiero po przyjeciu pewnego specyficznego rozumienia
zwrotu, "jest tyle samo", a wiec i wyrazeniu zgody na szereg intuicyjnie
paradoksalnych, pózniej odkrytych, konsekwencji tej formalnej umowy.

Trzecia wreszcie zasada kaze kazde twierdzenie formulowac jako zdanie
warunkowe. Zdanie

woda plynie z góry na dól

jest latwe do sfalsyfikowania przez odkrecenie kranu, choc jakas prawde przeciez
wyraza. Czesto zalozenia nie sa wpisane w samo twierdzenie, a czyni sie je
wszystkie na poczatku, przed przystapieniem do formulowania wiekszej liczby
twierdzen - w takim przypadku nazywa sie je aksjomatyka. Dopiero
w kontekscie owych zalozen (aksjomatów) mozna ocenic, czy zdanie jest
twierdzeniem, czy tez nie. Stwierdzenie, ze

suma katów trójkata jest mniejsza od dwóch katów prostych

nie jest twierdzeniem geometrii euklidesowej i jelit twierdzeniem geometrii
Bolyai-Lobaczewskiego.

Ostatecznie wiec ksztalt twierdzen, elementów wiedzy pewnej ma byc
nastepujacy

jesli zachodza nastepujace warunki ...
i jesli nic innego nie ma wplywu na wynik,
to na pewno bedzie tak ...

Modele, czyli manekiny rzeczywistosci

Pitagorejczycy, którzy pierwsi skodyfikowali sposób budowania twierdzen,
orzekli, ze jedyna dyscyplina umozliwiajaca naprawde poprawne ich formulowanie
jest geometria. Opinie te, rozciagnieta na cala matematyke, podziela i dzis wielu.
Mozna np. znalezc ja w pracach Levi-Straussa, który ubolewa nad aktualna
niemoznoscia pelnego zmatematyzowania antropologii. Matematyzuje sie zreszta
(wlasnie w poszukiwaniu wiedzy pewnej) prawie wszystkie galezie poznania,
w tym wszystkie galezie przyrodpznawstwa. A taka fizyka zostala
zmatematyzowana wlasciwie w calosci.

Za luksus posiadania wiedzy pewnej placi sie jednak bardzo konkretna cene.
W akcie dostosowywania obiektu badanego do mozliwosci wypowiadania o nim

~(lQJft+2+9

(10"+1 .•.5)r.c~!i

n ...35-.--'
{II+ 1)-ra2Y

!"•

Beznadziejne marzenie
o calej prawdzie

ozwipaDie zad.uia M 3&7, Mamy
II . 1 22 .. 25 ~-- -­

(n-razy) (n + •)-razy
"" (102'''' -+- • +-10"+2) t 2· (10"+'

1
••. +10)+5 - 9 (10'0+' 10"+2)+

+ 2 .!. (10"+2 lO) t ~59 9

+2'5'I()II+1 .25) = f~
{ic..~1- 22 ... 25-- -,.­

n-razy (n + I)-razy

--
ia M 336. Rozwazmy

okrag .• oplsllJ1;y na t,ójk\cie A'1!'C', gdzie ­

A', lY, C"aa s~karoj boków Be, AC, AB.
Niech A" B" C" bedzie trójkatem, którego

boki sa równolegle do .<oków trójkata ABC
i styczne do okre&U •. P'omien o~gu s,
jako oksegu wpisa""go w tró'kat ,oj" B" C'

. jest nie mniejSzy niz promien oksegu

wpisanego w trójkllt ABC równoczesnie jest

on równy polowie pro,-;e:c;, okregu

opisz _ '~.' '" : - C
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Rozwiazanie zadania M 388, Niech A bedzie
zbiorem srodków skrajnych pól szachownicy.

Aby wykazac, ze zadany podzial nie jest

mozliwy, zauwazmy, ze 13 prostymi nie
mozna oddzielic wszystkich punktów

zbioru A. Jesli n prostych dzieli zbiór A na k

czesci, to dodajac n + I -sza prosta mozemy
podzielic najwyzej dWIe sposród tych czesci,

a wiec podzielic zbiór A na k + 2 czesci.
Przez indukcje wynika stad, ze zbiór A

trzy~astoma prostymi mozna podzielic na
najwyzej 26 czesci, A zas zawiera 28 punktów.

Rozwiazanie zadania F 165, Pogorszenie
widocznosci w deszczu i we mgle

powodowane jest rozpraszaniem swiatla na
kropelkach wody. Na jaka glebokosc wnika

swiatlo w zawiesine kropel wody

w powietrzu? Dla grubego oszacowania
przyjmijmy, ze cale swiatlo padajace na

krople jest rozpraszane. Koncentracja n
zawiesiny wynosi:

3 V

n= 4;T---;;3'

gdzie V - objetosc wody w jednostce

objetosci po~ietrza, r - promien kropli.
W walcu o przekroju S i dlugosci L
wycietym wzdluz biegu promienia swietlnego
znajduje sie N = L' S' n kropel zawiesiny,

przeslaniaja one wiec powierzchnie a =
N'" .,2. Gdy (j = S, to L = H - zasieg

widzenia; skad otrzymujemy

4,
H = W'

Dla chmury i deszczu V jest prawie

identyczne (krople deszczu powstaja

w wyniku przylaczania malych kropel przez

duze w atmosferze pary nasyconej), ale
krople deszczu sa wieksze i stad dalsza w nim

widocznosc (typowe promienie kropel maja

rozmiary rzedu 10-2cm dla deszczu i 10-3 cm
dla mgly).

Rozwiazanie zadan z artykulu Wezly i sploty

niewatpliwych twierdzen zastepuje sie ten obiekt (zgodnie z przytoczonymi
zasadami) jego abstrakcyjnym substytutem zwanym modelem (najczesciej jest to
model matematyczny). I choc z realiów ów model tworzylismy, sam on jest juz
tylko owych realiów atrapa.

Pierwsza ze specyficznych wlasnosci modeli, na która warto zwrócic uwage, jest
• ich wyizolowanie. Jest w nich to i tylko to, co z rzeczywistosci w danej chwili

~hcielismy wydzielic. "Reszta" rzeczywistosci ulega pelnemu unicestwieniu.
Doskonale widac to przy rozwazaniu np. ruchu dwóch (czy wielu) punktów
materialnych, który rozwazamy w prózni daleko doskonalszej niz jakakolwiek
dajaca sie realnie pomyslec. Mimo to jednak w ten wlasnie sposób stworzono
mechanike nieba.

Druga z cech modeli jest ich regularnosc. Poza niewielka liczba zalozonych
specjalnych wlasnosci ich elementów modele sa wszedzie i zawsze jednakowe.
Tak np. gaz doskonaly (czyli model gazu) spelnia w calym zakresie cisnien
i temperatur prawo Clapeyrona, prawo rozkladu cisnien Daltona itd., itp.

Z tych wlasnie cech wywodzi sie zaleta, dla której modele sie buduje - ich
calkowita i pelna poznawalnosc. One tez stanowia o niemoznosci potraktowania
ich jako tozsamych z rzeczywistoscia.

Tak zwane poprawki

Model oczywiscie mozna doskonalic. Mianowicie - likwidowac kolejno r~znice,
jakie dostrzezemy miedzy nim a realiami. Dopasowywac model do rezultatów
naszych kontaktów z rzeczywistoscia, czyli zarówno programowych, jakc
i przypadkowych doswiadczen.

Naj powszechni ej stosowana metoda to ograniczenie stosowalnosci modelu.
I tak mówimy, ze mechanika klasyczna jest dobrym modelem dla niewielkich
predkosci, gaz doskonaly sprawdza sie w srednich temperaturach i dla duzych
rozrzedzen itd. W ten sposób nasza wiedza pewna staje sie .coraz bardziej
fragmentaryczna. W granicy wiemy wszystko o niczym.

Nastepna z metod komplikuje model. Dolacza sie do wzorów kolejne czlony,
coraz dluzsze i coraz bardziej zlozone. Równania zaczynaja powoli wykraczac
poza nasze mozliwosci ich rozwiazania, a potrzebnych do nich danych zac~yna oyc
wiecej, niz jestesmy w stanie zgromadzic. W granicy nie wiemy nic o wszystkim.

Wreszcie mozemy modelom nadac charakter statystyczny zastepujac ich
kategoryczne orzeczenia stwierdzeniami O wystapieniu takich czy innych zjawisk
z okreslonym prawdopodobienstwem. W konsekwencji wiemy wszystko
o wszystkim, ale nie na pewno ..

Tak czy inaczej owo poprawianie w znacznej mierze likwiduje cel, dla którego
w ogóle modele zaczeto budowac.

hie Jedna wiedza a wiele

Latwo zrozumiec poprawianie (czy psucie, jak kto woli) pieknych, prostych,
zrozumialych modeli rzeczywistosci. Istotnie, jesli wynik uzyskany w praktyce
odbiega od modelowego przewidywania, cos trzeba zmienic. Stary dowcip mówi,
ze sa jednak trzy mozliwosci. Albo zmienic model, albo zmienic rzeczywistosc,
albo zmienic, ze odbiega. Dowcip zaleca zastosowanie trzeciego wyjscia. Sadze, ze
w omawianej sprawie owo zalecenie tez jest wlasciwe. -

Te zbyt moze piekne i zbyt moze proste modele w okresie swojego rozkwitu od
XVII po XX wiek sprawdzily sie przeciez dajac ludziom przemysl, energie pary
i elektrycznosci, ba, nawet nauczyly nas latac. Nie sposób wiec uznac je za
bledne. Z drugiej strony odstepstwa przewidywan modeli od wyników
doswiadczen tez nie sa urojeniem, a rzeczywistosci zmi~nic sie nie da. Da sie
natomiast zmienic nasz poglad na to, jakie teorie rzeczywistosci (czyli opisy
modeli) sa dobre. Opowiadalbym sie za tym, by uznac za dobre zarówno te
proste, jak tez i ich skomplikowane, ale wierniejsze wersje. Kazdemu zjawisku
odpowiadalby w ten sposób caly szereg teorii relacjonujacych stosunki
rzeczywiste na róznych poziomach glebokosci ogladu. I kazdy mialby moznosc
zstepowac po nich, jak po schodach, tak gleboko, jak on sam i potrzeby
wynikajace z jego pracy i aspiracji by mu kazaly. I na taki model wiedzy, jak
sadze, mozna sie zgodzic. Jesli tylko zrezygnowac z beznadziejnego marzenia
o nieosiagalnej calej prawdzie.

Marek KORDOS

11



9,19 K

8,e5 K8;1)9 K
7,76 K
7,00 D
5,61 K
5,17 D
1,96 K
1,60 K

Lista uczestników ligi zadaniowej

tlKlub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan z numeru 5/1984

Andrzej Pawlowski - Zabrze 47,09 D
Adam Wyrwa - N. Wisnicz 45,76 K
Slawomir Solecki - Ostrów Wkp. 44,03 K
Piotr Figurny - Lubartów 43,78
Marian Roman - Elk 38,72 K
Tadeusz Józefczyk - Poznan 37,74
Ryszard Pagacz - Zawadzkie 37,24 K
Grzegorz Kus - Kraków 36,57
ZbignIew Bartold - Gdynia 36,22 K
Kazimierz Serbin - Sanok 36,15
Anna Gluza - Torun 35,28
Ryszard Mazurek - Wroclaw 34,49
Wojciech Krzyzanski- Zywiec 34,45
Zbigniew Koza - Jelenia Góra34,30
Krystyna Witek - Ostrów Maz. 33,40
Andrzej Sudol - Nowy Sacz 33,35
Jerzy Janowicz - Boleslawiec 32,10 W
Jan Ciach - Ostrowiec Sw30,56
Jerzy Tyszkiewicz - Warszawa 30,34
Krzysztof Jakubczak- Kudowa Zd. 29,11
Jerzy Mikuta - Zielona Góra28,94
Wladyslaw Wasiak - Torun 28,92
Tomasz Rawlik - Gliwice 28,62 K
Jacek Uryga - Bytom 27,93 W
Maciej Gluszek - Wroclaw 27,85
Janusz ?raja - Opole 27,57
Jacek Mandziuk - Lublin 25,37
Zygmunt Bartkowski - Warszawa 25,16
Krzysztof Zygan - Lubin 24,98
Adam Stadler - Rzeszów 24,94
Tomasz Maslowski - Torun 24,40
Marek Frauza - Poraj 23,20 K
Krzysztof Trautman - Warszawa 22,75 K
Tomasz Szymczyk - Bielsko-E. 21,54
Artur Smolczyk - Tarnów Op. 21,53 K -
Zbigniew Krylaw - Sopot 21,49
I1algorzata Czerniakowska- Gdatsk 20,54 K
Zbigniew Zaus - kraków 20,53
Marcin Mazur - Bialystok 20,46
f/ariusz l'Jopusiewicz-Legnica 19,63
Dezso Gross - Budapeszt 17,12
Stanislaw Deresz - Kraków 16,52
Jacek Jakubiak - Lódz 16,30
Henryk Mikolajczak - Walbrzych 15,69
Andrzej Lenarcik - Kielce 15,38

Dariusz Lydzba - Eierutów 14,38
Miroslaw Mikucki - Augustów 14,21
Jaroslaw Kulpa - Praha 14,20
Miroslaw Matlega - Skoczów 14,00
harol Jachacy - Tluszcz 13,a6
Tomasz Komorowski - $widnik 13,79 K
Krystian Bartniczek- Bytom 13,65
i·tarekGalecki - l1ilanówek 13,38 W
Jerzy Grzywocz - Ruda Sl. 13,29
Stanislaw Wrzos - Lubin 13,22
Tomasz Bieganski - Lublin 13,13 K
Michal Marczak - Radom 13,01
Pawel Bujak - Warszawa 12,85
Krzysztof Zapisek - Warszawa 12,85
Jaroslaw Kaczynski - Starogard Gd12,82
Radoslaw Zapert - Kielce 12,53
Pawel Kaminski - Warszawa 12,44 W
Stanislaw Zygmanowski- Ostrobudki11,89
Lech Bartlomiejczyk- Gliwice 11,64
Cezary Suski - I;/loclawek 1"1,47
Zbigniew I'aj - Zabrze 11,41
Andrzej Burliga - Swiebodzice 11,23
Wlodzimierz Zwonek - kraków 10,88
Jacek Simsak - Kraków 10,63
Waldemar Olesniewicz- Drezdenko 10,56

- O -

Wojciech Olszewski - Brwinów
Jerzy Malopolski - Kraków
Mariusz Fiszer - Duszniki Zd.
Jerzy Milczarek - GorZ1l"wWkp.
Dariusz Sowizdrzal - Szczecin
Krzysztof Jedziniak_ Katowice
Edward Orzechawski _ Warszawa
Józef Siwy - Laziska G.
\~odzL~ierz Szymczyk- Zielcnka

Zestawienie obejmuje nazwiska wszystkich
uczestników, którzy w klasyfikacji
ligowej zebrali co najmniej 10 punktów,
a takze czlonków Klubu 44 majacych
aktualnie na koncie mniej niz 10 punktów,
ale wykonujacych juz druga lub trzecia
runde. Literki K, D, W przy st~ie konta
oznaczaja czlonków Klubu 44 jednokrotnych,
dwukrotnych i trzykrotnych /Weteranów/.

Wspólczynniki trudnosci zadan 85, 86, 87:

1,83 3,01 2,86

S A:l~' ~-J Z 'cze de .•......_.aJ • C, .- .. i poczynajac od

niniejszego numeru rozszerzamy zmagania ligowe Klubu 44 równiez na fizyke. Odtad wiec
bedziemy mieli dwie "konkurencje" - matematyczna i fizyczna. Punktacja ligowa w kazdej
z nich bedzie obliczana oddzielnie. '

Szczuplosc miejsca nie pozwala na zamieszczanie w kazdym numerze trzech zadan w kazdej
z dwóch konkurencji - jak to bylo do tej pory w lidze matematycznej. Beda wiec co miesiac
dwa zadania z matematyki i dwa z fizyki. Innych istotnych zmian w regulaminie nie ma. Udzial
w lidze jest otwarty dla kazdego, choc nadal najbardziej liczymy na mlodziez szkolna
i studencka. Przewidujemy duza róznorodnosc zadan i zróznicowanie stopnia ich trudnosci. Do
ich rozwiazania bedzie jednak zasadniczo wystarczal zasób wiadomosci szkolnych z matematyki
i fizyki.

Kazda z tych dwóch konkurencji bedzie zyla wlasnym zyciem. Rozwiazania zadan fizycznych
i matematycznych beda czytane i oceniane, rzecz jasna, przez inne osoby. Dlatego bardzo jest
dla nas wazne, by rozwiazania te nadchodzily w oddzielnych kopertach (por. punkt 7 regulaminu).
Za to przewidziany w punkcie 13 zaszczytny (choc, jak pisze jeden z naszych Czytelników:
beznadziejny) tytul Weterana, bedzie mozna zdobyc w "dwuboju" uzyskujac sume 44 punktów
np. dwa razy wjednej konkurencji i raz w drugiej.
Nadal aktualny jest apel o przysylanie propozycji zadan. Gdy aut.or wykorzystanego przez nas
zadania jest jednoczesnie uczestnikiem konkursu ligowego, a zadanie dostarczyl wraz
z rozwiazaniem (chocby szkicowym), otrzymuje w punktacji ocene maksymalna.
Liga matematyczna konczy przeszlo trzyletni okres samotnej egzystencji. Chwila jest wiec
sposobna do pewnych podsumowan. Podamy troche informacji, uwzgledniajac w naszych
danych historie ligi od jej utworzenia do przerwy wakacyjnej 1984.
W konkursie bralo udzial 270 uczestników, w tym 17 pan i dziewczat. Najwiecej uczestników,
bo 37, dostarczyla Warszawa, dalej Kraków i Wroclaw - zreszta proponujemy rzut oka na mape.
Nie zmiescili sie na niej trzej uczestnicy spoza kraju: Polacy z Pragi i z Perugii oraz Wegier
z Budapesztu. Blisko polowa ogólnej liczby uczestników to "meteory" - osoby, które

przyslaly rozwiazania zadan raz jeden, no, moze dwa razy, i umilkly. (Namawiamy serdecznie do
kontynuowania zabawy.) Na miano wytrwalych zasluguje moze setka osób. Najwytrwalszym
jest bez watpienia pan Jerzy Janowicz, który nie opuscil ani jednej kolejki ligowej, od samego
startu ligi.

Kim sa uczestnicy? Nasze dane sa niekompletne, bowiem bardzo wielu uczestników nie pisze nic
o sobie. Wsród tYGh,którzy sie przedstawili dokladniej niz tylko imieniem i nazwiskiem, grupe
naj liczniejsza stanowia studenci, dalej nauczyciele matematyki i uczniowie, wreszcie
przed.stawiciele innych zawodów. Rozklad ten znalazl takze odzwierciedlenie w malenkiej
dziewiecioosobowej próbce zlozonej z czlonków Klubu 44, którzy przybyli na spotkanie Klubu
w dniach 17 i 18 lutego 1984 (na 12 zaproszonych). W tej dziewiatce znalezli sie: uczen liceum,

student uniwersytetu, trzech studentów uczelni technicznych, nauczyciel szkoly podstawowej,
dwóch nauczycieli szkól srednich oraz pianista.
To teraz garsc refleksji z samego zjazdu. Z przybylymi goscmi spotkal sie Dziekan Wydzialu
Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, doc. dr hab. Henryk
Wozniakowski. Profesor tegoz wydzialu, dr hab. Andrzej Bialynicki-Birula, poprowadzil
pogadanke pod haslem Czym sie rózni twórcza praca zawodowego matematyka od rozwiazywania

zadan? Matematycy, informatycy, fizycy i astronomowie UW zaprezentowali wyposazenie
swoich pracowni (kreda i tablica, komputery, lasery, refraktory ... ). W gronie zespolu
redakcyjnego Delty porozmawialismy sobie o Delcie. Reszte czasu wypelnily dyskusje
o zadaniach i ich rozwiazaniach, kryteriach ocen, wspólczynnikach trudnosci itp., itd. Ta
"reszta czasu" okazala sie dalece niewystarczajaca. Goscie zegnali sie z nami z poczuciem
niedosytu; tak nam sie wydaje ...
W biezacym roku szkolnym planujemy kolejne spotkanie Klubu 44, w liczniejszym juz gronie.
Gdy piszemy te slowa, Klub liczy 24 czlonków, w tym czterech "trzykrotnych" (czyli
Weteranów) i dwóch "dwukrotnych". Wybiegajac mysla naprzód juz sie cieszymy na dalsze
jeszcze spotkania, w których zapewne wezma udzial adepci, a pózniej weterani bojów ligowych
równiez w fizyce.
Od ostatniego omówienia zadan ligowych (Delta 1/1984) mija rok. Pora na kolejne omówienie.
Znajda sie w nim te zadania, które przez nielicznych tylko uczestników zostaly rozwiazane
poprawnie (lub z niewielkimi lukan'ii) oraz te, dla których uczestnicy konkursu podali
rozwiazania istotnie rózne od naszych rozwiazan - bardziej eleganckie lub ogólniejsze. Brak
komentarza przy informacji o rozwiazaniu oznacza, ze jest ono zasadniczo zgodne z naszym.

Zadanie 56 [Zbiór wierzcholków wielokata ma srodek (os) symetrii=> wielokat tez ma; dodac
zalozenie tak, by twierdzenie stalo sie prawdziwe] (WT = 2,46). Dziewieciu uczestników
udowodnilo twierdzenie pod zalozeniem wypuklosci. Dwóch uczestników (M. Prauza,
J. Szweda) proponuje zalozenie istnienia srodka (osi) symetrii równiez dla zbioru srodków

boków wielokata, ale nie dowodzi twierdzenia przy tym zalozeniu; nie wiemy, czy takie
twierdzenie jest prawdziwe.
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Rozmieszczenie uczestników ligi zadaniowej.
Kolorowe punkty to czlonkowie Klubu 44.

Zadanie 60 [Na ile co najwyzej sposobów mozna p~dstawic
liczbe naturalna jako sume czterech róznych dzielników?]

..•(WT = 2,14). Duzo poprawnych rozwiazan. D. Sowizdrzal pisze
(bez szczególów), ze numerycznie rozwiazal analogiczne zadanie
dla pieciu iszesciu dzielników; wyniki: 71 i 2237.
Zadanie 62 Znak wyrazenia w = 2R +r- p w trójkacie ostro-,
prosto- i rozwartokatnym] (WT = 2,86). Czternascie dobrych
rozwiazan. Elegancki wzór na w (w postaciach nieznacznie
rózniacych sie miedzy soba) uzyskali J. Dryga, K. Jedziniak,
T. Komorowski: w = 2RutuzU3, gdzie U, = sin(x,j2)­

-cos(x,j2), X, - katy trójkata.

Zadanie 63 [Lamigl6wka literowa - ~aszyfrowane dodawanie
z warunkami dodatkowymi] (WT = 1,84). J. Depta przyslal
program komputerowy generujacy wszystkie rozwiazania (bez

warunków dodatkowych) wraz z wydrukiem wyników (40
rozwiazan).
Zadanie 64 [Przedstawic 106 jako sume :Ex/, :X, > O, tak, by
IIx, = max] (WT = 3,15). Cala trudnosc polegala na
rozstrzygnieciu, czy nalezy wziac m = 367879, czy m+ l ró~nych

skladników. Sprowadzalo sie to do ustalenia, co wi.eksze:J(m)
czy f(m+ l), gdzief(x) = {106x-ly. Bezblednie lub z drobnymi
usterkami rozwiazali to zadanie P. Figurny, J. Ciach, M. Galecki,
G. Kus, M. Czerniakowska, P. Kaminski. Nasze rozwiazanie
wydrukowane w numerze 2/1984 zawiera istotny blad!
(w zwrocie jednej nierównosci). Bezsprzecznie najbardziej
eleganckie w tym fragmencie jest rozwiazanie pani Czerniakowskiej
ciag an = (1 + l /n)H l/z jest malejacy (dowód np. przez
rózniczkowanie funkcji (1 +X)'/H'/Z) i zbiezny do e, wiec an > e
dla wszystkich n; stadf{m)/f(m+ 1) = 1O-6m-m(m+ l)m+1 =
= 1O-6am(m(m+ 1»'/Z > 1O-6e y367879' 367880 > l.
Zadanie 6S [Czy mozna podzielic szescian na skonczona liczbe
szescianów róznej wielkosci?] (WT = 3,65). Ze nie mozna,
pokazali P. Figurny, M. Galecki, G. Kus, R. Pagacz, J. Dryga,
J. Janowicz oraz (z zastrzezeniami) J. Milczarek.

Zadanie 71 [Czworokat ABCD wpisany w kolo => srodki. kól
wpisanych w trójkaty ABC, BCD, CDA, DAB sa wierzcholkami
prostokata] (WT = 3,15). Dziewietnascie dobrych rozwiazan,

w wie~szosci identycznych z naszym. Zgrabniejsze rozwiazanie,
które przedstawili L. Bartlomiejczyk, W. Cerczynski, J. Janowicz,
Z. Koza; R: Pagacz (oraz podobnie T. Komorowski
iM. Galecki) opiera sie na spostrzezeniu, ze odcinki 0,0,+ 1

(gdzie 0, --;-srodki rozwazanych kól) sa parami równolegle do
odcinków laczacych srodki luków AB i CD,oraz BC i DA, a te
ostatnie dwa odcinki sa prostopadle.
Zadanie 74 [13-elementowe podzbiory zbioru 52-elementowego
mozna ustawic w cykl, w którym kazde dwa sasiednie róznia sie
dokladnie jednym elementem] (WT = 3,69). Twierdzenia
dowodzi sie biorac zamiast liczb 13 i 52 dowolne liczby k i n,
k ~ n, i stosujac indukcje: albo wzgledem n przy dowolnym k
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(jak w naszym rozwiazaniu), albo odwrotnie. Dobre rozwiazania:
P. Kaminski, J. Kulpa, J. Prajs, J. Dryga, P. Figurny, M. Galecki,
Z. Koza, G. Kus. W. Krzyzanski.

Rys. l

Zadanie 76 [Z kwadratu o boku a wyciac dwiema prostymi
równoleglymi w odstepie d ~ a figure o maksymalnym polu]
(WT = 3,62). Wiekszosc rozwiazan, jak i nasze, opiera sie na
dosc uciazliwych rachunkach; tak to robia P. Figurny, M. Galecki,
T. Józefczyk, J. Kulpa,. M. Lopusiewicz, T. Rawlik, J. Dryga
oraz (z usterkami) T. Komorowski, M.'Marczak, K. Jedziniak,
D. Sowizdrzal. Na tym tle uznanie zyskuje piekne rozwiazanie
Wojciecha Krzyzanskiego: Wystarczy ograniczyc uwage do par
prostych przecinajacych wszystkie boki kwadratu i polozonych

symetrycznie wzgledem jego srodka. Wezmy taka pare prostych.
i poprowadzmy prostopadle do nich druga pare prostych, tez .
w odstepie d.i symetrycznie wzgledem srodka kwadratu.
Powstanie kwadrat o polu dZ i cztery trójkaciki o równym polu p,
lezace .albo wewnatrz, albo na zewnatrz danego kwadratu o polu
aZ (rys. 1). Pole rozwazanej figury (o pogrubionym brzegu)
równa sie (az+dz-4p)/2 (w obu przypadkach!). Trzeba wiec
zminimalizowac p; gdy d~ a/vi, nalezy ustawic proste pod
takim katem, by p = O (trójkaciki redukuja sie wtedy do
punktów, maly kwadrat jest wpisany w duzy); gdy d < a/y2,
minimalne p uzyskuje sie ustawiajac proste równolegle do
przekatnych duzego kwadratu. To samo rozwiazanie, ale tylko dla
d ~ a/V'i, podal tez P. Kaminski.
Zadanie 77 [Na ile co najwyzej czesci 20 okregów moze
podzielic sfere?] (WT = 3,06). DoSC duzo rozwiazan dobrych·
(lub prawie). M. Jagielka podaje (bez dowodu) wzór na
maksymalna liczbe "elementów" k-wymiarowych powstalych
w wyniku podzialu sfery p-wymiarowej przez n sfer (p - 1)­
-wymiarowych.
Zadanie 80 [Czy istnieje parkietaz plaszczyzny z przystajacych
n-katów wypuklych, n = 5,7,8?] (WT = 3,54). Istnieje tylko dla
n ~ 6. Pokazali to bezblednie (lub odeslali do literatury)
J. Janowicz, P. Kaminski, T. Komorowski, J. Dryga,
a z usterkami W. Krzyzanski, S. Solecki,.M. Galecki.

Rys. 2 A

Zadanie 83 [Równoleglobok ABCD ma pole S, obliczyc pole
osmiokata KLMNPQRS (rys. 2)] (WT = 1,80). Duzo dobrych
rozwiazan, najczesciej przez pracowite rozpatrywanie licznych
proporcji (jak i w naszym rozwiazaniu). Znacznie zgrabniej
robia to P. Kaminski i A. Wyrwa (a dosc podobnie J. Mikuta
i G. Pacyna): EM i FK to srodkowe w trójkacie OEF, wiec pole
czworokata OKLMrówna sie 1/3 pola OEF, czyli 1/24 pola
ABCD; podobnie z czWorokatami OMNP, OPQR, ORSK.

Za rok - kolejne omówienie i obszerna czolówka ligi.



Klub 44 Liga zadaniowa \Vydzialu Mat~matyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Zadania z fizyki' nr 1, 2

Red~guje dr Andrzej NADOLNY

A
L

l. Znalezc opór miedzy punktami A i B nieskoncZonej plaskiej sieci o kwadratowych oczkach _
jak na rysunku, zlozonej z jednakowych oporników r = 100 D, która zostala przerwana
miedzy tymi punktami.

2. Wyjasnic mechanizm powstawania dzwieku podczas wirowania trzymanej za jeden koniec
plastykowej, karbowanej rury (popularna zabawka - "grajaca rura"). Jak to sie dzieje, ze
w zaleznosci od predkosci wirowania uzyskiwane sa tony o róznej wysokosci?

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs - lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Liga ma charakter ciagly. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po 4
zadania w kazdym numerze: 2 z matematyki i 2 z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 6 i 7
kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byc kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przesylaniu
opracowanych rozwiazan Redakcji Delty. Aby zostac uczestnikiem, wystarczy przeslac
rozwiazanie chocby jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylac do konca miesiaca n+ 2 (dodawanie
modulo 12, np. termin nadsylania rozwiazan zadan z nr 11/1985 uplywa 31 stycznia 1986).
W numerze n+4.podane sa szkicowe rozwiazania.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnym arkuszu papieru
i podpisane.- Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku i uczelni. Rozwiazania
zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na
kopercie:
Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byc samodzielne. Serie rozwiazan jednobrzmiacych nie beda brane pod
uwage·

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Przy
ocenie jest brana pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowosc metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudnosci ustalany po uplywie terminu nadsylania
rozwiazan. Wspólczynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 ustalana wedlug nastepujacej zasady:
jezeli N oznacza liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego
numeru, w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych
przez wszystkich uczestników za dane zadanie, wówczas otrzymuje ono wspólczynnik trudnosci
WT = 4-3S/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktów równa iloczynowi uzyskanej oceny przez wspólczynnik trudnosci (i zaokragleniem do
dwóch miejsc po przecinku).

11. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczególnych zadan (obliczone
wedlug podanej wyzej zasady) sa sumowane, oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwila
osiagniecia sumy 44 punktów w jednej z tych dziedzin uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44.

12. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu brac
udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na poczet
ponownego uczestnictwa w lidze.

13. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44.

14. Czolówka listy ligowej jest systematY~'ZI1ieoglaszana w miesieczniku De/ta.

15. Czlonkowie Klubu 44 beda zapraszani na spotkania Klubu 44, które beda organizowane
w Warszawie raz do roku.

16. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i moznosc zmian Regulaminu.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 III 1985
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Zadania z matematyki nr 103, 104

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

103. Wielokat foremny Wonieparzystej liczbie boków jest wpisany w okrag. a punkt P jest
dowolnym punktem tego okregu. Dowiesc. ze mozna podzielic zbiór wierzcholków wielokata W
na dwa rozlaczne podzbiory A i B tak. by suma odleglosci punktu P od punktów zbioru A byla
równa sumie odleglosci punktu P od punktów zbioru B.

104. Wyznaczyc czesc calkowita liczby

l l l
1+-+-+ ... +---.

y2 y3 Y 1000000

Zadanie 104 przyslal pan Marcin Mazur z Bialegostoku.

Rozwiazania zadan z numeru 9/1984

Przypominamy treSC zadan:

91. Laczac odcinkami srodki kolejnych boków danej lamanej zamknietej

otrzymujemy nowa lamana zamknieta. Powtarzajac te operacje dostajemy ciag

lamanych zamk,nietych. Oowiesc. ze ciag ich dlugosci dazy do zera.

92. Czy trzema kwadratami o boku 5 mozna pokryc kwadrat o boku 2,,?

93. Kazda liczbe x = mln E (0,1), m, n EN, mozna przedstawic jako sume

odwrotnosci co najwyzej n-I róznych liczb naturalnych.

91. Oznaczmy dana lamana przez Lo. zas lamana otrzymana w n-tym kroku przez L•.

Wybierzmy dowolnie pewien punkt plaszczyzny O i oznaczmy przez c. sume kwadratów
odleglosci wierzcholków L. od O. a przez d. sume kwadratów dlugosci boków L•. Ustalmy n.
Niech Pl, ...• Pm beda kolejnymi wierzcholkami L. i niech Q, bedzie srodkiem odcinka P,P'+1

i = 1•...• m; Pm+l = Pl' Punkty QI •...• Qm sa kolejnymi wierzcholkami L'+l. Zachodza

nastepujace równosci (kropki oznaczaja iloczyn skalarny wektorów):

P,N+I = P,P'+I' P,P'+1 = (OP'+I-OP,)' (OP'H-OP,) = Opf+l +OPf-20P,· OP'H.

2 l l 1'22
OQ, = OQ,' OQ, = -(OP,+OP'+I)'-(OP,+OPi+l) = -(OP, +OP'+1+20P,' OP'+I).224

Sumujac po i = 1•...• m dostajemy d.+4cn+1 = 2c.+2c •. Zatem C'+l = c.-d./4. ciag (c.) jest
malejacy. wiec zbiezny. Stad lilII,d. = lim(4cn+I-4c.) = O. co jest równowazne tezie zadania.

92. Mozna. Rysunek przedstawia metode pokrycia wiekszego kwadratu trzema mniejszymi.
Niech bok wiekszego kwadratn ma dlugosc x. a mniejszego 5. jak w zadaniu. Z podobienstwa
uwidocznionych na rysunku trójkatów prostokatnych oraz z twierdzenia Pitagorasa,
zastosowanego do jednego z nich, wynika uklad równan (5-z)/5 = (x-5)/x, 52+Z2 = x2•

majacy w liczbach dodatnich x rozwiazanie x = 5 Y (1+ yS) /2 = 6,36 ... > 2n.

93. Okreslamy indukcyjnie dwa ciagi. (k,) oraz (x,)! przyjmujac kI = O. Xl = O,

k, = [i! (X-X'_l)]. x, = X'_l +ktli! dla i?!>2; nawiasy kwadratowe oznaczaja branie czesci
calkowitej. Tak wiec k, ~ i! (X-X'_l) < k,+ 1, skad po prostym przeksztalceniu
i uwzglednieniu okreslenia X dostajemy

(1)

Mnozac (1) przez i+ l otrzymujemy nierównosc podwójna, której srodkowy czlon ma czesc
calkowita równa k'H' Stad O~ k'H < i+ 1 dla i?!>2, czyli O~ k, < i dla i?!>2 (-dla i = 2
banalne sprawdzenie). Z indukcyjnej definicji ciagu (x,) wynika. ze

k, ka k.x.=-+-+ ...+-.
2! 3! n!

Zatem dl~ i = n srodkowy czlon nierównosci (1) jest liczba calkowita, a wobec tego x = x.
i wzór (2) przedstawia liczbe x jako sume n-l skladników, z których pewne moga byc
zerami. Z oszacowania k, < iwynika, ze niezerowe skladniki sa odwrotnosciami liczb
naturalnych, i to róznych. bowiem jesli
i < j. k; > O. kJ > O, to

!=44
kJ j 1 l k,- < - = ---- ~ - ~ -.
j! j! (j-l)! i! i!

Uwaga. Poczawszy od i = n ciag (x,) jest juz oczywiscie staly. Gdy natomiast x E (O, 1) jest
liczba niewymierna. opisana procedura daje przedstawienie x w postaci sumy szeregu
nieskonczonego E k,ji!, o sumach czesciowych postaci (2). Nierównosc (1) daje oszacowanie
szybkosci zbieznosci tego szeregu, a takze pozwala udowodnic jednoznacznosc doboru
liczników kl.
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Mapa nieba gwiazdzistego, tory planet i komety Halleya

Zamierzamy w tym roku podarowac Czytelnikom mape nieba w odcinkach. Przypuszczamy, ze
znajomosc gwiazdzistego nieba nie jest powszechna i dlatego mamy nadzieje, ze mapa zostanie
chetnie przyjeta przez Czytelników Delty.

Mapa trzymana nad glowa z osia (kijkiem) skierowana ku pólnocnemu biegunowi nieba

pokaze najlepiej obraz nieba, jezel( obrócimy ja pik, by nazwa miesiaca na o.brze'Zuczaszy
zajela najwyzsze polozenie (a tyJ samym wskazywala kierunek poludniowy). Bedzie to
odpowiadac wygladowi nieba l godz. 21 cza,u srodkowoeuropejskiego (c}yli tzw. zimowego) lub

20 czasu letniego. Poniew~latem o tej poye jest jeszcze widno, polozenie parasola n~ezydostosowac do innej godzjny parnietajac!rze niebo obraca sie w kierunJ/u zachodnim 'jI tempie
l sektor na 2 godziny.

Nasza mapa obejmqie 3/4 calego nieba i zawiera ok. 2100 gWiazdjasniejszych od.6,5 wielkosci
gwiazdowej. Mozrufje wszystkie zpbaczyc golym okiem, oczywiSltie w sprzyjajaJych warunkach
(odpowiednia pota roku, gOdzin/, dobra pogoda, czyste powi~{ze, brak Ksiezyca). Rozmiary

zóltych krop~k'odPowiadaja jJ(nosciom gwiazd zgodnie ze ~fiematem z~mi zczonym obok.

Niebieska ~ia oznacza ek~fYke, tj. tor Slonca w jego rudlU rocznym. N ekliptyce zaznaczone

sa znaki zodiaku. Biale linIe to tory pieciu planet widOC~Ch golym oki, . Symbole planet

wyja,ss~'~e sa równi~z ·lok. I wreszcie linia czerwo,na1rzedstawia to~,obiektu stulecia"­ko~y Halleya, któr w lutym 1986 r_ osiagnie naj~eksze zblizeniel'0 Slonca po 76 latach

rówki po peryp iach Ukladu Slonecznego. ~011ten Obejmu~'eo l'es okolo 8 lat, od momentu
:pierwszego dos7~zenia powracajacej komety (1 2), poprzez ok s najlepszej widzialnosci

(linia pogrubjpna) az do 1990 r., kiedy prawdg odobnie przest ie znowu byc widoczna nawetprzez duze;tIeskopy.

Mapa bedzie skladala sie z 12 sektorów i jednego kola obejmujacego gwiazdy okolobiegunowe.
Z tych 13 czesci mozna bedzie po roku skleic fragment czaszy niemal kulistej, która trzymana
w odpowi~dni sposób ~d glowa bedzie swego rodzaju odwzorowaniem gwiazdzistego nieba.
Montaz czaszy dobrze jest przeprowadzic w nastepujacej kolejnosci. Najpierw sklejamy 12
sektorów, a dopiero na koncu wklejamy kolowy fragment mapy. Sektory sklejamy za pomoca
zabków wzdluz dluzszych krawedzi, aby zabki sterczaly na zewna'triczasz,Y.:.(obraz nieba ma sie

znajdowac,' rzecz jasna, po jej wewnetrznej stronie). Na sklejonc/iuz zabk~lejamy z obu stron

wyciete z kartonu luki (rys. 1), które wzmacniaja zlacze i zaralem nadaja~. szy niezbedna

sztywnosc. Inne luki naklejamy od góry i od dolu na zabki niobrzezu cza zy. Dolne i górne luki

powinny byc przesuniete wzgledem siebie (jak na rys. 2). Kottury luków skali l: l

przedstawione sa na rysunku pod tekstem. Potrzebne be~a. o 24 luki ky:dego' rodzaju. Nakoncu w miejscu wklejenia kolowego fragmentu naklejam' usztywniajaiY kartonowy krazek.Gotowa mape mozna teraz osadzic na równo obcietym .jku otrzymujac cos w rodzaju parasola.

Caly parasol jest odwzorowaniem czesci sfery niebieski . od bieguna !ólnocnego do deklinacji- 300 (a wiec o rozwartosci 2400) na wycinek sfery o ·ozwartosci 96P. Zatem wzdluz

poludników skala zostala scisnieta ok. 2,5 raza, czyli wszystkie gwilzdy ogladane ze srodka

czaszy znajduja sie 2,5 raza blizej bieguna niz w rz, zywistosci.o/anica mapy, czyli deklinacja

- 300, zostala wybrana dlatego, ze gwiazdy o tej gi:klinacji wid~czne sa w Polsce kilka stopni

ponad poludniowym horyzontem. Pólnocny bieg{n nieba z~aj uje sie na wysokosci równej
szerokosci geograficznej miejsca obserwacji (cz/potraficie W)j azac, dlaczego?), dokladnie nadtzw. punktem pólnocy, tj. punktem horyzont~skazywany w przyblizeniu przez jjtrzalke

kompasu. Biegun pólnocny mozna, tez zna,lleeJ'"po gWiffZd ch". Kazdy pewnie umie znalezc

w pólnocnej czesci nieba (jesienia nisko n': horyzontem iosna - wysoko nad gl~~.
Wielki Wóz - charakterystyczny uklad 'edmiu jasnyc gwiazd nalezacych do gJazdozbioru

Wielkiej Niedzwiedzicy. Prosta przech~X~ca przez d~te z tych gwiazd trafia w /rzyblizeniu- w Gwiazde Polarna lezaca blisko pólq.~~~gO bieguna'" nieba (rys. 3).
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