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Prof. dr Wiadystaw M. TURSKI

Juz starozytni Grecy, a przed nimi Egipcjanie, Babiloficzycy i inni zajmowali sig
praktycznie stosowaniem regut rachunkowych, uzywali algorytméw. Najstynniejszy
algorytm nosi imi¢ Euklidesa, a samo pojgcie tak mocno zrosto si¢ ze swa
egzemplifikacja w ,,algorytmie Euklidesa”, Ze przez pewien czas uwazano, iz stowo
,,algorytm” ma grecki Zrédtostéw: wywodzono je od algiros (= bolesny, trudny)

i arithmos (= liczba). Prawda jest jednak inna, stowo ,,algorytm”, pierwotnie
oznaczajace sztuke wykonywania obliczent przy uzyciu cyfr ,,arabskich”, pochodzi
z arabskiego, dokladniej — od nazwiska Abu Dzafara Mohammeda ibn Musy

al Horizmiego, w ktérym to kwiecistym nazwisku obok imion przodka i potomka
wystepuje imi¢ wiasne (Mohammed) i miasto (Horizm, dzisiejszy Chorezm

w radzieckiej Azji Srodkowe;j), z ktérego pochodzit stynny matematyk bagdadzki,
autor stawnej ksigzki Kitab al dzabr tal mukabala (z tego tytulu wzigla sig
,,algebra”!), z ktorej to wlasnie ksigzki Europa nauczyla si¢ liczy¢ uzywajac cyfr
,,arabskich”. Jednym stowem, zupeina arabszczyzna, wyjawszy, naturalnie, same
cyfry, ktére pochodza z Indii.

Zanim Europejczycy posiedli trudna sztuke wykonywania obliczenn w systemie
dziesietnym, postugiwali si¢ rzymskimi abakami, czyli tabliczkami podzielonymi
na przegrodki, do ktérych wkladano kamyki, czyli calculi (stad ,,kalkulowac™!).
Eksperci od takich rachunkéw nosili miano abacystéw, uczniowie (posredni!)
Horezmijczyka — algorytmistéw. Zwycigstwo algorytmistow nie przyszlo szybko,
nawet w drukowanych juz ksiazkach mozna znalezé drzeworyty przedstawiajace
konkursy sprawnosciowe z udzialem reprezentantéw obydwu szkot. A wigc
wdrazanie algorytméw arytmetycznych trwato w Europie ponad 600 lat! (Ksigzka
Kitab ... powstala okolo roku 820). Warto o tym pamietaé, gdy sarka si¢ na
powolne tempo wdrazania nowych metod postgpowania. Ma sig te tradycje!

Dzié stowo ,,algorytm” ma tak wiele znaczen, zaleznych od okolicznoéci, Ze trudno
byloby da¢ uniwersalna, a jednoczesnie precyzyjng wyktadni¢ jego tredei.
Najogdlniej (a przeto niezbyt precyzyjnie) powiedziawszy, algorytm to
autonomicznie wyrazony przepis na osiaganie zamierzonego celu.

Zauwazmy, Ze nie kazdy przepis na osigganie zamierzonego celu jest algorytmem:
musi on by¢ autonomicznie wyrazony, czyli sformutowany tak, aby mégt by¢
stosowany niezaleznie. To, od czego ma zachodzié¢ owa niezaleznos¢, jest sprawa
dosé niejasna, a uscislanie tego aspektu pojmowania ,,algorytmu” prowadzi do
wielu ciekawych, aczkolwiek trudnych do ujecia we wspdlne ramy, rozwazan.

Latwiej bedzie zilustrowaé o co nam chodzi na przykladzie: nie jest algorytmem
wewnetrznym ,,przepis postepowania’ myszy, ktora znajduje droge do kawatka
sera ukrytego w glebi labiryntu. Istniejg natomiast dziesiatki algorytméw
ustalajacych lepsze czy gorsze postgpowanie prowadzace do znalezienia drogi

w labiryncie. (Wiele z tych algorytmow zostalo zrealizowanych w postaci -
programéw sterujacych réznymi mechanicznymi ,,myszkami”, ktére np. co roku
wspolzawodnicza o tytul najlepszej sztucznej myszy). Réznica polega na owym
,autonomicznym wyraZeniu”. Nie znamy pelnego opisu postepowania myszy
naturalnej, nie wiemy nawet, jakie czynniki na nie wplywaja, co mysz uwzglednia
decydujac si¢ na taki czy inny ruch migéni, nie wiemy nawet, w jakim stopniu
jej postepowanie zalezy od odbieranych bodzcéw zewnetrznych (i jakich),

a w jakim stopniu od pamigci, ,,Swiadomej” i ,,pod§wiadomej”, a takze od
,,wbudowanych” odruchéw $ciggien, a nawet poszczeg6lnych komérek.
Postepowanie sztucznej myszy jest natomiast catkowicie opisane jawnymi
formutami, nawet jesli opisuja one czasem zachowanie niedeterministyczne,

bo i wtedy zakres tudziez mechanizm owego niedeterminizmu sg wyraZnie
opisane (podobnie mozemy powiedzieé, ze algorytm gry w ,,chificzyka’ jest
niedeterministyczny — pewne czynnosci gracza zaleza od wyniku rzutu kostka).

Aby autonomiczno$¢ wyrazenia przepisu miala jakikolwiek sens, musi by¢
okreslony — lub dany domyslnie — pewien uklad odniesienia, wzgledem ktérego
formutuje sie 6w przepis. Taki uklad odniesienia nazywa si¢ czegsto dziedzina
algorytmiczng, a w jego sklad wchodza obiekty, byé moze pogrupowane

w kategorie, rézniace si¢ pod wzglegdem tych czy innych cech, ustalone relacje



Jesli wirdd tych operacji dopuscimy wystepowanie
operacji dzielenia z resztg, algorytm Euklidesa moze

mieé postac:

Dane sg dwie liczby catkowite dodatnie X'i Y.
Niech R bedzie reszta z dzielenia X przez Y.

Jedli R = 0, to szukanym wynikiem (najwigkszym
wspolnym dzielnikiem) jest liczba ¥ i koniczymy

wykonywanie algorytmu.

Jesli R # 0, to przyjmujemy za nowg wartos¢
X uprzednig wartos¢ Y, a za nowa wartos¢ Y otrzymana
wartos$¢ R 1 powtarzamy cale postgpowanie od

poczatku.

Rozwizzanie zadania M 385,

Teichi (a+6Y3) = c+dy/7, to (a-by3)" =

=~ d}f'j—i (a+ by’i)"'(a - bv?)z =
= {c+dl3){c—dy3) = c2—-3d2 Gdyby
wige istnialy a i b Zadane w tredci zadania,
to (9999932 — 3(100000) < 0 byloby
kwadratem liczby a? — 3b2.
Inne rozwiazanie: Gdyby bylo 99999 +
41000003 = (a+byT)’, mielibyémy
a? +3b2 = 99999 i 2ah = 100000,
Z pierwszej z tych réwnodci wynika, e a
dzieli sig przez 3, z drugiej za4, 2e si¢ nie
dzieli, co daje sprzecznosé.

miedzy obiektami, by¢ moze uwzglgdma_]qoe podzial obiektéw na kategorie,
a takze pewien repertuar operacji okreslonych na obiektach, znéw by¢ moze
z uwzglednieniem kategorii.

Dziedzing algorytmu Euklidesa jest zbior liczb catkowitych nieujemnych, ze
zwyklymi relacjami réwnosci, mniejszosci itp., oraz z operacjami na liczbach
catkowitych.

Jesli natomiast operacja dzielenia z reszta nie wystgpuje
w naszej dziedzinie, algorytm Euklidesa przyjmie
postacé:

Dane sg dwie liczby catkowite dodatnie X'i Y.

Jedli X = Y, to szukanym wynikiem jest liczba X

i koniczymy wykonywanie algorytmu.

Jesli X # Y, to niech M bedzie wigksza z liczb X, Y,
a m — mniejsza.

Obliczamy R = M —m.

Za nowa wartos$é X przyjmujemy obliczong wartosé R,
a za nowg wartos¢ ¥ — wartos¢ m i powtarzamy

cale postepowanie od poczatku.

Bez trudu mozna zauwazy¢, ze w wigkszosci przypadkéw pierwsza wersja
algorytmu wymaga mniejszej liczby krokéw niz druga. Wynika to stad,

ze podstawowa robocza operacja wersji pierwszej — dzielenie z reszta — jest
,»smocniejsza” niz robocza operacja wersji drugiej — odejmowanie.

F
Liczba operacji, ktére nalezy wykona¢, aby osiagnac cel algorytmu, jest jedna
z wazniejszych jego wlasnosci. Nie jest to jednak wlasnos¢ najwazniejsza.
Podstawowe pytanie dotyczace kazdego algorytmu odnosi si¢ do jego poprawnoscei:
czy mozna zagwarantowac, Ze wiernie przestrzegajac przepisu wyrazonego
w algorytmie zawsze -osiggniemy zadany cel. Praktycznie, oczywiscie, interesuja
nas tylko takie algorytmy, co do ktérych gwarancja jest jeszcze mocniejsza,
a mianowicie, Ze cel osiggniemy w skonczonej liczbie krokéw. Pytanie to moZna
zreszta postawi¢ inaczej: czy mozZna zagwarantowac, ze jesli wykonanie algorytmu
kornczy si¢ (po skoficzonej liczbie krokéw przepis dyktuje zaprzestanie
wykonywania dalszych dzialan), to cel zostaje osiagniety. Jesli odpowiedz na to
pytanie jest twierdzaca, algorytm nazywamy czgsciowo poprawnym. Jesli
ponadto mozna zagwarantowac, ze wykonanie algorytmu zawsze si¢ konczy,
to nazywamy go po prostu poprawnym albo calkowicie poprawnym.

Dowdd tego, ze wykonywanie algorytmu zawsze si¢ konczy, jest czesto niezalezny
od dowodu, iz koniczac si¢ osigga pozadany cel. Na przykiad wykonanie drugiej
wersji algorytmu Euklidesa musi si¢ zawsze zakoficzy¢, gdyz w kazdym kroku
biezaca dodatnia wartos¢ M jest zmniejszana o dodatnig liczbg catkowits,

mniejszg od M. PoniewaZ proces zaczyna si¢ ze skoriczong wartoscig M, na pewno
nie moze liczy¢ wiecej niz owo poczatkowe M krokow. Dowdd tego, ze wykonujac
algorytm do konca osiggamy zamierzony cel, wymaga spostrzezenia dwu faktow:

1. z tego, ze wykonanie algorytmu dobieglo konca, wynika, iz biezace wartosci
XiYspehmiajaX =Y,

2. z wlasnosci najwigkszego wspolnego dzielnika (NWD) dwu liczb catkowitych
wynika, dla dowolnych dodatnich 4 > B, ze NWD (4, B) = NWD (4—B, B).

Pierwszy z tych faktow jest konsekwencja samego algorytmu, drugi jest wlasnoscig
dziedziny, ktorej algorytm dotyczy. Mamy tu do czynienia z bardzo typowym
zjawiskiem: dowdd poprawnosci algorytmu zalezy zaréwno od wiasnosci jego
konstrukgcji, jak i od wiasnosci dziedziny algorytmicznej.

Podobnie, na konstrukcje — projektowanie — algorytmu wplywajg dwa, na ogé!
roztgczne, zespoly wiedzy: jeden, dotyczacy zasad budowy poprawnych

i sprawnych algorytmow i drugi, $cisle zwiazany z dziedzina, dla ktorej pisze si¢
6w algorytm. Czasem owa dziedzina ma charakter formalny, jak w przypadku
algorytmu-Euklidesa, jednakze w wielu praktycznie interesujacych przypadkach
jest nig pewna dziedzina wiedzy albo zgola umiejetnosé, nie majaca adekwatnej
reprezentacji formalnej. Sytuacja taka wystepuje na przyklad wtedy, gdy chcemy
ulozy¢ algorytmy dla banku, biura podrézy czy towarzystwa ubezpieczeniowego,
nie mowigc juz o takich zastosowaniach, jak przeklad z jednego jezyka potocznego
na inny albo zarzadzanie gospodarcze.



Uzytecznosé i przydatnosé stosowania komputerow polega na tym, 2e sg one
urzadzeniami w zasadzie bezblednie wykonujgcymi algorytmy. Naturalnie, po to,
aby algorytm mogt byé wykonany przez komputer, nalezy ten algorytm
przedstawi¢ w pewien okreslony sposob, wyrazi¢ w jezyku programowania.
Kwestia wyraZenia algorytmu w jezyku programowania, aczkolwiek niezmiernie
wazna z ,,wewngtrz—informatycznego” punktu widzenia, jest jednak czysto
techniczna w tym sensie, Ze nie stanowi ona Zadnej istotnej bariery przed
mozliwoscig komputerowego rozwigzania problemu. Barierg taka stanowi
natomiast brak odpowiednich algorytmow, a takze, niekiedy, nadmierna ztozonosc
obliczeniowa istniejgcych algorytméw (przez ,,zlozonos¢ obliczeniows™ algorytmu
rozumie si¢ oszacowanie kosztu jego realizacji, mierzonego liczbg wykonywanych
operacji).

Informatyka bada metody budowy,.analizy i przeksztalcania algorytmoéw dla
dziedzin, ktdre sg na tyle dobrze opisane sformalizowanymi zwigzkami, Ze stosujgc
do nich (tj. dziedzin) zasady obliczalnych wnioskowan, nie nalezy obawiaé si¢
popelnienia grubego bledu, Stosowanie algorytmicznych metod postepowania

w dziedzinach nie spelniajgcych tego warunku jest bledem metodologicznym,

nie dajgcym si¢ zazwyczaj wykry¢ w Zaden sposdb przed tragiczng nieraz
konfrontacjg wynikéw takiego postepowania z rzeczywistoscig. Niestety, pokusa
zastosowania komputeréw w dziedzinach pozornie tylko albo polowicznie
sformalizowanych bywa zbyt wielka.

Oprocz konstrukeji, analizy i przeksztalcania algorytmow, informatyka

zajmuje si¢ takze algorytmami jako tworami abstrakcyjnymi. Badania takie maja
fundamentalne znaczenie poznawcze. Probuje si¢ znalezé odpowiedzi na takie

na przyklad pytania: Czy zawsze wtedy, gdy dany problem dopuszcza rozwigzanie
algorytmiczne, istnieje algorytm optymalny dla tego zadania (np. algorytm
najszybszy, o najmniejszej ztozonosci obliczeniowej)? Jaka klase funkcji mozna
obliczy¢ za pomocg algorytmoéw zbudowanych z danego zestawu operacji?
Czy zmiana modelu realizacji algorytmu (np. wzbogacenie go o obliczenia
niedeterministyczne) zmienia w istotnym stopniu zakres zadan, ktdre mozna
rozwigza¢ algorytmicznie?

Widzimy wigc, Ze problematyka algorytméw — autonomicznych przepiséw
efektywnego postepowania — obejmuje cale spektrum zainteresowart matematyki:
od najbardziej podstawowych, filozoficznych niemal, do catkowicie praktycznych,
by nie rzec: utylitarnych. Niektérzy powiadaja, ze prawdziwa matematyka to
wiasnie studium algorytméw. Jak zwykle przy takich mocnych uogdlnieniach

nie wszyscy zechca je podzielié. W kazdym razie trudno nie zgodzic si¢ z tym,

Ze studium algorytméw to prawdziwie pasjonujace zajecie i kawal pigknej
matematyki.

e : . n+l
i : Wybierzmy teraz takie k, e ky, < .

Rozwiazanie zadania M 383.
Przypusémy, e ta sama liczba pojawia sig

- dwukrotnie po raz pierwszy w wierszu n+ 1.
Oznaczmy jg przez r. Poniewas wszystkie
liczby w n-tym wierszu sa z zalozenia rbine,
wiec r = 42 = v+ 1 dla pewnej pary u,v
elementow n-tego wiersza. Mamy: ¢ = u?—1
i poniewaz najwigkszym kwadratem liczby
naturalnej nie przewyzszajgcym u?—1 jest
(u=1)2 = (u?=1) = (2u—2), wige dia
otrzymania ¢ potrzebujemy co najmniej
2u— 1 operacji (podniesienie do kwadratu
i 2u—2 dodawania jedynki). Wynika stad,
26 n= 2uiu—az 2u-1, co jest niemozliwe,
porniiewaz u > a > L.

n+ 1

i (k4 Dygsr > ™ (ewentualnie k = 0).
Poniswab v n+ -
ONIWAZ Vgyq > -"'U(—"'l:" wigc

n+ 1
=R = ¥ep1) < (n—k}(l— Tfk_ﬁ)"}

= A+l n+1
N - -
ierdwnosé (n—k) (! 0T 1)’ < 7

jest rOwnowaina (n—k)(dk—n+3) <

< (n+1)(k+1), a ta jest rOwnowaZna
nieréwnosci (n— (2k +1))2 = 0 speinionej
dla dowolnych k, n.

Jedli teraz py, ..., ¥x Zaokraglimy do 0,

& ¥4ty --op ¥u do 1, to najwickszy blad -

przy zastgpowaniu skladnikéw sumy ich
zaokragleniami moZemy popelnié rozpatrujac
sumy Yok oo A i Ypaat oo+

ierwszym przypadku bigd wyniesie
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Jak przeplynaé labirynt?

Najpierw nalezy napelni¢ labirvnt woda, a potem wskoczyé do niego. Po wodzie
rozejda sie kregi. Pierwszy, ktory dotrze do punktu docelowego, nie tylko
pokaze, ze mo#na tam doplynaé, ale na dodatek przebedzie najkrotsza

z moiliwych drég. Ten prosty eksperyment, bardziej intuicyjny niz fizyczny
(brak przeciez w jego opisie wielu zalofen co do fizycznych wlasnoéci labiryntu)
tatwo przeklada sie na precyzviny jezvk liczb i algorvtmow.

.ﬁ@.ﬂﬂw
4.E%E%ﬂ
L3 205

2|24 /5]

) %%E%

Narysujmy labirynt na kartce kratkowanego papieru. Obierzmy w nim punkt
startowy i docelowy. Ponumerujmy kolejnymi liczbami naturalnymi kregi,
rozchodzace sig wokét startu. Pamietajmy, Ze écianki korytarzy labiryntu
calkowicie pochianiaja dochodzace do nich kregi, a w ks}.dym korytarzu moga
sig one rozchodzié tylko jeden raz.

7=
5

Jezeli zapelnimy w ten sposdb labirynt i nie dojdziemy do celu, to poszukiwanej
drogi nie ma. W przeciwnym przypadku — gdy dotrzemy wreszcie do miejsca
docelowego — droga istnieje, a znalezé jg latwo cofajac sig tak, by przeskakiwaé
z jednego kregu na najblizszy, o numerze o jeden nizszym,

Opisany tu algorytm nie na wiele zdalby si¢ Tezeuszowi — nie mial on przeciez
planu labiryntu kretefiskiego. Wykorzystywany jest za to przez tworcow
programdw komputerowych pmmcmnych do projektowania polaczen miedzy
elementami ukladéw elektroni

Na koniec pytanie dla dociekliwych:
W jaki inny spos6b mozna numerowaé kregi w labiryncie, by odnale2é droge
do celu? Jak uzyé do tego najmniejszej liczby réznych liczb?

KB

Symetrie

Ponifszy algorytm stanowi konstruktywny dowdd twierdzenia:

D Ine dwa przyvstajace tréjkaty na plaszezyfnie moZna nalozyé za pomoca
nie wigcej niz trzech symetrii osiowych.

Jedli jdziemy sig w punkcie START z dwoma przystajacymi tréjkatami
At Az Asi A Aj Aj, to w punkcie STOP bedziemy mieli A; = Aj dla
i=1,213,

Czytelnik zechce sprawdzié, ze tak jest istotnie, a takie uzasadnié, 7e jest to
dowdd przytoczonego twierdzenia.

TAK / Sprawdz,czy NIE
A _A.I"

s me}' =i

Aj przenies na jego
oﬁraz symetryczny
wazgledern symetra-

[nej AJ,-A,

Spmwdz’.'czy »
=3

zwieksz j o 1

Sprawdz, czy

i=3 Zwieksz | 0 f'—i

{ stop

[
o
o
e }

Wieze

Gdy w pepku $wiata, indyjskim mieécie Benares, stawial Brahma na brazowej
tabliczce trzy diamentowe paleczki o wysokoéci jednego lokcia i o grubosci
tulowia pszczoly, wiedzial juz zapewne w swej niezmierzonej madrosci, Ze nim
munisi przetoza 64 zlote krazki i nastapi koniec swiata, ludzie beda podawaé
gre w,,Wieze Hanui;' jako koronny przyklad algorytmu rekursywnego.

Algorytm — to skladajacy sig ze skon go ciagu el nych polecen
prrepis na wykonanie pewnej bardziej z]ozcme; czy sci, Jedng z wi sci
wigkszosci algorytmow jest to, ze do dziak bedny jest im

produktéw wejsciowych, ktdre my dalej bedziemy nazywali parametrami.

Jak z opisu tego widaé, caly algorytm jest tez pewnym poleceniem. Nic zatem
nie stoi na przeszkodzie, aby go uzyé jako elementu innego, bardziej zlozonego
polecenia. Stad juz tylko jeden krok do algorytmu rekursywnego, czyli takiego,

ktory jako jednego z el Sw utywa ) siehie.
Przejdimy do algorytmu gry w,,Wieze Hanoi”. Przyp ijmy w skréci

zasady gry: 5

1. rekwizytami sq trzy paleczki (nazwijmy je A4, B i C), na ktére nanizano
krazki o parami réznych $rednicach,

2. w stapnie poczatkowym na paleczce 4 znajduje si¢ n krazkéw ulozonych tak,
ze kazdy (oprécz najnizszego) lezy na krazku o wigkszej $rednicy,

3. zadanie polega na puemeslen!u wszyst.kmh kmzkb\m jednego po drugim,

z paleczki A na pab e C z wykorzy t BNMDHYW
przestrzegaé zasady, ze quﬁck moina przelozyé albo na paleczke pustg, albo
na inny kraiek, byle o wiekszej érednicy.

Przystapmy zatem do budowy algorytmu. Nadajmy mu nazwe i okreslmy jego
parametry, Bedziemy zapisywali:
Hanoi (n, skqd, poprze:z, dokqd)
i odczytywali:
przenie$, wedlug zasad gry, n krazkéw z paleczki o nazwie skqd na paleczke
o nazwie dokgd, wykorzystujgc paleczke poprzez.

W naszym algorytmie uzyjemy tylko jednego elementarnego polecenia. Bedziemy
zapisywali:

przenieé (skad, dokqd)
i odczytywali:

przenie$ jeden krazek z paleczki o nazwie skqd na paleczke o nazwie dokqd.

Algorytm Hanoi (n, skqd, poprzez, dokqd) ma dzialaé dopéty, dopéki na
paleczce poczatkowej jest jeszcze choé jeden qukk Aby gr¢ zakodcezyé,
wystarczy wykonaé kolejno tylko trzy p Zapi y je od razu w postaci
gotowego algorytmu uzvwajac wprowadzonych poprzednio oznaczen.

Algorytm Hanoi
parametry: n liczba przenoszonych kratkéw
skqd nazwa paleczki poczatkowej
poprzez nazwa paleczki posredniej
dokqd nazwa paleczki kodcowej
1. jezelin > 0:
a. Hanoi (n—1, skqd, dokqd, poprzez)
b. przenies (skqd, dokqd)
c. Hanoi (n—1, poprzez, skqd, dokqd)
d. koniec
2, jezeli m = 0: koniec.

Zauwazcie, jak prosty jest ten algorytm. Jako jedvnego rzeczywistego-dzialania
uzywa on pol ia przenies. Pi tale kroki stu?g jedynie do organizowania
rekursji i modyfikacji parametréw.

Na zakoriczenie sléw kilka o koricu §wiata: kiedy on nastgpi? Jezeli przez P(n)
vmy liczbe el nych pr ieft dla gry z n krazkami, to ze struktury
algorytmu widaé, Ze:

0 dla n=0,
Po) = LaG-041 @ans>o

Radzimy dociekliwemu Czytelnikowi wykazaé, ze P(n) = 2"— 1. My zad
pokazemy, ze koniec §wiata nie moZe nastapi¢ wezesniej niz po 27— 1 (gdzie
n = 64) przelozeniach krazka. Oznaczmy przez p(n) minimalna mozliwg liczbe
przelozen dla n krazkow. W momencie gry, w ktérym nalezy przeniesé najwigkszy
krazek z paleczki pocrgtkowej na koficowq, na paleczce posredniej musi byé
ulozona piramida z n— 1 krazkéw. By stan ten uzyskaé, trzeba wykonaé zatem
co najmniej p(n— 1) przetozen. Teraz nalezy przelozyé krazek najwigkszy i mowu
wykonaé p(n—1) ruchéw. Stad:

P(n) = 2p(n—1)+1= 2°—1 (gdyz p(0) = 0).

Przy 64 krazkach mamy zatem jeszcze sporo czasu, nim mnisi wvkonaja ostatniz
z prawie 1030 przemieszczen kraikow.

K. B,



Przyklad

Metoda 1 (Warshalla)

polega na obliczaniu dlugoéci ¢f; najkrotszego polaczenia miast
i oraz j takiego, ze przechodzi ono jedynie przez miasta
o numerach nie wiekszych niz k.

Algorytm

1. dla kazdej pary miast (i, j) przyjmij ¢}y = iy,

2. dla kolejnych liczb k z przedziatu [1, n] i dla kazdej pary
miast (i, ), przyjmij cf; = min(ci7*, ci '+ i7",

3. dla kazdej pary miast (i, j) przyjmij ¢y = cfy,

4. koniec algorytmu.

Algorytm Warshalla buduje nastgpujace tabelki wartosci c};.

;| 1234
1 071w
b J o 0 I o
3 100 3
4 10230
el 234 chl1234
1 1071 1 0719
211082 217082
=11 803 3 1803
4 |0230 4 |9230
eh|1234 eh|1234
1 0714 1 0614
2 7082 2 6052
3 1803 3 1503
4 4230 4 14230

Najkroétsza -droga

Mamy pewien zbiér miast i sie¢ laczgcych je drog. Niech n oznacza liczbe miast, a [;; dlugoséc
drogi taczacej bezposrednio miasto i z miastem j (/;; = 0); jezeli migdzy tymi miastami nie

biegnie droga, przyjmiemy /;; = 0. Pokazemy dwie metody obliczania dlugosci najkrotszego
polaczenia drogowego dwoch dowolnych miast; dla miasta / oraz miasta j oznaczymy ja przez cy.

Rozwazmy cztery miasta polgczone drogami tak, jak to przedstawiono na rysunku.

Metoda 2 (Dijkstry)

- polega na konstruowaniu podzbioru S zbioru wszystkich miast

takiego, ze najkrotsze polaczenie pewnego miasta i z kazdym
miastem ze zbioru S przebiega przez miasta ze zbioru S.
Dlugoéé takiego polaczenia dla miast i oraz j oznaczymy przez dy.

Algorytm

1. dla kazdej pary miast (7, j) przyjmij diy = I,
2. wei I =0,
3. wez kolejng liczbe naturalng 7; jezeli { > n: koniec algorytmu,
4. przyjmij S = {i},
5. jezeli S = {1,2, ..., n}, przyjmij cix = du, dla kazdego
1 < k < niwykonaj 3.
6. jezeli § #« {1, 2, ..., n}, wykonaj:
a. ze zbioru {1, 2, ..., n} —S wybierz miasto j, dla ktérego
d;; jest najmniejsze i przyjmij S = Su {j},
b. dla kazdego ke{l, 2, ..., n} — S przyjmij
dix = min(dw, dij+ ;) i wykonaj 5.

Algorytm Dijkstry buduje nastepujace zbiory S'i tabelki wartoscid, ;.

711234
§= {1}
du 071c0
JuL 2 34
§={1,3}
dy|{0714
7 |1234
S={1,3,4}
dy| 0614

jl11234
§={1,2,3,4}
C1j 0614

Pozostawiamy Czytelnikowi prze§ledzenie dzialania algorytmu
Dijkstry dla pozostalych miast.

Algorytmy Warshalla i Dijkstry formuluje si¢ zwykle inaczej niz zostalo to tutaj przedstawione.
Dzialaja one prawidlowo takze dla drég jednokierunkowych i dlatego rozwiazany przez nie
problem mozna definiowa¢ ogolniej, uzywajac pojec z teorii graféw zorientowanych.

Oba algorytmy sa niemal optymalne, gdyz liczba elementarnych operacji jest dla kazdego z nich
rzedu »®. Kerr udowodnil, ze kazdy algorytm obliczajacy najkrotsze polaczenie miedzy n
miastami, przy uzyciu operacji dodawania i brania minimum wymaga wykonania mniej wiecej n’
elementarnych krokow.

Aneks do artykuiu
Jak kojarzy¢ trwale malzenstwa

Dla danego zestawu list preferencji moze istnieé wiele

stabilnych ukladéw (nawet 22 ukladéw). Uzyskany w algorytmie

uklad U = {(k1, mi), (k2, my), ..., (mn, ka) } jest optymalny

dla mezezyzn. Dla dowolnego bowiem innego stabilnego

U’ = {(my, k}), (ma, k3), ..., (ma; kz)} 2achodzi kym ki,

kamyk3, ..., kamaky. Udowodnimy, Ze jezeli w trakcie wykonywania
u mezczyzna m wykreélil kobiete k ze swojej listy,

to nie istnieje inny uklad stabilny, w ktérym moglaby znaleZ¢ sie

S

para (m, k). Przypus¢my, ze tak jest az do momentu, gdy m,
wykresla ze swej listy ko 1 dopiero teraz daje si¢ utworzy¢ uklad
stabilny U’ z para (mo, ko). W takim przypadku w U istnieje
para (m,, ko) taka, ze mykomg, a w U’ obok (mg, ko) jest

(my, ki), dla ktorej kym, ko(inaczej bowiem U’ nie bedzie
stabilny). Skoro zatem w U jest (m,, ko) i kymy ko, to k; musiata
by¢ skreslona wezedniej niz ko z listy m, . W tamtym momencie,
wobec przyjetego na wstepie zalozenia, stabilny uklad U’ z parg
(k;, m;) nie moze istniec.

A zatem kornicowy ukiad jest wyznaczony jednoznacznie,
niezaleznie od kolejnych wyboréw wolnych mezczyzn,



Jak kojarzy¢ trwale malzenstwa — przyklad algorytmu

3 3 Dane sa dwa n-elementowe zbiory —- zbior kobiet % i zbiér mezczyzn . Kazdemu elementowi
R Pepyelasiows listy preferendi przypisana jest pewna lista preferencii. Wyjasnimy to pojecie na przykladzie wybranej kobiety

dla .# = {A,B,C,D,E}

i = (1,2,3:4,5); = k € A", Przypisana do k lista jest to pewna permutacja wszystkich elementéw zbioru ., Jezeli

A 25134 1EADBC mezcezyzna m, znajduje sie wyzej na lifcie preferencii kobiety k niz mezczyzna m., , to piszemy m, km;, .
B 12345 2DEBAC

g f 3 ; :; : 2;’ S f: Nalezy mezczyzn i kobiety ze zbiorow 4 i X~ polaczy¢é w pary tak, aby

E 53214 SDBCEA kobieta k], inwiczyzna ms Z dwaéch réinych par (m; = kl) i (m;, k:) nie cenili W}’i&j

(w sensie swych list preferencji) siebiec nawzajem niz swych aktualnych partnerow. Uklad :
spelniajacy powyzszy warunek nazywamy stabilnym.

Najprostszy mozliwy algorytm — przegladanie po kolei wszystkich ukladéw par i wybieranie
ukladow stabilnych — jest malo efektywny. Wszystkich ukladow par jest przeciez n!. Nie wiemy
w dodatku, czy uklad stabilny zawsze istnieje.

(A) (B,3), (C.2), (D.4), (E.5) L2 Metoda polegajaca na uzyskiwaniu ukladu stabilnego przez wymiane partneréw w parach

.(A 33, (B3 (.10, (D4, .5 (8,2) powodujacych niestabilnosé réwniez nie zawsze daje pozytywne rezultaty (patrz obok). =
S o TB_; Skonstruujemy algorytm, w ktérym po drodze beda wystgpowaé tylko ukiady stabilne, ale

(A,3), (B,2), (C.1), (D,4), (E,5) ——

niekoniecznie pelne, tzn. nie wszyscy mezczyzni (i nie wszystkie kobiety) musza byé polaczeni

(A3), B,1), (G2), (D), E,5) AP, w pary. Algorytm rozpocznie swoje dziatanie od najprostszego ukladu stabilnego — zbioru
(A,1), (B,3), (C,2), (D,4), (E,5) ! pustego, nastepnie bedzie z ukladu stabilnego otrzymywal inny ukiad stabilny, az dojdzie do
Algorytm zapetla sic. , ukladu pelnego.

Do budowy algorytmu uzyjemy operacji o§wiadcza sie. Dla dowolnego ke X" i me #
operacja m ofwiadeza sie k wykoflywana jest w nastepujacy spos8b:

Jezeli kobieta k jest wolna, to tworzy si¢ para (m, k). W przeciwnym przypadku kobieta
dokonuje wyboru tego mezczyzny, spofrdd m i aktualnego partnera, ktory znajduje si¢ wyzej
na jej liscie preferencii. Jednoczesnie k zostaje skreslona z listy preferencji odrzuconego
mezezyzny. Wybrany mezczyzna tworzy pare z kobietg &, a odrzucony staje sie wolny.

Algorytm

dopoki istnieje wolny mezczyzna, wykonuj:

1. wybierz dowolnego wolnego mezczyzne m,

2. wykonaj m oswiadcza sig k, dla k znajdujacej sig¢ aktualnie najwyZej na liScie preferencji m.
koniec algorytmu .

‘Sprébujcie zastosowaé ten algorytm do podanego na marginesie przykladowego zestawu list
preferencji. Nietrudno zauwazy¢, ze kazdemu wykresleniu kobiety z ktorej$ z list towarzyszy
wybor jednego z dwoch mezezyzn. W ten sposéb kobieta dobiera sobie coraz lepszego partnera.
Czy algorytm zatrzyma si¢ kiedykolwiek? Tak. Kazdy mezczyzna oswiadcza si¢ danej kobiecie
tylko raz, a wigc w najgorszym przypadku musi nastapi¢ moment, kiedy na liscie preferencii
mgZczyzny m pozostanie juz tylko jedna kobieta k. Inne kobiety muszg wigc miec partnerow.
Kobieta k jest zatem wolna. Wykonanie operacii m oswiadcza sie k utworzy ostatnig pare (m, k).
Algorytm zatrzymuje sie. Tylko n operacjom ofwiadcza sig nie towarzyszy skreSlenie kobiety

z listy preferencji, a wiec algorytm zatrzyma sie po co najwyzej n+ (n— 1)? krokach.

Pokazemy, ze kolejne ukiady otrzymywane w algorytmie sa stabilne, Rozpatrzmy pewien uklad
stabilny przed zakoficzeniem dzialania naszego algorytmu w momencie tworzenia pary (m, k).
Dla mezczyzny m z pary (m, k) moze istnie¢ kobieta k, taka, ze k,mk. Poniewaz m o$wiadczal sig
kolejno kobietom wedlug wiasnej listy preferencji, to &, musiala by¢ z niej wykreslona.
Zdarzy¢ sie to moglo jednak tylko wtedy, gdy k; znalazia lepszego partnera niz m. Zatem
i utworzenie pary (m, k) nie narusza stabilnosci i operacja o$wiadcza sie zechowuje stabilnosé

ve'z). calego ukladu. Uklad poczatkowy (ukiad pusty) byl stabilny, tak wigc wszysikie kolejne uklady,
Iacznie z koficowym (pelnym), sa stabilne. ’
Opisany tutaj algorytm zakoficzy si¢ w skoriczonej liczbie krokow i utworzy stabilny ukiad par.
Czy jest to jednak jedyny taki ukiad? Zauwazmy, Ze w algorytmie wybieramy pewnego wolnego
mezczyzne (pozwala to omingé szczegbly techniczne w opisie algorytmu). Czy koficowy uklad
zalezy od kolejnych wyborow? Czy otrzymany uklad preferuje ktoras ze stron? Odpowied#
W numerze. .

dr Wojciech RYTTER



Czy przez telefon mozna gra¢ w karty?-

na podstawie artyku!u' ..Poker bez kart” z ksiazki ,, The Mathematical Gardner”” (A. Shamir,

R. Rivest, L. Adelman).

O telefonicznej czy korespondencyinej grze w szachy slyszalt kazdy. Ale jak gra¢ w ten sposob
w brydza lub w pokera? Problemem jest oczywiscie rozdawanie kart. Przypusémy, Ze graja
dwie osoby i maja rozdaé po pie¢ kart, Rozdaé to znaczy:

Kazdy ma wiedziet, jakie pie¢ kart dostal.

Karty otrzymane przez graczy $g roine.

Zaden z graczy nie ma dodatkowej informacji o kartach partnera, ale po grze moze sprawdzic,
czy partner nie oszukiwal, czy gral swoimi kartami.

Kazdy rozkiad kart jest jednakowo prawdopodobny.

Wszystko to nalezy wykonaé porozumiewajgc si¢ wylacznie przez telefon i bez pomocy 0s0b
trzecich. Oto spos6b umozliwiajacy w praktyce rozdawanie kart (liczb naturalnych 15 ..., 52)
przez telefon, Gracze wybieraja najpierw dwie rodziny funkcji o argumentach i wartosciach
naturalnych: o = {K.:a € 2} — funkcje kodujace i & = {Dy:a € 2} — funkcje dekodujace
(zbidr 2 nazywamy zbicrem koddw — powinien on mie¢ duzo elementow). Rodziny 2" i &
musza mie¢ nastepujace wlasnosci:

Dziedzina kazdej funkcji K zawiera zbidr {1,

SR :

Dla dowolnego kodu « funkcja Dy jest odwrotna do funkcji Ky (rozszyfrowuje ona sygnal
zakodowany za pomoca funkcji Ky), tzn. De(Kx()) = n dla liczb naturalnych z dziedziny

O1o przyklad rodzin 2 i 2:p ustalona duza
liczba pierwsza,

Q= 12,..,p-1}

Kulr) = n*(mod p),

Dyln) = nPimadp),

gdzie ! < n< pi f-a= 1(modp)
Oczywidcie gracze muszg w tym przypadkua
z pomocy komputerdw, ale

ina ¥ ma nadal ostatnia z wlasnosci,
tzn. prakiveznie ze znajomosdei n 1 Ka(n)
nie uda si¢ wyznaczyé o.

funkcji Ky.

Dla dowolnych kodow o i § funkcje K i K sa przemienne, tzn, Ky (Kp(n)) = Kp (Kx(n)).
Rézne funkcje kodujace maja rozigczne zbiory wartosci. :
Znajomosé liczb naturalnych n i Kx(n) nie daje praktycznie mozliwoéci znalezienia kodu «.

Rozdawanie kart jest juz proste. Gracze wybieraja (w tajemnicy przed soba) kody, np. 4 — kod o,
B -—kod B. Gracz 4 koduje liczby 1,
Ten wybiera wpierw piec kart dla 4: Ky(ay), ...
funkcja Dy. Nastepnie wybiera pigé kart dla siebie: Kx(by), ...

., 52 i przesyla je (w dowolne] kolejnosci) graczowi B.
,» Kx{as) 1 odsyla mu je — 4 musi je rozszyfrowaé
, Ku(bs), szyfruje je funkcja Kp

i wysyla do 4. Gracz A4 rozszyfrowuje je funkcja Dy i odsyla do gracza B (tzn. pmesy}a

Rozdawanie kart, jesli zamienié telefon

na poczie, moina opisad tak. 4 wklada
karty do jednakowych pudelek (do kazdego .
jedng kartg), zamyka kazde pudelko taka
sama klddka i odsyla je do B, B odsyla pigé
pudelek (54 to karty gracza 4) oraz piec
pudeiek zamknietych dodatkowo swoja
kiddka. A wyimuje swoje karty oraz zdejmuje
swoje kiodki z pudelek z kartami B i odsyla
te pudelka do B. B wyjmuje swoje karty.

karty zostaly rozdane.

Dy (Kp (Ka(b) = DK Kp(b) = Kp(by)). Gracz B musi jeszcze rozszyfrowac je fun)u._]a Dgi

Po grze partnerzy ujawniajg swoje kody. Z drugiej i czwartej wlasnosci rodzin 2 i & wynik'a,
e jedli Ky (my) = Ka,(my), to oy = oy i m; = m,. Tak wigc gracze nie moga oszukiwaé
i podawad innego ukiadu kart i innego kodu.

Powyzszy opis umezliwia w praktyce rozdawanie kart.
Teoretycznie bowiem jest to niemozliwe. I R

Dni julianskie

Obliczenie odstepu czasu miedzy dwiema datami jest procedura bardzo czesto
spotykang w rozmaitych dziatach astronomii, choéby przy obliczaniu
przewidywanych poloZen cial niebieskich, Ogromnie pomaga temu tzw. juliaiska
rachuba dni, wedtug ktérej kazdy dzien, poczynajgc od umownego, dosé
odleglego momentu w przeszlodel, ma swéj numer kolejny (jedli kiof koniecznie
chee wiedzied, chodzi o poludnie 1 stycznia 4713 p.n.e.).

Miech funkcja [x] przypisuje liczbie rzeczywistej x jei cze$é catkowits. Zapiszmy
datg (naszzj ery) w postaci DD MM RRRR, gdzie DD oznacza numer dnia

w miesiacu, MM numer miesigca i RRRR rok. Poczatkowi danege dnia (czyli
péinocy czasu uniwersalnego rozpoczynajacej dang date) odpowiada w rachubie
juliasiskiej numer dnia (JD) obliczany wedlug nastepujacego schematu:

r 4

Jedeli MM = 11ub 2, tor = RRRR-1orazm = MM+12.
Jezeli MM > 3,10 r = RRRR oraz m = MM,
= [365,25¢] + [30,6001(m+ 1)]+ DD+ {2= [r/100] 4+ [/400]} + 1720994,5.

Tor s 1

Numer dnia juliafskiego zmieniany jest w pr czasu uniwer

stad 0,5 na koficu wzoru. Trzeba tez tu wiedzie¢, 2e do 4 X 1582 r. obowm?ywa]
tzw. kalendarz julianski (uwaga: zbiezno4é nazw kalendarza juliadskiego

i julianiskiej rachuby dni jest czysto przypadkowa), a kalendarz gregorianiski

od dnia epnego, ktd jednak przypisano date 15 X 1582. Tak wiec
daty od 5 X 1582 do 14 X 1582 formalnie nie istnieja. Formule na JD stosujemy
w pelnej p i dla dat kalendarza gregoriafniskiego, zas wyraZenie w nawiasie

klamrowym pomijamy dla dat kalendarza julianiskiego. Jezeli chodzi nam
o obliczenie odstepu czasu migdzy dwiema datami, to dodawanie 1720994,5
mozna oczywiscie pominaé.

TK.



Konkurs 8

W pieknej ksigzce The Mathematical Gardner

(tytut jest zartobliwy: oznacza fonetycznie
,,matematyczny ogrodnik”; tytut taki nadano dla
umieszczenia nazwiska Martina Gardnera, najbardziej
chyba zastuzonego popularyzatora matematyki),
ktéra sklada sig z artykutéw o matematyce pisanych
przez cala plejade wybitnych uczonych, Herbert Taylor
daje kilka przyktadéw bryl, ktére s réwnowazne
topologicznie. Nie dowodzi jednak tej rownowaznosci
na drodze rozwazan teoretycznych, lecz pokazuje

jak przez rozciaganie, Scigganie, wyginanie, stowem
przez odksztalcenia bez sklejania i rozcinania zrobié

z jednej inng. Pierwszy z przykladow Taylora na
rysunku.

Konkurs za$ polega na wykazaniu, Ze i nastgpna
narysowana bryla jest réwnowaZna poprzednim.
Wykazanie powinno polegaé na ciagu rysunkow
prowadzacych od bryly III do bryly I. Najladniejszy
taki cigg wydrukujemy, a wéréd autoréw dobrych
rozwigzan rozlosujemy nagrody. Termin nadsylania
rysunkéw — do 15 lutego 1985 roku.

elonla, W

R \
{ i T LY

e
P e

Post scriptum: The Mathematical Gardner wydano

w USA. Jest tez wydanie rosyjskie. Nasuwa to na

mysl fakt, Ze najlepsza polska ksiazka popularyzujgca
matematyke: Kalejdoskop matematyczny Hugona
Steinhausa, ma wiele powojennych, stale- wznawianych
wydan w ZSRR i USA, w Polsce za$ byla ostatni raz
wydana ponad ¢wieré wieku temu. A my si¢ dziwimy,
Ze we wszystkich zastosowaniach matematyki jeste$my
analfabetami. Nie ma si¢ co dziwi¢ — analfabeta to
taki, co nie czyta.

8
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Piramidka

I
|

D
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|
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Prowadzenie wspolczesnych obserwacji astronomicznych | ;? Poczatkowo stosowano urzadzenia tego typu j;.dynie

przy uzyciu duzych teleskopow wymaga ogromne;j
precyzji. Wystarczy stwierdzi¢, Ze od instrumentéw

tych oczekuje si¢ dokladnosci ustawienia co najmniej 17 |

(jest to kat, pod jakim widzimy zlotéwke z odleglosci
3 km) i utrzymania tej dokladnosci przez wiele
godzin. Dla zilustrowania trudnosci zauwazmy,

ze mechanizm prowadzacy teleskop skierowany

na gwiazde przesuwajacg si¢ po niebosklonie w wyniku
ruchu dobowego pokonuje 15" na sekunde. Do tego
dochodzi ogromna liczba dodatkowych ruchow, ktére
muszg zosta¢ uwzglednione, m.in. zmieniajaca si¢
refrakcja nad horyzontem, zmieniajacy si¢ ksztalt

i dlugo$¢ tubusa na skutek zmiennych naprezen

i réznic temperatur, czasem niedokladne ustawienie
osi instrumentu, kotysanie itd. Przy obserwacjach
komet czy planetoid dochodzi jeszcze koniecznosc
uwzglednienia ruchu tych ciat wzgledem gwiazd.
Ewentualny komputer sterujacy poprawkami do
ruchu teleskopu wymagalby ogromnej liczby
parametrow, zastosowano wigc tu urzadzenie znacznie
prostsze — tzw. piramidke. Umozliwia ona $ledzenie
powoli poruszajacych si¢ cial niebieskich, niezaleznie
od ich trajektorii, na tyle efektywnie, Ze obecnie przy
zastosowaniu piramidek rezygnuje si¢ z tzw. montazy
paralaktycznych.

Na drodze promienia $wiatla przychodzacego od
gwiazdy przez teleskop ustawia si¢ szybke, ktora
odbija znikoma czgs¢ swiatlta w kierunku piramidki,
czyli ostroshupa o podstawie kwadratowej otoczonego
z czterech stron fotokomérkami — kazda z nich
polaczona jest z silniczkiem sterujacym ruchem
teleskopu. Stowo ,,silniczek™ zostalo tu uzyte
$wiadomie. Te wielotonowe giganty sa wywazone tak
idealnie, Zze do ich poruszania wystarczg silniczki

o mocy 0,5 W!

Otoéz, dopdki swiatlo jest rozpraszane na wierzcholku
piramidki, wszystkie cztery fotokomorki oswietlane
sa tak samo i teleskop pracuje zgodnie z okreslonym
programem. Jednak jesli zacznie si¢ opdzniaé lub

z innych powodéw gwiazda ,,zejdzie” ze srodka pola
widzenia — wigzka $wiatla oSwietli bardziej jedna ze
écianek piramidki, a wigc i fotokomorke, ktoéra
wiaczy odpowiedni silnik w celu sprowadzenia do
sytuacji wyjéciowej. Silnik bedzie pracowal dopéty,
dopdki wigzka $wiatla nie przestanie oswietlac ,,jego™
$cianki piramidki.

£ -

vy

, ._‘;1,{-'??4 AR

3
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- w celu korygowania ruchu teleskopu poruszanego

. mechanicznie wok6t osi skierowanej na biegun

- (wspomniany wyzej montaz paralaktyczny).

. Obecnie jednak coraz czgsciej stosuje si¢ znacznie

& prostsze, tansze i l2ejsze montaze zenitalne (teleskop
| “obraca si¢ wokol osi pionowej i poziomej), a reszte

| zalatwiajg ciagle pracujace silniczki.

| Piramidki wykorzystywane sa rowniez do znalezienia
| odpowiedniej gwiazdy. Wystarczy zada¢ komputerowi
| sterujgcemu teleskopem przyblizone wspolrzedne

| gwiazdy, a nastgpnie, gdy znajduje si¢ ona w polu

| widzenia, naprowadzamy ja przy uzyciu piramidki

| na §rodek.

+ Jest to wigc nieoceniona pomoc w pracy astronoma,
| moze juz niedlugo bedzie réwniez ostrzyla zZyletki,

| aby ulatwi¢ mu golenie p6 nieprzespanej nocy

| obserwacyjnej.

"'g Malg Delte przygotowali Tomasz CHLEBOWSKI

i i Marek KORDOS




O konkursie 7.11 raz jeszcze

John Smith kupil cztery towary, takie, Ze zaréwno suma, jak
i iloczyn ich cen byly réwne 7.11. Trzeba obliczyé, ile
kosztowat kazdy z nich.

Zadanie sprowadza sie do znalezienia takiej czworki liczb

(a, b, c,d), ze:

1. a+b+c+d = 7,11,

2, abed = 7,11.

W dziedzinie liczb rzeczywistych uklad ten ma oczywiscie

continuum rozwigzan. Naturalne jest jednak przyjaé, ze ceny

musza wyraza¢ si¢ calkowitymi liczbami centéw. JeZeli wiec

oznaczymy K = 100a, L = 1006, M = 100¢, N = 100d, to

warunki 1. i 2, przyjma postaé:

1", K+L+M+N = 100a+ 1006+ 100c+ 100d =
+d) = 711,

2. KLMN = 100g- 1005+ 100c- 100d = 100* abed = 711 000 000,

oraz dodatkowo:

3. K,L, M, NeN.

100(a+b+c+

Gdy w ten spm()b sprecyzowali$my Scisle problem, nalezy
wybra¢ metodq Jego rozwigzania. Na_lszybszym 1 wymagajacym
najmniej pracy sposobem jest wyreczenie sie komputerem.

Dla maszyny musimy jednak przygotowac dokladny przepis
(algorytm) szukania rozwigzania. Najprostszy algorytm polega
na tworzeniu wszystkich czwoérek liczb naturalnych mniejszych
od 711 i sprawdzaniu, czy spelniaja one warunki zadania.

Jednak przeszukiwanie wszystkich kombinaciji jest bardzo
ucigzliwe — nawet szybki komputer robilby to niezwykle dhugo. -
Konieczne jest wiec ograniczenie liczby prob. Trzy takie
ograniczenia nasuwaja si¢ od razu:

1. bedziemy rozpatrywali tylko rosnace ciagi liczb — unikniemy
w ten sposob wyliczania wszystkich permutacji i bedziemy mogli

_ m Zadania

skorzystaé z zaleznoéci, ze jezeli @, +ay+ ... +an = C i
1
a;%az$ ﬂau,toalé— C

2. jezeli iloczyn poszuhwanych n liczb nie jest podzlelny przez
iloczyn pewnego ich podzbioru, to nie ma potrzeby poszukiwaé
pozostatych,

3. ostatnia liczbe mozna wyliczy¢ z pozostalych i warunku

na sume,

Mo#na wprowadzi¢ dalsze ograniczenia na liczbe sprawdzen,
ale trzeba przeciez wybra¢ jakis kompromis miedzy
efektywnoscia algorytmu a wysilkiem wlozonvm w jego
opracowanie — nie chodzi o to, by rozwiazaé zadanie ,,na
piechote”, a komputerowi kaza¢ tylko wydrukowaé wyniki.

Oto algorytm:

1. Wybierz kolejng liczbe naturalng X = 1; jezeli K > 711/4,

to koniec.

2. Jezeli K jest dzielnikiem 7,11 - 100" wykonaj 3, w przeciwnym
przypadku wykonaj 1.

3. Wybierz kolejna liczbe naturalna L = X;jezeli L > (711 —K)/3,
to wykonaj 1.

4. Jezeli L jest dzielnikiem 7,11 - 100*/X, wykonaj 5, w przeciwnym
przypadku wykonaj 3.

5. Wybierz kolejna liczbe naturalng M = L; jezeli M > (711 —

— K—1)/2, to wykonaj 3.

6. Jezeli M jest dzielnikiem 7,11 100*/(K - L), wykonaj 7,

w przeciwnym przypadku wykonaj 5.

7. Jezeli 7,11+ 100*/(K- L+ M) = 711 — K—L— M, to czwérka
(K, L, M, N = 711 — K— L— M) jest rozwigzaniem,

8. Wykonaj 5.

Algorytm ten zapisany w jezyku FORTRAN wykonywal sie
na maszynie CDC CYBER 73 przez 4,5 s i sprawdzit tylko

5435 pelnych czworek.
Ksawery STOJDA

Redagyje dr Krzysztof S. NOWINSKI

M 383. Budujemy tablicg, zawierajaca w n-tym wierszu 2"~1 liczb naturalnych umieszczajac

w pierwszym wierszu dowolna liczbe naturalng @ > 1, a nastepnie pod kazdg liczba b wystepujaca

e
LB

Rozwigzanie na str. 3

w k-tym wierszu umieszczamy b+ 1 oraz 52%:
Wykazag, Ze dla kazdego n wszystkie liczby w n-tym wierszu sa rozne.

M 384. Liczbe calkowita m taka, Ze |[x—m| < 1 nazwiemy zaokragleniem liczby rzeczywistej x.

] ; 8'\ (Gdy x nie jest calkowite, mamy dwa zaokraglenia; [x]i [x]+1.) Wykaza¢, Ze kazdg z # liczb
/ \ / { X1, .00, Xn moZna zaokraglié€ tak, Ze suma dowolnego podzbioru zbioru {x;, ..., x,} bedzie sig
by : n+1
17256 11 100 82 6561 rdZnic od sumy wybranych zaokraglen liczb najwyiej o

Rozwigzanie na str. 3

M 385, Wykazaé, ze 99999 4+ 100000 f_me jest kwadratem liczby postaci a+b ]/_ gdzie ai b

sa catkowite.
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 163. Na poziomej gladkiej powierzchni znajduje sie sztywny, jednorodny pret o dlugdéci i5
poddany dzialaniu sil F, i F, (rysunek). Jaka sila (napreZenie) dziala w przekro,}u odlegltym

o H od korica preta?

Tym razem wraz z trescia bodajemy kilka wynikéw, a wérdéd nich prawidlowy. Zadaniem
Czytelnikéw jest wskazanie go bez uciekania si¢ do rozwiazywania problemu.

H
b) N = T (Fi1+F;)—Fy,

2
a)N = (H) (Fy+F)—F.,

H
O N = H(F\+F)~LF,, ON = — (Fi+F)=Fs,

(N jest sila, z jaka element A dziala na B).

L
H\? H\?
N={—) Fi=[1= -
SR S (1) ‘ (’ L)F’
-] B8 A —F'—.-
P Rl R P AT Rozwiazanie na str. 6



Przepis na anaghi .

Artykut profesora Otto w numerze po$wieconym anaglifom
zawieral doé¢ szczegblowy wyklad teorii perspektywy i jej
zastosowania do konstrukcji anagliféw, jednak jego prakiyczne
wykorzystanie nie jest fatwe. Dlatego warto przedstawi¢ problem
konstrukeji anagliféw metoda ,,ksiazki kucharskiej™.
Uzasadnieniem podanego niZej przepisu mogg by¢ anaglify
prezentowane w numerze 4 i nastepnych. Rysowat je wprawdzie
program komputerowy, jednak to, co powiemy, jest Scistg
graficzng analogia wykonywanych rachunkow. Wykorzystujemy
tu tez prosty fakt, ze obraz perspektywiczny punktow lezacych
w plaszczyinie rownoleglej do plaszezyzny rysunku powstlaje

z rzutu prostopadiego tych punktéw przez pewna jednokiadnos¢.
$rodkiem tej jednokladnoéci jest rzut prostopadly srodka -
perspektywy (oka) na plaszczyzng rysunku, a stosunkiem
podobieristwa jest stosunek odleglosci oka od plaszczyzny
rysunku do odleglosci oka od plaszezyzny, w ktérej dane punkty
lezg (patrz rys. 1).

Wynika stad, ze bez wigkszych trudnodci mozemy rysowac
anaglify nawet do§¢ skomplikowanych obiektow, takich np. jak
pokazana na str. 13 numeru 4 hiperboloida, jezeli tylko ich
charakterystyczne punkty (tzn. punkty, z ktérych mozemy sama
linijkq odtworzyé caly obraz) lezq w niezbyt licznym zbiorze
plaszczyzn réwnoleglych do plaszezyzny rysunku. Ogranicza

to wprawdzie swobode umieszczenia obiektu w przestrzeni,

nie zawsze jednak mamy pod reka komputer. (MoZliwosci

~ obliczeniowe komputera pozwalaja oming¢ powyZsze
ograniczenie, dzicki czemu narysowanie np. sieci przestrzennej
grafitu w ,,polozeniu dowolnym” (Delta 4/1984, str. 2) nie bylo
trudniejsze niz sporzgdzenie rysunku pokazanego obok.)

Rys. 1

Sprébujmy wiec narysowad anaglif czternastodcianu pokazanego
na str. 7 w numerze 4 (drugi od lewej u dotu). Jest to
graniastostup tréjkatny, na ktérego Scianach bocznych doklejono
ostroslupy czworokatne, przy czym wszystkie czternascie $cian

to tréjkaty foremne. Latwo widzied, ze wszystkie dziewigé jego
wierzcholkow lezy w trzech rownoleglych plaszezyznach, dajac

w kazdej z nich tréjkat rownoboczny.

Przy rysowaniu zachowamy przyjete w anaglifach Delty polozenie
oka wzgledem przedmiotu (i rysunku): zauwazyliscie pewnie,

ze anaglify wygladajg najbardziej ,,naturalnie”, gdy patrzymy

z wysokoéci okolo 25 cm na rysunek lezacy poziomo 12—15 cm
przed nami.

Umiesémy teraz rzut pionowy i boczny przedmiotu tak, jak na
rysunku 2 — okolo 12 cm nad ,,prosta podstawy” /, na ktérej
zaznaczyli§my polozenie rzutu oka prawego Op, lewego O oraz
punkt pomocniczy O oddalony o 25 cm od prostej p bedacej
podstawa rzutu bocznego. Sciana, na ktérej nasz wieloscian stoi,
odwzorowuje si¢ tozsamosciowo, a aby otrzymaé rzut W
dowolnego innego wierzchotka W, prowadzimy trzy zaznaczone
na rys. 2 proste pomocnicze. (Pozostate punkty lezace w tej
samej plaszczyZnie co W mozemy odwzorowac korzystajac

z tego, Ze ich obrazy powstaja przez znang nam jednokladnos¢
ze $rodkiem O;.) .

W ten sposob latwo uzyskujemy anaglif ,,lewy”, anaglif ,,prawy”
najlatwiej jest uzyskaé¢ pamietajac o tym, ze obrazy jednego
punktu lezg w tej samej odleglosci od prostej / — tak uzyskaliSmy
np. obraz Ws.

Gdy dysponujemy kalka techniczna, parg anagliféw obiektu
o okoto dwudziestu punktach charakterystycznych mozna
uzyska¢ w godzing.

dr Krzysztof S. NOWINSKI

W, —rzut gorny wierzchotka W

W, —rzut boczny tego samego
punktu

OP - ok 25cm

0.0, -ok.8cm (rozstaw oczu)

[0 p Rys.2



bka transformacja F

o

Klasyczna transformacja Fouriera odgrywa zasadnicza role

we wspolczesnej matematyce, w szczegdlnoscei w analizie
harmonicznej. Jak pisze prof. Maurin, zaréwno w rachunkach,
jak i rozwazaniach teoretycznych oddaje ona nieocenione ushugi,
a pewien wybitny matematyk stwierdzit: ,,ludzie wymyslili wiele
transformacji, ale transformacje Fouriera stworzyt Bog™
(matematyk ten jest ateista). Mlodsza siostra klasycznej
transformacji Fouriera jest dyskretna transformacja Fouriera,
ktéra odgrywa zasadnicza role we wspolczesnej informatyce.

Aby w motzliwie prosty sposob zdefiniowaé dyskretna
transformacje Fouriera, rozwazmy dowolny wektor

a = [ao, ay, ..., an-1], ktorego wspdirzedne sa liczbami
zespolonymi, przez P oznaczmy wielomian

P(2) = ag+a;z+ ... +ap_1 2",

Niech o bedzie pierwotnym pierwiastkiem n-tego stopnia

z jednosci, wowczas ciag w0, w?, ..., w"~! okresla wszystkie
pierwiastki n-tego stopnia z jedno$ci. Otoz dyskretna
transformacja Fouriera jest to funkcja F, ktéra danemu
wektorowi a przyporzadkowuje wektor b = [bg, by, ..., bu_1]
0 wspolrzednych okreslonych przez wartosci wielomianu P
w kolejnych punktach °, w!, ..., ®"~1, tzn.

b = F(a) = [P(w°), P(0"), ..., P(@"V)].

p = Yen, gdzie k jest liczba caltkowita. Liczby w, = o

i 53 wige wszvstkimi pierwiastkami a-tego stopni

== :
Czyli wspbirzedne wektora b s3 postaci by = 3" ax ().
= k=0

Bardzo wazng cecha klasycznej transformacji Fouriera jest to,
e transformacja odwrotna ma posta¢ bardzo zblizona do
transformacji zwyklej. Dyskretna transformacja Fouriera ma
podobng wlasnos¢, Mianowicie, latwo pokazaé, ze

Fl(a) = % [P(w=%), P(w™Y), ..., P(w-m=13)],

Wystarczy wykazaé, ze F-1(F(a)) = a. O ta
dna wektora F-{(Fia)). Wow
n~—1 n—1n

R _}: b Ik = _\_‘ \__, awl

g
A wic rzeczywidcie F-1(F(a)) = a.

Po co informatykom dyskretna transformacja Fouriera? O tym,
drodzy Czytelnicy, dowiecie si¢ w dalszej czesci niniejszego

.artykulu, Na razie zajmiemy sie szybkim sposobem obliczania
takich transformacji.

Algorytm szybkiego obliczania dyskretnych transformacji

Fouriera w literaturze fachowej nosi skrétowa nazwe FFT,

od angielskiego Fast Fourier Transform, Zal6zmy najpierw,

Ze n jest potega liczby 2 (takie zalozenie w informatyce nie
zmniejsza ogbinosci zastosowari). Niech zatem n = 2™ dla
pewnego catkowitego m > 0. Zadanie nasze polega na
wyznaczeniu wartosci wielomianu P w n punktach w®, 0!, ..., 0"
(dla transformacji odwrotnej sa to te same punkty, ale w troche
innej kolejnosci, co tylko w nieznacznym stopniu modyfikuje
spos6b postgpowania).

Z twierdzenia Bezout wiemy, e dla dowolnego zespolonego 2z’
warto$¢ P(z") rowna sig reszcie z dzielenia P przez dwumian
(z—2'). No dobrze, ale zastanéwmy sig teraz, jak mozna obliczyé
warto$¢ wielomianu P w dwéch punktach z° i z”. iScie
mozna to zrobi¢ dla kazdego z = z’ i z = z” oddzielnie.

Moina takze podzieli¢ najpierw P przez wielomian (z—z)-(z—z"),
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otrzymana reszt¢ stopnia pierwszego az+ b podzielié przez (z—z")
otrzymujac P(z’), a nastepnie przez (z— z’') otrzymujac P(z"”).
Takie dzielenie w ogélnym przypadku jest bardzo pracochlonne,
ale dla naszego zbioru punktow mozna postapi¢ jeszcze sprytnie;.
Poniewaz n = 2", zatem pierwiastki n-tego stopnia z jednosci
roztoza si¢ na okregu jednostkowym symetrycznie (rys. 1),

2=

Zf%? =1+i) z: =‘gﬁ+r')=w

2g=1

2(-1-) 2,=2)
2=~/ Rys. 1
Pogrupujmy je parami tak, aby iloczyn (z—z) - (z—2z"") byt

zawsze wielomianem bez skladnika liniowego, czyli aby byl
postaci z2 +a. Okazuje sig, e jest to mozliwe. Dla n = 8 takie

- pary moga by¢ nastepujace:

(z—20) (z—2z4) = (z=1) (z+1) = (2*~1) = (22 —z,),
(z—23) (z—26) = (z—i) (z+1) = (Z*+1) = (2*—z),

(z—2y) (z—2z5) = | z— 1/23 ¢ +i)) (z+—";3 (1 +i)) =
= (=i} = (2-z,), ;

(z—2z3) (z—z7) = (2— ?(-‘l +i)) (Z+l;£("1 +i)) =
= (z22+1) = (z*—z¢).

Tak wigc, jezeli podzielimy wielomian P przez wielomiany
(z2—1), (z2+1), (z*—1), (z*+1i), a nastepnie otrzymane reszty
przez odpowiednie dwumiany (z— z), to w ten sposéb mozemy
obliczy¢ latwo wszystkie wartosci P(z), k = 0,1, ..., 7.

Zauwazmy jednak dalej, ze dzielenie przez (22 —z), (22 —2z,),
(22 —23) i (22 — z6) mozna wykonaé rozumujac podobnie.
Mianowicie pogrupujmy parami te wielomiany tak, aby iloczyn
(z*=2) - (z2—2z"") byl dwumianem postaci (z* +a), co w dalszym
ciagu jest mozliwe:

(2= 20) (2 —2z5) = (22=1) (2 +1) = (£*~1) = (*-2z),
(2% —2;) (22— 2¢) = (Z®—D) (2 +0) = (*+1) = (Z*~2).

Iznowu dzielac P przez (z*— zp) i (z* — z,) otrzymamy dwie
reszty stopnia trzeciego, ktore dzielac przez dwumiany (z2—z,),
k =0,4,2, 6, dadza reszty stopnia pierwszego, a z tych reszt
mozna juz obliczy¢ P(z) dla k = 0,1, ..., 7, w sposodb uprzednio
opisany. Calo$¢ tego postgpowania wygodnie jest przedstawi¢

w postaci drzewa (rys. 2).

Plzy) Plz)

Plz) Plzg)

Pz) Pz)  Pz) Pz} Rys.2

To jeszcze nie koniec ,,chwytow™ technicznych prowadzacych do
algorytmu FFT. Ot6z dzielenie wielomianu P przez dwumiany
(z*— zp) i (z* — z,) jest bardzo proste, Wystarczy zauwazy¢, ze
reszta z dzielenia wielomianu

P(z) = apt+ayz+ ... +ag_,z**!
przez dwumian (2*—¢) jest postaci

™ r(2) = (@o+ca)+(ait+eai)z+ ... +(auy+can_s)z*1.



Faktycznie, stopien wielomianu r jest mniejszy niz k oraz

P(2) = (a1 2+ ... +au127Y) (F—o)+r(2).

Mamy zatem reszte z dzielenia wielomianu P przez (z* —z,) postaci

(ag+as)+ (@i +as)z+ (ay+ag) 22+ (as+a7) 2®
oraz reszte z dzielenia wielomianu P przez (z*— z;) postaci
(ao—as)+ (a1 —as) z+ (a, — ag) 2* + (as —az) 2°.

Dzielenie tak otrzymanych reszt przez dwumiany (z2—z),

k = 0, 4, 2, 6, wykonujemy podobnie, tzn. stosujac wzor (*).
Ogdlny schemat postepowania w przypadku n = 8 przedstawiony
jest ponizej, natomiast przyklad wykonania takich obliczet

dla konkretnego wielomianu w dlugiej tabelce.

3 1 2 i 2 1 1 1
5 2 3 2 1 0 il 0
8 4 2 0 14i | o 1-i | o
12 4 2 2 T+i | t#i | 1= | 1=i

F([3,1,2,1,2,1, 1,1]) = [12, 1+i,2,1—i,4, 14,2, 1-1i]

wektorow F(a) i F(b), ale iloczynem ,,po wspdirzednych”

(tzn. wynik nie jest skalarem, ale wektorem o wspolrzednych
‘bedacych iloczynami odpowiednich wspoirzednych wektorow
F(a) i F(b)). Aby wyznaczy¢ splot a=b, obliczamy najpierw

F(a) i F(b), nastepnie mnozymy te wektory ,,po wspolrzednych”
i wreszcie wyznaczamy transformacje odwrotna F~(F(a) F(b)).
Pierwsze dwie i ostatnia operacja maja koszt rzedu nlog(n),

a mnozenie ,,po wspolrzednych” ma koszt rzedu n operacji
arytmetycznych.

Na zakoficzenie naszego spotkania z szybka transformacja
Fouriera podam jeszcze kilka waznych faktow dotyczacych samej
transformacji, jak i jej zastosowar,

Niektorzy Czytelniiey moga mieé watpliwosci, czy istnieje tatwy
sposob znajdowania tej cudownej permutacji poczatkowej
ciagu zo, 21, ..., Zn—1 (patrz dolny wiersz w rys. 2). Jest to
permutacja rzeczywiscie cudowna, albowiem na kazdym plgtm
drzewa mamy do czynienia tylko z dwumianami postaci z*—e,
gdzie ¢ jest pewnym pierwiastkiem n-tego stopnia z jednosci.
Otoz istnieje latwy sposdb wyznaczania tej permutacji.
Mianowicie, niech n = 2™ i rozwazmy dowolna liczbg k, 0 < k <
< n. Taka liczbe mozna przedstawi¢ w ukladzie dwojkowym
jako boby ... bw—y (by = 0 lub 1). Niech teraz rev(k) bedzie
liczbg z tego samego przedzialu, o reprezentacji dwojkowej

. wspétezynniki wielomianu P

ag ay as : as

aq as ds as

wspolczynniki wielomianu Py

bo = ap+ay by = ar+as by = az+as by =as+a;

wspélczynniki wielomianu P;,

by = ap—as - bs=a—as bg = ay—as by =as—a;

Wispolczynniki wielomianu Pyy Wspdlczynniki wielomianu Py

Wspdlezynniki wielomianu Py3 Wspblczynniki wielomianu P,y

€g = bo+ by ¢y =bi+bs 3= bo—ba c;_=br“bs cq = by+ibg cs = bs+iby ¢ = by—ibs cq = bs—iby
P(z1) P(zs) P(z3) P(z)
P(z0) P(z,) P(zj) P(z6) de=cot ds = c4— ds = cs+ dy= cs—
do = co+c, dy = ep—¢ dy = ca+ic; dy = ca—~ic
L Lt il T +-—~'f (1+ides --'g-z—(nnc, +—’/f (~14i)e; -»'g%-(—nnn

Ile operacji arytmetycznych na liczbach zespolonych trzeba
wykona¢ w celu obliczenia F(a) stosujac algorytm FFT?
Zauwazmy, Ze dla n = 2™ musimy wyznaczy¢ m kolejnych

wierszy reprezentujacych wspolczynniki odpowiednich reszt.
Latwo sprawdzi¢, ze wyznaczenie takiego wiersza z poprzedniego
wymaga n dodawan i n mnoZen. Zatem w sumie trzeba wykonac
2:2™-m = 2- n- log(n) operacji arytmetycznych na liczbach
zespolonych. Jest to kluczowa wlasnos¢ tego algorytmu.
Mianowicie wyznaczenie F(a) za pomoca algorytmu FFT wymaga
wykonania tylko rzedu nlog(n) operacji arytmetycznych, podczas
gdy algorytmy tradycyjne wyznaczajace dyskretna transformacje
Fouriera wymagaja wykonania rzedu n* operacji arytmetycznych.
Wrocmy teraz do pytania, po co w ogdle chcemy wyznaczac
dyskretne transformacje Fouriera. Ot6z pomocne sg one niezwykle
w obliczaniu splotu wektoréow. Coéz to jest splot wektorow?
Znacie zapewne tg¢ operacje, jakkolwiek by¢ moze sam termin

jest Wam nieznany. Niech P i Q beda dwoma wielomianami
stopnia n—1:

P(z) =_aa+a,z+ iy gL
Mnozac te wielomiany otrzymamy wielomian stopnia 2n—2
P(2)Q(2) = co+crz+ ...

Cp = anbo, cy = aobl‘i‘a;bo,

+au-12""1, Q(2) = bo+byz+ ...

ten-22""%, gdzie
s Can—2 = a,_lbn_, 5

Otéz wektor ¢ = [cp, €1, ..., C2n-2] Nazywamy splotem wektorow
= [aog qi, ...,a,.__l], b= [bg,bl, vevy Bn_1], co OZnacza SiQ
najczesciej nastgpujaco: ¢ = a»b.

Gdybysmy chceieli wyznaczy¢ splot asb wprost z definicji,

to musielibySmy wykonaé¢ okolo 2n? operacji arytmetycznych,

co kazdy z Was moze tatwo sprawdzi¢. W celu wyznaczenia

splotu mozna postuzy¢ si¢ dyskretna transformacja Fouriera.
Rozszerzmy mianowicie wektory a i b dolaczajac do nich n
wspolrzednych o wartosciach 0, tj. @ = [ao, a1, ..., @n-1,0, .4, 0],
b= [bo, b1, ..., 6n-1,0, ...,0]. Splot a+b moze mieé tez 2n i
wspolrzednych, jezeli ostatnia ustalimy jako 0. Zachodzi wowczas
bardzo wazne twierdzenie o splocie:

F(asb) = F(a) F(b),

gdzie iloczyn po prawej stronie nie jest iloczynem skalarnym

odwrotnej, tzn. bm-; ... by bo. Permutacja przyporzadkowujaca
liczbie k liczbe rev(k) jest szukang permutacjg. Dla n = 8 mamy
permutacje (000), (100), (010), (110), (001), (101), (011), (111),
awiec 0,4, 2,6, 1, 5, 3, 7 dziesietnie. Pozostawiamy
Czytelnikowi sprawdzenie, Ze permutacja rev ma zadane
wlasnosci.

Twierdzenie o splocie mozna zmterpretowaé W nastepujacy

sposOb. Mamy dane dwa w1elomlany PiQ. Wymaczamy ich
wartosci w 2n punktach @°, o', ..., ®*"~! (tu oczywiscie w jest
pierwiastkiem stopnia 2n), co odp0w1ada. wyznaczeniu F(a)

i F(b). Nastgpnie mnozymy parami ich wartosci w tych punktach
(F(a) - F(b)). Ostatecznie majac takie 2n wartosci szukamy
wielomianu stopnia co najwyzej Zn-— 1, ktory w tych punktach
przyjmuje wyznaczone wartosci F~! (F(a) - F(b)). Poniewaz

istnieje dokladme tylko Jeden wielomian o tej wlasnoéci, ktory

w punktach w°, @', ..., ®*"~! przyjmuje wartosci P{w’)Q(m‘) dla
=0, . 2= 1, zatem musi to by¢ iloczyn wielomianow P(z)Q(z).
A wiec uzyta przez nas do pomnozenia dwoch wielomianoéw liczba
dzialan jest rzedu n - logn, podczas gdy przy ,,normalnym’
mnoZeniu jest ona rzedu »2.

Kilka stéw o zastosowaniach szybkiej transformacii Fouriera.
Autorzy podstawowego podrecznika ze zlozonosci obliczeniowej
A. Aho, J. Hopcroft, J. Ullman (Projektowanie i analiza algorytmow
komputerowych, PWN, 1983) piszg, Ze transformacja ta jest

w informatyce wszechobecna. Jest to niewatpliwie prawda.
Pokazaliémy, jak ja stosowaé do obliczania splotow wektorow

i iloczynu wielomianow. Wigkszos¢ operacji na wielomianach
wykonuje sie za pomoca tej transformaciji. Stosuje si¢ ja takie
dla arytmetyki wieloprecyzyinej (gdy liczby trzeba reprezentowac
w komputerze za pomoca bardzo dlugiego ciagu bitow). Wiele
zadafi numerycznych rozwiazuje sie za pomoca tej transformacii,
na przyklad niektore zadania prowadzace od ukladéw rownan
rézniczkowych czastkowych do ukladéw réwnan liniowych. Czy
Fourier mogt przewidzieé, ze jego transformacja znajdzie
zastosowanie w tomografii komputerowej? Ale nasi Czytelnicy -
po przeczytaniu niniejszego artykulu beda juz wiedziec, ze
tomografia komputerowa (nagrodzona zreszta Noblem

w dziedzinie medycyny), ktéra pozwala w niestychanie
precyzyjny a jednocze$nie prawie nieszkodliwy sposéb dokonac
wewnetrznej obserwacji pacjenta, tez korzysta z algoryimu FFT.
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Rys. 1. Diagram Hertzsprunga-Russella. Pas niestabilnosc) przecina drogi
ewolucyjne gwiazd (zaznaczone kretymi liniami). Stygnace biale karly
przesuwajac sie w kierunku prawego dolnego rogu rysunku przecinaja
przedluzenie pasa niestabilnosci. Te, ktére pulsuja, zaznaczone sg kolorem.
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Ryvs. 2. Wykres zmian jasnosci gwiazdy G 207-9.
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Rys. 3. Transformacja Fouriera zmian jasnosci gwiazdy G 207-9.

Data Wielkanocy

K. F. Gauss podat nastgpujaca regule obliczania daty
Wielkanocy. Niech a, b, ¢ oznaczaja odpowiednio reszty

2 dzielenia numeru roku przez 19, 4, 7. Przyjmijmy tabelke
wielkosci pomocniczych x i y:

dla lat 1583—1699 x=22, y=2
1700—1799 23 3
1800—1899 23 4
1900—2099 24 5

Niech teraz reszta z dzielenia (19a+ x):30 wynosi 4, a reszta
z dzielenia (26 +4c+ 6d+y):7 wynosi e. Wtedy data
gregorianska Wielkanocy jest
(22+d+e) marca, ’gdy d+e<9,
(d+e—9) kwietnia, gdy d+e > 9.

Jednak jesli d = 28 oraz a < 10 i otrzymamy date 25 lub 26
kwietnia, to Wielkanoc wypada 18 kwietnia. :

Wiadomo, ze Wielkanoc mamy w pierwsza niedzielg po pierwszej
wiosennej pelni Ksiezyca, wiec jakas regularno$é

w gigg jest, watpliwe jednak, by ktokolwiek (nawet z astronoméw)
pr

Tk

of

|

wal teraz samodzielnie udowodnié popmwnoéé tej procedury. h_\

Dzisiejsze ,,Patrz w niebo™ cheemy podwigci¢ jeszeze jednej
ilustracji zastosowania szybkiej transformacji Fouriera (FFT)
opisanej w tym numerze,

Ot6z kazdemu wiadomo, 7¢ wiele gwiazd zmienia swoja jasno$é.
Znaczna ich czes¢ znajduje sie w tzw. pasie niestabilnodci na
diagramie Hertzsprunga-Russella. Sg to regularnie zmienne
cefeidy. Zima 1964 roku Arlo Landolt z Uniwersytetu

w Luizjanie (USA) odkryl bardzo slabg zmienna gwlazde, ktorej
nie udato sie wowczas sklasyfikowaé. Wkroétce okazalo sig,

ze gwiazda ta bedac bialym karlem lezy na przediuZeniu
wspomnianego pasa niestabilnosci. W ciagu nastepnych
dwudziestu lat odkryto kilkunastu kolejnych cztonkéw nowo
powstalej grupy taksonomicznej. Mowi sie o nich, Ze sg to
obiekty typu ZZ Ceti. Wszystkie znajduja sie¢ w waskim przedziale
jasnoéci catkowitych i temperatur powierzchniowych. Ponadto
przedzialu tego nie okupuja zadne inne gwiazdy o atmosferach
wodorowyth, co moze $wiadczy¢ o tym, ze kazdy ,,wodorowy”
bialy karzel musi w trakcie stygniecia przej$¢ przez faze ZZ Ceti.

Gwiazdy tego typu sa zmienne, jednak krzywe ich zmiennosci
wcale nie wydaja sie by¢ regularne. Jeéli popatrze¢ na rysunek
obok, to oczywidcie wida¢ wyraZnie maksima i minima jasnoéci,
ale juz okres ich nie da si¢ latwo wyznaczy¢ (sprobujcie!).
Przychodzi tu z pomoca FFT. Wykonujac transformacje Fouriera
krzywej zmian jasnoéci otrzymujemy diagram, na ktorego osi
poziomej moze by¢ np. okres zmian jasnosci, a na osi pionowej
amplituda tych zmian. FFT wykonana dla obserwacji gwiazdy

G 207-9 przedstawionej powyzej daje, podobnie jak dla innych
gwiazd typu ZZ Ceti, przedziwny rezultat: okazuje si¢, ze gwiazda
zmienia swa jasno$¢ z kilkoma, a czasem kilkunastoma okresami
jednoczeénie. Okresy te i ich wzajemne poloZenia sa kopalnia
informacji na temat struktury wewnetrznej gwiazd, ich mas,
skladu chemicznego, a nawet szybkosci obrotu i szybkosci
stygniecia tych obiektow.

dr Tomasz CHLEBO WSKI
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Sposob uzycia:

1. Zapamigtaé lub zaznaczyé
cienko oléwkiem, ktére wypustki
odpowiadaja ktérym krawedziom.
© 2. Wyciaé i bardzo lekko

(nie wigeej niz 30°) zalamaé

na liniach.

3, Kleié wedlug kolejnodci
numeréw. Wszystkie te same
numery kleimy

réwnoczesnie.

Przed nastgpnym

klejeniem czekamy,

az poprzednie

wyschnie

(dla kleju ,lepkol”

— okolo 1 min.).

4, Stawiamy w stosownym miejscu
w stosownej pozyciji.
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadani z numeru n w terminie do kotfica miesiaca n+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w nr n+4. MoiZna nadsylaé rozwigzania trzech, dwéch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcig do 0,1. Oceng mnoiymy przez

_suma ocen za rozwiqzania danego zadania
liczba 0s6b, ktore nadeslaly choé jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktdéw jest zali do p go udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w nr 1/1984.,

Zadania nr 100, 101, 102

Termin nadsyfania rozwigzan: 28 II 1985

100. Dwa kota wspéisrodkowe podzielono na 100 réwnych sektoréw (kazde).
Na kazdym z kol pewne 51 sektoréw pomalowano na czerwono, a pozostale
49 sektoréw na niebiesko. Udowodnié, ze mozna tak obrécié jedno koto
wzgledem drugiego, Zeby co najmniej 52 sektory jednego kola nalozyly si¢ na
sektory drugiego o tym samym kolorze (czerwone na czerwone, niebieskie na
niebieskie).

101. Czworokat wypukly ABCD ma te wiasnos¢, Zze kola wpisane w tréjkaty

ABC, BCD, CDA, DAB maja rowne promienie. Dowies¢, ze ABCD jest

prostokatem.
Uwaga amatorzy zadasd z fizyki !
Za miesigc rusza liga fizyczna Klubu 44,

Pierwsge zadania 2 fizyki w numersze
1/1985,
Réwniez w numerze styczniowym zamiedcimy
obszerne omdwienie ligi matematycznej 2
liczb naturalnych.
orag drusses tabele ligows

2 kilkudziesiecioma nasgwiskami.

Rozwigzania zadan z numeru 8/1984

Przypominamy tres¢ zadan:

88. Jeden z katow tréjkata T ma miare 120°. Niech 7’
bedzie trdjkqtem, ktérego wierzchotkami sa punkty
przecigcia dwusiecznych katéw tréjkata T

z przeciwleglymi bokami. Dowiesé, Ze tréjkat T” jest
prostokatny.

89. Ktory z plaskich przekrojéw szescianu ma
najwigksze pole?
90. Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania
x2+y%+2z% = x2y* w liczbach calkowitych.
88. Oznaczmy wierzcholki tréjkatéow T'i T'
odpowiednio przez 4, B, C, A’, B’, C’. Odcinki AA’,
BB', CC’ sa dwusiecznymi katéw tréjkata T,
¥ BCA = 120°. Niech C'B" bedzie dwusieczna
kata AC'C(B" € AC). Na mocy twierdzenia

o podziale boku przez dwusieczna zachodza proporcje:

AB’' : B'C = AB : BC, AB" : B"C = AC' . C'C.
Zbudujmy na boku BC (na zewnatrz tréjkata T)

tréjkat rownoboczny BCD. Wowcezas BDIJC”C wiec
AC':C'C = AB:BD = AB:BC. Stad i z poprzednich
proporcji wynika, ze punkt B” pokrywa si¢ z B’,
czyli C'B’ jest dwusieczng kata AC'C. Analogicznie

1€

102. Wykazag, Ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich, ze

(0)-6)+)-G)+

Scharakteryzowaé rozmieszczenie wszystkich takich liczb w ciggu wszystkich

- =2)

Zadanie 102 przystat pan Krzysztof Trautman z Warszawy.

C’A’ jest dwusieczng kata BC'C. Wobec tego
xB'C'A’ = 90°,

89. Wybierzmy jedna parg $cian réwnoleglych danego
szeScianu — nazwijmy je gérna i dolng — i rozpatrzmy
przekrdj szescianu plaszczyzng =z, tworzaca

z plaszczyznami tych $cian kat ¢. Niech H oznacza
wielokat powstaly w przekroju szescianu plaszczyzna
7, a H' — rzut tego wielokata na plaszczyzng $ciany
dolnej. H' jest czgscia wspdlng tej Sciany oraz pasa
plaszczyzny ograniczonego dwiema prostymi
réwnoleglymi, z ktérych jedna jest krawedzia
przeciecia plaszezyzny 7 z plaszczyzng Sciany dolnej,

a druga jest rzutem krawedzi przecigcia 7

z plaszczyzng $ciany gornej (rys. 1). Odleglosé d migdzy
tymi prostymi, dlugo$¢ a krawedzi szescianu i kat ¢
zwigzane s3 zaleznoscia : tgp = a/d. Przy ustalonym

@ — a wigc i ustalonym d — obierzmy takie polozenie
plaszczyzny =, by pole H' bylo maksymalne. Obliczenie
tego pola bylo treécia zadania ligowego 76
(rozwigzanie w numerze 6/1984); réwna si¢ ono

d(Y2a-d2) gdy 0<d<aly2
Smax(H') = | (a2 +d?)[2 gdy a/|/2 =dga.



Poniewaz S(H') = S(H)cos g, wigc przy ustalonym ¢
pole S(H) jest maksymalne wtedy, gdy S(H’) jest
maksymalne. Rozpatrujac tréjkat prostokatny

o przyprostokatnych a i d widzimy, Ze cosgp =

= d(a*+d?*)~1/2,

Stad

(VZa-d/2)(@+a?)'" gdy0<d<aly2
Smax(H) = { (2d)~1(a* +d?)¥/ gdy a/y2 < d< a.
a*d—(a* +d*»)'/? gdyd=a

Gdy ¢ zmienia si¢ od 0° do 90°, to d przebiega
wartosci od oo do 0. Obliczona warto$é S,,..(H) jest
funkcja ciagla zmiennej d. Badajac jej pochodna

w przedziatach rozniczkowalnosci stwierdzamy, Ze jest
ona malejaca w (0, a/y/2), rosnaca w (a/y/2, a),
malejaca w (@, ). Dla d = 01 d = a przyjmuje
warto$é maksymalng réwna ﬁ a?. Odpowiada to ,
przekrojowi szescianu plaszczyzna przechodzaca

przez réwnolegle przekatne dwdéch przeciwleglych
$cian (rys. 2).

90. Pokazemy, Ze jedynym rozwigzaniem jest x = y =
= z = 0. Zalézmy, Ze (x, y, z) jest rozwigzaniem
réznym od (0, 0, 0). Niech k bedzie najwicksza
nieujemna liczba catkowity taka, ze kazda z liczb

x,y,z dzieli si¢ przez 2*. Wéwczas x = 2%u, y = 2%,
z = 2*w i co najmniej jedna z liczb u, v, w jest
nieparzysta. Z danego rOwnania wynika, Ze u®>+
+2%2+w? = 4*4%p2. Lewa strona tej rownosci daje

przy dzieleniu przez 4 reszte 1, 2 lub 3 — w zaleznosci
od tego, ile jest sktadnikéw nieparzystych. Zatem

k = 0, czyli co najmniej jedna z liczb x, y, z jest
nieparzysta. Gdyby x i y byly obie parzyste, z musiatoby
tez by¢ parzyste. Wobec tego nieparzysta jest jedna

z liczb x, y i z réwnoéci z2+1 = (x2-1)(»*—1)

wynika, ze z2+1 dzieli si¢ przez 8 — co jest niemozliwe.

W nastepnym numerze Delty siedemnasta strona bedzie
juz ,,plaska”. Wigkszos¢ anagliféw w numerach
4—12/1984 wykonat dr Krzysztof S. Nowinski,
wspomagany przez komputer PDP 11/45 z plotterem,
udostgpniony nam przez Centrum Astronomiczne

im. Mikolaja Kopernika.

Rozwigzanie konkursu Malej Delty z numeru
7/1984

PrawidZowe rozwigzania

nadeszazo 12 Czytelnikéw,

W wyniku losowania nagrody otrzymali

Daniel Zdunek z Otwocka
i Zbigniew Sliwa z Kamiennej Géry.
Nagrody zostaty wysZane poczta,
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Rys. 2




