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() algoryt1nie

Pro! dr Wladyslaw M. TURSKI

Juz starozytni Grecy, a przed nimi Egipcjanie, Babilonczycy i inni zajmowali sie
praktycznie stosowaniem regul rachunkowych, uzywali algorytmów. Najslynniejszy
algorytm nosi imie Euklidesa, a samo pojecie tak mocno zroslo sie ze swa
egzemplifikacja w "algorytmie Euklidesa", ze przez pewien czas uwazano, iz slowo
"algorytm" ma grecki zródloslów: wywodzono je od algiros (= bolesny, trudny)
i arithmos (= liczba). Prawda jest jednak inna, slowo "algorytm", pierwotnie
oznaczajace sztuke wykonywania obliczen przy uzyciu cyfr "arabskich", pochodzi
z arabskiego, dokladniej - osi nazwiska Abu Dzafara Mohammeda ibn Musy
al Horizmiego, w którym to kwiecistym nazwisku obok imion przodka i potomka
wystepuje imie wlasne (Mohammed) i miasto (Horizm, dzisiejszy Chorezm
w radzieckiej Azji Srodkowej), z którego pochodzil slynny matematyk bagdadzki,
autor slawnej ksiazki Kitab al dzabr lal mukabala (z tego tytulu wziela sie
"algebra" l), z której to wlasnie ksiazki Europa nauczyla sie liczyc uzywajac cyfr
"arabskich". Jednym slowem, zupelna arabszczyzna, wyjawszy, naturalnie, same
cyfry, które pochodza z Indii.

Zanim Europejczycy posiedli trudna sztuke wykonywania obliczen w systemie
dziesietnym, poslugiwali sie rzymskimi abakami, czyli tabliczkami podzielonymi
na przegródki, do których wkladano kamyki, czyli calculi (stad "kalkulowac"!).
Eksperci od takich rachunków nosili miano abacystów, uczniowie (posredni!)
Horezmijczyka - algorytmistów. ZWyciestwo algorytmistów nie przyszlo szybko,
nawet w drukowanych juz ksiazkach mozna znalezc drzeworyty przedstawiajace
konkursy sprawnosciowe z udzialem reprezentantów obydwu szkól. A wiec
wdrazanie algorytmów arytmetycznych trwalo w Europie ponad 600 lat! (Ksiazka
Kitab ... powstala okolo roku 820). Warto o tym pamietac, gdy sarka sie na
powolne tempo wdrazania nowych metod postepowania. Ma ~ie te tradycje!

Dzis slowo "algorytm" ma tak wiele znaczen, zaleznych od okolicznosci, ze trudno
byloby dac uniwersalna, a jednoczesnie precyzyjna wykladnie jego tresci.
Najogólniej (a przeto niezbyt precyzyjnie) powiedziawszy, algorytm to
autonomicznie wyrazony przepis na osiaganie zamierzonego celu.

Zauwazmy, ze nie kazdy przepis na osiaganie zamierzonego celu jest algorytmem:
musi on byc autonomicznie wyrazony, czyli sformulowany tak, aby mógl byc
stosowany niezaleznie. To, od czego ma zachodzic owa niezaleznosc, jest sprawa
dosc niejasna, a uscislanie tego aspektu pojmowania "algorytmu" prowadzi do
wielu ciekawych, aczkolwiek trudnych do ujecia we wspólne ramy, rozwazan.

Latwiej bedzie zilustrowac o co nam chodzi na przykladzie: ,nie jest algorytmem
wewnetrznym "przepis postepowania" myszy, która znajduje droge do kawalka
sera ukrytego w glebi labiryntu. Istnieja natomiast dziesiatki algorytmów
ustalajacych lepsze czy gorsze postepowanie prowadzace do znalezienia drogi
w labiryncie. (Wiele z tych algorytmów zostalo zrealizowanych w postaci
programów sterujacych róznymi mechanicznymi "myszkami", które np. co roku
wspólzawodnicza o tytul najlepszej sztucznej myszy). Róznica polega, na owym
"autonomicznym wyrazeniu". Nie znamy pelnego opisu postepowania myszy
naturalnej, nie wiemy nawet, jakie czynniki na nie wplywaja, co mysz uwzglednia
decydujac sie na taki czy inny ruch miesni, nie wiemy nawet, w jakim stopniu
jej postepowanie zalezy od odbieranych bodzców zewnetrznych (i jakich),
a w jakim stopniu od pamieci, "swiadomej" i "podswiadomej", a takze od
"wbudowanych" odruchów sciegien, a nawet poszczególnych komórek.
Postepowanie sztucznej myszy jest natomiast calkowicie opisane jawnymi
formulami, nawet jesli opisuja one czasem zachowanie niedeterministyczne,
bo i wtedy zakres tudziez mechanizm owego niedeterminizmu sa wyraznie
opisane (podobnie mozemy powiedziec, ze algorytm gry w "chinczyka" jest
niedeterministyczny - pewne czynnosci gracza zaleza od wyniku rzutu kostka).

Aby autonomicznosc wyrazenia przepisu miala jakikolwiek sens, musi byc
okreslony - lub dany domyslnie - pewien uklad odniesienia, wzgledem którego
formuluje sie ów przepis. Taki uklad odniesienia nazywa sie czesto dziedzina
algorytmiczna, a w jego sklad wchodza obiekty, byc moze pogrupowane
w kategorie, rózniace sie pod wzgledem tych czy innych cech, ustalone relacje
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miedzy obiektami, byc moze uwzgledniajace podzial obiektów na kategorie,
a takze pewien repertuar operacji okreslonych na ooiektach, znów byc moze
z uwzglednieniem kategorii.

Dziedzina algorytmu Euklidesa jest zbiór liczb calkowitych nieujemnych, ze
zwyklymi relacjami równosci, mniejszosci itp., oraz z operacjami mi liczbach
calkowitych.

Jesli wsród tych operacji dopuscimy wystepowanie
operacji dzielenia z reszta, algorytm Euklidesa moze
miec postac:
Dane sa dwie liczby calkowite dodatnie X i Y.
Niech R bedzie reszta z dzielenia X przez Y.
Jesli R = 0, to szukanym wynikiem (najwiekszym
wspólnym dzielnikiem) jest liczba Y i konczymy
wykonywanie algorytmu.
Jesli R =F 0, to przyjmujemy za nowa wartosc
X uprzednia wartosc Y, a za nowa wartosc Y otrzymana
wartosc R i powtarzamy cale postepowanie od
poczatku.

Jesli natomiast operacja dzielenia z reszta nie wystepuje
w naszej dziedzinie, algorytm Euklidesa przyjmie
postac:
Dane sa dwie liczby calkowite dodatnie X i Y.
Jesli X = Y, to szukanym wynikiem jest liczba X
i konczymy wykonywanie algorytmu.
Jesli X =F Y, to niech M bedzie wieksza z liczb X, Y,
a m - mniejsza.
Obliczamy R = M-m.
Za nowa wartosc X przyjmujemy obliczona wartosc R,
a za nowa wartosc Y - wartosc m i powtarzamy
cale postepowanie od poczatku.

--
Ro"wiazanie zadania M 385.

Jezeli (a+hl/j)' = e+dY3. to (a-bY3)' =
= e--dVJi (a+bVJ)'(a-by3)2 =

= (e+dy3)(e-dy3) = e'-3d'. Gdyby
wiec istnialy a i b zadane w tresci zadama,

to (99999)' - 3(100000)2 < Obyloby
kwadratem liczby a' - 3b'.

Inne rozwiazanie: Gdyby bylo 99999 +
+ lOOOOOy3 = (a+b y3)', mielibysmy

a' + 3b' = 99999 i 2ab = lOOOOO.

Z pierwszej z tycb równosci wynika, ze a
dzieli sie przez 3.·z drugiej zas, ze sie nie

dzieli. eo daje sprzecznoSC.

Bez trudu mozna zauwazyc, ze w wiekszosci przypadków pierwsza wersja
algorytmu wymaga mniejszej liczby kroków niz druga. Wynika to stad,
ze podstawowa robocza operacja wersji pierwszej - dzielenie z reszta - jest
"mocniejsza" niz robocza operacja wersji drugiej - odejmowanie. '

Liczba operacji, które nalezy wykonac, aby osiagnac cel algorytmu, jest jedna
z wazniejszych jego wlasnosci. Nie jest to jednak wlasnosc najwazniejsza.
Podstawowe pytanie dotyczace kazdego algorytmu odnosi sie do jego poprawnosci:
czy mozna zagwarantowac, ze wiernie przestrzegajac przepisu wyrazonego
w algorytmie zawsze -osiagniemy zadany cel. Praktycznie, oczywiscie, interesuja
nas tylko takie algorytmy, co do których gwarancja jest jeszcze mocniejsza,
a mianowicie, ze cel osiagniemy w skonczonej liczbie kroków. Pytanie to mozna
zreszta postawic inaczej: czy mozna zagwarantowac, ze jesli wykonanie algorytmu
konczy sie (po skonczonej liczbie kroków przepis dyktuje zaprzestanie
wykonywania dalszych dzialan), to cel zostaje osiagniety. Jesli odpowiedz na to
pytanie jest twierdzaca, algorytm nazywamy czesciowo poprawnym. Jesli
ponadto mozna zagwarantowac, ze wykonanie algorytmu zawsze sie konczy,
to nazywamy go po prostu poprawnym' albo calkowicie poprawnym.

Dowód tego, ze wykonywanie algorytmu zawsze sie konczy, jest czesto niezalezny
od dowodu, iz konczac sie osiaga pozadany cel. Na przyklad wykonanie drugiej
wersji algorytmu Euklidesa musi sie zawsze zakonczyc, gdyz w kazdym kroku
biezaca dodatnia wartosc M jest zmniejszana o dodatnia liczbe calkowita,
mniejsza od M. Poniewaz proces zaczyna sie ze skonczona wartoscia M, na pewno
nie moze liczyc wiecej niz owo poczatkowe M kroków. Dowód tego, ze wykonujac
algorytm do konca osiagamy zamierzony cel, wymaga spostrzezenia dwu faktów:

l. z tego, ze wykonanie algorytmu dobieglo konca, wynika, iz biezace wartosci
X i Y spelniaja X = Y,
2. z wlasnosci najwiekszego wspólnego dzielnika (NWD) dwu liczb calkowitych
wynika, dla dowolnych dodatnich A > B, ze NWD (A, B) = NWD (A - B, B).

Pierwszy z tych faktów jest konsekwencja samego algorytmu, drugi jest wlasnoscia
dziedziny, której algorytm dotyczy. Mamy tu do czynienia z bardzo typowym
zjawiskiem: dowód poprawnosci algorytmu zalezy zarówno od wlasnosci jego
konstrukcji, jak i od wlasnosci dziedziny algorytmicznej.

Podobnie, na konstrukcje - projektowanie - algorytmu wplywaja dwa, na ogól
rozlaczne, zespoly wiedzy: jeden, dotyczacy zasad budowy poprawnych
i sprawnych algorytmów i drugi, scisle zwiazany z dziedzina, dla której pisze sie
ów algorytm. Czasem owa dziedzina ma charakter formalny, jak w przypadku
algorytmu'Euklidesa, je-ctnakzew wielu praktycznie interesujacych przypadkach
jest nia pewna dziedzina wiedzy albo zgola umiejetnosc, nie majaca adekwatnej
reprezentacji formalnej. Sytuacja taka Wystepuje na przyklad wtedy, gdy chcemy
ulozyc algorytmy dla banku, biura podrózy czy towarzystwa ubezpieczeniowego,
nie mówiac juz o takich zastosowaniach, jak przeklad z jednego jezyka potocznego
na inny albo zarzadzanie gospodarcze.
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Uzytecznosc i przydatnosc stosowania komputerów polega na tym, ze sa one
urzadzeniami w zasadzie bezblednie wykonujacymi algorytmy. Naturalnie, po to,
aby algorytm mógl byc wykonany przez komputer, nalezy ten algorytm
przedstawic w pewien okreslony sposób, wyrazic w jezyku programowania.
Kwestia wyrazenia algorytmu w jezyku programowania, aczkolwiek niezmiernie
wazna z "wewnatrz-informatycznego" punktu widzenia, jest jednak czysto
techniczna w tym sensie, ze nie stanowi ona zadnej istotnej bariery przed
mozliwoscia komputerowego rozwiazania problemu. Bariere taka stanowi
natomiast brak odpowiednich algorytmów, a takze, niekiedy, nadmierna zlozonosc
obliczeniowa istniejacych algorytmów (przez "zlozonosc obliczeniowa" algorytmu
rozumie sie oszacowanie kosztu jego realizacji, mierzonego liczba wykonywanych
operacji) ..

Informatyka bada metody budowy,. analizy i przeksztalcania algorytmów dla
dziedzin, które sa na tyle dobrze opisane sformalizowanymi zwiazkami, ze stosujac
do nich (tj. dziedzin) zasady obliczalnych wnioskowan, nie nalezy obawiac sie
popelnienia grubego bledu. Stosowanie algorytmicznych metod postepowania
w dziedzinach nie spelniajacych tego warunku jest bledem metodologicznym,
nie dajacym sie zazwyczaj wykryc w zaden sposób przed tragiczna nieraz
konfrontacja wyników takiego postepowania z rzeczywistoscia. Niestety, pokusa
zastosowania komputerów w dziedzinach pozornie tylko albo polowicznie
sformalizowanych bywa zbyt wielka.

Oprócz konstrukcji, analizy i przeksztalcania algorytmów, informatyka
zajmuje sie takze algorytmami jako tworami abstrakcyjnymi. Badania takie maja
fundamentalne znaczenie poznawcze. Próbuje sie znalezc odpowiedzi na takie
na przyklad pytania: Czy zawsze wtedy, gdy dany problem dopuszcza rozwiazanie
algorytmiczne, istnieje algorytm optymalny dla tego zadania (np. algorytm
najszybszy, o najmniejszej zlozonosci obliczeniowej)? Jaka klase funkcji mozna
obliczyc za pomoca algorytmów zbudowanych z danego zestawu operacji?
Czy zmiana modelu realizacji algorytmu (np. wzbogacenie go o obliczenia
niedeterministyczne) zmienia w istotnym stopniu zakres zadan, które mozna
rozwiazac algorytmicznie?

Widzimy wiec, ze problematyka algorytmów - autonomicznych przepisów
efektywnego postepowania - obejmuje cale spektrum zainteresowan matematyki:
od najbardziej podstawowych, filozoficznych niemal, do calkowicie praktycznych,
by nie rzec: utylitarnych. Niektórzy powiadaja, ze prawdziwa matematyka to
wlasnie studium algorytmów.-Jak zwykle przy takich mocnych uogólnieniach
nie wsZyscyzechca je podzielic. W kazdym razie trudno nie zgodzic sie z tym,
ze studium algorytmów to prawdziwie pasjonujace zajecie i kawal pieknej
matematyki.

Rozwiazanie zadania M 383.

Przypuscmy, ze ta sama liczba pojawia sie
. dwukrotnie po raz pierwszy w wierszu n+ l.

Oznaczmy ja przez T. Poniewa;l wszystkie

liczby W n-tym wierszu sa z zalotenia róme,

wiec r = u' = f/+ l dla pewnej pary u, f/

eleD"entów n-tego wiersza. Mam)': f/ = u' - 1
i poniewaz najwiekszym kwadratem liczby

naturalnej nie przewyzszajacym u' - l jest

(u-I)' = (u'-I)-(2u-2),wiecdla

otrzymania v potrzebujemy co najmniej

2u- l operacji (podniesienie do kwadratu
i 2u- 2 dodawania jedynki). Wynika stad,

ze n ~ 2u i li-Q ~ 2u-l. co jest niemozliwe,
poniewaz u > a > l.

Rozwiqz"ni. z"danin M 3lW.
LaLwo zauwazyc, Zt.: ;:zesci calkowite liczb

Xl~ "t Y" n!e:il IN zaua:rlu btotne i m07~DlY
r<JzpattY"'Jac jedynie C2eSCl ulam!{O'Ne

y~ ~ ;(1- {XIJ, . "J y~ = ."_'2 {X;lJ. prL) ~zy'"!\
mozemy z3h>Zy;,:h ) ~ Y't -or:; ;h~"i ..

• ~:lrJ <

Wybierzmy teraz takie k, ze kYk <' n ~ l

i (k + I)Yk+1 > n + l (ew~ntualnie k = O).4

P . '. n+l.
om.waz YHI > 4(k + l) , WIeC

( n+ 1 )(n-k)(l - Jilk+1) < (n-k) 1- 4(k+ l) .

. (n+l) n+lNIerównosc (n-k) 1- 4(k+ I) •• -4-
jest równowazna (n-k)(4k-n+3) ••
•• (n + I)(k + l), a ta je.t równowaz.na

nierównosci (n - (2k t- I»';. Ospelnionej

dla dowolnych k, n.

Jesli teraz y" ... , Yk zaokraglimy do O,

a YH lo •.. , Yn do l, to najwiekszy blad·
przy zastepowaniu skladników sumy ich

zaokragleniami moiemy POpehlic rozpatrujac

sumy y"" ... +Yk i Yk.l + ... +y ••

W pierwszym przypadku blad wyni.,ie

n"jwyzej ky>., " w clrusim najwyzej
(n-k)(1- >'k+')'

Y1ynik" stad, ze dla podanogo y,'Yi:ej wyboru

, ó ' "I .•
.c z;,\( ,-,no .\Y'~ " -4-. ;a;(

.. ,H']
j ~n -,q{l-Y.,,) •• ·--;;,-



Ja rzeplvn.aC labirvnt? WIeze Hanoi

Najpierw nalezy napelnic labirynt woda, a potem wskoczyc do niego. Po wodzie
rozejda sie kregi. Pierwszy, który dotrze do punktu docelowello, nie tylko
pokaze, ze mojna tam doplynac, ale na dodatek przebedzie najkrótsza
z mozliwych dróg. Ten prosty eksperyment, bardziej intuicyjny niz fizyczny
(brak przeciez w jego opisie wielu zalozen co do fizycznych wlasnosci labiryntu)
latwo przeklada sie na 'precyzyjny jezyk liczb i algorytmów.

Narysujmy labirynt na kartce kratkowanego papieru. Obierzmy w nim punkt
startowy i docelowy. Ponumerujmy kolejnymi liczbami naturalnymi kregi,
rozchodzaoe sie wokól startu. Pamietajmy, ze scianki korytarzy labiryntu
calkowicie pochlaniaja dochodzace do nich kregi, a w katdym korytarzu moga
sie one rozchodzic tylko jeden raz.

Jezeli zapelnimy w ten sposób labirynt i nie dojdziemy do celu, to poszukiwanej
drogi nie ma. W przeciwnym przypadku - gdy dotr7emy wreszcie do miejsca
docelowego - droga istnieje, a znalezc ja latwo cofajac sie tak, by przeskakiwac
z jednego kregu na najblizszy, o numerze o jeden nizszym.

Opisany tu algorytm nie na wiele zdalby sie Tezeuszowi - nie mial on przeciez
planu labiryntu kretenskiego. Wykorzystywany jest za to przez twórców
programów komputerowych przeznaczonych do projektowania polaczen miedzy
elementami ukladów elektronicznych.

Na koniec pytanie dla dociekliwych:
W jaki inny sposób mozna numerowac kregi w labiryncie, by odnaleZCdroge
do celu? Jak uzyc do tego najmniejszej liczby róznych liczb?

K.B.

Symetrie

Ponizszy algorytm stanowi konstruktywny dowód twierdzenia:

Dowolne dwa przystajace trójkaty na plaszczY7nicmozna nalozyc za pomoca
nie wiecej niz trzech symetrii osiowych.

Jesli znajdziemy sie w.punkcie START z dwoma przystajacymi trójkatami
At A. A3 i A, Ai A;, to w punkCie STOP bedziemy mieli A, = A, dla
, = 1,2,3.

Czytelnik zechce sprawdzic, ze tak jest istotnie, a takze uzasadnic. ze jest to
dowód przytoczonego twierdzenia.

N/E

Aj przenies na jegoobraz symetryczny
wzgledem symetra­
lnej AiA;

Sprawdz, czy
i=3

----

Gdy w pepku swtata, indyjskim miescie Renares, stawial Brahma na brazowej
tabliczce trzy diamentowe paleczki o wysokosci jednego lokcia i o grubosci
tulowia pszczoly, wiedzial ju:i zapewne w swej niezmierzonej madrosci, ze nim
mnisi przeloza 64 7lote krazki i nastapi koniec swiata, ludzie beda podawac

gre w ••Wieze Hanoij' jako koronny przyklad algorytmu rekursywnego.

Algorytm - to skladajacy sie 7.eskonczonego ciagu elernentarnyc~ polecen
pt7.epis na wykonanie pewnej bardztej zlozonej czynnosci. Jedna z wlasnosci
wiekszosci algorytmów jest to, ze do dzialania niezbedny jest im zestaw
produktów wejsciowych, które my dalej bedziemy nazywali parametrami.
Jak z opisu tego widac, caly algorytm jest tez pewnym poleceniem. Nic zatem
nie stoi na przeszkodzie, aby go uzyc jako elementu innego, bardziej zlozonego
polecenia. Stad juz tylko jeden krok do algorytmu rekursywnego, czyli takiello,
który jako jednego z elementów uzywa samego siebie.

Przejd7my do algorytmu gry w ••Wiez.eHanoi". Przypomnijmy w skrócie
7asady gry:
I. rekwizytami sa trzy paleczki (nazwijmy je A, B i C), na które nanizano
krazki o parami róznych grednicach,
'2. w staoie poczatkowym na paleczce A znajduje sie n krazków ulozonych tak,
ze kazdy (oprócz najnizszego) lezy na krazku o wiekszej srednicy,
3. zadanie polega na przeniesieniu wszystkich krazków, jednego po drugim,

z paleczki A na paleczke C z wykorzystaniem paleczki B. Nalezy przy tym
przestr7"gac zasady, ze krazek mozna przelozyc albo na paleczke pusta, albo
na inny krazek, byle o wiekszej srednicy.

Przystapmy zatem do budowy algorytmu. Nadajmy mu nazwe i okreslmy jego
parametry. Bedziemy zapisywali:

Hunoi (n, skad, poprzez, dokad)

i odczytywali:

przenies, wedlug zasad gry, n krazków z paleczki o nazwie skad na paleczke
o nazwie dokad, wykorzystujac paleczke poprzez.

W nas7ym algoryimie uzyjemy tylko jednego elementarnego polecenia. Bedziemy
zapisywali:

przeniei (skad, dokad)

i odczytywali:

przenies jeden krazek z paleczki o nazwie skad na paleczke o nazwie dokad.

Algorytm Hanoi (n, skad, poprzu, dokad) ma dzialac dopóty, dopóki na
paleczce ppczatkowej jest j~szcze choc jeden krazek. Aby gre zakonczyc,
wystarczy wykonac kolejno tylko trzy polecenia. Zapiszmy je od razu w postaci
gotowego algorytmu uzywajac wprowadzonych poprzednio oznaczen.

Algorytm Hanoi

parametry: n liczba przenoszonych krazków

skad nazwa paleczki poczatkowej
poprzez nazwa paleczki posredniej
dokad nazwa paleczki koncowej

I. jezeli n > O:
a. Hanoi (n- I, skad, dokad, poprzez)

b. przenies (skad, dokad)

c. Hanoi (n- I, poprzez, skad, dokatl)
d. koniec

2. je;:eli n = O: koniec.

Zauwazcie, jak prosty jest ten algorytm. Jako jed:vnegorzeczywistcgo'dzialania
uzywa on polecenia przenies. Pozostale kroki siuta jedynie do organizowania
rekursji i modyfikacji parametrów.

Na zakonczenie slów kilka o koncu swiata: kiedy on nastapi? Jezeli przez P(t1)

oznaczymy liczbe elementarnych przeniesien dla gry z n krazkami, to ze struktury
algorytmu widac, ze:

{O dla n = O,P(n) = 2P(n-l}+ I dla n > O.

Radzimy dociekliwemu Czytelnikowi wykazac, ze P(n) = 2" - I.My zas
pokazemy, ze koniec swiata nie moze nastapic wczesniej niz po 2" - I (gdzie
n = 64) pr7.elozeniach krazka. Oznaczmy przez p(n) minimalna mozliwa liczbe
przelozen dla n krazków. W momencie gry, w którym nalezy pr7.eniescnajwiekszy
krazek z paleczki poczatkowej na konCOWI{,na paleczce posredniej mu-i byc
ulozona pirami.da z n-l krazków. By stan ten uzyskac, trzeba wykonac zatem
co najmniej p(n -I) przelozen. Teraz nalezy przelozyc krazek najwiekszy i znowu
wykonac p(n-I) ruchów. Stad: -.....

P(n) '" 2p(n-\)+ I", 2"-1 (gdyt p(O) = O).

Przy 64 krazkach mamy zatem jeszcze sporo czasu, nim mnisi wykonaja ostatnie
z prawie lO" przemieszczen krazków.

K.B.



aJkrótsza droga

Mamy pewien zbiór miast i siec laczacych je dróg. Niech n oznacza liczbe miast, a II} dlugosc
drogi'laczacej bezposrednio miasto i z miastemj (III = O); jezeli miedzy tymi miastami nie
biegnie droga, przyjmiemy II} = 00. Pokazemy dwie metody obliczania dlugosci naj krótszego
polaczenia drogowego dwóch dowolnych miast; dla miasta i oraz miastaj oznaczymy ja przez CIJ'

Przyklad
Rozwazmy cztery miasta polaczone drogami tak, jak to przedstawiono na rysunku.

Metoda 1 (Warshalla)

polega na obliczaniu dlugosci c1J naj krótszego polaczenia miasti oraz j takiego, ze przechodzi ono jedynie przez miasta
o numerach nie wiekszych niz k.

Algorytm

1. dla kazdej pary miast (i,j) przyjmij c?J = lth
2. dla kolejnych liczb k z przedzialu [l, nl i dla kazdej pary

miast (i,j), przyjmij c1J = min(c1it, c1k"t+c1jt),
3. dla kazdej pary miast (i, j) przyjmij CI} = C7h
4. koniec algorytmu.

Algorytm Warshalla buduje nastepujace tabelki wartosci c1J'

c?J11234

l 07100
2 70002
3 10003
4 00230

Metoda 2 (Dijkstry)
. polega na konstruowaniu podzbioru S zbioru wszystkich miast

takiego, ze najkrótsze polaczenie pewnego miasta i z kazdym
miastem ze zbioru S przebiega przez miasta ze zbioru S.
DlugoSC takiego polaczenia dla miast i oraz j oznaczymy przez d,},

Algorytm

1. dla kazdej pary miast (i,j) przyjmij d'J = II},
2. wez i = O,

3. wez kolejna liczbe naturalna i; jezeli i > n: koniec algorytmu,
4. przyjmij S = {i},
5. jezeli S = {l :2, ... ,n}, przyjmij C't = d,t, dla kazdego

l ~ k ~ n i wykonaj 3.
6. jezeli S # {l, 2, ... , n}, wykonaj:

a. ze zbioru {l, 2, ... , n} - S wybierz miasto j, dla którego
dij jest najmniejsze i przyjmij S = Su {j},

b. dla kazdego k E {l , 2, ... , n} - S przyjmij
d/t = min (d,t, dl}+IJt) i wykonaj 5.

Algorytm Dijkstry buduje nastepujace zbiory Si tabelki wartosci dtJ•

j 11234
S={l}

S = {l, 3, 4}·

S= {1,2,3,4}
CtJ I O 6 l 4

Pozostawiamy Czytelnikowi przesledzenie dzialania algorytmu
Dijkstry dla pozostalych miast.

clj l 234 c~Jl 234

l

07100 l07-1 9
2

7 O 8 2 27 O 8 2
3

l 8 O 3 3180 3
4

00230 49230

clJ

123 4 ctJl 234

l

O 7 l 4 l061 4
2

7 O 8 2 26 O 5 2
3

l 8 O 3 3150 3
4

4230 44230

S={l,3}

d1J I O 7 l 00

j 1234

dl} O 7 l 4

j l 234

d1J O 6 l 4

j I l 234

Algorytmy Warshalla i Dijkstry formuluje sie zwykle inaczej niz zostalo to tutaj przedstawione.
Dzialaja one prawidlowo takze dla dróg jednokierunkowych i dlatego rozwiazany przez nie
problem mozna definiowac ogólniej, uzywajac pojec z teorii grafów zonentowanych.

Oba algorytmy sa niemal optymalne, gdyz liczba elementarnych operacji jest dla kazdego z nich
rzedu n3• Kerr udowodnil. ze kazdy algorytm obliczajacy naj krótsze polaczenie miedzy n
miastami, przy uzyciu operacji dodawania i brania minimum wymaga wykonania mniej wiecej n3
elementarnych kroków.

Aneks do artykulu
Jak kojarzyc trwale malzenstwa

Dla danego zestawu list preferencji moze istniec wiele•
stabilnych ukladów (nawet 22 ukladów). Uzyskany w algorytmie
uklad U == {(kt, mt), (kl, ml), ... , (m., k.)} jest optymalny
dla mezczyzn. Dla dowolnego bowiem innego stabilnego
U' = {(mt, k~), (m2, ki), ... , (m., k~)} zachodzi ktmtk~,
k2 m2ki, ... , k.m.k~. Udowodnimy, ze jezeli w trakcie wykonywania
algorytmu mezczyzna m wykreslil kobiete k ze swojej listy,
to nie istnieje inny uklad stabilny, w którym moglaby znalezc sie

5

para (m, k). Przypuscmy, ze tak jest az do momentu, gdy mo
wykresla ze swej listy ko i dópiero teraz daje sie utworzyc uklad
stabilny U' z para (mo, ko). W takim przypadku w U istnieje
para (mt, ko) taka, ze mtkomo, a w U' obok (mo, ko) jest
(mt, kt), dla której ktmtko(inaczej bowiem U' nie bedzie
stabilny). Skoro zatem w U jest (mt, ko) i ktmtko, to ki musiala
byc skreslona wczesniej niz ko z listy mI. W tamtym momencie,
wobec przyjetego na wstepie zalozenia, stabilny uklad U' z para
(kt, mI) nie moze istniec.

A zatem koncowy uklad jest wyznaczony jednoznacznie,
niezaleznie od kolejnych wyborów wolnych mezczyzn.



Oto przykladowe listy preferencji

dla .,(/ = {A, B, C, D, EJ
iJf"= {I,2,3,4,51:
A 25134 IEADBC
B 12345 2DEBAC
C 23541 3ADBCE
D 13245 4CBDAE
E 53214 5DBCEA

(A,I) (B,3), (C,2), (D,4), (E,5) ~

(A,2), (B,3), (C,l), (D,4), (1',5) ~.2..
(A,3), (B,2), (C,I), (D,4), (E,S) ~

(A,3), (B,I), (C,2), (D,4), (E,S) ~

(A,l), (B,3), (C,2), (D,4), (E,S) l!!
Algorytm zapetla sie.

--

"

Jak kojarzyc trwale malzc.n&twa - przykl~d nlgorynnu

Dane sa dwa n-elementowe zbiory-:.- zbiór kobiet f i zbiór mezczyzn .H. Kazdemu elementowi
przypisana jest pewna lista preferencji. Wyjasnimy to pojecie na przykladzie wybranej kobiety
k E f. Przypisana do k lista jest to pewna permutacja wszystkich elementów zbioru .H. Jezeli
mezczyzna mi znajduje sie wyzej na liscie preferencji kobiety k niz mezczyzna m2. to piszemy mi km2'

Nalezy mezczyzn i kobiety ze zbiorów Jt i f polaczyc w pary tak, aby
kobieta ki i mezczyzna m2 z dwóch róznych par (mi, ki) i (m2, k2) nie cenili wyzej

(w sensie swych list preferencji) siebie nawzajem njz swych aktualnych partnerów. Uklad
spelniajacy powyzszy warunek nazywamy stabilnym.

Najprostszy mozliwy algorytm - przegladanie po kolei wszystkich ukladów par i wybieranie
ukladów stabilnych - jest malo efektywny. Wszystkich ukladów par jest przeciez n!. Nie wiemy
w dodatku, czy uklad stabilny zawsze istnieje.

Metoda polegajaca na uzyskiwaniu ukladu stabilnego przez wymiane partnerów w parach
powodujacych niestabilnosc równiez nie zawsze daje pozytywne rezultaty (patrz obok).
Skonstruujemy algorytm; w którym po drodze beda wystepowac tylko uklady stabilne, ale
niekoniecznie pelne, tzn. nie wszyscy mezczyzni (i nie wszystkie kobiety) musza byc polaczeni
w pary. Algorytm rozpocznie swoje dzialanie od najprostszego ukladu stabilnego - zbioru
pustego, nastepnie bedzie z ukladu stabilnego otrzymywal inny uklad stabilny, az dojdzie do
ukladu pelnego.

Do budowy algorytmu uzyjemy operacji oswiadcza sie. Dla dowolnego k E:J(' i m EJ{
operacja m oswiadcza sie k wyko!iywana jest w nastepujacy spo~ól):

Jezeli kobieta k ~est wolna, to tworzy sie para (m, k). W przeciwnym przypadku kobieta
dokonuje wyboru tego mezczyzny, sposród m i aktualnego partnera, który znajduje sie wyzej
na jej liscie preferencji. Jednoczesnie k zostaje skreslona z listy preferencji odrzuconego
me7.czyzny. Wybrany mezczyzna tworzy pare z kobieta k, a odrzucony staje sie wolny,

Algorytm

dopóki istnieje wolny mezczyzna, wykonuj:
1. wybierz dowolnego wolnego mezczyzne m,
2. wykonaj In oswiadcza sie k, dla k znajdujacej sie aktualnie najwyzej na liscie preferencji m.
koniec algorytmu

'Spróbujcie zastosowac ten algorytm do podanego na marginesie przykladowego zestawu list
preferencji. Nietrudno zauwazyc, ze kazdemu wykresleniu, kobiety z którejs z list towarzyszy
wybór jednego z dwóch mezczyzn. W ten sposób kobieta dobiera sobie coraz lepszego partnera.
Czy algorytm zatrzyma sie kiedykolwiek? Tak. Kazdy mezczyzna oswiadcza sie danej kobiecie
tylko raz, a wiec w naj gorszym przypadku musi nastapic moment, kiedy na liscie preferencji

mezczyzny m pozostanie juz tylko jedna kobieta k. Inne kobiety musza wiec miec partnerów.
Kobieta k jest zatem wolna. Wykonanie operacji m oswiadcza sie k utworzy ostatnia pare (m, k).
Algorytm zatrzymuje sie. Tylko n operacjom oswiadcza sie nie towarzyszy skreslenie kobiety
z listy preferencji, a wiec algorytm zatrzyma sie po co najwyzej n+ (n - 1)2 krokach.

Pokazemy, ze kolejne uklady otrzymywane w algorytmie sa stabilne. Rozpatrzmy pewien uklad
stabilny przed zakonczeniem dzialania naszego algorytmu w momencie tworzenia pary (m, k).
Dla mezczyzny m z pary (m, k) moze istniec kobieta ki taka, ze klmk. Poniewaz m oswiadcza! sie
kolejno kobietom wedlug wlasnej listy prefereocji, to ki musiala byc z niej wykreslona.
Zdarzyc sie to moglo jednak tylko wtedy, gdy ki znalazla lepszego partnera niz m. Zatem
utworzenie pary (m,k) nie narusza stabilnosci i operacja oswiadcza sie z<.chowuje stabilnosc
calego ukladu. Uklad poczatkowy (uklad pusty) byl stabilny, tak wiec wszystkie kolejne uklady,
lacznie z koncowym (pelnym), sa stabilne.

Opisany tutaj algorytm zakonczy sie w skonczonej liczbie kroków i utworzy stabilny uklad par.
Czy jest to jednak jedyny taki uklad? Zauwazmy, ze w algorytmie wybieramy pewnego wolnego
mezczyzne (pozwala to ominac szczególy techniczne w opisie algorytmu). Czy koncowy uklad
zalezy od kolejnych wyborów? Czy otrzymany uklad preferuje któras ze stron? Odpowiedz
w numerze.

dr Wojciech RYTTER



Czy przez telefon mozna grac w karty?

na podstawie artykulu "Poker bez kart" z ksiazki" The Mathemalical Gardner" (A. Shamir,
R. Rivest, L. Ade]man).

o telefonicznej czy korespondencyjnej grze w szachy slyszal kazdy. A]e j~k grac w ten sposób
w brydza lub w pokera? Problemem jest oczywiscie rozdawanie kart. Przypuscmy, ze graja
dwie osoby i maja rozdac po piec kart. Rozdac to znaczy:

Kazdy ma wiedziec, jakie piec kart dostal.

Karty otrzymane przez graczy sa rózne.

Zaden z graczy nie ma dodatkowej informacji o kartach partnera, ale po grze moze sprawdzic,
czy partner nie oszukiwal, czy gral swoimi kartami.

Kazdy rozklad kart jest jednakowo prawdopodobny.

Wszystko to nalezy wykonac porozumiewajac sie wylacznie przez telefon i bez pomocy osób
trzecich. Oto sposób umozliwiajacy w praktyce rozdawanie kart (liczb naturalnych 1i ... , 52)
przez telefon. Gracze wybieraja najpierw dwie rodziny funkcji o argumentach i wartosciach
naturalnych: .;f' = {Ka.: a E Q} -- funkcje kodujace i 2&= {Da.: a E Q} - funkcje dekodujace
(zbiór Q nazywamy zbiorem kodów - powinien on miec duzo elementów). Rodziny .;f' i !21

musza miec nastepujace wlasnosci:

Rózne funkcje kodujace maja rozlaczne zbiory wartosci.

Znajomosc liczb naturalnych n i Ka.(n) nie daje praktycznie mozliwosci znalezienia kodu a.

Dziedzina kazdej funkcji Ka. zawiera zbiór {I, ... , 52}.

Dla dowolnego kodu a funkcja Da. jest odwrotna do funkcji Ka. (rozszyfrowuje ona sygnal
zakodowany za pomoca funkcji Ka.), tzn. Da. (Ka.(n» = n dla liczb naturalnych z dziedziny
funkcji Ka..

Dla dowolnych kodów a i p funkcje Ka. i Kp sa przemienne, tzn. Ka.(Kp(n» = 'K,1(Ka.(n».

Rozdawanie kart jest juz proste. Gracze wybieraja (w tajemnicy przed soba) kody, np. A - kod a,

B - kod p. Gracz A koduje liczby 1, ... , 52 i przesyla je (w dowolnej kolejnosci) graczowi B.
Ten wybiera wpierw piec kart dla A: Ka.(al)' ... , Ka.(as) i odsyla mu je - A musi je rozszyfrowac
funkcja Da.. Nastepnie wybiera piec kart dla siebie: Ka.(bl), ... , Ka.(bs), szyfruje je funkcja Kp

i wysyla do A. Gracz A rozszyfrowuje je funkcja Da. i odsyla do gracza B (tzn. przesyla
Da. (Kp (Ka.(b.» = Da.Ka.Kp(b,) = Kp (b.) ). Gracz B musi jeszcze rozszyfrowac je funkcja DfJ i .:.
karty zostaly rozdane.

Po grze partnerzy ujawniaja swoje kody. Z drugiej i czwartej wlasnosci rodzin .;f' i !21 wynika,

ze jesli l(a..(ml) = Ka..(mz), to al = az i ml = mz. Tak wiec gracze nie moga oszukiwac
i podawac innego ukladu kart i innego kodu.

Oto przyklad rodzin .7C i P):p ustalona duza
liczba pit"rwsza,

!) = {2•...• p-I}.
Ka.(Il) '" Ila.(modp).'

Da.(Il) '" IlP(modp).
gdzie I '" n'" pi {3. a. •• I(modp)
Oczy\viscie gracze musza w tym przypadku
korzys tac z pomocy komputerów, ale
rodzb,a .:i:" ma nadal ostatnia z wlasnosci,
tzn. praktycznie ze znajomosci n i Krx(n)

nie u;.;ia sie wyznaczyc Ci.

Rozdawanie kart, jesli zamienic telefon
na poczte. mozna opisac tak. A wklada

karty do jednakowych pudelek (do kazdego
jedna karte). zamyka kazde pudelko taka

sama klódka i odsyla je do B. B odsyla piec

pudelek (sa to karty gracza A) oraz pieC

pudelek zamknietych dodatkowo swoja

klódka. A wyjmuje swoje karty oraz zdejmuje
swoje klódki z pud<>lek z kartami R i odsyla

te pudelka do B. B wyjmuje swoje karty.

Powyzszy opis umozliwia w praktyce rozdawanie kart.
Teoretycznie bowiem jest to niemozliwe. J. R.

Dni julianskie
Jezeli MM = Ilu!> 2. to r = RRRR-I oraz m = MM+ 12.
Jezeli MM)o 3. to r = RRRR oraz m = MM.
JD = [365.25r]+ [30.6001(m+ 1)]+ DD+ {2- [r/IOO]+ [r/400]) + 1720994.5.

Oblic",cnie odstepu czasu miedzy dwiema datami jest procedura bardzo Cl.estO

spoty]<ana w rozmaitych dzialach astronomii, chocby przy obliczaniu
przewidywanych poloi.en cial niebieskich. Ogromnie pomaga temu tzw. julianska

rachuba dni. wedlug której kazdy dzien. poczynajac od umownego, dosc

odleglego momentu w przeszlosci. ma sw6j numer kolejny (jesli ktos koniecznie
chce wiedziec. chodzi o poludnie 1 stycznia 4713 p.n.e.).

Niech funkcja [x] przypisuje liczbie rzeczywistej x jej czesc calkowita. Zapiszmy

date (naszej ery) w postaci DD MM ~RRR, gdzie DD oznacza numer dnia
w miesiacu. MM numer miesiaca iRRRR rok. Poczatkowi danego dnia (czyli

p61nocy czasu uniwersalnego rozpoczynajacej dana date) odpowiada w rachubie

julianskiej numer dnia (JD) obliczany wedlug nastepujacego schematu:

7

Numer dnia julianskiego zmieniany jest w poludnie czasu uniwersalnego.
stad 0.5 na koncu wzoru. Trzeba tez tu wiedziec. ze do 4 X 1582 r. obowiazywal

tzw. kalendarz iulianski (uwaga: zbieznosc nazw kalendarza julianskiego

ijulianskiej rachuby dni iest czysto przypadkowa). a kalendarz gregorian<ki

od dnia nastepnego, któremu jednak przypisano date 15 X 1582. Tak wiec
daty od 5 X 1582 do 14 X 1582 formalnie nie istnieja. Formule Ha JD stosujemy

w pelnej postaci dla dat kalendarza gregoTlanskiego, zas wyrazenie w nawiasie

klamrowym pomijamy dla dat kalendarza julianskiego. Jezeli chodzi nam

o obliczenie odstepu czasu miedzy dwiema datami. to dodawanie 1720994.5

mozna oczywiscie pominac.

T.K.
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Konkurs CJ

W pieknej ksiazce The M athematical Gardner
(tytul jest zartobliwy: oznacza fonetycznie
"matematyczny ogrodnik"; tytul taki nadano dla
umieszczenia nazwiska Martina Gardnera, najbardziej
chyba zasluzonego popularyzatora matematyki),
która sklada sie z artykulów o matematyce pisanych
przez cala plejade wybitnych uczonych, Herbert Taylor
daje kilka przykladów bryl, które sa równowazne
topologicznie. Nie dowodzi jednak tej równowaznosci
na drodze rozwazan teoretycznych, lecz pokazuje
jak przez rozciaganie, sciaganie, wyginanie, slowem
przez odksztalcenia bez sklejania i rozcinania zrobic
z jednej inna. Pierwszy z przykladów Taylora na
rysunku.

Konkurs zas polega na wykazaniu, ze i nastepna
narysowana bryla jest równowazna poprzednim.
Wykazanie powinno polegac na ciagu rysunków
prowadzacych od bryly III do bryly I. Najladniejszy
taki ciag wydrukujemy, a wsród autorów dobrych
rozwiazan rozlosujemy nagrody. Termin nadsylania
rysunków - do 15 lutego 1985 roku.

"­

nJ?w,;I/A ~ Iii."''-ri.7''''' .-

,.

Post scriptum: The Mathematical Gardner wydano
w USA. Jest tez wydanie rosyjskie. Nasuwa to na
mysl fakt, ze najlepsza polska ksiazka popularyzujaca
matematyke: Kalejdoskop matematyczny Hugona
Steinhausa, ma wiele powojennych, stale wznawianych
wydan w ZSRR i USA, w Polsce zas byla ostatni raz
wydana ponad cwierc wieku temu. A my sie dziwimy,
ze we wszystkich zastosowaniach matematyki jestesmy
analfabetami. Nie ma sie co dziwic - analfabeta to
taki, co nie czyta.

(>/~v0., I
l.y.



;r~li~»)it:~
:jY

Piramidka

----- - -. -- -- - - -- -' - - -
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~ Poczatkowo stosowano urzadzenia tego typu j~dynie

I ~ w celu korygowania ruchu teleskopu poruszanego
'i:} mechanicznie wokól osi skierowanej na biegun
~ (wspomniany wyzej montaz paralaktyczny).iObecnie jednak coraz czesciej stosuje sie znacznie
~rostsze, tansze i lzejsze montaze zenitalne (teleskop
I"obraca sie wokól osi pionowej i poziomej), a reszte

zalatwiaja ciagle pracujace silniczki.

I l Piramidki wykorzystywane sa równiez do znalezienia
'} odpowiedniej gwiazdy. Wystarczy zadac komputerowi

:i sterujacemu teleskopem przyblizone wspólrzedne~ l gwiazdy, a nastepnie, gdy znajduje sie ona w polu
widzenia, naprowadzamy ja przy uzyciu piramidki
na srodek.

Jest to wiec nieoceniona pomoc w pracy astronoma,
I moze juz niedlugo bedzie równiez ostrzyla zyletki,

aby ulatwic mu golenie p6 nieprzespanej nocy

.t l obserwacyjnej.
10)1 Mala Delte przygotowali Tomasz CHLEBOWSKI
" I i Marek KORDOSI

Prowadzenie wspólczesnych obserwacji astronomicznych
przy uzyciu duzych teleskopów wymaga ogromnej
precyzji. Wystarczy stwierdzic, ze od instrumentów
tych oczekuje sie dokladnosci ustawienia co najmniej I"
(jest to kat, pod jakim widzimy zlotówke z odleglosci
3 km) i utrzymania tej dokladnosci przez wiele
godzin. Dla zilustrowania trudnosci zauwazmy,
ze mechanizm prowadzacy teleskop skierowany
na gwiazde przesuwajaca sie po niebosklonie w wyniku
ruchu dobowego pokonuje 15" na sekunde. Do tego
dochodzi ogromna liczba dodatkowych ruchów, Które
musza zostac uwzglednione, m.in. zmieniajaca sie
refrakcja nad horyzontem, zmieniajacy sie ksztalt
i dlugosc tubusa na skutek zmiennych naprezen
i róznic temperatur, czasem niedokladne ustawienie
osi instrumentu, kolysanie itd. Przy obserwacjach
komet czy planetoid dochodzi jeszcze koniecznosc
uwzglednienia ruchu tych cial wzgledem gwiazd.
Ewentualny komputer sterujacy poprawkami do
ruchu telesk9pu wymagalby ogromnej liczby
parametrów, zastosowano wiec tu urzadzenie znacznie
prostsze - tzw. piramidke. Umozliwia ona sledzenie
powoli poruszajacych sie cial niebieskich, ni~zaleznie
od ich trajektorii, na tyle efektywnie, ze obecnie przy
zastosowaniu piramidek rezygnuje sie z tzw. montazy
paralaktycznych.

Na drodze promienia swiatla przychodzacego od
gwiazdy przez teleskop ustawia sie szybke, która
odbija znikoma czesc swiatla w kierunku piramidki,
czyli ostroslupa o podstawie kwadratowej otoczonego
z czterech stron fotokomórkami - kazda z nich
polaczona jest z silniczkiem sterujacym ruchem
teleskopu. Slowo "silniczek" zostalo tu uzyte
swiadomie. Te wielotonowe giganty sa wywazone tak
idealnie, ze do ich poruszania wystarcza silniczki
o mocy 0,5 W!

Otóz, dopóki swiatlo jest rozpraszane na wierzcholku
piramidki, wszystkie cztery fotokomórki oswietlane
sa tak samo i teleskop pracuje zgodnie z okreslonym
programem. Jednak jesli zacznie sie opózniac lub
z innych powodów gwiazda "zejdzie" ze srodka pola
widzenia - wiazka swiatla oswietli bardziej jedna ze
scianek piramidki, a wiec i fotokomórke, która
wlaczy odpowiedni silnik w celu sprowadzenia do
sytuacji wyjsciowej. Silnik bedzie pracowal dopóty,
dopóki wiazka swiatla nie przestanie oswietlac "jego"
scianki piramidki.

9



o konkursie 7.11 raz jeszcze

John Smith kupil cztery towary, takie, ze zarówno suma, jak
i iloczyn ich cen byly, równe 7.11. Trzeba obliczyc, ile
kosztowal kazdy z nich.

Zadanie sprowadza sie do znalezienia takiej czwórki liczb
(a, b, c, d), ze:
1. a+b+c+d = 7,11,
2. abcd = 7,11.
W dziedzinie liczb rzeczywistych uklad ten ma oczywiscie
continuum rozwiazan. Naturalne jest jednak przyjac, ze ceny
musza wyrazac sie calkowitymi liczbami centów. Jezeli wiec
oznaczymy K = lOOa, L = lOOb, M = lOOc,N = 100d, to
warunki l. i 2. przyjma postac:
1'. K+L+M+N= lOOa+100b+lOOc+1OOd= lOO(a+btc+

+d) = 711, .
2'. KLM N = lOOa' lOOb· lOOc' lOOd = 1()()4abcd = 711 000 000,
oraz dodatkowo:
3'. K, L, M, NEN.

Gdy w ten sposób sprecyzowalismy scisle problem, nalezy
wybrac metode jego rozwiazania. Najszybszym i wymagajacym
najmniej pracy sposobem jest wyreczenie sie komputerem.
Dla maszyny musimy jednak przygotowac dokladny przepis
(algorytm) szukania rozwiazania. Najprostszy algorytm polega
na tworzeniu wszystkich czwórek liczb naturalnych mniejszych
od 711 i sprawdzaniu, czy spelniaja one warunki zadania.
Jednak przeszukiwanie wszystkich kombinacji jest bardzo
uciazliwe - nawet szybki komputer robilby to nieiwykle dlugo ..
Konieczne jest wiec ograniczenie liczby prób. Trzy takie
ograniczenia nasuwaja sie od razu:
1. bedziemy rozpatrywali tylko rosnace ciagi liczb - unikniemy
w ten sposób wyliczania wszystkic~ permutacji i bedziemy mogli

skorzystac z zaleznosci, ze jezeli al +a2 + ... +a. = C
1

al ..:;a2":; ... ":;a., to al ..:; -' C,
n

2. jezeli iloczyn poszukiwanych n liczb nie jest podzielny przez
iloczyn pewnego ich podzbioru, to nie ma potrzeby poszukiwac
pozostalych,
3. ostatnia liczbe mozna wyliczyc z pozostalych i warunku
na sume.

Mozna wprowadzic dalsze ograniczenia na liczbe sprawdzen,
ale trzeba przeciez wybrac jakis kompromis miedzy
efektywnoscia algorytmu a wysilkiem wlozonym w jego
opracowanie - nie chodzi o to, by rozwiazac zadanie "na
piechote", a komputerowi kazac tylko wydrukowac wyniki.

Oto algorytm:
1. Wybierz kolejna liczbe naturalna K;;o 1; jezeli K > 711/4,
to koniec.
2. Jezeli Kjest dzielnikiem 7,11' 1()()4,wykonaj 3, w przeciwnym
przypadku wykonaj 1.
3. Wybierz kolejna liczbe naturalna L ;;O K;jezeli L > (711- K)j3,
to wykonaj 1.
4. Jezeli L jest dzielnikiem 7,11 . 1004jK, wykonaj 5. w przeciwnym
przypadku wykonaj 3.
5. Wybierz kolejna liczbe naturalna M;;o L; jezeli M > (711­
- K - 1.)/2, to wykonaj 3.
6. Jezeli M jest dzielnikiem 7,11 . 1004I(K' L), wykonaj 7,
w przeciwnym przypadku wykonaj 5.
7. Jezeli 7,1l'1004/(K' L· M) = 71l-K-L-M, to czwórka
(K, L, M, N = 711-K-L-M)jest rozwiazaniem.
8. Wykonaj 5.

Algorytm ten zapisany w jezyku FORTRAN wykonywal sie
na maszynie CDC CYBER 73 przez 4,5 s i sprawdzil tylko
5435 pelnych czwórek.

Ksawery STOJDA

Zadania

/3~
/t\ /9\

1\ /\ J\ i\
6 25 17 256 11 100 82 6561

~L~-: ,- A ~ e///// //~;//

Redaguje dr Krzysztof S. NO WINSKI

M 383. Budujemy tablice, zawierajaca w n-tym wierszu 2'-1 liczb naturalnych umieszczajac
w pierwszym wierszu dowolna liczbe naturalna a > 1, a nastepnie pod kazda liczba b wystepujaca
w k-tym wierszu umieszczamy b + I oraz b2:

Wykazac, ze dla kazdego n wszystkie liczby w n-tym wierszu sa rózne.
Rozwiazanie na str. 3

M 384. Liczbe calkowita m taka, ze !x-ml < 1 nazwiemy zaokragleniem liczby rzeczywistej x.

(Gdy x nie jest calkowite, mamy dwa zaokraglenia: [x] i [x]+ 1.) Wykazac, ze kazda z n liczb
XI, .•. , x. mozm zaokraglic tak, ze suma dowolnego podzbioru zbioru {Xl, ... , X.} bedzie sie

. n+l
róznic od sumy 'wybranych zaokraglen liczb najwyzej o --.

4
Rozwiazanie na str. 3

M 385. Wykazac, ze 99999 + 100000 JI3 nie jest kwadratem liczby postaci a + b {3, gdzie a i b
sa calkowite.
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 163. Na poziomej gladkiej powierzchni znajduje sie sztywny, jednorodny pret o dlugosci L
poddany dzialaniu sil F1 i F2 (rysunek). Jaka sila (naprezenie) dziala w przekroju odleglym
o H od konca preta?

Tym razem wraz z trescia podajemy kilka wyników, a wsród nich prawidlowy. Zadaniem
Czytelników jest wskazanie go bez uciekania sie do rozwiazywania problemu.

( H)2 Ha) tv = L (Fl +F2)-F2, b) N =L (F1 +F2)-Fl>
H

c) N = H(F1 +F2)-LF2, d)N = - (F1 +F2)-F2,L

e)N·=(~rFl-(l- ~rF2
(N jest sila, z jaka element A dziala na B).
Rozwiazanie na str. 6

10



Przepis na anaglif \

Artykul profesora Otto w numerze poswieconym anaglifom
zawieral dosc szczególowy wyklad teorii perspektywy i jej
zastosowania do konstrukcji anaglifów, jednak jego praktyczne
wykorzystanie nie jest latwe. Dlatego warto przedstawic problem

konstrukcji anaglifów metoda "ksiazki kucharskiej".
Uzasadnieniem podanego nizej przepisu moga byc anaglify
prezentowane w numerze 4 i nastepnych. Rysowal je wprawdzie
program komputerowy, jednak to, co powiemy.., jest scisla
graficzna analogia wykonywanych rachunków. Wykorzystujemy
tu tez prosty fakt, ze obraz perspektywiczny punktów lezacych
w plaszczyznie równoleglej do plaszczyzny rysunku powstaje
z rzutu prostopadlego tych punktów przez pewna jednokladnosc.
Srodkiem tej jednokladnosci jest rzut prostopadly srodka
perspektywy (oka) na plaszczyzne rysunku, a stosunkiem
podobienstwa jest stosunek odleglosci oka od plaszczyzny
rysunku do odleglosci oka od plaszczyzny, w której dane punkty

leza (patrz rys. l).

Wynika stad, ze bez wiekszych trudnosci mozemy rysowac
anaglify nawet dosc skomplikowanych obiektów, takich np. jak
pokazana na str. 13 numeru4 hiperboloida, jezeli tylko ich
charakterystyczne punkty (tzn. punkty, z których mozemy sama
linijka odtworzyc caly obraz) 1eL1 w niezbyt licznym zbiorze
plaszczyzn równoleglych do plaszczyzny rysunku. Ogranicza
to wprawdzie swobode umieszczenia obiektu w przestrzeni,
nie zawsze jednak mamy pod reka komputer. (Mozliwosci
obliczeniowe komputera pozwalaja ominac powyzsze
ograniczenie, dzieki czemu narysowanie np. sieci przestrzennej
grafitu w "polozeniu dowolnym" (Delta 4/1984, str. 2) nie bylo
trudniejsze niz sporzadzenie rysunku pokazanego obok.)

Spróbujmy wiec narysowac anaglif czternastoscianu pokazanego
na str. 7 w numerze 4 (drugi od lewej u dolu). Jest to
graniastoslup trójkatny, na którego scianach bocznych doklejono
ostroslupy czworokatne, przy czym wszystkie czterna~cie scian
to trójkaty foremne. Latwo widziec, ze wszystkie dziewiec jego,
wierzcholków lezy w trzech równoleglych plaszczyznach, dajac
w kazdej z nich trójkat równoboczny.

Przy rysowaniu zachowamy przyjete w anaglifach Delty polozenie
oka wzgledem przedmiotu Cirysunku): zauwazyliscie pewnie,
ze anaglify wygladaja najbardziej "naturalnie", gdy patrzymy
z wysokosci okolo 25 cm na rysunek lezacy poziomo 12-15 cm
przed nami.

Umiescmy teraz rzut pionowy i boczny przedmiotu tak, jak na
rysunku 2 - okolo 12 cm nad "prosta podstawy" l, na której
zaznaczylismy polozenie rzutu oka prawego O~, lewego O~ oraz
punkt pomocniczy O oddalony o 25 cm od prostej p bedacej
podstawa rzutu bocznego. Sciana, na której nasz wielOscian stoi,
odwzorowuje sie tozsamosciowo, a aby otrzymac rzut Wi
dowolnego innego wierzcholka W, prowadzimy trzy zaznaczone
na rys. 2 proste pomocnicze. (Pozostale punkty lezace w tej
samej plaszczyznie co W mozemy odwzorowac korzystajac
z tego, ze ich obrazy powstaja przez znana nam jednokladnosc
ze srodkiem Vi.)

W ten sposób latwo uzyskujemy anaglif "lewy", anaglif "prawy"
najlatwiej jest uzyskac pamietajac o tym, ze obrazy jednego
punktu leza w tej samej odleglosci od prostej l - tak uzyskalismy
np. obraz Wp.

Gdy dysponujemy kalka techniczna, pare anaglifów obiektu
o okolo dwudziestu punktach charakterystycznych mozna
uzyskac w godzine.

dr Krzysztof S. NO WINSKI
/

/0/--- _//
A'/

L

Rys. l

,,

p

\-'fil --rzut górny wierzchotka W

'A1-rzut boczny tego samego
punktu

OP- ok. 25cm

a Op -ok. 8 cm (rozstaw oczu)

O o~ o~ P Rys. 2



Szybka transformacja 'Pouriera Doc_ dr Antoni KRECZMAR

otrzymana reszte stopnia pierwszego az+ b podzielic przez (z-z')
otrzymujac P(z'), a nastepnie przez (z-z") otrzymujac P(z").
Takie dzielenie w ogólnym przypadku jest bardzo pracochlonne,
ale dla naszego zbioru punktów mozna postapic jeszcze sprytniej.
Poniewaz n = 2m, zatem pierwiastki n-tego stopnia z jednosci
rozloza sie na okregu jednostkowym symetrycznie (rys. I).

To jeszcze nie koniec "chwytów" technicznych prowadz~ch do
algorytmu FFT. Otóz dzielenie wielomianu p przez dwumiany
(z4 - za) i (z4 - Z4) jest bardzo proste. Wystarczy zauwazyc, ze
reszta z dzielenia wielomianu

P(z) = aO+alz+ ... +aZk_tzZk-l

przez dwumian (;!- c) jest postaci

(*) T(Z) = (aO+cak)+(al+caHl)z+ •.. +(al_l.fCa2k_l);!-1.

Rys. I

P(z3) P(Z7) Rys. 2

ze=1

Z -"1 (1+i)=w
1 - 2

Z6=-i

P(Z1) P(z.)

p

z4=-1

prZe) P(Z4) P(z2) P(zJ

Pogrupujmy je parami tak, aby iloczyn (z- z') . (z- z") byl
zawsze wielomianem bez skladnika liniowego, czyli aby byl
postaci ZZ + a. Okazuje sie, ze jest to mozliwe. Dla n = 8 takie

- pary moga byc nastepujace:

(z-za) (Z-Z4) = (z-l) (z+1) = (zz_1) = (zZ-za)'

(z-zz) (Z-Z6) = (z-i) (z+i) = (ZZ+ l) = (ZZ-Z4),

(Z-Zl)(Z-ZS) = (z- ~2 (l+i) )(z+ V; (Hi») =
= (z2-i) = (Z2_Z2),

(Z-Z3) (z-z,) = (z- V; (-Hi») (z+~'i (-Hi») =
= (z2+i) = (Z2_Z6).

Tak"wiec, jezeli podzielimy wielomian P przez wielomiany
(Z2-1), (Z2+ l), (Z2- i), (Z2+ i), a nastepnie otrzymane reszty
przez odpowiednie dwumiany (Z-Zk)' to w ten sposób mozemy
obliczyc latwo wszystkie wartosci P(Zk), k = O. l, ... , 7.

Zauwazmy jednak dalej, ze dzielenie przez (Z2_Z0), (ZZ-Z4)'
(Z2- zz) i (Z2- Z6) mozna wYkonac rozumujac podobnie.
Mianowicie pogrupujmy parami te wielomiany tak, aby iloczyn
(ZZ-z'), (ZZ-z") byl dwumianem postaci (z4+a), co w dalszym
ciagu jest 'mozliwe:

(Z2-zo) (ZZ-Z4) = (zZ-l) (ZZ+ l) = (z4-I) = (z4-zo),

(ZZ-zz) (ZZ-Z6) = (zZ-i) (zz+i) = (z4+I) = (z4-z4).

I znowu dzielac P przez (z4- za) i (z4 - Z4) otrzymamy dwie
reszty stopnia trzeciego, które dzielac przez dwumiany (ZZ- Zk),

k = 0,4,2,6, dadza reszty stopnia pierwszego, a z tych reszt
mozna juz obliczyc P(Zk) dla k = O, l, ... , 7, w sposób uprzednio
opisany. Calosc tego postepowania wygodnie jest przedstawic
w postaci drzewa (rys. 2).

Wystarczy wykazac. ze F"(F(a)) = a. Oznaczmy przez Ck (O,. k <nl kota
","spólrzedna wekto •• F-'(F(a)). Wówczas:

n-I n-I n-I n-l n-I
n' Ck= ~ blw-Ik = l: l: ajwl}w-Jk = l: al l: .oJ/'-k).

j=O j=O ,i=0 1=0 j",O
Poniewaz jednak w jest pierwiastkiem n./ego stopnia-z jednosci, zatem dla

1/-\ wn(l-k)_1 - n-\
I i' k ~ W/(I-l<) = -~~-- = O. oraz dla j = k l: wJ<'-k) = n.

j""O wl-k-l j=O
A wio;;c rzeczywiscie F-'(F(a» = a.

Klasyczna transformacja Fouriera odgrywa zasadnicza role
we wspólczesnej matematyce, w szczególnosci w analizie
harmonicznej. Jak pisze prof. Maurin,zar.fuvno w rachunkach,
jak i rozwazaniach teoretycznych oddaje ona nieocenione uslugi,
a pewien wybitny matematyk stwierdzil: "ludzie wymyslili wiele
transformacji, ale transformacje Fouriera stworzyl Bóg"
(matematyk ten jest ateista). Mlodsza siostra klasycznej
tran§formacji Fouriera jest dyskretna transformacja Fouriera,
która odgrywa za~adnicza role we wspólczesnej informatyce.

Aby w mozliwie prosty sposób zdefiniowac dyskretna
transformacje Fouriera, rozwazmy dowolny wektor
a = fao, al> ... , an-d, którego wspólrzedne sa liczbami
zespolonymi, przez P oznaczmy wielomian

P(z) = aO+alz+ ... +an_lz"-l.

Niech w bedzie pierwotnym pierwiastkiem n-tego stopnia
z jednosci, wówczas ciag wO, wl, ... , wn-1 okresla wszystkie
pierwiastki n-tego stopnia z jednosci. Otóz dyskretna
transformacja Fouriera jest to funkcja F, która danemu
wektorowi a przyporzadkowuje wektor b = [bo, b" ... , bn-d
O wspólrzednych okreslonych przez wartosci wielomianu P
w kolejnych punktach roo, wl, ... , wn-" tzn.

b = F(a) = [P(WO), P(wl), ..•, p(wn-l)].

n-l

Czyli wspólrzedne wektora b sa postaci bJ = L ak (wkY.
k=O

Bardzo wazna cecha klasycznej transfórmacji Fouriera jest to,
ze transformacja odwrotna ma postac bardzo zblizona do
transformacji zwyklej. Dyskretna transformacja Fouriera ma
podobna wlasnosc. Mianowicie, latwo pokazac, ze

l
F-l(a) = _ [P(w-O), PCW-l), ... , p(w-(n-l))].n

Wiadomo, ze iloczyn liczb zespolonych w, = ,,(coscx, +isincx,) i w, =
= ',(coscx, + isin<x,) danych w postaci trygonometrycznej jest liczba
"" ""=', ',(cos(cx,+'X,)+isin('X,+cx,». Tak wiecpierwiastkiemn-tego

stopnia 7. I = cos 0+ i sin O bedzie kazda tak. liczba Z = COS'i'+ isin,p, ze

2k d'k' r l' l'b 2k .. 2k
". 'P"'" n. g Zle Jest lczba ca kOWlta •. lC7 y wt = oos 'n' n"&-lsln1i- 11:;

k = O, "'t n -, sa wiec ~zystkimi pierwiastkaTUi n-tego stopnia, ~ 1 Zauwazmy,

ze (w,)l = wk - taki pierwiastek, którello potegami sa wszystkie inne pierwiastki
,n-tego stopnia. 7 t nazywamy pierwiastkiem pierwotnym.

Po co informatykom dyskretna transformacja Fouriera? O tym,
drodzy Czytelrticy, dOWiecie sie w dalszej czesci niniejszego

...artykulu. Na razie zajmiemy sie szybkim sposobem obliczania
takich transformacji.

Algorytm szybkiego obliczania dyskretnych transformacji
Fouriera w literaturze fachowej nosi skrótowa nazwe m,
od angielskiego Fast Fourier Transform. Zalózmy najpierw,
ze n jest potega liczby 2 (takie zalozenie w informatyce nie
zmniejsza ogólnosci zastosowan). Niech zatem n = 2m dla
pewnego calkowitego ni > O. Zadanie nasze polega na
wyznaczeniu wartosci wielomianu P w n punktach wG, w1, ... , wn-I

(dla transformacji odwrotnej sa to te same punkty, ale w troche
innej kolejnosci, co tylko w nieznacznym stopniu modyfikuje
sposób postepowania).

Z twierdzenia Bezout wiemy, ze dla dowolnegd zespolonego z'
wartosc P(z') równa sie reszcie z dzielenia P przez dwumian
(z-z'). No <!obrze, ale zastanówmy sie teraz, jak mozna obliczyc
wartosc wielomianu P w dwóch punktach z' i z". Oczywiscie
mozna to zrobic dla kazdego z = z' i z = z" oddzielnie.
Mozna takze podzielic najpierw P przez wielomian (z-z')-(z-z"),

12 -



Faktycznie, stopien wielomianu r jest mniejszy niz k oraz

P(z) = (ak+aHlz+ ... +aZk~I~-I) (~-c)+r(z).

Mamy zatem reszte z dzielenia wielomianu P przez (z· - za) postaci'

(ao+a.)+ (al +as)z+ (az +a6)zZ + (a3+a,)z3

oraz reszte z dzielenia wielomianu P przez (z4- z.) postaci

(aO-a4)+ (al -as)z+ (az -a6)zz+ (a3-a,)z3.

Dzielenie tak otrzymanych reszt przez dwumiany (ZZ - Zk) ,

k = 0,4,2,6, wykonujemy podobnie, tzn. stosujac wzór (*).
Ogólny schemat postepowania w przypadku n = 8 przedstawiony
jest ponizej, natomiast przyklad wykonania takich obliczen
dla konkretnego wielomianu w dlugiej tabelce. '

3 12I2I II

S

232Io Io

8

42oI+iol-io

12

42>2I+iI+il-il-i

F([3,I,2,1,2,I,I,I]): [12,I+i,2,I-i,4, l+i,2,l-i]

wektorów F(a) i F(b), ale iloczynem "po wspólrzednych"
(tzn. wynik nie jest skalarem, ale wektorem o wspólrzednych
bedacych iloczynami odpowiednich wspólrzednych wektorów
F(a) i F(b». Aby wyznaczyc splot a*b, obliczamy najpierw
F(a) i F(b), nastepnie mnozymy te wektory "po wspólrzednych"
i wreszcie wyznaczamy transformacje odwrotna F-I(F(a)F(b».
Pierwsze dwie i ostatnia operacja maja koszt rzedu nlog(n),
a mnozenie "po wspólrzednych" ma koszt rzedu n operacji
arytmetycznych.

Na zakonczenie naszego spotkania z szybka transformacja
Fouriera podam jeszcze kilka waznych faktów dotyczacych samej
transformacji, jak i jej zastosowan.

Niektórzy Czytehliey moga miec watpliwosci, czy istnieje latwy
sposób znajdowania tej cudownej permutacji poczatkowej
ciagu Zo, Z I, ... , Zn_1 (patrz dolny wiersz w rys. 2). Jest to
permutacja rzeczywisci~ cudowna, albowiem na kazdym pietrze
drzewa mamy do czynienia tylko i dwumianami postaci Zk - c,
gdzie c jest pewnym pierwiastkiem n-tego stopnia z jednosci.
Otóz istnieje latwy sposób wyznaczania tej permutacji.
Mianowicie, niech n = 2m i rozwazmy dowolna liczbe k, O ~ k <
< n. Taka liczbe mozna przedstawic w ukladzie dwójkowym

jako bobl ... bm l(b1 = O lub 1). Niech teraz rev(k) bedzie
liczba z tego samego przedzialu, o reprezentacji dwójkowej

. wspólczynniki wielomianu P
a3 Q••.

/

wspólczynniki wielomianu Pll
wspólczynniki wielomianu Pu

bo: ao+a.

b1 : al +a.b2 == "2+a,b, = a,+a,1>. = ao-a.-b5 -= at-aS b, = al-a,b., = 03-a.,

Wspólczynniki wielomianu P21

Wspólczynniki wielomianu p••Wspólczynniki wielomianu p.,Wspólczynniki wielomianu p••

Co: bo+b.

CI = b1 +b,C.-= bo-b.C, = b1-b,C. = b.+ib.es = b, + ib.,C6 = b4-ib,C, = b.-ib7

P(Zl)

P(z.)P(z,)P(z,)

P(zo)

P(z.)P(z,)P(z.)d.::;; c.+ds = ('4-d6 = c.+d., = c,-
do = CO+Cl

d1.= CO-CId. = c.+ic,d3 = C2 -ic,
y'2 (l .Y2 (l .Y2 .Y2

+2 +l)C.
--2- +l)C.+-r (-I+l)C,-2(-1+1)c7

Ile}operacji arytmetycznych na liczbach zespolonych trzeba
wykonac w celu obliczenia F(a) stosujac algorytm FFT?
Zauwazmy, ze dla n = 2m musimy wyznaczyc m kolejnych
wierszy reprezentujacych wspólczynniki odpowiednich reszt.
Latwo sprawdzic, ze wyznaczenie takiego wiersza z poprzedniego
wymaga n dodawan i n mnozen. Zatem w su1nie trzeba wykonac
2 . 2m • m = 2 . n . log(n) operacji arytmetycznych na liczbach
zespolonych. Jest to kluczowa wlasnosc tego algorytmu.
Mianowicie wyznaczenie F(a) za pomoca algorytmu FFT wymaga
wykonania tylko rzedu nlog(n) operacji arytmetycznych, podczas
gdy algorytmy tradycyjne wyznaczajace dyskretna transformacje
Fouriera wymagaja wykonania rzedu nZ operacji arytmetycznych.
Wrócmy teraz do pytania, po co w ogóle chcemy wyznaczac
dyskretne transformacje Fouriera. Otóz pomocne sa one niezwykle
w obliczaniu splotu wektorów. Cóz to jest splot wektorów?
Znacie zapewne te operacje, jakkolwiek byc moze sam termin
jest Wam nieznany. Niech P i Q beda dwoma wielomianami
stopnia n-l :
P(z) =:. aO+alz+ ... +an_Iz"-I, Q(z) = bo+blz+ ... +bn_Izn-l.

Mnozac te' wielomiany otrzymamy wielomian stopnia 2n - 2

P(z)Q(z) = CO+CIZ+ ... +Czn_zzzn-z, gdzie

Co= 'aobo, CI =' aobl +al bo, ... , Czn-z = an_l bn-l'

Otóz wektor c = [co, Clo ... , czn-z] nazywamy splotem wektorów
a= [ao,al, ... ,an_tl,b= [bo,bl, ... ,bn_d,cooznaczasie
najczesciej nastepujaco: c = a*b.

Gdybysmy chcieli wyznaczyc splot a*b wprost z definicji,
to musielibysmy wykonac okolo 2nz operacji arytmetycznych,
co kazdy z Was moze latwo sprawdzic. W celu wyznaczenia
splotu mozna posluzyc sie dyskretna transformacja Fouriera.
Rozszerzmy mianowicie wektory a i b dolaczajac do nich n
wspólrzednych o wartosciach O, tj. a = [ao, al, ... , an_l, O, ..•., O],
b = [bo, bl, ... , bn-lo O, ... , O]. Splot a*b moze miec tez 2n '
wspólrzednych, jezeli ostatnia ustalimy jako O. Zachodzi wówczas
bardzo wazne twierdzenie o splocie:

F(a*b) = F(a)F(b),

gdzie iloczyn po prawej stronie nie jest iloczynem skalarnym

odwrotnej, tzn. bm-l ... bibo. Permutacja pfZyporzadkowujaca
licz\>ie k liczbe rev(k) jest szukana permutacja. Dla n = 8 mamy
permutacje (000), (100), (010), (110), (001), (101), (011), (111),
a wiec O, 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7 dziesietnie. Pozostawiamy
Czytelnikowi sprawdzenie, ze permutacja rev ma zadane
wlasnosci. .

Twierdzenie o splocie mozna zinterpretowac w nastepujacy
sposób. Mamy dane dwa wielomiany P i Q. Wyznaczamy ich
wartosci w 2n punktach wo, wl, ... , wzn-l (tu oczywiscie w jest
pierwiastkiem stopnia 2n), co odpowiada wyznaczeniu F(a)
i F(b). Nastepnie mnozymy parami ich wartosci w tych punkta&
(F(a)' F(b». Ostatecznie majac takie 2n wartosci szukamy
wielomianu stopnia co najwyzej 2n - 1, który w tych punktach
przyjmuje wyznaczone wartosci F-l (F(a)' F(b». Poniewaz
istnieje dokladnie tylko jeden wielomian o tej wlasnosci, który
w punktach wG, wt, ... , wzn-I przyjmuje wartosci P(w1)Q(w') dlai = O, ... , 2n-l, zatem musi to byc iloczyn wielomianów P(z)Q(z).
A wiec uzyta przez nas do pomnozenia dwóch wielomianów liczba
dzialan jest rzedu n' logn, podczas gdy przy "normalnym"
mnozeniu jest ona rzedu nZ•

Kilka slów o zastosowaniach szybkiej transformacji Fouriera.
Autorzy podstawowego podrecznika ze zlozonosci obliczeniowej
A. Aho, J. Hopcroft, J. UIIman (Projektowanie i analiza algorytmów
komputerowych, PWN, 1983) pisza, ze transformacja ta jest
w informatyce wszechobecna. Jest to niewatpliwie prawda.
Pokazalismy, jak ja stosowac do obliczania splotów wektorów
i iloczynu wielomianów. Wiekszosc operacji na wielomianach
wykonuje sie za pomoca tej transformacji. Stosuje sie ja takze
dla arytmetykiwieloprecyzyjnej (gdy liczby trzeba reprezentowac
w komputerze za pomoca bardzo dlugiego ciagu bitów). Wiele
zadan numerycznych rozwiazuje sie za pomoca tej transformacji,
na przyklad niektóre zadania prowadzace od ukladów równan
rózniczkowych czastkowych do ukladów równan liniowych. Czy
Fourier mógl przewidziec, ze jego transformacja znajdzie
zastosowanie w tomografii komputerowej? Ale nasi Czytelnicy
po przeczytaniu niniejszego artykulu beda juz wiedziec, ze
tomografia komputerowa (nagrodzona zreszta Noblem
w dziedzinie medycyny), która pozwala VI nieslychanie
precyzyjny a jednoczesnie prawie nieszkodliwy sposób dokonac
wewnetrznej obserwacji pacjenta, tez korzysta z algorytmu FFT.
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Rys. 2. Wykres lmian jasnoSci gwiazt1y G 207-9.

dr Tomasz CHLEBO WSKI

D~iejsze "Patrz w niebo" chcemy poswiecic jeszcze jednej
ilustracji zastOltOwania szybkiej transformacji Fouriera (FFT)
opisanej w tym numerze.

Otóz kazdemu wiadomo, ze wiele gwiazd 1mienia swoja jasnosc.
Znaczna ich czesc znajduje sie w tzw. pasie niestabilnosci na
diagramie Hertzsprunga-Russella. Sa to regularnie zmienne
cefeidy. Zima 1964 roku ArIo Landolt z Uniwersytetu
w Luizjanie (USA) odkryl bardzo slaba zmienna gwiazde, której
nie udalo sie wówczas sklasyfikowac. Wkrótce okazalo sie,
ze gwiazda ta bedac bialym karlem lezy na przedluzeniu
wspomnianego pasa niestabilnosci. W ciagu nastepnych
dwudziestu lat odkryto kilkunastu kolejnych czlonków nowo
powstalej grupy taksonomicznej. Mówi sie o nich, ze sa to
obiekty typu ZZ Ceti. Wszystkie znajduja sie w waskim przedziale
jasnosci calkowitych i temperatur powierzchniowych. Ponadto
przedzialu tego nie okupuja zadne inne gwiazdy o atmosferach
wodorowyth, co moze swiadczyc o tym, ze kazdy "wodorowy"
bialy karzel musi w trakcie stygniecia przejSC przez faze ZZ Ceti.

Gwiazdy tego typu sa zmienne, jednak krzywe ich zmiennosci
wcale nie wydaja sie byc regularne. Jesli popatrzec na rysunek
obok, to oczywiscie widac wyraznie maksima i minima jasnosci,
ale juz okres ich nie da sie latwo wyznaczyc (spróbujcie!).
Przychodzi tu z pomoca FFT. Wykonujac transformacje Fouriera
krzywej zmian jasnosci otrzymujemy diagram, na którego osi
poziomej moze byc np. okres zmian jasnosci, a na osi pionowej
amplituda tych zmian. FFT wykonana dla Qbserwacji gwiazdy
G 207-9 przedstawionej powyzej daje, podobnie jak dla innych

gwiazd typu ZZ Ceti, przedziwny rezultat: okazuje sie, ze gwiazda
zmienia swa jasnosc z kilkoma, a czasem kilkunastoma okresami
jednoczesnie. Okresy te i ich wzajemne polozenia sa kopalnia
informacji na temat struktury wewnetrznej gwiazd, ich mas,
skladu chemicznego, a nawet szybkosci obrotu i szybkosci
stygniecia tych obiektów .
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Rys. 1. Diagram Hertzsprunga-RusseUa. Pas niestabilnosci przecina drogi

ewolucyjne gwiazd (zaznaczone kretymi liniami). Stygnace biale karly

przesuwajac sie w kierunku prawego dolnego rogu rysunku przecinaja

przedluzenie pasa niestabilnosci. Te, które pulsuja, zaznaczone sa kolorem.
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Rys. 3. Transformacja Fouriera zmian jasnosci gwiazdy G 207·9.

T.K.

Data Wielkanocy

K. F. Gauss podal nastepujaca regule obliczania daty
Wielkanocy. Niech a, b, c oznaczaja odpowiednio reszty
z dzielenia numeru roku przez 19, 4, 7. Przyjmijmy tabelke
wielkosci pomocniczych'x i y:

t>l -- .. _-n~~ ~_tl

y=2
3
4
5

x = 22,
23
23
24

1583-1699
1700-1799
1800-1899
1900-2099

dla lat

Niech teraz reszta z dzielenia (19a+x):30 wynosi d, a reszta
z dzielenia (26+4c+6d+y):7 wynosi e. Wtedy data
~egorianska Wielkanocy jest

(22+d+e) marca, gdy d+e ~ 9,

(d+e-9) kwietnia, gdy d+e > 9.

Jednak jesli d = 28 oraz a < 10 i otrzymamy date 25 lub 26
kwietnia, to Wielkanoc wypada 18 kwietnia.

Wiadomo, ze Wielkanoc mamy w pierwsza niedziele po pierwszej
wiosennej pelni Ksiezyca, wiec jakas regularnosc oczywiscie
w tym jest, watpliwe jednak, by ktokolwiek (nawet z astronomów)
próbowal teraz samodzielnie udowodnic poprawnoSC tej procedury.

'14,
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9' Sposób U7 1".18:
1. Zapamietac luli za,.naczyc

cienko olówkiem, ktÓre wypustki
odpowiadaja którym krawedziom.

- 2. Wyciac i bardw lekko
(nie wiecej niz 30°) zalamac

na liniach.

3. Kleic wedlug kolejnosci
numerÓw. Wszystkie te same

numery kleimy
równoczesnie.

Przed nastepnym
klejeniem czek!lmy,

az poprzednie
wyschnie

(dla kleju "lepkol"
- okolo t min.).

4. Stawiamy w stosownym miejscu
w stosownej pozycji.



Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w nr n +4. Mozna nadsylaC rozwiazania trzech, dwóch lub jednego

zadania (kazde na oddzielnej kartee), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez

Skrót regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu' Matematyki~ Informatyki i Mech~
Uniwersytetu \Varszawskiego i Redakcji ,.Del"--"

!=44

lub 44

®

4 _ 3 . suma ocen za rozwiazania danego zadania
liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje

Redaguje dr Marcin E. KUCZ MA on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 1/1984.

Uwaga amatorzy zadan z fizyki !
Za miesiac rusza liga fizyczna Klubu 44.

Pierwsze zadania z fizyki w numerze
1/1985.

Równiez w numerze styczniowym zamiescimy

obszerne omówienie ligi matematycznej

oraz dluzsza tabele ligowa

z kilkudziesiecioma nazwiskami.

Zadania nr 100, 101, 102

Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 1985

100. Dwa kola wspólsrodkowe podzielono na 100 równych sektorów (kazde).
Na kazdym z kól pewne 51 sektorów pomalowano na czerwono, a pozostale
49 sektorów na niebiesko. Udowodnic, ze mozna tak obrócic jedno kolo
wzgledem drugiego, zeby co najmniej 52 sektory jednego kola nalozyly sie na
sektory drugiego o tym samym kolorze (czerwone na czerwone, niebieskie na
niebieskie).

101. Czworokat wypukly ABCD ma te wlasnosc, ze kola wpisane w trójkaty
ABC, BCD, CDA, DAB maja równe promienie. Dowiesc, ze ABCD jest
prostokatem.

102. Wykazac, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich, ze

G) - (;) + G) - (;) + ... = (Yi)n-I.

Scharakteryzowac rozmieszczenie wszystkich takich liczb w ciagu wszystkich
liczb naturalnych.

Zadanie 102 przyslal pan Krzysztof Trautman z Warszawy.

C'A' jest dwusieczna kata BC'C. Wobec 'tego
~B'C'A' = 90°.

89. Wybierzmy jedna pare scian równoleglych danego
szescianu - nazwijmy je górna i dolna - i rozpatrzmy
przekrój szescianu plaszczyzna n, tworzaca
z plaszczyznami tych scian kat q;. Niech H oznacza
wielokat powstaly w przekroju szescianu plaszczyzna
n, a H' - rzut tego wielokata na plaszczyzne sciany
dolnej. H' jest czescia wspólna tej sciany oraz pasa
plaszczyzny ogranIczonego dwiema prostymi
równoleglymi, z których jedna jest krawedzia
przeciecia plaszczyzny n z plaszczyzna sciany dolnej,
a druga jest rzutem krawedzi przeciecia n
z plaszczyzna sciany górnej (rys. 1). Odleglosc d miedzy
tymi prostymi, dlugosc a krawedzi szescianu i kat q;
zwiazane sa zaleznoscia: tgq; = a/d. Przy ustalonym
q; - a wiec i ustalonym d - obierzmy takie polozenie
plaszczyzny n, by pole H' bylo maksymalne. Obliczenie
tego pola bylo trescia zadania ligowego 76
(rozwiazanie w numerze 6/1984); równa sie ono

Rozwiazania zadan z numeru 8/1984
Przypominamy tresc zadan:
88. Jeden z katów trójkata T ma miare 120°, Niech T'
bedzie trójkatem, którego wierzcholkami sa punkty
przeciecia dwusiecznych katów trójkata T .
z przeciwleglymi bokami. Dowiesc, ze trójkat T' jest
prostokatny.

89. Który z plaskich przekrojów szescianu ma
najwieksze pole?
90. ZnaleZC wszystkie rozwiazania równania
x2 +y2 +Z2 = x2 y2 w liczbach calkowitych.

88. Oznaczmy wierzcholki trójkatów T i T'
odpowiednio przez A, B, C, A', B', C'. Odcinki AA',
BB', CC' sa dwusiecznymi katów trójkata T,
~BCA = 120°. Niech C'B" bedzie dwusieczna
kata AC'C(B" E AC). Na mocy twierdzenia
o podziale boku przez dwusieczna zachodza proporcje:
AB' : B'C';" AB: BC, AB" : B"C = AC' : C'c.
Zbudujmy na boku BC (na zewnatrz trójkata T)--
trójkat równoboczny BCD. Wówczas BDIIC'C, wiec
AC':C'C = AB:BD = AB:BC. Stad i z poprzednich
proporcji wynika, ze punkt BIf pokrywa sie z B'.
czyli C'B' jest dwusieczna kata AC'C. Analogiczni~ _ Id(y2 a-d/2)

Sma,,(H') = (a2 +d2)/2

a2

gdy O ~ d~ a/~

gdy a/V'i ~ d ~ a.
gdy d ~ a

te



Poniewaz S(H') = S(H)cos({J, wiec przy ustalonym q;

pole S(H) jest maksymalne wtedy, gdy S(H') jest
maksymalne. Rozpatrujac trójkat prostokatny
o przyprostokatnych a i d widzimy, ze cos({J=
= d(a2+d2)-1/2.
Stad

j(VIa":"'d/2)(a2+d2)1/2 gdy O ~ d ~ a/vI
Sm~x(H) = (2d)-1(a2 +d2)3/2 gdy a/VI ~ d ~ a.

a2d-1(a2+d2)1/2 gdy d ~ a

Gdy q; zmienia sie od 0° do 90°, to d przebiega
wartosci od 00 do O. Obliczona wartosc Smax(H) jest
funkcja ciagla zmiennej d. Badajac jej pochodna
w przedzialach rózniczkowalnosci stwierdzamy, ze jest
ona malejaca w (O, a/vI), rosnaca w (a/VI, a),
malejaca w (a, (0). Dla d = O i d = a przyjmuje
wartosc maksymalna równa l"2a2• Odpowiada to I
przekrojowi szescianu plaszczyzna przechodzaca
przez równolegle przekatne dwóch przeciwleglych
scian' (rys. 2).

90. Pokazemy, ze jedynym rozwiazaniem jest x = y =
= z = O. Zalózmy, ze (x, y, z) jest rozwiazaniem
róznym od (O, O, O). Niech k bedzie najwieksza
nieujemna liczba calkowita taka, ze kazda z liczb
x, y, z dzieli sie przez 2". Wówczas x = 2"u, y = 2kv,
Z = 2 kW i co najmniej jedna z liczb u, v, w jest
nieparzysta. Z danego równania wynika, ze u2 +
+V2+W2 = 4ku2V2. Lewa strona tej równosci daje
przy dzieleniu przez 4 reszte l, 2 lub 3 - w zaleznosci
od tego, ile jest skladników nieparzystych. Zatem
k = O, czyli co najmniej jedna z liczb x, y, z jest
nieparzysta. Gdyby x i y byly obie parzyste, z musialoby
tez byc parzyste. Wobec tego nieparzysta jest jedna
z liczb x, y i z równosci Z2+ 1 = (x2-1)(y2-1)
wynika, ze Z2 + 1 dzieli sie przez 8 - co jest niemozliwe.

W nastepnym numerze Delty siedemnasta strona bedzie
juz "plaska". Wiekszosc anaglifów w numerach
4-12/1984 wykonal dr Krzysztof S. Nowinski,
wspomagany przez komputer PDP 11/45 z plotterem,
udostepniony nam przez Centrum Astronomiczne
im. Mikolaja Kopernika.

Rozwiazanie konkursu M alej Delty z numeru
7/1984

Prawidlowe rozwiazania

nadeslalo 12 Czytelników.

W wyniku losowania nagrody otrzymali

Daniel Zdunek z Otwocka

i Zbigniew Sliwa z Kamiennej Góry.

Nagrody zostaly wyslane poczta.
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