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Historia teleskopu

Mgr Jadwiga BIALA

Wynalazek teleskopu nazwaé mozemy wynalazkiem spdZnionym, bowiem juz w starozytnoéci
znane byly metody produkcji szkla, podstawowe prawa optyki oraz wlasnosci prostych ukladow
optycznych, a wigc wszystkie niezbedne wiadomosci, umozliwiajace skonstruowanie teleskopu.
Przegladajac dziela Arystotelesa, Euklidesa i Ptolemeusza po$wiecone optyce i naturze §wiatla
przekonujemy sie, Ze znali oni wlasnosci zwierciadel, prostoliniowe rozchodzenie si¢ §wiatla oraz
zjawisko zalamania §wiatia na granicy dwaéch osrodkow.

W éredniowieczu badania uktadéw optycznych, zlozonych z soczewek lub zwierciadel,
kontynuowali uczeni franciszkarnscy: Robert Grossetest i jego uczefi Roger Bacon. Jednak nie
zajmowali si¢ oni praktycznymi zastosowaniami tych ukladéw. W XII wieku nastapilo
odrodzenie i udoskonalenie wyrobu szkla, co w posredni spos6b przyczynilo si¢ do wynalezienia
okularéow. Wynalazku tego dokonali wloscy dominikanie z Pizy: Aleksander della Spina

i Salvina degl’Armati w ostatnim dziesiecioleciu XIIT wieku. Wydawac si¢ moze, ze od
okularow do teleskopu jest juz tylko jeden krok, tymczasem uplynac musialy az trzy wieki, nim
go skonstruowano.

Trudno ustalié, kto pierwszy zbudowat teleskop. Wymienia sie Wlocha Gianbaptiste della Porte,
ktory w 1580 roku w dziele ,,Magia Naturalis™ opisal sposéb ogladania odleglych przedmiotow

za pomocy ukladu dwoch soczewek: zbierajgcej i rozpraszajacej. Nastgpnie optykow holenderskich :
Zachariasza Janssena, Hansa Lippersheya oraz Jakuba Metiusa, konstruujacych okolo roku 1608
lunety stuzace do ogladania odleglych przedmiotéw i krajobrazéw — najczesciej wybrzezy

w czasie zeglugi czy ruchéw wojsk nieprzyjacielskich w czasie wojny.

Powszechnie za tworce teleskopu uchodzi jednak Galileusz, niezaleznie od tego, Ze pierwszy
teleskop skonstruowat dopiero w roku 1609, wczesniej styszal o teleskopach Holendréw, a byé
moze znal rowniez dzieto della Porty. Jego niewatpliwa zastuga bylo wiec nie samo
skonstruowanie teleskopu, lecz wykorzystanie go do obserwacji astronomicznych. Pierwszy
teleskop Galileusza (rys. 1) skladal sic z dwuwypuklego obiektywu oraz dwuwkleslego okularu

i dawal trzykrotne powiekszenie. Potem powstaly kolejne teleskopy o wigkszych powigkszeniach.
Jeden znajduje si¢ w muzeum we Florencji — srednica obiektywu wynosi 53,5 mm, dlugosc¢

1245 mm, a powickszenie 30 razy. Dzieki lunecie Galileusz zobaczy! gory na Ksiezycu, odkryl
cztery najjasniejsze ksigzyce Jowisza i fazy Wenus, ujrzal ogromne ilosci gwiazd skladajacych sig
na Droge Mleczng oraz plamy na Storicu. Odkrycia Galileusza, opisywane przez niego

w ,,Gwiezdnym zwiastunie”, wywarly ogromne wrazZenie. Stal si¢ on jednym z najbardziej
znanych uczonych i otrzymal tytul pierwszego matematyka ksiecia Toskanii wraz z dozywotnia

_ pensja. Trzeba bylo geniuszu Galileusza oraz nowego spojrzenia na role do§wiadczenia

i obserwacji w nauce, aby wykorzystac¢ teleskop w astronomii. I trzeba bylo wybitnej intuicji, aby
skierowac teleskop w niebo, na ktérym nie spodziewano sig¢ znalez¢ niczego, co nie byloby
widoczne nieuzbrojonym okiem.

Inny typ lunety opisal w 1611 roku Johann Kepler. Sklada si¢ ona z dwoch dwuwypukiych
soczewek (rys. 2). Ten typ teleskopu okolo roku 1640 prawie catkowicie wypart z uzycia
teleskop Galileusza.
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Bardzo trudne

Dany jest czworokat ABCD, w ktérym AB+ BC = AD+ DC. Proste, na ktérych
B, leza jego przeciwlegle boki, przecinajg si¢ odpowiednio w punktach B i D',
Wykaza¢, ze AB'+ B'C = AD'+D'C.

Jak wida¢, tre$¢ zadania jest bardzo prosta. Rozwigzanie jednak moze nastreczyc
wiele trudnosci. Proszg sprébowac. Gdyby trudnosci okazaly sig¢ zbyt wielkie, na
stronie 3 mozna znalez¢é wskazéwke. W przeciwnym razie — nowe-zadanie na

A D D' stronie 14.




Rys. 4. Teleskop Newtona.

Rozwigzanie zadania M 380. Zauwazmy, ze
(1) S(a+b) = S(@)+ S(b) (dodawanie
»pisemne™),

(2) S(as+ ... +a,) = Slay)+ ... +S(ay)
(indukcyjne z (1)) i

(3) S(k-a) = k- S(a) ((2), zastosowane dla
4 = ... = an),

(4) S(a-b) < S(a)- S(b) (mnozenie
wpisemne”, (3) i (2)).

Mamy teraz:

S(r) = S(1000-n) = 5(125-8Bn) <

< 5(125) - S(8n) = 8 - S(8n),

czyli S(8n) = %S{n}.

Rozwigzanie zadania F 161. Przedstawiony
paradoks pokazuje, ze sila odérodkowa nie
moze byé jedyng sila bezwladnosci.

Pozorne sily bezwladnodci wprowadza sie tak,
aby II zasada dynamiki Newtona mogla
obowiazywat takie w ukiadach
pieinercjalnych. Lampa, gdy obserwujemy ja
z wirujacej tarczy, porusza sie po okregu
o promieniu ¢ z predkodcia katows w, czyli
ma przyspieszenie @, = —w?g.
Aby utrzymaé w mocy wzér Newtona F =
= ma, trzeba opricz sily odérodkowej Fp =
= ma?p wprowadzi¢ dodatkowy silg
bezwladnosci F. taka, Ze
Fo+ F, = —mwip,

stagd

F, = —2mwig.
Jedli przez v’ oznaczymy predkosé lampy
wzglgdem wirujacego ukiadu odniesienia, to

v = wp

i wartoéé wprowadzonej sity bezwladnosci

F, = Imuv’.

| Stosunkowo szybko teleskop dotart do Polski. W 1613 roku jezuita belgijski Karol Malapert

przywiozl teleskop do kolegium w Kaliszu i przez wiele lat obserwowal przez niego plamy na
Storicu. Instrumenty konstruowat w Kaliszu Polak Aleksy Sylvius. Miedzy innymi zastosowal on
swobodne zawieszenie z przeciwwaga, co umozliwilo konstruowanie lunet o dlugich tubusach.

W takich diugich instrumentach mniejsza byla aberracja sferyczna i chromatyczna, ktore sa
odwrotnie proporcjonalne do dlugoéci ogniskowej podzielonej przez srednice obiektywu.
Przykladem takiej ogromnej lunety byt 45-metrowy instrument Jana Heweliusza, ktory umozliwit
wykonanie bardzo dokladnych obserwacji Ksigzyca zebranych w dziele ,,Selenografia” (1647).

Teleskopy soczewkowe, zwane refraktorami, mialy wady optyczne — aberracje sferyczna ,

i chromatyczng oraz wady technologiczne — zlg jakoé¢ i niejednorodnosei szkla oraz
niedokladnosci w szlifowaniu powierzchni soczewek. Znacznie latwiejsze bylo wykonywanie
zwierciadel i z czasem teleskopy zwierciadlane — reflektory zaczely odgrywaé decydujaca role
w astronomii. Pierwszy reflektor wykonat w roku 1619 jezuita Zucchius — niestety, nie
zachowaly si¢ dokladniejsze informacje o tym teleskopie.

W 1663 roku szkocki astronom James Gregory przedstawit projekt teleskopu, w ktérym glowne
zwierciadlo paraboloidalne kierowalo promienie $wietine do zwierciadla elipsoidalnego, a to

z kolei do okularu umieszczonego za centralnym otworem w zwierciadle glownym. Pierwszy
teleskop wedlug tego projektu wykonal fizyk angielski Robert Hooke. Podobny typ teleskopu
przedstawit w 1672-roku we Francji Guillaume Cassegrain. Roznica polegala na tym, ze wtdrne
zwierciadlo mialo ksztalt hiperboloidalny (rys. 3). Ten typ teleskopu uzywany jest do tej pory.

Obecnie uzywany jest rOwniez, szczegblnie w instrumentach amatorskich, typ reflektora
zaprojektowanego przez Izaaka Newtona w roku 1668. W tym teleskopie na drodze promieni
odbitych od glownego zwierciadla wklgstego ustawione jest pod katem 45 stopni plaskie
zwierciadlo odbijajace promienie prostopadle do osi teleskopu w kierunku okularu, znajdujacego
sie z boku tubusa (rys. 4). Newton dokonal ka pomoca pryzmatu rozszczepienia §wiatla bialego
na barwng wstege widma i wykazal, ze promienie §wiatla o roéznej dlugosci zalamane sg pod
roznymi katami. W ten sposob wyjasnil zjawisko aberracji chromatycznej soczewek. Blednie
jednak sadzil, Zze aberracji tej nie da si¢ usungc, a jego autorytet spowodowal utrzymanie si¢ tego
blednego pogladu przez kilkadziesiat lat. '

Jednym z pierwszych zadan, jakie starano sig rozwigza¢ za pomocg teleskopow, bylo
wyznaczenie dokladnych pozycji gwiazd i planet. W tym celu wprowadzono mikrometry

z ruchoma nicig (astronom wloski Gascoigne w 1640 roku oraz astronomowie francuscy,
ihicjatorzy zbudowania w 1671 roku w ParyZu pierwszego obserwatorium paristwowego

w Europie: Jean Picard i Adrian Auzout). Nastepnie za$ skonstruowano specjalistyczne
instrumenty stluzace do wyznaczania dokiadnych pozycji gwiazd — instrument przejsciowy (1689)
oraz kolo poludnikowe (1690). Konstruktorem tych instrumentéw byl astronom dunski Olaf
Romer, znany z~pierwszego pomiaru predkosci $wiatla na podstawie obserwacji zaémien

w ukiadzie ksiezycow Jowisza.

Powazny postep w optyce teleskopowej nastapil po wynalezieniu obiektywu wolnego od
aberracji chromatycznej, ztozonego z soczewek wykonanych z roznych gatunkow szkla: flintu
i kronu. Pierwszy obiektyw achromatyczny zbudowat adwokat angielski Chester Moor Hall
w roku 1729. Niestety, nie oglosit on swego wynalazku i za konstruktora obiektywu
achromatycznego uwaza si¢ powszechnie angielskiego optyka Johna Dollonda, ktory wykonat
swdj obiektyw w roku 1757.

Kolejne instrumenty astrometryczne — heliometr i kolo wertykalne wprowadzono w XIX wieku.
W 1826 roku Joseph von Fraunhofer, tworca spektroskopii i odkrywca linii w widmie Slonca,
zbudowat heliometr — lunete o przepolowionym obiektywie soczewkowym. Instrument ten
stuzyt do precyzyjnego mierzenia odlegto$ci miedzy gwiazdami. Za jego pomoca Friedrich

Bessel wyznaczyl w 1838 roku paralakse gwiazdy 61 Cygni. Kolo wertykalne skonstruowat

w 1839 roku Wasyl Struwe. W odroznieniu od kota poludnikowego kolo wertykalne ma pionowa
0§ obrotu oraz pionowe kolo z podzialka i stuzy jedynie do wyznaczania deklinacji gwiazd.

Do polowy XIX wieku zwierciadla do teleskopéw wykonywane by}‘y ze stopow metali,
najczesciej z brazu. Zaleta tych stopow bylo to, ze mozna je bylo latwo polerowac. Niestety,
zwierciadla metalowe mialy powaine wady: ogromna wage i wysoka cene.

Najwiekszy teleskop z metalowym zwierciadlem wykonatl astronom irlandzki William Parsons
(Lord Rosse) w roku 1845. Zwierciadlo mialo srednice 182 cm, a ogniskowa 17 m. Teleskop ten
byl najwiekszy na $wiecie az do roku 1917, kiedy ustawiono teleskop ze zwierciadlem szklanym
o s$rednicy 254 cm w Obserwatorium Mount Wilson w Stanach Zjednoczonych.

W 1856 roku fizyk francuski Jean Foucault (znany z eksperymentu z wahadlem, kt(;)ry
potwierdzit ruch wirowy Ziemi) zastosowal metode osadzenia cienkiej warstwy srebra na szkle,
wynaleziona przez Justusa Liebiga, do wykonywania zwierciadel szklanych powlekanych srebrem.
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Rys. 8. Inlﬂkup R[thL) (_,hrtth.na
1. hiperboloidalne zwierciadlo glowne,

2. hiperboloidalne zwierciadlo wtdrne.
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Rys. 9. Koronograf
1. obiektyw,
2. sztuczny ksiezyc,
3. przeslona,
4, plaszczyzna ogniskowa.

= R

1 2
Rys. 10. Teleskop Schmidta
1. plyta korekcyjna,
2.,.pl yzna'’ ogniskowa,
3. sferoida.

Zwierciadla posrebrzane znacznie lepiej odbijaly $wiatlo niz zwierciadia metalowe. Mialy jednak
t¢ wade, Ze warstwa srebra byfa nietrwala i posrebrzanie nalezalo powtarzaé nawet dwa razy
w roku.

Istotnym postgpem w konstrukeji teleskopéw bylo zbudowanie teleskopu o statym polozeniu
ogniska. Od francuskiego stowa coudé, co znaczy zgiecie, nazwano ten typ konstrukcji ukladem
coudé. Jako tworcow ukladu wymienia si¢ Francuza Ranyarda oraz Niemcow: Forstera

i Fritscha, ktérzy swoja konstrukcje przedstawili w 1876 roku. Uklad coudé przypomina ukiad
Cassegraina, z tym Ze $wiatlo odbite od zwierciadla wtdrnego jest odprowadzone przez uklad
zwierciadet plaskich do ogniska znajdujacego si¢ na osi biegunowe;j teleskopu. W ten sposéb,
niezaleznie od ustawienia teleskopu, ognisko jest w stalym miejscu i jest nieruchome (rys. 5 i 6).
Uklad coudé stosowany jest w spektroskopii i fotometrii, gdzie cigzkie spektrografy, fotometry

i inne urzadzenia moZna zamontowaé na stale nie obcigzajac tubusa teleskopu.

Znany amerykafiski fizyk, laureat nagrody Nobla, Albert Abraham Michelson, razem ze swym
rodakiem Francisem Pease, wykonal w roku 1919 interferometr gwiazdowy (rys. 7), ktéry
zainstalowano na 2,5-metrowym teleskopie na Mount Wilson w Kalifornii. Interferometr ten
zbudowano w celu wyznaczenia frednic najwigkszych i stosunkowo bliskich gwiazd.

W przyrzadzie interferuja promienie, odbite od dwoch zwierciadet A i B, znajdujacych sie

w odiegtosci 4. Odleglos¢ d zmienia sie, az do zaobserwowania maksimum interferencii

w plaszczyinie ogniskowej. Mierzac odleglo$¢ d oraz odleglosé prazkow interferencyjnych mozna
wyliczy¢ srednicg gwiazdy. Pierwszymi gwiazdami, ktérym zmierzono §rednice, byly: Betelgeuse
z Oriona — $rednica 0,045 sekundy luku i Antares ze Skorpiona — 0,04 sekundy luku.

W latach 1922—1924 amerykanski astronom i konstruktor teleskopéw Georg Ritchey oraz
francuski matematyk i astronom Andre Chrétien opracowali nowe rozwiazanie teleskopu

o duzym powigkszeniu i duzym polu uzytecznym, nie obarczonym aberracjami. Uklad
Ritchey-Chrétiena jest modyfikacjg ukladu Cassegraina (rys. 8). Zwierciadia gléwne 1 wtorne sq
hiperboloidalne.

Koronograf, czyli teleskop do obserwacji protuberancji i korony sloneczngj poza catkowitymi
za¢mieniami Stofica, skonstruowat w 1930 roku astronom francuski Bernard Lyot.

Koronograf jest teleskopem soczewkowym (rys. 9), wewnatrz ktérego umieszczona jest
przestona (sztuczny Ksigzyc) przymocowana do soczewki polowej oraz przestona irysowa

i obiektyw obrazowy. Sztuczny Ksiezyc przestania tarczg Slofica, a przesiona irysowa i soczewka
polowa usuwajg rozproszenie $wiatla stonecznego wewnatrz teleskopu.

W roku 1932 doszio do kolejnego ulepszenia technologii wykonywania zwierciadel. Zamiast
nietrwalego posrebrzania Strong wprowadzit powlekanie powierzchni szklanej cienka warstwa
aluminium przez rozpylanie aluminium w prozni. Powloka aluminiowa nie ulega zniszczeniu
przez okolo 5 lat.

Duzym osiagnigciem optyki teleskopowej byio skonstruowanie w 1930 roku przez Bernharda
Schmidta, optyka w obserwatorium w Hamburgu, teleskopu zwierciadlanego z plyta korekcyjng,
charakteryzujacego si¢ duza éwiatlosila oraz duzym polem widzenia (rys. 10). Teleskop ten wolny
jest od wszystkich aberracji z wyjatkiem krzywizny pola. W teleskopie Schmidta zwierciadlo jest
sferyczne i w celu skompensowania aberracji wprowadza si¢ plyte korekcyjna o bardzo
skomplikowanym ksztalcie oraz §rednicy mniejszej od érednicy zwierciadla. Poniewaz
powierzchnia ogniskowa nie jest plaska, do fotografowania uzywa sie klisz odpowiednio
wygietych,

Swiatlosita jest stosunkiem érednicy obiektywu
do efektywnej dlugosci ogniskowej.

Zupelnie inny, ale réwnowazny problem

Moéwimy, Ze okrag jest dopisany do czworokata, gdy jest styczny do wszystkich prostych
zawierajacych boki czworokata i nie jest wpisany w czworokat. Na rysunku sa dwa przyklady.
Mozna udowodni¢, Ze okrag dopisany do czworokata ABCD wewnatrz kata BAD istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy 4B+ BC = AD+ DC.

Gdyby si¢ to udalo udowodni¢ i nam, mieliby§my rozwigzanie zadania ze strony 1, bo z zalozenia
istniatby okrag dopisany do czworokata ABCD, ktéry bytby réwniez dopisany do czworokata
AB'CD’, a wigc mielibySmy AB'+ B'C = AD'+D'C.

Gdyby si¢ komus to nie udalo, moze znale#¢ na stronach 5, 7, 11 pewne mformaqe przydatne do
przeprowadzonego na stronie 12 dowodu.
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Modyfikacje systemu Schmidta zmierzaty do uzyskania plaskiej plaszczyzny ogniskowej, aby nie
trzeba bylo deformowaé klisz fotograficznych. W teleskopie Jamesa Gilberta Bakera,
skonstruowanym w 1940 roku, wyprostowanie ’p{részczyzny ogniskowej uzyskuje si¢ przez
wprowadzenie migdzy plyte korekcyjng i zwierciadlo glowne dodatkowego zwierciadla wypuklego

1 2 34 (rys. 11). Baker skonstruowat tez uklad zwany Super-Schmidtem, stuzacy do obserwacji meteorow
Rys. 11, Teleskop Bakera-Schmidta i sztucznych satelitow, o polu widzenia ponad 50 stopni (rys: 12). Zwierciadlo gléwne jest w tym
1. plyta korekcyjna, ukladzie sferyczne, a uklad kompensujacy sklada sie z dwoch meniskow i plyty korekcyjnej
2. zwierciadlo pomocnicze, miedzy nimi.

3. plaszczyzna ogniskowa,
4. zwierciadlo giéwne.

Rys. 12. Teleskop Super-Schmidt
1. warstwy sferyczne — meniski,
2. plyta korekcyjna,

3. ,,plaszczyzna’ ogniskowa,

4. zwierciadlo sferyczne.

Wprowadzenie ukladow meniskowych wigzalo si¢ z trudnosciami w wykonywaniu plyt
korekcyjnych o skomplikowanej powierzchni w ukladach Schmidta. Uklady meniskowe byly
zaprojektowane i zbudowane w 1941 roku niezaleznie przez astronoma radzieckiego Maksutowa,
Holendra Bouwersa, Niemca Penninga i Anglika Gabora. Teleskopy meniskowe maja dwa razy
mniejsza diugo$¢ niz teleskopy Schmidta, o poréwnywalnych parametrach, a dodafkowo latwiej
jest wykona¢ menisk (plyte szklana o obu powierzchniach sferycznych) niz plyte korekcyjna.
Teleskopy meniskowe mogg by¢ realizowane w réznych ukladach, np. Newtona, Cassegraina
(rys. 13 i 14).

Koriczac te, z koniecznosci krotka, historie teleskopu, warto przedstawié zestawienie kilku

Rys. 13. Meniskowy teleskop Newtona najwigkszych pracujacych na $wiecie teleskopow:
;' ::::::::2 :t”:::r'lkn Reflektory ' _ Refraktory
X Tlom ik ; Srednica  Obserwatorium Kraj Srednica  Obserwatorium Kraj
w cm w cm
600 Zelenczuk ZSRR 102 Yerkes USA
508 Mount Palomar USA 91 Lick USA
460 Mount Hopkins USA 83 Meudon . Francja
12 3 400 Cerro Tololo  Chile 80 Poczdam NRD
Rys. 14. Meniskowy teleskop Cassegraina W Polsce najwigkszy refraktor, o $rednicy soczewkowego obiektywu 30 cm, znajduje sie
;' i S, " w Planetarium i Obserwatorium Astronomicznym w Chorzowie, najwickszy za$ reflektor,

3. plyta korekcyjna. o Srednicy zwierciadla 90 cm, w Obserwatorium Astronomicznym Uniwersytetu Mikotaja
- Kopernika w Piwnicach pod Toruniem.

i Z adani a Redaguje dr Krzysztof S. NOWINSKI

M 380. Oznaczmy przez S(n) sume cyfr dziesigtnego zapisu liczby n. Wykazac, ze
1
S(8n) = ?S(n).

Rozwigzanie na str. 2

M 381. Punkty P i Q leza na obwodzie wielokata opisanego na okregu o $§rodku O. Prosta PQ
dzieli zaréwno pole, jak i obwod wielokata na réwne czesci. Wykaza¢, ze punkt O lezy na fej
prostej. ;

Rozwiazanie na str. 15 :

M 382. Wykazaé, ze kazda liczbe catkowita nieujemna mozna przedstawi¢ w postaci n =

2
= -——(x+y) 2+3x+y (x, y catkowite nieujemne) oraz ze liczby x, y s okreSlone jednoznacznie
T przez liczbe n.
I5 Rozwigzanie na str. 15
T 70 T T o o e SR 0 111 *
Ty F—"Ii e Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ
! F 161. Nad wirujaca ze stala predkoscia katowa tarcza wisi nieruchoma wzgledem ziemi lampa
o {rys. 1). W ukladzie odniesienia zwigzanym z ziemia sila cigzkosci lampy réwnowazona jest przez
JE sile naciggu linki, na ktérej wisi lampa. W nieinercjalnym ukladzie odniesienia zwigzanym
D} e - z tarcza na lampe dziala dodatkowo ,,sila” od$rodkowa. Dlaczego lampa nie odchyla sie od
i oK' 1 pionu?
la ¥ Rozwiazanie na str. 2
F 162. Druciana ramka (rys. 2) wiruje ze stala predkoscia katowa @. Wzdluz bokéw AB i BC
ALK 2] slizgaja sie, ze stalymi predkosciami v” wzgledem ramki, koraliki. Wyznaczy¢ sily reakcji
gE dzialajace na kazdy z koralikdw ze strony ramki. Jakie sily bezwladnosci dzialaja na koraliki
w wirujacym wraz z ramka ukladzie odniesienia?

Rys. 2 Rozwigzanie na str. 14

a | e - "



O ankiecie

OdpowiedZ na zadanie z artykulu ,, Trzeci
problem Hiiberta'.

Pokazemy przez indukcje, ze cos ko = T;];_"T ;
gdzie ay jest calkowity liczbg niepodzielna
przez 3. Istotnie, jest tak dla k = 1i k = 2.
Skorzystamy ze wzoru

cos(k+ 1)a—cos(k— 1) = 2 cosacoska
i z zalozenia indukcyjnego :

ay g1

coskax = ——, costh—Ia = —=
( N »/3*")
Mamy

g1 1 a
cos(k+ 1)t = ————+2 —— —— =

E i e
= 30;_::‘—2;1 Oczywiscie

3ay_ 1+ 2a; nie jest podzielne przez 3 (bo ay
nie bylo podzielne). Wystarczy teraz zauwazyé,

R I n ]
ze jesli a = = n, to 2na = 2, wigc cos 2nx =

= 1, czyli a3, = 3",

W dzisiejszych czasach ankiety proponowane przez czasopisma w Polsce nie ciesza sie
popularnoscig. Tak bylo i z nasza ankieta opublikowang w styczniowym numerze Delty.
Otrzymaliémy 166 odpowiedzi. Oczywiscie, nie ma sposobu na stwierdzenie, w jakim stopniu
jest to probka reprezentatywna dla ogéiu naszych Czytelnikow. Jedna z przestanek $wiadczaca
o reprezentatywnosci moze byé liczebnoéé grupy Respondentéw prenumerujacych Delre.
Stanowi ona bardzo podobna czes¢ jak wérodd wszystkich Czytelnikow: okolo 16%.

Zbior 0s6b, ktére zareagowaly na nasza ankiete, Tozbija sig¢ do§¢ wyraznie na dwie grupy:
miodziezy do lat 19 (w tym 63%, chlopcow) czytajacych Delte od stosunkowo niedawna (5 lat)
i mezczyzn (stanowiacych 96%) w grupie wiekowej ponad 19 lat, wsrod nich wielu czytajacych
Delte od pierwszego numeru. 3

Jedna z wielkosci charakteryzujacych pewne rozklady jest mediana — parametr dzielacy dany
zbidr uporzadkowany na dwa réwnoliczne podzbiory. Ciekawe wartosci ma mediana dla dwoch
plci: 14 lat (kobiety) i 18 lat (mezczyzni). 30%, odpowiedzi pochodZI od uczniow szkot
podstawowych, ponad 30%, to uczniowie szko6t srednich.

Pokrotce o pozostalych wynikach: z uzyskanych odpowiedzi wym'ka, ze Delra reklamuje si¢ sama,
swoja dostgpnoscia w kioskach i atrakcyjng okladka. Proporcje poszczegdinych dzialow
odpowiadajg Czytelnikom, moze z pewnym niedoborem astronomii. Matematyka w Delcie
zostala uznana za zbyt trudna przez polowe Respondentow, fizyka — przez co czwartego. Taka
sama cze$¢ (/) CzytelnikoOw uznala astronomig¢ w Delcie za zbyt latwa, jak za zbyt trudna.
Wiegkszos¢ odpowiadajacych na ankiete preferuje réznorodne artyk ulty w Delcie oceniajac
jednoczeénie stale dzialy (zadania, Patrz w niebo) na czworke.

Chyba najwieksza korzyscia z ankiety byly odpowiedzi-na pytania dotyczace zainteresowan
Czytelnikow i oczekiwan w stosunku do Delty. Najbardziej podobaly si¢ naszym Respondentom
takie artykuly, jak m.in. ,,Opowies¢ wigilijna”, ,,Czy Ziemia jest stara czy mioda”, ,,Ruchy
Browna®, ,,Narodziny teorii kwantow”, ,,Atomy rydbergowskie”, ,,Inwersja, stozkowe i inni".
Otrzymali$my ponad 100 propozycji artykulow, kilkadziesiat propozycji otworzenia nowych
stalych dziatow, przede wszystkim poswieconych chemii, biologii, informatyce i historii nauki.
Rozwazamy te propozycje.

Niestety, nie mozemy w najblizszym czasie obieca¢ zwigkszenia objgtosci 1ub czestotliwosci
ukazywama si¢ Delty. Podobnie wnetrza Delty pewnie nie beda bardziej kolorowe, nie poprawi
sig tez jakosc papieru, mimo ze redakcja Delty pragnelaby tych zmian réwnie goraco jak nasi
Czytelnicy.

Wiele zyczen wyrazonych przez UczestnikOw ankiety pokrywa si¢ z naszymi zamierzeniami
Dotyczy to przede wszystkim zwiekszenia liczby zdjec¢, iloSci humoru. WprowadziliSmy juz
stereoskopie, uprzystepniliSmy czeSciowo material reaktywujac Malg Delte w postaci stalego
dziatu 'w Delcie. Inne ciekawe propozycje rozwazamy (dotyczy to m.in. wprowadzenia
bibliografii, zwigkszenia udzialu dyscyplin pokrewnych itd.). ,

Sposrod wszystkich Uczestnikow ankiety 142 osoby podpisaly swoje wypowiedzi i wérad Nich
rozlosowaliémy nagrody rzeczowe:

1. Elzbieta Chudy, Borowice 51, 58-564 Sosn()wka.

2.* Waldemar Przekop, ul. Kosciuszki 36/27, 11-220 Gérowo Ilaweckie,

3. Malgorzata Niemiec, Stary Wolow 59, 56-100 Wolow,

4. Andrzej Banachowicz, ul. Ptk. Dabka 63/111/110, 81-107 Gdynia,

5. Jozef Ryszard Wieteska, ul. Pirenejska 18 m. 1, 01-493 Warszawa.

Potega punktu wzgledem okregu

Jesli kto$ wie co to takiego, niech zajrzy od razu na strong 7. Dla tych co nie wiedza —
definicja. Potega punktu P wzgledem okregu o nazywamy iloczyn AP: BP, gdzie AB jest
dowolna cigciwg o taka, ze prosta AB przechodzi przez P. Aby poprzednie zdanie moglo by¢
definicja, trzeba wykazac, ze wynik nie zalezy od wyboru przechodzacej przez P siecznej. A nie
zalezy, bo trojkaty PAB' i PA'B maja wszystkie odpowiednie katy réwne, a.wiec sa podobne i

AP AP
_ 5P BP
W przypadku, gdy punkt P lezy na zewnatrz okregu, zamiast siecznej mozna wzia¢ takze styczna
(dlaczego?) i wowczas potege punktu P mozna obliczy¢ jako PC?, czyli d* —r?, gdzie r jest

promieniem okregu o, a d — odlegtoscia punktu P od jego srodka. Wzor d2—r? na potege
punktu P pozostaje w mocy rowniez dia punktow wewnatrz okregu (dlaczego?).

Tym, ktorzy nie lubig wektorow, wyjasniamy, ze potege mozna obliczy¢ jako iloczyn dlugosci
AP - BP wzigty ze znakiem +, gdy P lezy na zewnatrz i ze znakiem —, gdy lezy wewnatrz
okregu o.
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... obu za sfowo ujglem,
I beda strzelali si¢ przez niedéwiedzia skaore.
Szlachta w krzyk: ,,To smieré pewna! prawie
rura w rurg™!
A ja w imiech, bo mnie uczyl méj przyjaciel
Maro,
Ze skora zwierza nie jest ladajakgq miara.
Wszak wiecie Wacpanowie, jak krélowa Dydo
Przeplynela do Libéw i tam z wielka biéda
Wytargowala sobie taki ziemi kawat,
Ktéryby si¢ wolowa skora nakryé dawat;
Ma tym kawatku ziemi stane¢ta Kartago!
Wiec ja to sobie w nocy rozbieram z uwaga.
»Ledwie dnialo, juz z jednej strony taradejka
Jedzie Doweyko, z drugiej na koniu Domeyko.
Patrzg, az tu przez rzeke lezy most kosmaty,
Pas ze skéry niedzwiedziej; porznigtej na
szmaty.
Postawilem Doweyke na zwierza ogonie
Z jednej strony, Domeyke zad po drugiej
Vi stronie.
»-Pukajcie teraz, rzeklem, choé¢ przez cale
' zycie,

Al olal®

Lecz péty was nie sp g, A2 5i¢ pog
Oni w zloéé; a tu szlachta kladnie sig¢ na
ziemi
Od émiechu, ...
Adam Mickiewicz, Pan Tadeusz,
ksigga IV — Dyplomatyka i towy, ww. 974—
—994

O koni yéci'uzasadnienia tego
.,oczywtsugn faktu Swiadczy mwag:.ume

q

L przypomi ]
izoperymetryczne:

Wirdd wszystkich figur wypuklych

o obwodzie modL > 0

figure o najmniejszym polu.

Niech & > 0 bedzie dowolnie mala liczba
rzeczywista. Dla kaizdej figury wypukilej
o obwodzie L; = L— e moZna znaleié
figure wypuklg podobng do wyjiciowej

o obwodzie L; = L—% > L, ktérej pole

jest wieksze od pola figury poprzedniej.
Zatem tak postawione zagadnienie nie ma
rozwigzania,

‘Termin izoperymetryczny jest pochodzenia

_ greckiego — od slow ises (jednakowo)

i perimetro (mierzg dookola). Wprowadzony
zostal przez greckiego filozofa Synezjusza.
Wspéiczdnm wyraz ten jest synonimem
talonym obwodzie’.

twierdzenia ,,przy

Rys. 1

Mitologia 1 twierdzenie izoperymetryczne

Mgr Jarostaw G(jR NICKI

Przenie$my sie na chwile w $wiat mitologii. Okolo roku 814 p.n.e. Dydona — corka krblewska,
ratujgc swoje zycie ucieka z fenickiego miasta Tyru do Afryki (nie zapominajac zabrac
kosztownosci). Tam na péinocnym brzegu Afryki od Jarba — krola Numidii — kupuje 5, tyle
ziemi, ile mozna opasaé skorg zdjeta z wolu”. Ku zdumieniu Jarba tnie skore wolu na waskie
paski i opasuje nimi obszar ziemi w ksztalcie potkola przyleglego do brzegu morskiego.

W miejscu tym zaklada miasto Kartaging. Tyle mitologia. Powstaje pytanie: czy Dydona
wybierajgc takie rozwiazanie zagarnela mozliwie najwiekszy obszar? (Dla uproszczenia
przyjmijmy brzeg morski za linie prosta).

Zasadniczym etapem naszych rozwazan bedzie rozwiazanie tzw. problemu izoperymetrycznego:
ktora wirod wszystkich figur plaskich o danym obwodzie ma najwigksze pole powierzchni?
Proste jest stwierdzenie: figura bedaca rozwigzaniem problemu izoperymetrycznego jest wypukia.
Po tej uwadze problem izoperymetryczny formulujemy tak: wérod wszystkich figur wypukiych

o danym obwodzie znaleZ¢ teg, ktéra ma najwigksze pole powierzchni.

OdpowiedZ — kolo — znana byla juz w starozytnej Grecji (Archimedes i Zenodorus),

a prawdopodobnie wcze$niej w Babilonii. Jednak historia §wiadczy, Ze matematyk szwajcarski
Jakub Bernoulli w roku 1697 jako pierwszy rozwigzal ten problem i to w ogolniejszym
przypadku. W ponad sto lat p6Zniej geometra szwajcarski Jakub Steiner podal az pie¢ roznych
rozwigzan. Podobnie jak jego wielki poprzednik popehnit on jednak pewna niescistosé
przyjmujac za oczywisty fakt istnienie figury o najwigkszym polu powierzchni (w zbiorze figur

o ustalonym obwodzie). Uzupelnienie dowodu we wskazanym kierunku podatl w 1882 r. F. Edler.

Dowdd tego, iz rozwiazaniem problemu izoperymetrycznego jest kolo, rozbijemy na dwa etapy.
Najpierw korzystajac z twierdzen o ciggach figur wypuklych (patrz np. 1. M. Jaglom

i W. G. Boltianski ,,Figury wypukle™) udowodnimy, Ze w zbiorze figur wypuklych o ustalonym
obwodzie istnieje figura o najwigkszym polu. Nastgpnie wiedzac juz o istnieniu takiej figury
pokazemy, ze musi nia by¢ kolo.

Rozwazmy rodzing & wszystkich figur wypukiych o obwodzie L zawartych w ustalonym kole
o promieniu L (kazda figure wypukla o obwodzie L mozemy tak przesuna¢, by znalazla sig
w tym kole). Niech P bedzie zbiorem liczb — p6l powierzchni figur z rodziny #.

={p(®) : PeF},

gdzie p (®) oznacza pole figury @. Zbior P jest oczywiscie ograniczony z gory (np. przez mL?).
Oznaczmy przez M kres gorny zbioru P. Mamy znaleZé figure @ € # o polu réwnym M.

1
Wybierzmy figury @, € # o polach p(®,) = M— ot

Zachodzi
Twierdzenie. Z ciagu krzywych ograniczajacych figury wypukle i zawartych w ustalonym kole
mozna wybra¢ podciag zbiezny. Granica jest punktem, odcinkiem lub ogranicza obszar wypukly.
Dilugos¢ krzywej granicznej jest granica diugosci krzywych, a pole figury przez nig ograniczanej
jest granica pol odpowiednich figur.

]

z naszego ciagu @, wybieramy podciag zbiezny do pewnej figury @,. Obwod tej figury jest rowny
L, a pole M.

Tak wiegc kazda (mekomeczme wypukia) figura o obwodzie L ma pole nie wigksze od figury @,.
Pokazemy teraz, ze figura @, musi by¢ kolem. Dowédd rozbijemy na kilka lematow.

Lemat 1. Kazda cigciwa polowigca obwéd figury @, polowi jej poie.

Zalbizmy, ze krzywa ANBMA ogranicza figure @, i Ze cigciwa AB (rys. 1) dzieli t¢ krzywa na
dwie cz:&éci o jednakowej dlugosci. Jezeli powierzchnia P ograniczona krzywa 4AMBA jest
wieksza od powierzchni S ograniczonej konturem 4BNA, to wowczas zastgpujac krzywy ANB
przez krzywa AOB symetryczna do krzywej AMB wzgledem cigciwy 4B otrzymujemy nowa
figur¢ AMBOA o obwodzie L, lecz o polu powierzchni wickszym od M (bo 2P > P+ S5 = M), co
jest sprzeczne z zalozeniem. Zatem musi by¢ P = §.

Lemat 2. Spoérod wszystkich tréjkatéw o danych dwoch bokach najwigksza powierzchnig ma
trojkat, w ktorym boki te sg prostopadie.

1
Lemat wynika ze wzoru na pole powierzchni trojkata M(y) = = ca*b-siny, gdzie0 <y < m

jest miarg tukowa kata zawartego migdzy bokami a i b.

S



Rys. 2

Cf
"'AB’
M

Lemat 3. Kazda cigciwa polowiaca obwod figury @, jest widziana z kazdego punktu lezacego na
brzegu (réznego od koficow cieciwy) pod katem prostym.

Zalézmy, ze AB jest Cigciwa figury @, (ograniczonej krzywa AECBD — rys. 2), ktéra polowi jej
obwdd i ktéra wida¢ z punktu C (nalezacego do brzegu) pod katem réznym od prostego.
Zbudujmy- taki trojkat prostokatny 4’ B’ €', ze AC = A’ C’i BC = B’ C’, C” jest wierzchotkiem
kata prostego (rys. 3). Punkty 4" i C’ oraz B’ i C’ laczymy odpowiednio krzywymi przystajacymi
do krzywych AC i BG. Z lematu 2 pole powierzchni trojkata 4’ B* C” jest wigksze od pola
powierzchni trojkata 4BC, wobec czego pole powierzchni figury ograniczonej konturem

A’ B’ T’ A’ jest wigksze od pola powierzchni ograniczonej konturem ABCEA. Jezeli teraz do figury
A" B’ C' A" dodamy figure symetryczng wzgledem A" B, to otrzymamy figure 4’ C' B’ D’ A’

o tym samym obwodzie co figura wyjsciowa, ale o wigkszej powierzchni, co jest sprzeczne

z zalozeniem o @y,

Z lematu 3 wynika, e brzeg figury @, jest miejscem geometrycznym punktow, z ktorych wida¢
dany odcinek (cigciwe potowiaca obwod @) pod katem prostym, a wiec, ze figura @, jest kolem

i L
0 promieniu r = ——,
2n

Rozwigzanie problemu izoperymetrycznego na plaszczyznie daje nam odpowiedZ na pytanie
postawione we wsigpie, Wezmy pod uwage pétkole o tuku dhugosci L i dowolna figure ¥
ograniczong odcinkiem prostej i lukiem o dlugosci L (rys. 4). Przeksztal¢my te figury przez
symetri¢ wzgledem prostoliniowych odcinkéw, ktére je ograniczajg. Otrzymujemy wowczas
koto K i figure V7, ktérej pole powierzchni jest dwa razy wigksze od pola powierzchni figury V.
Figury K i ¥’ sq izoperymetryczne, a wigc na podstawie wykazanego twierdzenia pole
powierzchni figury J* jest mniejsze niz pole powierzchni kola K, a zatem i pole powierzchni
figury V jest mniejsze od pola powierzchni potkola.

Na zakonczenie uwaga. Problem izoperymetryczny mozna réwniez postawié w przestrzeni
trojwymiarowej: wéréd wszystkich bryt ograniczonych powierzchniami o ustalonym polu T

znaleZ¢ brylg o najwigkszej objetosci. Jego rozwiazanie — kula o promieniu R = _l l/ Z — podat
2

w 1890 roku matematyk niemiecki Hermann Schwarz (lS43—-—1§21}.

Prosta potegowa

Zbiér punktéw majacych taka samg potege wzgledem dwéch okregow tworzy prostg, ktora
nazywamy potegowa, lub jest pusty.
Oto dowod: ’

Oznaczmy promienie okregow przez r,, r; i odleglos¢ ich srodkow O, i 0, przez p. Wykazemy,
ze rzut prostokatny P’ dowolnego punktu P o jednakowych potegach wzgledem obu okregdéw na
O, O; nie zalezy od wyboru punktu P. To w *arczy (prawda?). Oznaczmy jeszcze odleglosci P
od 0,10, przezd, i d,.

Mamy wiec
di—ri=di-ri.
Obliczmy na dwa sposoby odlegloéé PP’: ¢
di—(0.P')* = (PP')* = d}—(0,P).
Mamy stad
(02P)— (0P = d}~d} = rj—r}
i dalej

(p— (0P — (O, PV = ri—r?,
p(p—2(0,P)) = ri—r},
1 r2—r2
Db ( ~% ___3__1)_
2 P
Zatem polozenie punktu P’ zalezy tylko od r,, F; 1 p, a wigc nie zalezy od wyboru punktu P, co
koniczy dowéd (bo zbior pusty otrzymamy dla p2—r3+r? < 0 — jak to wyglada na rysunku?).

Prosta potggowa dzieli kazdg wspodlna styczng okregéw na polowy — Czytelnik moze to latwo
sam sprawdzi¢ (nam ta informacja nie jest dalej potrzebna).

r4
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Czy umiecie wykryé twierdzenie?

Dowodzi sig¢, ze liczba wymierna ma rozwinigcie
dziesietne okresowe (moze tez mieé rozwinigcie
skoriczone, ale formalnie rzecz biorac mozna je
traktowac jako okresowe — zero w okresie). Dowdd
jest taki:

Rozwinigcie dziesigtne uzyskujemy przez dzielenie
licznika przez mianownik. Po wyczerpaniu cyfr
znaczacych licznika nastgpny krok dzielenia przebiega
tak

((reszta z poprzedniego kroku) - 10) : (mianownik) =

= (cos$) i zostaje (nastgpna reszta).

Poniewaz kazda (rézna od zera) reszta jest mniejsza od
mianownika, wigc co najwyzej po ((mianownik)—1)
krokach reszta si¢ powtdrzy i bedzie sig od tego
momentu powtarzalo dzielenie — wynik bedzie wige
okresowy.

Rozpatrzony przyklad utamka % pokazuje, ze

maksymalna d}ugoéé okresu jest czasami osiggana.
Czasami, bo np. 3 ma okres krétszy od °

maksymalnego (maksimum wynositoby tutaj 2). Co
wiecej, kazdy utamek o mianowniku 7 ma okres-
sze$ciomiejscowy i to wybrany z ciggu

.. 142857142857142857142 ...

(tatwo to stwierdzi¢ przygladajac si¢ dzieleniu 1: 7).
Z kolei kazdy utamek o mianowniku 3 ma okres

jednomiejscowy — tym razem jest to zawsze (3) lub (6).

Powstaje pytanie: czy kazdy ulamek nieskracalny

. : . e 1
postaci % ma okres tej samej dlugosci co ??

I drugie pytanie: jakie liczby maja rozwinigcie o okresie

maksymalnej dtugosci?
Czy umiecie wykry¢ odpowiednie twierdzenia?

&8

e F=17=04 42359142 . =0,(142859) |

ta sama, resila, — 4

L itd. |

e — LT A LR
‘:‘

$=13-0333 0,3 2§6= mea 98,66...98,(6) |
|
1 A

l L
.__.} :D

| i3 —

a iy
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Cigzenie przeciw cigzeniu

Gdy nie bylo jeszcze mechanizacji, szyny przenoszono
za pomocg specjalnych obcggow. Koniecznosé uzycia
narzedzia brala si¢ nie z chgci zmniejszenia potrzebnej

do podniesienia sily, a z trudnosci w uchwyceniu szyn

rekami.

N

W samym pomysle nie jest istotne, ze oba wymienione
urzadzenia mialy zab czy hak. Takich samych prawie
obcegéw jak do szyn uzywano do przenoszenia cegiel
w szczgsliwych czasach, gdy duze domy jeszcze

z malych cegiel budowano. Kazdy chyba umie
uzasadni¢, dlaczego cegly z narysowanego urzadzenia
nie wypadna.

Zastosowane obcggi majg, jak fatwo zauwazyé, te
wlasnos¢, ze im cigzsza jest podnoszona szyna, tym
mocniej si¢ na niej zaciskajg. Sita cigzkosci wyrywajaca
szyng z obcegOw pracuje przeciw sobie i'uniemozliwia
wyrwanie. :

Pomyst nie byl nowy. Juz dawno podobny pomyst byt
wykorzystywany do wozenia beczek (np. z piwem) pod
wozem za pomocg luzno zamocowanych hakéw.

P ——— e — e

...
S ommm?

Jeszcze dawniej Natura wyposazyla w podobne

" urzadzenia ptaki. Chodzilo mianowicie o to, by

siedzacy na galezi ptak nie musiat ani kontrolowaé sity
uchwytu, ani zuzywac na ten chwyt energii migsni.

By siedzial na galezi ,,automatycznie”, nawet podczas
snu. Jak wida¢, zadanie udato si¢ Swietnie rozwigzac.

Malq Delte przygotowal Marek KORDOS
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Jak wygladaja
szybko poruszajace sie ciala?

Artur Konrad EKERT

Problem sformulowany w tytule nalezy nieco uscisli¢. Zatézmy, ze fotografujemy obiekty
poruszajace si¢ po linii prostej ze stala predkoscia v, poréwnywalng z predkoscia $wiatla c,
interesuje nas odpowiedz na pytanie — jaki ksztalt obiektu ujrzymy na fotografii. Zacznijmy od
stosunkowo prostego przykladu, ktéry wprowadzi nas w tstote tematu i, by¢ moze, zrew1duje
naszg intuicje.

Poruszajacy si¢ szescian

Szescian o boku a porusza sie wzdluz prostej ze stala predkoscia v. Zdjecie wykonane jest
w chwili, gdy szescian mija o$ obiektywu (0§ obiektywu jest prostopadia do jednej ze $cian —
rysunek 1). Zaniedbujemy rozmiary katowe obiektu (np. szescian jest bardzo daleko). Ksztalt
zarejestrowany na kliszy bedzie wynikiem wspdlistnienia dwoch efektéw: skrécenia szedcianu
w kierunku ruchu o czynnik ¥ = 1/)/1— (v/c)? (skrocenie Lorentza) i zjawiska pozwalajacego
zarejestrowac na kliszy $ciang ADHE (,efekt optyczny™). Promienie z tej Sciany musza
wystartowa¢ wezesniej, by dotrze¢ do kliszy razem z promieniami ze éciar{y ABFE (jest to
warunek powstanid obrazu). Daje to szescianowi czas na ,,usunigcie si¢ z drogi” promieniom
z ADHE. Otrzymany obraz przedstawia rysunek 2a. Mozemy obliczy¢ dlugos¢ zaznaczonych
odcinkéw.

1 a

= P R o P TS S Y
y c
v : a - :
gdzie f = —, a promienie z krawedzi DH startuja — wczeéniej niz promienie ze $ciany ABFE.
€ c .
Rysunek 2b przedstawia fotografie spoczywajacego szescianu w przypadku, gdy o$ obiektywu
tworzy kat @ z normalna do ABFE. Mamy
A”B"” = acos @, A”D"” = asin .

Ze wzgledu na podobienistwo 2a i 2b szukamy zwiazku migdzy nimi. Chcieliby§my, aby A’B’ =

: 1
= A”B” i A'D’ = A”D"” — jest to mozliwe, gdysing = f i cosp = —.
¥

Mozemy juz sformulowaé nieco zaskakujacy wniosek, ze (przy przyjetych zalozeniach) fotografia
szeScianu poruszajgcego si¢ z predkoscia v = f - ¢ jest identyczna z fotografla szescianu
spoczywajacego, fotografowanego pod katem ¢ takim, Ze sin ¢ = f.

Matle uogdélnienie

Poprzedni wniosek mozna uogélni¢ na obiekty dowolnego ksztattu. Mozna pokaza¢ (np.
postugujac si¢ regula dodawania predkosci zgodna ze szczegodlng teorig wzglednosci), ze promien
$wietlny wystany w ukladzie obiektu pod katem @’ (kat mierzymy teraz od kierunku predkosci
ruchu) bedzie zaobserwowany przez spoczywajgcego obserwatora pod katem @ takim, ze

sin @&’
(1+fcos@) °
Zaleinos¢ migdzy @ i @’ przedstawia wykres na rysunku 3. Tak wigc przy przyjetych na wstepie
zalozeniach fotografia np. szybko jadacego porsche fotografowanego pod katem © jest
identyczna z fotografia stojacego porsche zrobiona pod katem ®’. Gdybysmy filmowali jazdg
naszego samochodu, wydawaloby sie nam, Ze w trakcie jazdy obraca sie on o kat @' —6(6 i &
zalezalyby od czasu). Rysunek 4 pokazuje, jak to wyglada w przypadku szescianu ABCDEFGH
(prawa czgs$¢ rysunku odpowiada mniejszej predkosei). Zauwazmy przy okazji, ze dla

sin® = -

P
O = - mamy
e
sin — |
sin@=—-__= =, sing=sn(@-0)=24,

y(l—ﬁcos%)

co zgadza si¢ z naszymi wczesniejszymi obliczeniami.

10 ‘
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\\f-——-—--- -4 Duze uogdlnienie

N i =g

Y 1 Z - !

5 N ! ChcielibySmy teraz opusci¢ poczynione na wstepie zalozenia. W tym celu rozwaimy dwa inercjalne
\ uktady K’ i K. Uklad K porusza sie z predkoscla —v wzgledem K’. Zdarzenia (0, 0, 0, 0) w obu

2 uktadach pokrywaja sie. Obserwatorzy rejestrujg {np. na sferycznej kliszy) w chwili ¢ = 0 = ¢*°

A B C obraz otoczenia, a obie klisze umieszczone sg w poczatkach ukladéw K i K7, Zdarzenie

|
ol
Z

(2]
"

G H E_F . P=(r x,y, ) zostanic zarejestrowane na kliszy obserwatora K’ tylko wtedy, gdy
\ : B TR R
g= \\ 1= _]/f_—t}’ .472
) \ ¢
e .é 5_ _______ N {promienie padaja nia klisze w chwili ¢ = 0), co jest réwnowazne warunkowi
& = {ct')—x"?—y?—z'? = 0i odpowiada rejestracji zdarzen ze stozka przesziosci. Warunek
i e H Rk s* = 0 jest niezmiennikiem transformacji Lorentza, a wiec jeéli zdarzenie P jest zarejestrowane
\ . I . . = . . 5 . .
\ na kliszy K’, to rowniez jest zarejestrowane na kliszy K. Korzystajac ze wzorow opisujgcych
i o transfi je L
8= ransformacje Lorentza
Fl
\ : AN x=yp'+o)y=y,z=2"it= ?’(f’+ i.,_ K')
A B8 o A B @ =
H F F oraz warunku rejestracji zdarzen ct’ = —y x2+y %+ 22 budujemy transformacije (x’, ', z°) «
NN
\ S. «— (x, », z). Otrzymujemy zwigzki
o SR e e e e : ;
\eh"_ s x=yx-BYx?+y*+77), y=y, z=7.
: % & To w zasadzie cala wiedza o zmianie ksztaltu fotografowanych obiektow poruszajacych sig
2} A a8 (2} A8 z duzymi predkoéciami. Sposob postegpowania jest taki: obiekty w ukladzie K’ skladajace sie
H £ ) Ery z punktow (x’, ¥', z’) po zrzutowaniu na klisze dajg jakis obraz, jesli chcemy wiedzied, jaki
] N S : bedzie obraz na kliszy K, to transformujemy (x’, y’, z') «» (x, y, z) i otrzymamy obiekty
N N w ukladzie K zlozone z punktéw (x, y, z), nastepnie rzutujemy je na kliszg K i to wszystko!
[ \0*?7' §: 3 : A AT 5 : 3 ¢
N Zauwazmy, ze nasza transformacja mowi wigcej o ksztalcie obiektu niz obyaz fotograficzny —
N N i . : i i : . \
N \ w wyniku rzutowania na klisze zaniedbujemy cze$¢ informacii dotyczaca tylnej strony obiektu.
o AB D AB
Rys. 4

Aby ,,poczué”, jak dziala transformacja obrazu, dokonajmy transformacji prostych figur.
a) Plaszczyzna x' = a

x=Ya-BY@+y* 427, y=y, =2

Przekatne szesciokata opisanego na okregu przecinaja si¢ w jednym punkcie. W istocie jest tak
rowniez dla elips, ale my poprzestaniemy na okreggach.

Najpierw spostrzezenie: Jesli na dwoch stycznych do okregu odlozymy (od punktow stycznosci
i po tej samej stronie laczacej je cieciwy) taki sam odcinek, to bedzie istnial okrag styczny do |
tych stycznych w otrzymanych punktach. Istotnie — narysowana figura ma o$ symetrii —
prowadzic z korica odiozonego odcinka prostopadia do stycznej otrzymujemy w jej przecigciu
2 osig symetrii §rodek poszukiwanego okregu (dlaczego?).

A teraz dowod twierdzenia Brianchona. Niech szesciokat ABCDEF bedzie opisany na okregu
i styczny do niego w punktach P, O, R, S, T, U. Odléimy (jak na rysunku) jednakowe odcinki
PP, 0Q’, RR', §5°, TT' i UU’. Narysujmy teraz okrggi o,, o, i 05 takie, o jakich byla mowa
w podanym wyzej spostrzezeniu, Prosta BE jest prosta potegowa okregow o, i o, gdyz wobec
BP= B0 . i ES=ET
mamy
BPt= BO= 1  ES = ETY,
a wiec B ma tg sama potege wzglgdem o, i 0;, tak samo E,
Analogicznie stwierdzamy, ze CF jest prostg potegowa okregéw o, i 03, oraz ze AD jest prosta

potegowa okregOw o; i 0;. Punkt K przecigcia BE i CF ma taka samg potege wzgledem o, i o,
oraz wzgledem o, i 03, a wigc takg sama wzgledem.o| 1 05. Musi wiec leze¢ na AD.




hiperboloida

X=q

le-ptaszczyzna
x=a

Rys. 5

Rys. 6

Rys. 7

Otrzymujemy wiec rownanie
: - 3
(— -—a) = fa*+y*+2%)
Id

opisujace hiperboloide dwupowlokowa (tylko jedna powloka ma znaczenie fizyczne) lub stozek,
gdy a = 0. Wynik transformacji przedstawia rysunek 5.

b) Polprosta x' = ay’ z=2z' =0
x=Hay—pyay*+y?), y=v,
stad x = y(a—f ]/a_zr +1)y" i obrazem jest polprosta.
Analizujac zmiang wspolczynnika kierunkowego zauwazmy, Ze
a=ctg®, (a—pyai+1)=ctgh,
R : e sin @
mozemy wigc wyznaczyé =—,
y wige wy. yé tg 0s O—f)

Jest to wzor opisujacy aberracje promieni $§wietlnych — juz przez nas rozwazany._

Poruszajaca si¢ sfera

Wplyw ,,efektu optycznego™ na wyglad szybko poruszajacych sie cial zauwazy! R. Penrose.
Udowodnit on w 1959 r, ze szybko poruszajaca sig sfera zachowuje ksztait sfery. Wprawdzie
transformacja obrazu nie przeksztalca sfery w sfere, ale po uwzglednieniu rzutowania na klisze
otrzymujemy przeksztalcenie przeprowadzajgce kola na kliszy K’ w kola na kliszy K. Oto chyba

‘najprostszy dowod (podany przez M. L. Boes w American Journal of Physics, 29 (1961), str. 283).

Sfera spoczywa w ukladzie K. Promienie padajace na klisz¢ tworza stozek (rysunek 6), ktérego
wierzchotkiem jest klisza — poczatek ukladu. Stosujac bezposrednio transformacje Lorentza do
rownania stozka

r'a’ = r'cos o, ri=Cct: <0 @=1)
otrzymamy
(axy— Py cos a)x+ay,y+azz = —ct(y cos o’ —ay fy),

a wiec rowniez stozek w ukladzie K. Stozek ten ma nieco inne parametry. Tak wiec na kliszy
obserw#tora K ujrzymy tez kolo, ale na ogot o innej $rednicy. ;

Rysunek 7 przedstawia, jak wyglada nasz szescian, jesli uwzgledniamy jego rozmiary katowe.

Rozwigzanie zadania ze strony |

Jak wiemy, wystarczy udowodni¢ twierdzenie ze.strcmy' 3. Zalozmy wiec, ze do czworokata
ABCD mozna wewnatrz kata BAD dopisac¢ okrag. Oznaczmy punkty stycznosci przez P, Q,
RiS.
Mamy :
AP = AS, BP = BR, CQ = CR, DQ = DS,
skad :

AB+BC = AP—BP+BR—CR = AP—CR = AS—CQ = AS—-DS+DQ—-CQ = AD+DC
lub : ,

AB+BC = AP—BP+BR+CR = AP+CR = AS+CQ = AS—-DS+DQ+CQ = AD+ DC.

Zalozmy z kolei, ze jest AB+ BC = AD+ DC i dla ustalenia uwagi AB > BC. Poprowadzimy
przez B rownolegla do CD i przez D rownolegla do BC. Oznaczmy ich punkt przeciecia przez C,.
Z zalozenia mamy wigc AB+ C,D = AD+ C, B, a wigc w czworbkat ABC, D mozna wpisac
okrag. {

Rozpatrzmy teraz dwa przypadki. Prostszy z nich to ten, gdy czworokat ABCD ma kat BCD
wklesly. Wowczas czworokat ABC, D jest wypukly. PoprowadZmy do wpisanego w ten
czworokat okregu jeszcze dwie styczne rownolegle odpowiednio do BC i CD. Oznaczmy ich
przeciecia odpowiednio z AB przez D’ i z AD przez B’ oraz punkt ich przecigcia przez C'.
Przekatne szesciokata B’ C' D’ BC, D na mocy twierdzenia Brianchona przecinajg si¢ w jednym
punkcie K. Z podobienstwa trojkatow B'C’ K i BC,K oraz C'D’K i C,DK mamy

B'C’ (839 ¢ c'Dr R B'C’ BC, CD

— = —, S § —— e e S
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X | | | Klub 44

' = Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki

. F - 5 ol L]
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty
. Skrot regulaminu
Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w nr n+4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania trzech, dwach lub jednego
zadania (kaide na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Czotdwka ligi zadaniowej "Klub 44" Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1, Oceng mnozymy przez
po uwegglednieniu ocen rozwigzar suma ocen za rozwigzania danego zadania
zadayi z numeru 4/1984 liczba osob, ktore nadestaly chod jedno rozwiazanie z numeru
Tomasg Komorowski - Swidnik 50,09pkt i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow (w dowolnym czasie) zostaje
Marek Gatecki - Milandéwek 49,68pkt on czionkiem Klubu, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
Pawel Kamirvski - Warszawa 48, T4pkt czlonkostwo — to tytul Weterana.
Edward Orzechowski - Warszawa  47,T1pkt Srezegdtowy regulamin zostal wydrukowany w nr 11984,
Jézef Siwy - kaziska Grn45,9%6pkt

krzysztof Jedziniak- Katowice 45, T4pkt
Wojciech Olszewski - Brwindw  45,49pkt Zadania nr 97, 98, 99
Wapdtczynniki trudnodci zadad 82, B3, B84:

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 1985
2,90 1,80 1,86

97. Niech n bedzie ustalona liczba naturalng. Dowies¢, ze kazda liczba x z przedzialu 0 < x < 1

Caa siedmioosobowa czoidwka skiada sig ma calkowita wielokrotnos$¢ kx spelniajaca warunek: n*(n+1)"' < kx < n.

tym razem z uczestnikiw przekracszajscych

linig 44: panowie Galecki i Kamiriski 98. Ciag (x,) dany jest wzorem rekurencyjnym x,; = 1,

juz po raz trzeci /zostajac Weteranami/,

pan Orgechowski po raz drugi, pozostali

po raz pierwszy, powieskszajac tym samym > 2 < = 5 ) : S

liczbe czkonkéw Klubu do 24, = 99. Na plaszczyZnie dany jest odCtiek AB o dilugosci ¢. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe polozenia
punktu C, przy ktorych odcinek AB jest najdtuzszym bokiem trojkata 4BC oraz spelnione sa
nierownosci k. < a, h, < b, h. < ¢ (jak zwykle, h, oznacza dlugos¢ wysokosci opuszczonej na
bok a itd.) :

Redaguje dr Marcin E. KUCZ MA Zadanie 99 przystal pan Jerzy Milczarek z Gorzowa Wielkopolskiego.

Xat1 = (Y/T+xZ—1)/x,. Uzasadni¢ istnienie i znalez¢ wartos¢ granicy lim 2"x,.

Teraz z twierdzenia Talesa mamy wspoHiniowosé punktow A, C’,
C, a jednoktadnos¢ o srodku A i stosunku AC : AC”
przeprowadza okrag wpisany w czworokat ABC,; D na okrag
dopisany do czworokata ABCD.

A teraz przypadek, gdy czworokat ABCD jesi wypukly.

Wprowadzajac dodatkowe oznaczenia, jak na rysunku, = -

uzyskujemy jak poprzednio :
B'C’ G

R o

nie mozna jednak tak prosto uzyskac¢ wspolliniowosci punktow A,
C’, C. Ale mozna. Z twierdzenia Talesa mamy bowiem
AB” AD o edhE AB

1
AB AD, AD AB,
skad
ABY . AR,

HDE . AD

a wiec B”D” i B,D, sa rownolegle i trojkaty B“C,D” i D,CB,
sa podobne. Mamy wigc

: D,C BCy BIC"

cB, = o'~ ©D

i (znow z Talesa) punkty 4, C’, C sa wspolliniowe. A koniec
dowodu jak w poprzednim przypadku.



Rozwigzanie zadania F 162. W inercj
ukiadzie odn n
pokazane na rys. [:

Ty

Z
Rys. 1
Q, " — sily cigzkosci,
LT S—iily zagewniajace stafosé
predkoéci v°,
R, — reakcja pionowa ramienia AB,
R, R, — poszukiwane sily reakcji.
Prawo ruchu koralikdéw ma postaé
dL
My,= —
w df »

gdzie M, — wypadkowy moment sil wzgledem
osi obrotu ramki,
L — moment pedu koralika.

Rys. 2

Patrz w niebo

Po6zna jesien jest okresem wyjatkowo korzystnym do obserwacji meteoréw. Nie tylko diatego, ze
wieczory sa coraz dhuzsze, ale réwniez z tego powodu, Ze w ciggu ostatnich trzech miesigcy roku
obserwuje sig mniej wiecej polowe statych, silnych rojow meteoréw. Przykiadowo — diuzsza
obserwacja nieba (powiedzmy, godzinna) na przelomie listopada i grudnia doprowadzi do
zauwazenia kilku, kilkudziesieciu $ladow meteorow, z ktorych wigkszoé¢ rozchodzi sig z jednego
(w przyblizeniu) punktu. Ten punkt nazywamy radiantem. Fakt rozbiegania si¢ torow jest
odbiciem rzutowania prawdziwych trajektorii meteordw na sfere niebieska. Obserwowany w tym
czasie roj to Geminidy. Rozne roje charakteryzuja sig¢ roznymi obfitosciami, co wigcej ten sam
réj moze byé bardziej liczny jednego roku, a mniej — innego. Jednym z najbardziej obfitych
rojow byt roj Leonidow. 17 listopada 1966 roku obserwowano prawie 40 meteoréw na sekunde.
Jednak znacznie bardziej typowymi wartosciami sa obfitosci rzedu kilku na godzing.
Opracowano wiele metod obserwacji i wyznaczania torow meteoréw. Jednym z ciekawych
rozwigzan pozwalajacych na wyznaczenie predkosci katowej spadajacej gwiazdy jest kamera
fotograficzna z okresowo przesfanianym obiektywem. Na zdjeciu wykonanym taka kamerg $lad
meteoru jest linia przerywana. Znajac parametry kamery i przystony latwo wyznaczamy predkosé

- katowg ciala. Aby odtworzy¢ rzeczywista trajektorie, poirzebne sa albo dwie obserwacje tego

samego meteoru z dwdch réznych miejsc, albo obserwacje radiolokacyjne (rejestracja echa
radiowego od zjonizowanego sladu meteoru, ktédry trwa krécej niz 10 sekund). Ta ostatnia
metodg odkryto rowniez kilka nowych strumieni przypadajacych na dzien. Wyznaczenie
prawdziwych wektorow predkosci pozwolilo na potwierdzenie przypuszczenia, Zze meteory
powstaty w Ukladzie Stonecznym, a nie przybyly z przestrzeni miedzygwiazdowej.

Wiekszo$¢ meteorow zwiazana jest genetycznie z rozpadajacymi si¢ kometami, pochodzenie
innych jest nieznane, jeszcze inne zwiazane s3 z ... Ziemia. Odkryto dotychczas kilkadziesiat
meteordw, ktorych orbity byly prawie identyczne z orbita Ziemi. Tworza one jakby chmure,
wewnatrz ktérej porusza si¢ nasza planeta.

Typowe masy meteoréw wynosza od kilku gramow do tysiecznych czesei grama, ich predkosci sa
rzgdu kilkunastu, kilkudziesieciu kilometrow na sekunde. Jasnos$é i barwa rozblysku
towarzyszacego wejiciu takiego ciala w atmosfere ziemskg zalezy od jego masy i predkosci.
Meteory biegnace naprzeciw poruszajacej si¢ Ziemi zapalaja si¢ bardzo wezesnie, sq jasniejsze

i bielsze od tych, ktore doganiaja Ziemie.

Oczywiscie obserwujemy jedynie znikoma cze$¢ meteordw spadajacych na Ziemie. Ogolna masa
wpadajgca do atmosfery ziemskiej oceniana jest na kilkadziesiat ton na dobg, z tego odnajduje
si¢ zaledwie kilka sztuk rocznie. Trzeba znalezé si¢ w wyjatkowo nietypowych warunkach, by tak
jak Antoine de Saint-Exupéry zbiera¢ meteoryty jak jabika lezace pod jablonia (Ziemia, planeta
ludzi, Samolot i planeta, 3)

.

dr Tomasz CHLEBOWSKI

Dla koralika K: W ukladzie nieinercjalnym koraliki poruszaja
sig ruchem jednostajnym prostoliniowym
i konieczne jest wprowadzenie sily

bezwladnosdci o wartosci (rys. 2)

d
Rne = =7 (mwe?) = 2mag j% = 2maer/,
R, = 2moy’,

R, = 0 = mg.
Dila koralika X':

F, = 2mav’.
Zwrdemy uwage, ze sila ta nie pojawia sig
(gdy v-]| @) lub jest prostopadia do w i v".

_:_ (mewp) = 0, ~ Sugeruje to ogélng postac
]

Fe = =2mw xv'.
Ry = ma, = ma?l s : 1
Wprowadzona sila bezwladnosci nazywana

jest sita Coriolisa. Wplywa ona na przebieg
wielu zjawisk na obracajacej si¢ Ziemi.

Wymysl twierdzenie

Zadanie ze strony 1 mozna sformulowa¢ tak, by dotyczylo elipsy. W tym celu definicja:

Zbior punktow, kidrych suma odleglosci od dwoch danych punktéow O, i O, jest stata,
nazywamy elipsg, a punkty O, i O; — jej ogniskami. Zadanie mozna wige sformulowac tak:

Jesli istnieje elipsa o ogniskach A i C przechodzaca przez B i D, to istnieje (inna) elipsa o fych
samych ogniskach przechodzgca przez B’ i D'".

Z naszego rozwiazania mamy jednak jeszcze dodatkowa informacje: styczne do elips w punktach
B, D, B', D’ przecinaja sig w jednym punkcie — mianowicie w $rodku okregu dopisanego do
ABCD (dlaczego?). Moze da si¢ z tego spostrzezenia zrobi¢ jakie$ ciekawe twierdzenie o stycznych
do elipsy. Warto sprobowacé.

EL
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ROZPOCZNIJ CZYTANIE OD SZESNASTEJ STRONY

Twierdzenie Hadwigera wynika z lematu

Lemat. Jesli wieloScian W daje sie rozlozy¢ na wielosciany
Wi, ..., Wu; M jest zbiorem zawierajacym liczbe z i wszystkie
katy dwuscienne wieloscianow W, W,, ..., W,; fjest taka
addytywna funkcjg okreslona na M, ze f(xn) = 0, to

* fW)y=f(Wy) + ... +f(Wa).

Na krawedziach wieloScianu W oraz wieloscianow Wy, ..., W,
zaznaczmy wszystkie wierzcholki tych wieloScianow oraz punkty,
w ktorych przecinaja sie krawedzie (rys. 8). Kazda krawedz
zostanie podzielona na drobniejsze odcinki. Nazwijmy je
ogniwami. Tak wiec kazda krawedzZ kazdego z wieloscianow
sklada sie z jednego lub wiecej ogniw. Dla ogniwa zawartego

w krawedzi wielo$cianu W okre$lamy jego wagg wzorem m - f(a),
gdzie m jest dlugoscia ogniwa i o wielkoscig kita dwusciennego
(wieloscianu W) przy krawedzi zawierajacej to ogniwo. Podobnie
okre§lamy wagi ogniw w wieloscianach W,, ..., W,.

Latwo zauwazy¢, ze suma wag (w wieloscianie W) wszystkich
ogniw lezacych na krawedziach W jest réwna niezmiennikowi
Dehna f(W). Istotnie, jesli np. krawedz wielo$cianu W

o dlugodci /, skiada si¢ z ogniw o dlugosciach m;, mz, ms

(rys. 8), a kat dwuscienny (wielo§cianu W) przy niej jest rowny
oy, to Iy flay) = my flay)+m; f(oz) + ms f(as).

Podobnie dla innych krawedzi. Sumujgc otrzymujemy zadana
rownosé. Analogicznie niezmiennik Dehna wielodcianu W, jest
rowny sumie wag (w W) ogniw lezacych na jego krawedziach.
Tak wiec dla obliczenia prawej strony (*) trzeba zsumowac wagi
wszystkich ogniw we wszystkich wieloscianach W, ..., W,.
Obliczmy, z jakim wspélczynnikiem wchodzi do-tej sumy
dlugo$¢ m pewnego ogniwa w.

Oznaczmy przez y, ..., ¥s katy dwuscienne (przy w) tych
z wieloScianow W,, ... W,, w ktorych krawedzi zawarte jest

ogniwo w. Dla wygody zalézmy, ze sa to wielosciany W, , ..., W..

Oczywidcie suma wag ogniwa @ w wieloScianach W, ..., W, jest
rowna

G mfly) + ... + mfly) = m(f(y)) + ... + 1)

1° Moze si¢ zdarzyé, ze ogniwo w jest zawarté we wnetrzu
wieloécianu W (nie biorac pod uwage kornicow w). Jesli kazdy

z wieloscianow W, ..., W, zawierajacy ogniwo w zawiera je

w pewnej krawedzi, to suma katéw y, tworzy kat pelny (rys. 9)
iy ..o +ys—2n=0.

Funkgcja fjest addytywna, wigc f(y:) + ... + f(3,) = 2f(w) = 0.
Jesli jeden z wieloscianow W, ,, ..., W, zawiera  we wngtrzu
pewnej Sciany, to (rys. 10)

Vit o tpe=xm i fI+ ... H@)=fm) =0.

(Jesli dwa wieloSciany zawieraja w we wnetrzach $cian, to w
nie moze by¢ ogniwem).

&

. o AT PR
Zauwazmy, e - s

Tak wiec kazda liczba naturalna n nalezy do
dokladnie jednego z przedzialéw domknigtych

— 4 .\'l » Wyznaczajgc w ten

2° Ogniwo @ moze leze¢ na cianie W (ale nie krawedzi).
Wtedy (rys. 11)

it tm=a i fr)+ ...+ =0.
Zarowno w przypadku 1°, jak i 2° (**) jest rOwne zeru.

'3° Jedli nie zachodzi zaden z poprzednich przypadkéw, to

ogniwo w lezy na krawedzi W. Teraz ¢, + ... +7, jest rowne

“.albo a, albo n—a, gdzie « jest odpowiednim katem dwusciennym

W (rys. 12). W obu przypadkach f(y)+ ... +f(ys) = flx)

i (**) jest rowne wadze ogniwa w w wieloscianie W. Tak wiec
suma po prawej stronie rowna jest niezmiennikowi Dehna
wieloécianu W.

Musimy jeszcze wiedzie¢, ze funkcje addytywng na zbiorze
skonczonym mozna tak rozszerzy¢ do wigkszego zbioru
skoniczonego, by byla nadal addytywna. Oczywiscie wystarczy
wiedzie¢, jak rozszerzac na zbior, ktory ma jeden element wiecej.
Przypus¢my, ze funkcja f jest addytywna na zbiorze M ia ¢ M.
Jesli dla zadnej roznej od zera liczby catkowitej k oraz dla
zadnych a,, ...,an € Miky, ..., k. € Z nie zachodzi

(t‘t) ka = k1a1+ +k"ﬂn‘

to mozemy jako f(a) wzia¢ dowolng liczbg rzeczywistg. Jesli
natomiast (,*,) zachodzi, to okreslamy

| :
fla) = ?(k:f(a=)+ e +knf(an)).

Liczba f (a) jest dobrze okreslona. Jesli :

o =Lbi+ oo. +lnbu L1, ... In€Z; by .o, by eM, 50}, to
k(liby+ ... +imbm) = l(kia1+ ... +kaaa),

wige k(L f(b)+ ... +Inf(bn)) = I(kif(a)+ ... +kuf(an),

gdyz funkcja f jest addytywna na M. Zatem

1 : 1
?(k,f(a;)+ o +kaf(an)) = T(hf(b:)-i- coo +lmf(bm)).

A oto dowod twierdzenia. Przypuéémy, ze W daje si¢ rozlozy¢ na
Wy, ..., Wa; Vna V,, ..., V, oraz wieloéciany :
W;iV;(j=1, ..., n) sa przystajace. Funkcje addytywna f
na zbiorze M (patrz sformufowanie twierdzenia) rozszerzamy
do funkcji addytywnej f* okreslonej na zbiorze M* zawierajgcym
zbior M i wielkosci wszystkich katow dwusciennych
wielo$cianéw Wy, ..., W, (a wiec i V,, ..., V;). Z lematu

FOR) = (W) = (W) + ... +[*(Wa),

fV) = f*(V) = f*(V)+ ... +f*(Va),
ale oczywiscie f*(V;) = f*(W)), tak wiec

f(W) = f(V).
J. R.

(Na podstawie ksigzki W. G. Boltianiskiego ,,Trzeci problem

Hilberta™)

w

Rozwigzanie zadania M 381, Zauwazmy, Ze

(s+1)2+(s+1)

tamana POQ dzieli wielokat na dwa wielokaty
o rownych polach, (Aby si¢ o tym przekonacg,
wystarczy polaczyé O z wierzcholkami tych
wiclokatow | zauwaiyé, e w ten sposdb
podzielilismy je na trdjkaty o wysckosei
réwnej promieniowi okregu wpisanego).

sposdb s(n), a jejgnicjsce w tym przedziale
wyznacza x(n). Wystarczy teraz polozyé

Rozwigzanie zadania M 382, Omaczmy e 02+0 0
xX+y = 5. (S 2 e
(x+)24+3x+y e o
Mamy a = = S = —— X,
a warunki 0 < x, 0 £ y, x, y calkowite si4s  si4s
mozemy zapisa¢ w formie x, s calkowite, - i 2
0= x £ 5. Wynika stgd, ze dla ustalonego
y Py plis

.i:.r-?’.ﬂ,l,...,s:-1nf-'!- —_—, —

; [ 2 2

53453
=S S = +35}.

¥(n) = s(n)— x(n), by uzyska¢é pare (x, »)
(x+y)3+3x+y

taka, e n =
= 2

Poniewaz jednak, zgodnie z zaloZzeniem,
prosta PQ polowi pole naszego wielokata,
trojkat POQ musi mieé pole réwne 0, a wiec
O lezy na prostej PQ.



Trzeci problem Hilberta

1
W szkole wzoru na objetoé¢ czworoscianu C (? - pole podstawy - wysokoéé) uczono mnie tak:

dzielono pewien graniastostup ¢ tej samej podstawie i wysokoéci co czworoscian C na takie

trzy czworosciany C,, C;, Cs (rys. 4), ze C, i C,, a takze C; i C; mialy takie same podstawy

i wysokoéci, a ponadto C; byl przystajacy do C. Tak wiec objetoéé¢ C byla trzy razy mniejsza od
objetosci graniastostupa. '

Ale skad wiadomo, ze czworosciany o takich damych podstawach i wysokosciach maja rowne
objetosci?

W plaskim przypadku latwo podzieli¢ trojkat na dwa trojkaty i trapez tak, aby dat si¢ z nich
ztozy¢ prostokat (rys. 1) o tej samej podstawie i dwa razy krotszej wysokosci. Tak wigc dwa
trojkaty o rownych podstawach i rownych wysokosciach maja rowne pola. Co wigcej, mozna
pokazad, ze jesli dwa prostokaty maja rowne pola (iloczyny bokéw), to jeden z nich daje si¢
podzieli¢ na skonczong liczbe wielokatow, z ktorych da sie zlozy¢ drugi (rys. 21 3).

Moze to samo uda si¢ z czworoscianami? Nazwijmy rownowaznymi przez podzial (w skrocie
rpp) dwa wielosciany, z ktérych pierwszy da sie tak podzieli¢ na skoficzona liczbe wieloscianow,
by z otrzymanych kawalkéw mozna bylo zlozy¢ drugi. Czy kazde dwa czworosciany o rownych
podstawach i rownych wysokosciach sa rpp? Pytanie powyZsze nazywane jest trzecim problemem
Hilberta. Negatywna odpowiedz podal w roku 1900 M. Dehn. Autorem innego — prostszego —
dowodu jest H. Hadwiger (1954 r.). Tak wiec, aby uzupeii¢ dowéd podany na poczatku artykulu,
trzeba korzysta¢ z przejécia granicznego (rys. 5), jak np. uzasadnia si¢ regule Cavalieriego.
Pokazemy, ze ,.zlg”, tzn. nie rpp, para czworoscianow sa czworosciany H, i H, (rys. 6).
Zauwazmy, Ze relacja rpp jest relacja rownowaznosci. Latwo pokazaé (rys. 7), iz H, jest rpp

z graniastostupem o podstawie trojkatnej. Przeksztalcajac podstawg tego graniastostupa

w prostokat (tak jak na rys. 1) stwierdzamy, ze H; jest rpp z pewnym prostopadloscianem.
Kazde dwa prostopadiosciany o rownych objetosciach s rpp (wystarczy dwukrotnie zastosowad
dla ich podstaw podzial z rys. 2 i 3). Tak wigc ostatecznie H, jest rpp z pewnym szescianem.
Pokazemy, ze H, nie jest rpp z zadnym szescianem (nawet o rownej mu objetosci). Znajdziemy
mianowicie pewien niezmiennik rownowaznosci przez podziat (czyli ,,co8”, co jest takie samo
dla wieloScianoéw rownowaznych przez podzial), ktory jest rozny dla H i szescianu.

Funkcje rzeczywista f okre$long na podzbiorze M liczb rzeczywistych nazywamy addytywng,
jesli dla kazdych ay, ...,an€ M ik, ..., kn € Z (Z oznacza zbior liczb catkowitych) spelniajacych
warunek kya,+ ... +kaa. = 0 mamy k, f(a;)+ ... +kaf(as) = 0.

Niech W bedzie wieloScianem, M zbiorem liczb rzeczywistych zawierajacym wartosci o, ..., «,
wszystkich katow dwusciennych W (w radianach), /,, ..., /, dlugoéciami odpowiednich krawedzi,
a f funkcja addytywng na M. Liczbe %

FW) = Lifla)+ ... +1,1()
nazywamy niezmiennikiem Dehna wieloscianu W.
Twierdzenie (Hadwiger). Niech a,, ..., o, beda katami dwusciennymi wieloscianu W, a fi,, ...

katami wieloscianu V. Jesli istnieje taka funkcja addytywna na zbiorze M zawierajacym
T, %y, ey %y By oo, Bay 26 f(W) # f(V), to Wi V gie sa rownowaine przez podzial.

aﬁ@

Jako wniosek z twierdzenia otrzymujemy, ze H; i zaden szescian nie sg rpp. Katami dwusciennymi

H, sa % i (rys. 6). Oczywiscie, cos o = ’—5 Z rownosci tej wynika, iz % nie jest liczbg
- ¥

1 4
wymierng (dowod w numerze). Na zbiorze M = {n, 5 as} okreslamy funkcje f

T
£ (?) = f(n) = 0, f(«) = 1. Funkcja f jest addytywna, gdyz jesli elementy zbioru M

T o
spetniaja warunek k, ~2—+k2:r.+ kyx=0,t0k; =0 (inaczej —
F 1

2k, + k2
ks

ik, f(fz’) +ha f(m)+ka (@) = .

Obliczmy f (H,) i f(Q) (Q — szedcian o krawedzi /).
f(Hy) = 3f(%) +3Y2f(») = 3Y2.

f@ = lﬂf(%) =0

Tak wiec dla kazdego szeScianu Q : f (Q) # f(H,) i, na podstawie twierdzenia, Q i H; (czyli
rowniez H; i H,) nie sa rbwnowazne przez podzial.

s
o
it

AT E 8
Rys. 1. Bok 4B jest najdluzszym bokiem
trojkata ABC (wtedy spodek wysokosci
spuszczonej z C lezy wewnatrz odcinka 4 B).

Trojkaty 1 1’ oraz 2 i 2' sa przystajace.
& E
G H K D
|
: I
\
A B C

; F
Rys. 2. AF- AB = AG- AC, czyli -A - =
; AC

G x 5 5
= —— . Tak wigc BG || CF i, podobnie,

DE|| BG. Trbjkaty GHF i BCI sa zatem
przystajace (GF = BI)-— podobnie tréjkaty
EFI i DHC. Jesli odcinek FC przecina
odcinek GK (tzn. jedli 2- AB > AQC), to
podzial jest zakosiczony (ACDG = AGHIB U
v DHC u BCI: ABEF = AGHIB v EFI v
v GHF). Jesli 2+ AB = AC, to zamiast
prostokata 4 BEF rozpatrujemy réwnowazny
przez podzial prostokat 4" B’ E’ F’, dla
ktorego 2- A'B" > AC (rys. 3).

Oznaczmy: S — pole powierzchni podstawy
czworoscianu 4 BCD, h — jego wysokosé.
Obliczamy sume objgtosci n (podobnych)

R
0 WY : =3 ktérych
iowa zawiera
ABCD (na rys. 5 n = 5). Graniastostup
k\2
k-ty od géry ma pole podstawy (;) Lo

Tak wiec szukana suma obj¢toéci jest réwna

1
—h 8§ (124234 ... +n?) =
n

5 (n+1)(2n+1)
6n
czyli objetoéé czworodcianu nie jest wigksza
niz
tm OHNOD 540 Zsin

n—+oo
Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie
dla graniastostupéw zawartych w
Sci 1y nieréwnosé
przeciwng. Tak wigc objetosc czworoécianu

ABCD musi byé réwna % S-h.

Sy

cz otrzy

Rys.3






