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Dr A. K., po przeczytaniu rekopisu tego

artykulu, zwrócil autorowi uwage~ ze inny

dobrze znany sposób to wsadzic walizke
i kufer do znacznie wiekszej od nich paki

(ogólniejszej równosci):

Un+m = Un_l· um+un· Um+l

(przy m = n dostajemy latwo pierwsza.

z poprzednich równosci, a przy m = n + 1

druga); te juz bez naj mniejszego wysilku
przemieszcza nam zwykla indukcja wzgledem

m. Jest to sposób latwiejszy niz dzwiganie
walizki i kufra razem badz oddzielnie.

Jesli A wynika z B, ale B nie wynika z A, to

zwyklo sie mówic, ze stwierdzenie A jest
slabsze niz B.

Dowód twierdzenia mocniejszego moze
byc latwiejszy

Prof dr Jerzy MIODUSZEWSKI

"Nie moge wniesc tej walizki na IIIpietro, jest ona za ciezka; wobec tego wezme
pod druga pache ten oto kufer" - w taki to ironiczny sposób przedstawia
Cat-Mackiewicz monolog wewnetrzny pewnej postaci z niedawnej przeszlosci
(Zielone oczy, str. 177, wyd. 1959).

Od tego rodzaju desperackich decyzji nie sa wolni i matematycy; co wiecej, sa
nieraz do tego przez matematyke zachecani. Liczby Fibonacciego,
l, 1,2, 3, 5, 8, 13, ... , tworzy sie tak, ze kazda poczawszy od trzeciej jest suma
dwu poprzednich, Un+1 = Un-1 +Un. Jesli ktos chce zadac torture mniej
doswiadczonemu koledze, moze mu dac do udowodnienia, ze

U2n = U;+l-U;-l,

a potem, juz zmeczonemu, dac pod druga pache kufer:

U2n+1 = U;;+l +u;,

i przygladac sie, jak swietnie sobie radzi.

Zjawisko prosto sie tlumaczy: w dowodzie indukcyjnym (bo taki przyjdzie tu
prowadzic) sprawdzenie prawdziwosci tezy na pierwszych krokach bywa
przewaznie latwe, wiec dodanie nowej tezy na ogól nie zwieksza trudnosci;
przejscie z n na n + l moze jednak okazac sie latwiejsze, bo mamy teraz dodatkowe
zalozenie umozliwiajace ruszenie z martwego punktu.

L. Cinman w Kwancie 11 (1976), str. 9-12, pisze o nieuwaznym Jasiu, który zle
. n ...•••. l . 3· (2n-1)·-

przepIsal tresc zadanIa' I przez to zamIast nIerownoscl 2. 4 2n < l/V n

musial dowiesc (przez indukcje) mocniejszej nierównosci, w której zamiast lin
mial V·n + l. Autor cytowanego artykulu analizuje te paradoksalne sytuacje
z punktu widzenia teorii dowodu.

Ale i poza zakresem dowodów indukcyjnych zdarza sie, ze dowód twierdzenia
mocniejszego bywa latwiejszy. Rzecz jest ciekawa z punktu widzenia psychologii
myslenia matematycznego. George Polya w swojej ksiazce Jak to rozwiazac
(tlumaczenie polskie, Warszawa 1964, Biblioteka Problemów 71) nazywa to
zjawisko paradoksem odkrywcy kome!ltujac je wieloma przykladami.
Stwierdzenie

(A) istnieje liczba rzeczywista x spelniajaca równanie 5x4 - x3 - 72 = O

jest slabsze niz stwierdzenie
(B) liczba 2 spelnia równanie 5x4 - x3 - 72 = O;

ale dowód tego slabszego stwierdzenia wymaga pewnej wiedzy, a dowód
twierdzenia (B) (mocniejszego) nie sprawi klopotu nawet dziecku, jesli wie ono,'
co to jest potega liczby.

Ta rzecz tez sie prosto tlumaczy. Wyobrazmy sobie stos kluczy i zamek.

Stwierdzenie

(A) którys z tych kluczy otwiera zamek,
jest slabsze niz stwierdzenie
(B) ten klucz otwiera zamek;

ale jesli stos kluczy jest dosc pokazny, to dowód stwierdzenia A bedzie
odpowiednio trudny; dowód stwierdzenia B sprowadza sie do otwarcia zamka
wskazanym kluczem, co polega na wykonaniu pewnej czynnosci; w matematyce
odpowiada to wykonaniu dowodu.

Podobnie jest z uogólnieniami. Bardzo intrygujace jest pytanie: co jest wieksze,
ne czy en? Student I roku bez trudu wszakze wstawi wlasciwy znak nierównosci
miedzy funkcje xe i eXdla x ;;::e.
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Liczbe a (rzeczywista lub zespolona) nazywamy
algebraiczna, gdy istnieje wielomian
o wspólczynnikach calkowItych, którego a
jest p!=:wiastkiem.

Oto przyklad z matematyki bardziej zaawansowanej. Nastepujace twierdzenie,
dowodzone przez Aleksandrowa (1924) i Sierpinskiego (1933), bylo uwatane za
trudne:

(A) jesli przestrzen metryczna jest spójna i lokalnie osrodkowa, to jest
osrodkowa.

Z czasem uleglo ono wzmocnieniu do twierdzenia

(B) jesli przestrzen parazwarta jest spójna i lokalnie osrodkowa, to jest
osrodkowa,

które nie jest uwazane za szczególnie trudne i którego dowodu mozna wymagac
od studenta na egzaminie; dla wyjasnienia dodajmy (nie objasniajac reszty pojec),
ze przestrzenie metryczne sa zawsze parazwarte (twierdzenie Stone'a, 1948); stad
wlasnie (B) =* (A).

Trudnosc dowodu twierdzenia (A) polega na tym, ze jest wiele kluczy w postaci
wlasnosci przestrzeni metrycznych, które mozna by w dowodzie wykorzystac;
który wiec wybrac? Próbujac dowiesc (B) nic takiego nas nie dreczy; parazwartosc
to okreslona wlasnosc - klucz, która stanowi doskonala podpowiedz.

Wiele slynnych dowodów to dowody twierdzen od razu trudniejszych. Chcac
dowiesc, ze n jest niewymierne, Lambert (1767) dowiódl, ze jesli tgx jest liczba
wymierna, to x jest liczba niewymierna; stad niewymiernosc n, bo tg(n/4) = l.

Lindemann (1882) dowodzac niealgebraicznosci liczby n dowodzil od razu, ze
jesli liczba eZ jest wymierna, to liczba (zespolona) z nie jest algebraiczna; stad
niealgebraicznosc liczby n, bo e2"1 = l. Lindemann dowodzil wszakze
twierdzenia jeszcze dalej idacego: nie istnieja rózne od zera liczby algebraiczne
al' ... , an i rózne liczby algebraiczne Xl' o •• , Xn takie, ze alex,+ .0' +anex, = O.

Bylo to ulatwienie (!), bo umozliwialo wejscie na droge przetarta wczesniej przez
Hermite'a, który dowiódl (1873), ze nie istnieja rózne od zera liczby calkowite
al, 'H, an i rózne liczby calkowite mI, H" mn takie, ze alem, + ... +anem• = O, co
oznaczalo (ex deJinitione) niealgebraicznosc liczby e.

Paradoksalnosc opisanych sytuacji bierze sie glównie z uproszczonego patrzenia
na twórczosc matematyczna, w której zauwaza sie przede wszystkim dowody
twierdzen, bo tylko one sa utrwalane na pismie i podlegaja obiektywnym ocenom.
Praca mysli polegajaca na odrzucaniu falszywych tropów, poszukiwaniu
prawdopodobnych rozwiazan, a w koncu formulowaniu sprawdzalnych hipotez,
bywa w rezultacie ignorowana. Zygzaki mysli prowadzace do odkrycia
pozostaja przewaznie nieznane.

Uwidocznia je historia, jesli droga do odkrycia rozklada sie na lata i na wielu
ludzi.

W poszukiwaniach matematycznych (jak we wszystkich innych) trudnosci bywaja
najczesciej zwiazane z wyborem sposród napotykanych mozliwosci. Na danym
kroku nie musi byc ich wiele, ale kazdy niewlasciwy wybór to nieraz przekreslenie
szans.

Juz wybór z dwu mozliwosci moze byc duzym utrudnieniem. Próbujac
rozstrzygnac zagadnienie nie wiemy z góry o wyniku. Natrafiajac na trudnosci
oscylujemy miedzy poszukiwaniami dowodu i kontrprzykladu. O ilez latwiej
szuka sie dowodu, jesli sie wie, ze twierdzenie jest prawdziwe.

Kiedy Lindemann dowiódl niealgebraicznosci liczby n (dodajmy, ze zagadnienie
bylo w sposób wyrazny postawione przeszlo sto lat przedtem przez Lamberta),
posypaly sie inne dowody: J. F. Koksma w Diopkantische Approximationen
(Springer 1936) wspomina (na str. 60) o co najmniej dwudziestu; tzw. drugie
dowody sa zwykle prostsze, a ich glebszy sens polega czesto na tym, ze ukazuja
nowe powiazania danego twierdzenia z innymi i jego dodatkowe znaczenia.

A oto przyklad lzejszego kalibru i prosciej sie tlumaczacy. Martin Gardner
w ksiazce Aha! Insight (1978) opisuje (na str. 54) jak to Mr. Tack bezskutecznie
lamal glowe nad obliczeniem pola miedzy dwoma koncentrycznymi okregami
(takiego ksztaltu byl hall, w którym mial polozyc dywan) majac podany jeden
tylko wymiar: dlugosc cieciwy wiekszego okregu bedacej jednoczesnie styczna do
mniejszego. Kiedy jednak dowiedzial sie, ze Mr. Sharp, którego uwazal za dobrego
matematyka, wie jak to zrobic, przestal miec jakiekolwiek trudnosci.
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Run'iazanie zadania M 378, Szescian
o krawedzi a mozna rozciac;

l) na 8 szescianów o krawedzi ~ a,
Z

2) na 1 szescian o krawedzi} a i 19

szescianów o krawedzi....!.. a - razem 20
3

sze,kianów,

3) na 1 szescian o 'krawedzi {a i 37

szescianów o krawedzi ~ - razem 38

szescianów,

'Y/ynika stad, ze z rozciecia na n szescianów
mozna otrzymac rozciecie na n + 7, n + 19

i n + 37 szescianów - dzielac jeden

z szescianów rozbicia odpowiednio wedlug
metody 1), 2) lub 3),

Wsród mozliwyc!1 pOdLia/ów beda miedzy

innymi t~kie, w których liczba czesci wyniesie
k, = 1+7 = 8, k2 = 1+19 = 20, k, =
= k2+19 = 39, k. = k,+ 19 = 58, k. =
= k.+ 19 = 77, k. = 1+ 37 = 38, K7 =
=k.l-37~75,
eraz (dla i = 1,2, ,,7 oraz", = 0,1, .,)

k = k,+7m,

Porjewai ;ed.nak res.zty z di:ieleni<i i;, pruz 7

nc·sza odpowiednio 1,6,4,2, O. 3 i S, wIec

k przyjuJuje w~zystJde wartosci naturalne

P(",c.zY-':'2Jec cd ·mu;.. (hl;, czyli 0<1 77

Twórcy matematyki nigdy nie mieli watpliwosci, gdzie le~ punkt ciezkosci
w rozwiazywaniu zagadnien. Imre Lakatos, który cala swoja ksiazke Proofs and
refutations (1976) poswieca roli hipotez w matematyce, pisze w niej (w odnosniku
na str. 9):

To, ze hipotezy (twierdzenia) wyprzedzaja dowody, bylo d/a matematyków
starozytnosci rzecza naturalna. Wedlug Prok/osa " ... trzeba wiedziec wczesniej,
czego sie szuka". Grecy nie przywiazywali wagi do stwierdzen, które udawalo sie
im uzyskiwac po drodze, jesli przedtem nie byly przewidziane. Nazywali je
poryzmatami (wnioskami, rezultatami ubocznymi pojawiajacymi sie przez przypadek
i bez zaslugi), stanowiacymi, jak pisal Proklos, rodzaj spadlego owocu lub daru losu.
W nocie do jednej z prac Eulera mozna przeczytac, ze twierdzenia arytmetyczne
"sa odkrywane na dlugo przedtem, nim ich prawda zostaje potwierdzona scislymi
dowodami". Podobno Gauss skarzyl sie: "mam rezultaty juz od dawna, nie wiem
jednak dotad, jak sie do nich dobrac"; Riemann zas mówil: "Gdybym mial tylko
twierdzenia. Dowody znalazlbym z latwoscia". Polya upominal: "Masz znac
najpierw twierdzenia, zanim zabierzesz sie do dowodzenia",

Waclaw Sierpinski w liscie do redakcji Matematyki (rocznik 11 (1958), zeszyt
4-6, str. 1) pisze: Twierdzenia matematyczne nosza zwykle nazwisko tego, który
je pierwszy sformulowal, niezaleznie od tego, czy je udowodnil.
Twierdzenie Waringa zostalo ... udowodnione przez Hi/berta, ale nie przestano je
nazywac twierdzeniem Waringa. Na przyklad tak zwane wielkie twierdzenie
Fermata bedzie nosilo nazwisko Fermata, a nie tego, który je moze kiedys
udowodni.

Otrzymanie twierdzenia mocniejszego nie bywa wiec latwiejsze. Chociaz, moze
bylo tak dla nieuwaznego Jasia, któremu traf podarowal wlasciwa hipoteze. Nie
bylo to jednak w sumie latwiejsze w przypadku liczb Fibonacciego, jesli sie
uwzgledni podpowiedz koledze. Student, który dowodzil twierdzenia
o osrodkowosci od razu dla przestrzeni parazwartych, oprócz podpowiedzi dostal
przedtem caly zapas wiadomosci o wpisywaniu pokryc, a ten, który dowodzil
nierównosci 'J'{,c < e", szedl (juz po podpowiedzi) utarta od przeszlo dwu stuleci
droga. Niech pozostanie (zgodnie z przeznaczeniem) zagadka i jednoczesnie .
zadaniem z geometrii pytanie, dlaczego bylo tak wazne dla Mr. Tacka wiedziec,
ze Mr. Sharp wie. Doliczmy do trudu Lindemanna trud Hermite'a. I jesli udaje '
nam sie czasem znalezc elegancki dowód znanego twierdzenia, to wypada nam
sobie wtedy przypomniec, ze nie jestesmy przez to lepsi od znakomitych
poprzedników. ,

Kacik Czytelniczy

Jak spedzaly czas angielskie ladies w latach trzydziestych dziewietnastego stulecia?

Z czasopisma The Mathematician (vol. III, London 1848) przepisujemy zadanie nr 187.

CLXXXVll (Dr. Rutherford) Znalezc nierzeczywiste pierwiastki równania

x'+3x4+2x3+3x2-2x-2 = O

Rozwiazanie (Dr. Rutherford, autor). Poslugujac sie zwykla metoda badania wlasnosci
pierwiastków równan znajdujemy latwo, ze dane równanie ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty,
a wobec tego cztery pierwiastki nierzeczywiste czy "niemozliwe". Rzeczywistym pierwiastkiem

tego równania jest 1,05910900346 (patrz Lady's Diary na rok 1839, str. 47), a aby znaleZC
pierwiastki nierzeczywiste, musimy.,.

. ,. tak wiec czterema pozostalymi pierwiastkami sa

-0,247951472742± i yO,402475312370 oraz

-1,781603028989± i }/0,893699913966.

(Pominelismy oczywiste rachunki - Red.)



Pro! dr Jaroslaw PIASECKI

Trzecia zasada termodynamiki

Trzecia zasada termodynamiki dotyczy granicznych wlasnosci materii w obszarze niskich

temperatur. Ma ona juz dzis prawie osiemdziesiecioletnia historie, gdyz jest daleko idacym
uogólnieniem twierdzenia o warunkach równowagi chemicznej podanego w 1906 roku przez
Walthera Nernsta (1864-1941). Dlatego tez czesto nadal nazywana jest twierdzeniem Nernsta.

dQ

TJ
(A ...•B)

S(B)-S(A) =(1)

Calka wystepujaca po prawej stronie sumuje stosunek ciepla dQ pochlanianego przez cialo do
jego temperatury bezwzglednej T w jakimkolwiek procesie odwracalnym, przeprowadzajacym
uklad ze stanu poczatkowego A do stanu koncowego B. Zgodnie z twierdzeniem Clausiusa,
sformulowanym w 1854 roku, wartosc tej calki nie zalezy od wyboru procesu (A --> B). Wzór (I)
okresla wiec jednoznacznie zmiane entropii S(B)-S(A). Tym samym kazdemu stanowi
równowagi B ukladu mozemy przypisac odpowiadajaca mu wartosc entropii S(B), o ile dla
pewnego ustalonego stanu A przyjmiemy S(A) = SA" gdzie SAjest dowolnie wybrana stala ..
Warto tu zwrócic uwage na fakt, iz analogiczna dowolnosc pojawia sie przy definiowaniu
energii wewnetrznej. Zasada zachowania energii (pierwsza zasada termodynamiki) pozwala
jedynie na okreslenie róznic energii dla róznych stanów równowagi. Zreszta tylko te róznice sa
mierzalne i maja sens fizyczny. Trzecia zasada termodynamiki okresla zachowanie sie entropii
w granicy, gdy temperatura zmierza do zera bezwzglednego. Formuluje sie ja nastepujaco:

W sformulowaniu trzeciej zasady podstawowa role odgrywa pojecie entropii wprowadzone do
fizyki w polowie XIX wieku przez Rudolfa Clausiusa - autora jednego z klasycznych ujec
drugiej zasady termodynamiki. Dla dwu dowolnych stanów równowagi A i B ukladu

termodynamicznego (ciala makroskopowego) róznica entropii, tradycyjnie oznaczanej litera S,
wynosi

-- Entropia dowolnego ukladu termodynamicznego przyjmuje we wszystkich stanach

odpowiadajacych temperaturze zera bezwzglednego te sama minimalna, skonczona wartosc So.
(Wartosc stalej So mozna przyjac równa zeru.)

(dQ)X = Ncx(T)dT.

T, cx(T)
S(Tz,X)-S(T1,X) = N J -T-dT.

T,

(4)

(3)

(2)

Ze wzoru (1) otrzymujemy wówczas

Jezeli cieplo wlasciwe w przedziale temperatur od T1 do Tz jest stale, to otrzymujemy zwiazek

. Tz
S(T2,X) - S(T1 ,X) = Ncx In -.

. T1

Jest to niezmiernie ogólne twierdzenie, pociagajace za soba bogate konsekwencje. Ich dyskusje
rozpoczniemy od rozwazania zwiazku miedzy entropia a molowym cieplem wlasciwym cx(T),
charakteryzujacym odwracalny proces ogrzewania (lub ochladzania) ukladu w warunkach
opisywanych przez stale wartosci parametru X (X - moze oznaczac na przyklad ustalone
cisnienie p lub objetosc V). Dla N moli substancji cieplo pobierane z otoczenia przy malej
zmianie temperatury dTwynosi

Uo 'f}o 2 m ( m)Umt.= vvz+uz ='''5·-.",0,9 •.O O •

Rozwiazanie zadania F 160. Predko'c pudelka

wzgledem tasmy w chwili poczatkowej

wynosi vPo = Vu5 +v5 i tworzy kat :x

z jej brzegiem (rys. 1). N as~pnie, w wyniku

dzialania sily tarcia predkosc ta maleje od v Po

do zera zachowujac staly kierunek
wzgledem tasmy (pudelko wzgledem tasmy

porusza sie po linii prostej). Chwilowa

predkosc pudelka wzgledem ziemi jest suma

(wektorowa) predkosci wzgledem tasmy
i stalej predkosci ruchu tasmy Vo. Koniec

wektora predkosci wzgledem ziemI lezy

za wsze na odcinku laczacym konce wektorów
Vo i Uo (rys. 2), a wiec predkosc minimalna

jest prostopadla do VPo l Jej wartosc wynosi

~~

Równanie (4) obowiazuje w szczególnosci dla cial stalych w temperaturach rzedu temperatury
pokojowej (T ~ 300 K), gdzie (zgodnie z prawem Dulonga i Petita) cieplo wlasciwe przy
stalej objetosci ma wartosc Cv = 3 n R (R jest uniwersalna stala gazowa; a n liczba jonów
przypadajacych na jedna czasteczke). Dla niskich temperatur wzór (4) prowadzi jednak do
sprzecznosci z trzecia zasada termodynamiki. Istotnie, fakt, iz granica lim S(T1,X) = So jest

T, ..•.O

skonczona (i niezalezna od X) nie da sie pogodzic z zachowaniem prawej strony równania (4),
wykazujacej przy T1 --> O K rozbieznosc logarytmiczna. Z trzeciej zasady termodynamiki
wynika wiec, ze klasyczne prawo Dulonga i Petita nie moze obowiazywac w niskich
temperaturach. Wystepujaca we wzorze (3) calka jest rozbiezna przy T -> O, o ile granica
lim cx(T) jest rózna od zera. Trzecia zasada termodynamiki prowadzi wiec do wniosku, ze:
T..•.O

Rys. l Rys. 2 Wszystkie ciepla wlasciwe daza do zera, gdy temperatura obniza sie do zera bezwzglednego.
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mozna przyjac So = O i sformulowac te zasade w postaci:

S = kB In D,(5)

gdzie kB jest stala Boltzmanna, D zas oznacza liczbe mikroskopowych stanów kwantowych
odpowiadajacych okreslonemu stanowi makroskopowemu ciala (np. stanowi o ustalonych
wartosciach energii wewnetrznej U, calkowitej objetosci V i liczby moli N). Odkrycie zwiazku (5)
stalo sie zródlem prostego rozumowania przedstawianego czesto jako mikroskopowe uzasadnienie
trzeciej zasady termodynamiki w sformulowaniu Plancka. Otóz wiadomo, ze w miare obnizania
temperatury maleje równiez energia wewnetrzna U. W granicy T --+ O K osiaga ona wartosc
minimalna, odpowiadajaca stanowi podstawowemu. O ile wiec stan ten nie jest zdegenerowany,
to liczba D wynosi l i ze wzoru (5) otrzymujemy So = kB In! = O. Takie uzasadnienie trzeciej
zasady zostalo poddane w latach szescdziesiatych surowej krytyce. Nie chodzilo przy tym
bynajmniej o dyskusje mozliwosci wystapienia degeneracji stanu podstawowego zauwazalnej na
poziomie makroskopowym. Chodzilo natomiast o fakt, ze jakkolwiek prawda jest, ze trzecia
zasada opisuje prawidlowosci wystepujace w zachowaniu sie cial makroskopowych w niskich
temperaturach, to równiez prawda jest, ze prawidlowosci te przejawiaja sie w obszarze temperatur.

Ta wlasnosc cial makroskopowych w niskich temperaturach jest w pelni potwierdzona przez
pomiary doswiadczalne. Typowy przebieg zmiennosci ciepla wlasciwego Cv cial stalych przy
stalej objetosci przedstawia rysunek. Nalezy podkreslic, ze trzecia zasada nie dostarcza zadnych
informacji na temat obszaru temperatur, w którym cieplo wlasciwe zaczyna malec. Nie mozna

tez na jej podstawie ustalic, w jaki sposób ciepla wlasciwe róznych substancji zmierzaja do zera.
Warto dodac, ze w pewnych substancjach (niektóre sole paramagnetyczne) w bardzo niskich

temperaturach zaczynaja dominowac wlasnosci magnetyczne, powodujac istotne anomalie
w zachowaniu sie ciepla wlasciwego. Istnieja substancje, w których w temperaturach T ~ 10- 3 K
cieplo wlasciwe nie tylko nie dazy jeszcze do zera, ale osiaga lokalne maksimum. Nawet
w naj nizszych osiaganych w laboratoriach temperaturach (rzedu 10- 6 K) zastapienie
parametrów ukladu ich granicznymi wartosciami odpowiadajacymi zeru bezwzglednemu moze sie
okazac calkowicie bledne. Z trzeciej zasady termodynamiki wynika równiez znikanie innych
wielkosci termodynamicznych przy T --+ O - na przyklad wspólczynnika rozszerzalnosci
objetosciowej. Nasze rozwazania poprowadzimy jednak obecnie w innym kierunku.

Entropia dowolnego ukladu termodynamicznego jest równa zeru w temperaturze zera
bezwzglednego.

Od chwili, gdy w zwiazku z druga zasada termodynamiki pojawilo sie w fizyce pojecie
temperatury bezwzglednej, zaczeto badac mozliwosc praktycznego osiagniecia zera
bezwzglednego. Nastepujace rozumowanie wykazuje, iz w swietle trzeciej zasady termodynamiki
takie krancowe ochladzanie ciala nie da sie przeprowadzic. Otóz przede wszystkim zauwazmy,
ze oziebianie w bardzo niskich temperaturach moze zachodzic tylko w warunkach mozliwie
doskonalej izolacji cieplnej od otoczenia, a wiec w procesach adiabatycznych. Gdyby chlodzony
uklad pozostawal w kontakcie termicznym z otoczeniem, to otoczenie. musialoby miec temperature
nizsza niz uklad. W przeciwnym razie oddzialywaloby w kierunku podwyzszenia jego temperatury.
Zalózmy wiec, co jest oczywiscie idealizacja, ze istnieja doskonale oslony adiabatyczne. Nalezy
teraz wziac pod uwage, ze w odwracalnych procesach adiabatycznych entropia nie ulega zmianie
(wynika to z (1) przy dQ = O). O ile jednak proces adiabatyczny przebiega nieodwracalnie,
entropia stanu koncowego jest zawsze wieksza od entropii stanu poczatkowego. Stanowi to
istotna tresc drugiej zasady termodynamiki. Poniewaz w temperaturze zera bezwzglednego,
zgodnie z trzecia zasada, entropia przyjmuje wartosc minimalna, to nalezy rozwazyc mozliwosc
odwracalnego ochladzania adiabatycznego. Ale trzecia zasada glosi, ze adiabata S = So pokrywa
sie z izoterma T = O K. Zatem, zaden proces odwracalny adiabatyczny nie przeprowadzi ukladu
ze stanu o T > O K do zera bezwzglednego. Stany o tej temperaturze sa wiec nieosiagalne.
Zauwazmy tu, ze powiedzenie, iz (na przyklad) temperatura 1O-6K jest bardzo niska, nie ma
sensu, o ile nie wyjasni sie, z jaka temperatura zostala porównana. Z przytoczonych wyzej
rozwazan, jak zreszta i z calej struktury termodynamiki wynika, ze istotna role przy ,
porównywaniu róznych stanów ukladu odgrywa bezwymiarowy stosunek odpowiadajacych im
temperatur bezwzglednych. Z tego zas punktu widzenia kazda temperatura T > O jest
nieskonczenie wyzsza od zera bezwzglednego.

Rozwazmy jeszcze ciekawe zagadnienie zwiazane ze stala So = Iim S. Zgodnie z trzecia zasada
T--+O

Jest to sformulowanie Plancka trzeciej zasady termodynamiki. Max Planck (1858-1947) badal

zwiazek entropii z mikroskopowa struktura materii w ramach teorii kwantowej. W zrozumieniu
zwiazku zasad termodynamiki z atomowa teoria materii ogromna role odegraly prace Ludwiga
Boltzmanna (1844-1906) - jednego z glównych twórców fizyki statystycznej. Rozwiniecie jego
wyników, uwzgledniajace prawa mechaniki kwantowej, prowadzi do wniosku, ze wartosc
entropii ciala w stanie równowagi termodynamicznej mozna powiazac z jego struktura
mikroskopowa wzorem

3nR

---------------------------1-

cy{r,

Glebokil.: zrozumienie zachowania sie ciepla

wlasciwego w niskich temperaturach stalo sie
mozliwe dopiero po powstaniu mechaniki

kwantowej, w szczególnosci dzieki pracom
Alberta Einsteina (I 879-1955) i Petera

Debye'a (1884-1966). Z kwantowej

termodynamiki statystycznej wynika, ze cieplo
wlasciwe cy gazu doskonalego zlozonego
z fermion6w (na przyklad gazu elektronowego
w metalach) jest proporcjonalne do

temperatury przy malych T, w przypadku zas
'gazu bazonów (dotyczy to w szczególnosci
gazu fanonowego, reprezentujacego w niskich

temperaturach wzbudzenia sieci krystalicznej)
dazy do zera jak TJ. Doswiadczalnie

obserwuje sie, ze prawo cv T3 jest dobrze

spelnione dla metali w temperaturach ponizej
kilkudziesieciu kelwinów. Jednakze w bardzo

niskich temperaturach (T - l K) zaczyna

dominowac wolniej (liniowo) zanikajacy
wklad do Cv pochodzacy od gazu

elektronowego (efekt ten nie wystepuje, rzecz
prosta, w przypadku izolatorów).
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=--- w którym liczba stanów mikroskopowych [J jest nadal niewyobrazalnie duza. Ich wystepowanie
nie ma wiec nic wspólnego z ewentualnym brakiem degeneracji stanu podstawowego. Dla

przykladu siegnijmy do wlasnosci ciepla wlasciwego Cv krysztalu izolatora. Teoria Debye'a drgan
sieci krystalicznej przewiduje (zgodnie z. doswiadczeniem), ze Cv dazy do zera jak T3 poczawszy
od temperatur rzedu kilkudziesieciu kelwinów. Z teorii tej jednak równoczesnie wynika, ze dla
1 cm3 krysztalu nawet w temperaturze T = 1K zachodzi równosc In [J = 1011• Efekty zwiazane
z degeneracja stanu podstawowego (lub jej brakiem) mozna by zaobserwowac w temperaturach
spelniajacych warunek kBT ~ El - Eo, gdzie El i Eo sa odpowiednio energiami pierwszego
stanu wzbudzonego i stanu podstawowego ciala makroskopowego. Tak niskie temperatury nie sa
dotychczas doswiadczalnie osiagane. Nalezy wiec stwierdzic, ze eksperymentalne efekty zwiazane
z zanikiem entropii, przewidywane na podstawie trzeciej zasady termodynamiki, wymagaja
zupelnie innej interpretacji. Zagadnienie to nadal jest badane. Jedno jest pewne, a mianowicie ze
przyjecie So = Onie prowadzi do sprzecznosci z wynikami pomiarów, o jle badane uklady
znajduja sie w stanach pelnej równowagi termodynamicznej. Jednakze czesto przy obnizaniu
temperatury ulega "zamrozeniu" stan nierównowagowy. W niskich temperaturach relaksacja do
stabilnego stanu równowagi staje sie tak powolna, ze· "zamrozenie" to moze trwac bardzo dlugo
z punktu widzenia skali czasu nie tylko pomiarów doswiadczalnych, ale i zycia ludzkiego. Jako
przyklad moze sluzyc utrzymywanie sie amorficznej struktury szkla. "Zamrozenie" takiej fazy
nieuporzadkowanej moze trwac cale wieki, zanim pojawi sie zauwazalny efekt procesu
krystalizacji. Innym przykladem jest krysztal diamentu w temperaturze pokojowej, bedacy
metatrwalym stanem wegla (stan równowagi odpowiada strukturze grafitu). Termodynamike
mozna z powodzeniem stosowac do stanów metatrwalych. O ile jednak w danych warunkach
przy T --+ Ota sama substancja moze wystapic w róznych stanach (na przyklad przyjac
strukture krysztalu lub zachowac nieuporzadkowana strukture amorficzna), to moze sie okazac,
iz róznice entropii uzyskiwane w pomiarach kalorymetrycznych (stosowanie wzoru (1)) miedzy
tymi stanami moga pozostawac rózne od zera do najnizszych osiaganych temperatur. Aby móc
rozszerzyc trzecia zasade w sposób uzyteczny z punktu widzenia tego typu doswiadczen, trzeba,
zachowujac dla stanów równowagi wartosc So = O, przypisac stanom nierównowagowym przy
T --+ Oentropie wieksza od zera.

Na temat trzeciej zasady powstaly cale ksiazki, tak wielkie jest bogactwo wniosków z niej
plynacych. Rozwazylismy tu zaledwie kilka sposród nich, pomijajac na przyklad szerokie
zastosowanie w dziedzinie chemii fizycznej. Mikroskopowa interpretacja trzeciej zasady mozliwa
jest jedynie w ramach teorii kwantowej. W tym sensie trzecia zasada termodynamiki dotyczy
makroskopowych konsekwencji zjawisk kwantowych.

___ Zadania
Redaguje dr Krzysztof S. NO WINSKI

M 377. Niech A = {al> H" an} (n ~ 3) bedzie skonczonym podzbiorem plaszczyzny. Punkt P

nazwiemy pseudosrodkiem symetrii A, gdy p jest srodkiem symetrii zbioru powstalego przez
usuniecie pewnego punktu z A. Ile co najwyzej pseudosrodków symetrii moze miec A?
Rozwiazanie na str. 15

M 378. Wykazac, ze dla dowolnego n ~ 100 szescian mozna rozciac na n (niekoniecznie
równej wielkosci) szescianów.
Rozwiazanie na str. 3

M 379. Wykazac, ze dwustosunek wspólliniowych punktów A, B i C, D, czyli

zmienia sie przy rzutowaniu srodkowym.
Rozwiazanie na str. 10

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

AB·CD

AD·CB
nie

F 160. Na tasme transportera posuwajaca sie z predkoscia Vo = 1 m/s nasunieto z boku pudelko.
Predkosc pudelka wzgledem ziemi tuz po znalezieniu sie na tasmie wynosi Uo = 2 m/s i jest
prostopadla do predkosci tasmy. Jaka minimalna predkosc wzgledem ziemi bedzie mialo
pudelko w trakcie ustalania sie jego ruchu? Zakladamy, ze sila tarcia oraz szerokosc tasmy sa na
tyle duze, aby pudelko nie zeslizgnelo sie z tasmy.
Rozwiazanie na str. 4
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W jakim swiecie zyjemy1

Mgr Janusz KORWIN-MIKKE

Ciekawy "Paradoks czasu czekania" (Delta 2/1984) przypomnial mi pewne
zagadnienie, którym sie zajmowalem przed laty, gdym pracowal byl jeszcze
w Uniwersytecie Warszawskim.

W okreslonych warunkach kazdy z nas umie mniej wiecej okreslic jakie jest, jego
zdaniem, prawdopodobienstwo róznych zdarzen, które moga sie mu przydarzyc.
Np. idac przez las zakladamy, ze szansa natkniecia sie na agresywna watahe
glodnych wilków nie przekracza l %. Jest to subiektywne pniwdopodobienstwo
tego zdarzenia. Subiektywne prawdopodobienstwa czesto zmieniaja sie dzieki
otrzymywaniu informacji o warunkach, w jakich sie znajdujemy. Informacji moga
dostarczac opinie innych, jak tez zaistniale wydarzenia. Jesli np. spadnie nam na
glowe (lub obok) wielka szyszka, to odskoczymy na bok, bo subiektywne
prawdopodobienstwo, ze zaraz spadnie nastepna, u nas wzrosnie. Tym bardziej
jesli spadna dwie, jedna po drugiej. Tak glosi zasada indukcji niezupelnej.

Jesli, wracajac do przykladu z wymienionego wyzej artykulu, zblizywszy sie do
przystanku autobusowego zobaczymy odjezdzajacy "nasz" autobus, powiedzmy
linii ,,1", to mozliwe sa bardzo rózne reakcje. Albo uznamy, ze teraz.na nastepna
,,1" bedziemy musieli czekac przepisowe ( = rozkladowe) 10 minut (czyli jej
przyjazd za chwile uznamy za mniej prawdopodobny, niz gdybysmy przyszli na
przystanek i nie widzieli autobusu), albo uznamy, ze (jak w przypadku szyszki)
zaczela sie widac seria ,,1" i zaraz przyjedzie nastepna, albo uznamy ten fakt za
zupelnie nie majacy znaczenia i bedziemy przekonani, ze (tak jak to zazwyczaj
bylo) po srednio 5 minutach" l" nadjedzie, albo jeszcze inaczej.

Znajac subiektywne prawdopodobienstwa tego samego zdarzenia wedle róznych
ludzi w tych samych warunkach mozemy wiele dowiedziec sie nie tyle o nich, co
wlasnie o owych warunkach.

Tu przyklad (autentyczny). Szczurom kladziono pozywienie to w lewym, to znów
- -" w prawym koncu labiryntu w ksztalcie litery T. Czyniono to ze stala

czestotliwoscia ( ~ : ~). Szczury biegaly do obu ramion z ta sama (l :3)
czestotliwoscia. Wydawac by. sie moglo, ze odkryly, zmierzyly one czestotliwosc
kladzenia pozywienia. Otóz nie! Czesc szczurów byla "glupia" i biegala raz tu,
raz tam, po polowie. Ale byly i takie, które biegly zawsze do ramienia, gdzie
czesciej kladziono pozywienie - latwo sie zgodzic, ze jest to optymalna strategia
i nazwac te szczury "madrymi". Na tym przykladzie mozna zauwazyc, jaka role
w spoleczenstwie pelnia osobniki mniej czule na bodzce srodowiska: dzieki nim
cala zbiorowosc zachowywala sie optymalnie, jak w grze z przeciwnikiem (nie
z natura!).

-
Wracajac do oczekujacych na autobus ludzi. Ich prawdopodobienstwo
subiektywne wskazuje, czy uwazaja oni, ze autobusy nasze kursuja jak w swiecie
cywilizowanym (rozkladowo), czy tez jak w dziczy. Lacznie mamy spoleczna
ocene stanu naszej "cywilizacji autobusowej". Bo subiektywne
prawdopodobienstwo mozna mierzyc (powiedzmy zakladajac sie w róznych
stosunkach 2:7, 4:5, itp.). Ludzie sa wiec dla nas w tym przypadku subtelnymi
termometrami badajacymi sytuacje: ,,1" uciekla - prawdopodobienstwo
nastepnej wzroslo, zmalalo, nie zmienilo sie.

Post Scriptum. Nauka zajmuje sie faktami i ich zwiazkami - a nie ich ocena.
Okreslen "swiat cywilizowany" i "dzicz" uzylem wylacznie w sensie opisowym.
Nigdzie nie jest powiedziane, ze "lepiej" zyc w krysztale. Zycie jest tam
prostsze - ale tez krysztaly sa bardziej kruche od np. bryly gliny. W miare
komplikowania sie struktury krysztalu rosnie zarówno koszt strat w katastrofie ­
jak i prawdopodobienstwo jej zaistnienia (np. dwie slynne awarie elektrycznosci
w megalopolis Nowego Jorku).
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Byly (sa?) w handlu np. maszynki do miesa, które sie
mocuje do stolu wlasnie za pomoca takiej przyssawki
(jej schemat na rysunku). Byl i jest ten typ przyssawki
stosowany przez osmiornice.

Ze wzgledu na wielkosc sily potrzebnej do oderwania
przyssawki, takie jak wyzej opisane, robi sie male
i pozytek jest z nich niewielki. Wieksze zastosowanie
maja przyssawki o bardziej skomplikowanej budowie.
Po prostu o innej technice uzyskiwania podcisnienia.
Sa one mianowicie wyposazone w urzadzenie do
powiekszenia wewnetrznej komory przyssawki po jej
minimalnym przyssaniu. W ten sposób podcisnienie
staje sie wieksze i sila potrzebna do oderwania
przyssawki wzrasta. Ale nie o to glównie tutaj chodzi ­
wazniejsze jest, ze mozna potem wewnetrzna komore
zmniejszyc, róznica cisnien zmaleje prawie do zera
i przyssawke mozna bedzie bardzo latwo oderwac.

lrJm~
I -L~r--t l ~D ._2

~

l

n~

Trzeba bedzie nawet sporej sily, by oderwac go od
podloza. Kazdy to wie - sa takie strzaly do róznych
dziecinnych strzelb, sa takie wieszaki na reczniki, tak
mocuje sie rózne przyrzady do wewnetrznych
szklanych scianek akwariów itd. Wiadomo tez,
dlaczego przyssawka tak dziala: po wycisnieciu
powietrza czy wody z wnetrza stozka guma prostujac
sie, "chcac znowu zostac stozkiem" powoduje
wewnatrz podcisnienie w stosunku do otaczajacego
powietrza czy wody, a róznica cisnienia przyciska
przyssawke do podloza. Sila potrzebna do oderwania
przyssawki to iloczyn owej róznicy cisnien przez
powierzchnie przyssawki.

Najczesciej spotykana gumowa przyssawka
zbudowana jest bardzo prosto - jest to mniej wiecej
stozek i juz. Jesli ten stozek przycisnac mocno do
gladkiej powierzchni, to nie powróci on samorzutnie
do pierwotnego polozenia po ustapieniu nacisku.
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Mozna ten sam efekt osiagnac jeszcze w inny sposób.
Jest to typ przyssawki wyrózniajacy sie tym, ze jej
pociagniecie w jedna strone równolegle do podloza
zwieksza sile przyssania, w strone zas przeciwna ­
zmniejsza do zera. Schemat na rysunku. Nie
umiemy wskazac tego typu przyssawki produkowanej
przemyslowo. W przyrodzie stosuja takie przyssawki
jaszczurki gekony (na palcach mianowicie) i ryby
podnawki (na glowie),
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Podnawka przyczepia sie swoja przyssawka do
okretów, a czesciej do duzych ryb, np. rekinów i jest
przyssana tym mocniej, im jej nosiciel szybciej plynie.
Gdy ma dosc (bo np. chce sie pozywic), rusza do przodu
i jest wolna. To da sie juz praktycznie spozytkowac:
rybacy kubanscy poluja z uwiazanymi za ogon
podnawkami (nazywaja je remory) na zólwie morskie,
do których podnawki tez sie chetnie przyczepiaja.
Ciagnieta za ogon podnawka nie pusci nigdy - po
prostu nie moze, chocby ja miano rozerwac.
Popchnieta do przodu odczepia sie natychmiast.

Od wierzcholków wiekszego kwadratu odkladamy na
bokach stale w te sama strone (np. zgodnie z ruchem

wskp;ówek zegara) odcinek c = a;b, gdzie a i b to
boki wyjsciowych kwadratów (a ~ b). Przecinamy
wiekszy kwadrat wzd'l,uzodcinków laczacych punkty
otrzymane na przeciwleglych bokach. I gotowe.
Prawda? Ale dlaczego zawsze "wychodzi" kwadrat?

A oto inne zadanie: Jesli ze srodków boków kwadratu
odlozymy takie same katy (miedzy 45° a 909), a potem
rozetniemy ten kwadrat wzdluz otrzymanych linii od
srodków do drugich przeciec linii, to otrzymamy
mniejszy kwadrat i cztery inne czesci, z których zlozy
sie inny kwadrat.

Ciecie kwadratu
Jezeli mamy dwa kwadraty, to wiekszy z nich (lub
którykolwiek, gdy sa równe) mozemy tak przeciac
dwoma prostymi cieciami, ze z otrzymanych pieciu
kawalków ulozy sie jeden kwadrat. Robi sie to tak:

a-I>
caT\­

\
\

I~~\
C l \

c

Jasne - jest to odwrócenie poprzedniego zadania. Jak
jednak dobrac kat, by wyciety kwadrat byl z góry
zalozonej wielkosci?

Mala Delte przygotowal Marek KORDOS

{,
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Powyzszy opis zjawiska jest na tyle bogaty, ze dosc szybko udalo sie otrzymac modele
teoretyczne tlumaczace mechanizm jego powstawania. W ciagu pierwszych miesiecy po odkryciu
proponowano dosc spekulatywne modele na ogól tlumaczace tylko niektóre cechy zjawiska. Juz
po roku znana byla jednak idea lezaca u podstaw modelu, który opiszemy. Szczególowe rachunki
wykonywane przez pare nastepnych lat potwierdzily jej slusznoSC.

Wrócmy teraz do miejsca, w którym opisywalismy widmo promieniowania w czasie wybuchu.
Uzylismy tam porównania z goraca kula o promieniu 10 km. "Kule" tych rozmiarów znane sa
w astrofizyce jako gwiazdy neutronowe. Mamy wiec silny argument swiadczacy o tym, ze w czasie
wybuchu promieniowanie wysylane jest z powierzchni takiej gwiazdy. Nie wyjasnia to jeszcze
mechanizmu samego wybuchu. Przeciwnie: gwiazdy neutronowe sa koncowymi produktami
ewolucji gwiazdowej i jako takie nie stanowia niezaleznych zródel energii. (Sa ostatecznie
skurczone i wychlodzone, a wszystkie mozliwe reakcje egzotermiczne "juz" w nich zaszly.)
Z tym problemem astrofizycy poradzili sobie j\lz wczesniej badajac inne zródla rentgenowskie.
Wiele z nich to uklady gwiazdy neutronowej i masywnej, mlodej gwiazdy. Jesli mozliwy jest
przeplyw materii na gwiazde neutronowa z jej towarzysza (akrecja), to materia ta, spadajac

w silnym polu grawitacyjnym gwia~dy neutronowej, rozpedza sie do predkosci prawie tak
duzych jak predkcsc swiatla. Gwaltowne zatrzymanie na powierzchni prowadzi do podgrzewa~a
gazu. Cieplo moze byc nastepnie wypromieniowane, a temperatura gazu jest na tyle wysoka, ze
wysylane sa promienie Roentgena. Domyslamy sie, ze to samo moze zachodzic w interesujacych
nas obiektach. W tym przypadku ilosc materii dostarczonej przez mniej masywna gwiazde­
towarzysza jest mniejsza i wobec tego promieniowanie wysylane w sposób ciagly jest slabsze.
Pomiary wskazuja na istnienie takiej wlasnie slabej skladowej ciaglej promieniowania
w zródlach wybuchowych.

W koncu roku 1975 odkryte zostalo nowe zjawisko astronomiczne: wybuchy rentgenowskie.
Do chwili obecnej poznalismy okolo 30 zródel takich wybuchów. Ich podstawowe cechy sa
podobne: natezenie promieniowania dochodzacego do nas (a scislej do umieszczonej na
satelitach aparatury rejestrujacej) narasta w ciagu 1 sekundy do wartosci maksymalnej,
a nastepnie zanika w ciagu kilku-kilkudziesieciu sekund. Maksymalna moc zródla jest okolo
25000 razy wyzsza od mocy Slonca; w jednym wybuchu wyemitowane zostaje tyle energii, ile
Slonce wysyla w ciagu 3 dni. Widmo promieniowania i jego moc jest taka, jakby pochodzilo ono
z kuli o promieniu 10 km, która w ciagu 1 sekundy rozgrzewa sie do 30 mln stopni, a potem
nieco wolniej stygnie. Oznacza to, ze zródlo w czasie wybuchu jest 5000 razy goretsze od Slonca
i wobec tego wysylane przez nie fotony maja tylez razy wyzsza energie. Dlatego naleza do
rentgenowskiej czesci widma promieniowania elektromagnetycznego. Wybuchy powtarzaja sie
z mniejsza lub wieksza regularnoscia co kilka - kilkanascie godzin, z tym ze aktywnosc
niektórych zródel moze zaniknac na przeciag tygodni, a nawet miesiecy. Oprócz gwaltownych
rozblysków mozna tez zaobserwowac promieniowanie rentgenowskie wysylane przez te same
zródla w sposób ciagly. Natezenie tej ciaglej skladowej promieniowania jest o wiele nizsze niz
w maksimum wybuchu; z drugiej strony wybuchy sa stosunkowo rzadkie i jesli porównac
sumaryczna energie wielu wybuchów z energia wypromieniowana w tym samym czasie
w sposób ciagly, to okaze sie, ze ta ostatnia jest wieksza i to okolo stokrotnie! Zródla
wybuchów znajduja sie w miejscach zajetych w naszej Galaktyce "glównie" przez stare gwiazdy.
W paru przypadkach udalo sie te obiekty zaobserwowac przez teleskopy optyczne i na tej
podstawie mozna twierdzic, ze ich czescia skladowa sa malo masywne stare gwiazdy.

AO
Sin" ABO

AO
= sin~- ADO'

CO
= sin.,·CDO

CO
- sin 1: CBO '

Mamy
AB

sin .,' AOB ~
AD

sinUOD
CD

sinUOD
CB

sinUOB

Wybuchy
rentgeno\vskie
w kosnl0sie
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wykazac, ze dwustosurek ten da sie wyrazie

tylkc. za pomoca katów utworzonych przez

proste OA. OB, OC, OD, gdzie O jest
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Dr Michal
JAR OSZ YNSKI
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Spadajacy na gwiazde neutronowa gaz sklada sie glównie z wodoru i helu. Jadra kazdego z tych
pierwiastków moga w odpowiednich warunkach (przy dostatecznie wysokiej temperaturze
i gestosci) laczyc sie w reakcjach termojadrowych. Powstaja wtedy jadra atomowe ciezszych
pierwiastków i wydzielona zostaje energia. Jadro atomu wodoru to po prostu proton. Wszystkie
ciezsze pierwiastki zawieraja w swych jadrach równiez neutrony (np. hel - 2 protony
i 2 neutrony). Wynika stad, ze reakcje termojadrowe "spalajace" wodór musza czesc protonów
zamienic najpierw na neutrony, aby mozliwe bylo ich wzajemne wiazanie silami jadrowymi.
Proces "zamiany" protonu w neutron jest mozliwy. Podobnie jak w rozpadzie neutronu pojawiaja
sie tu jeszcze inne czastki, a reakcje zachodza dzieki oddzialywaniom slabym. Ten fakt powoduje,

ze sa one bardzo powolne, o wiele wolniejsze niz np. reakcja laczenia neutronu z protonem
silami jadrowymi. Najwydajniejsze paliwo jadrowe - wodór - okazuje sie nieprzydatne dla
naszych celów: jak wynika z ilosciowej analizy niemozliwy jest sekundowy lub krótszy wybuch
z jego udzialem. Zupelnie inaczej ma sie rzecz z helem: 3 jadra tego pierwiastka moga polaczyc
sie dajac jadro atomu wegla i niepotrzebne sa tu (powolne!) oddzialywania slabe. Dla
zapoczatkowania tego procesu trzeba jednak podgrzac hel do kilkuset milionów kelwinów.
Jesli temperatura bylaby jeszcze wyzsza - reakcje przebiegalyby znacznie szybciej.
Jak powiedzielismy, na powierzchnie gwiazdy neutronowej spada gaz. Po zderzeniu
z powierzchnia gwiazdy rozgrzewa sie on do temperatury kilku milionów stopni - za niskiej na
zapoczatkowanie reakcji jadrowych. Gaz zbiera sie wiec na powierzchni, przy czym jego glebsze
warstwy, przyciskane przez lezace wyzej, ulegaja sciskaniu i rozgrzewaja sie. Im glebiej, tym
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wyzsza temperatura i gestosc. Na pewnej glebokosci mozliwe jest ••spalanie" wodoru, ale-
w zwiazku z tym, co powiedzielismy wyzej - nie prowadzi ono do wybuchu. Dopiero gdy
temperatura na dnie gromadzacej sie warstwy osiagnie kilkaset milionów stopni, mozliwe jest
zapoczatkowanie reakcji termojadrowych z udzialem helu. Nastepuje to wówczas, gdy masa
zgromadzonego gazu jest taka jak masa miliona km3 wody - troche mniej niz w Oceanie
Atlantyckim. O sile pola grawitacyjnego gwiazdy neutronowej niechaj swiadczy to, ze grubosc
rozwazanej warstwy wynosi 2 metry. Materia na jej dnie jest kilkadziesiat milionów razy gestsza
od wody w Atlantyku ...

Zapoczatkowanie spalania helu prowadzi do wydzielenia ciepla. Podgrzewa to gaz, który wobec
tego lekko sie rozpreza. Jego cisnienie pozostac musi stale, bo okresla je ciezar wyzszych
warstw materii. Dlatego wzrasta temperatura w warstwie, w której zachodza reakcje
termojadrowe, co jeszcze je przyspiesza. Teraz juz nic nie moze zatrzymac spalania helu az do jego
wyczerpania. Dokladna analiza pokazuje, ze spalanie helu ma charakter krótkotrwalego
wybuchu. Przetransportowanie ciepla do powierzchni oraz jego wypromieniowanie zajmuje
dalsze kilkanascie sekund. Opisany mechanizm dobrze oddaje wlasnosci obserwowanych
wybuchów. Ilosc materii, która musi sie zebrac dla zapoczatkowania wybuchu, jest wlasnie taka,

ze wydzielon;l. w wybuchu energia zgadza sie z obserwowana. (Opisany model móglby
••przewidywac" wybuchy duzo czestsze i slabsze lub rzadsze i silniejsze od obserwowanych. To,
ze daje wybuchy o obserwowanej energii, jest jego bardzo silnym potwierdzeniem!) Nasuwa sie tu
pytanie, dlaczego nie wszystkie zródla promieni Roentgena wybuchaja. Jedna z przyczyn moze
byc szybszy niz w naszych modelach przeplyw materii prowadzacy do wyzszych temperatur
w gromadzacej sie warstwie i wczesniejszego, spokojnego zapalenia sie helu. Równiez silne pola
magnetyczne na gwiezdzie neutronowej powoduja, ze strumien spadajacej materii jest waska
struga, a gromadzaca si~ warstwa ma wyzsza temperature. Obie powyzsze przeszkody
w mechanizmie wybuchania napotkac mozna w ukladach zlozonych z mlodych gwiazd. To jest
prawdopodobnie przyczyna innego charakteru zródel rentgenowskich w takich ukladach.

!=44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty'

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n +2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr n+4. Mozna nadsyla.c rozwiazania trzech, dwóch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocen~ mnozymy przez

Mechanikj

4 _ 3. suma ocen za rozwiazania danego zadania
liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyje punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 1/1984.

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

96. Dla dowolnej liczby naturalnej k oznaczmy przez s(k) sume jej cyfr (w ukladzie dziesietnym).
Czy istnieje ciag liczb naturalnych (a.) taki, ze:

95. Rozwiazac w liczbach dodatnich nastepujacy uklad n równan z n niewiadomymi Xl, •.• , X.

(n jest dana liczba naturalna):
x;xl+l=2' dla i=I •... ,n-l, X.Xl = 2·.

94. W przestrzeni dane jest n pólprostych o wspólnym poczatku OP"(, ... , OP;;>,przy czym
J(.P,OPz+ J(.PZOP3+ ... + J(.p.op, < 360°. (Symbol J(.AOB oznacza miare mniejszego
z dwóch katów plaskich o ramionach OA-, OB~). Udowodnic, ze istnieje pólprzestrzen
zawierajaca wszystkie te pólproste.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

. s(a.)hm---= oo?
s(3a.)

b)
. s(a.)a)hm--- = 00

s(2a.)

Zadanie 96 przyslal pan Jerzy Janowicz z Boleslawca.

Zadania nr 94, 95, 96
Termin nadsylania rozwiazan: 31 XII 1984

Klub 44

Klub 44 wzbogacil sie o trzy nowe

nazwiska: J. Milczarek, W. Szymczyk,

J. Malopolski /bowiem D. Sowizdrzal juz
po raz drugi/ i \ol ten sposób dobilismy

do dwudziestki.

Niezwykle zwarta jest grupa przekraczajaca

mete badz zblizajaca sie do mety. Nigdy
dotad tak nie bylo, zeby 41 punktów
na koncie nie wystarczalo do znalezienia
sie w drukowanej czolówce ligi.

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan z numeru 3/1984

Jerzy Milczarek - Gorzów Wkp.45,64pkt
Wlodzimierz Szymczyk-Zielonka 45,60pkt
Dariusz Sowizdrzal - Szczecin 44,95pkt
Jerzy r1alopolski - Kraków 44,69pkt
Tomasz Komorowski - ~widnik 43,82pkt
l'.arek Galecki - Milanówek 43,30pkt
Pawel Kaminski - Warszawa 42,18pkt
Krzysztof Jedziniak- Katowice 42,08pkt
Edward Orzechowski - Warszawa 42,08pkt

Wspólczynniki trudnosci zadan 79, 80, 81:
1,86 3,54 2,16
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zuc monete raz jeszcze,
czyli prawo arcusa sinusa ol

Dr Jerzy RYLL

Pewnego deszczowego wieczoru Pawel postanowil sprawdzic, czy
ten caly rachunek prawdopodobienstwa to aby nie lipa. Zaczal
rzucac monete i zapisywac kolejne wyniki. Zapis wygladal tak:
Pawel traktowal orla jako + 1, reszke jako -l; dodawal liczby
otrzymane w pierwszych k rzutach, otrzymana sume Sk zaznaczal
jako punkt (k,Sk) w ukladzie wspólrzednych i laczyl odcinkami
kolejne punkty. Rozumowal tak: orzel i reszka sa tak samo
prawdopodobne, a wiec mniej wiecej polowa otrzymanej lamanej
powinna lezec w górnej pólplaszczyznie.

Po stu rzutach stwierdzil ze zdumieniem, ze 70 odcinków lezy
w górnej pólplaszczyznie. Powtórzyl to doswiadczenie jeszcze
cztery razy zapisujac liczbe odcinków, których bylo wiecej
(Jezacych nad lub pod osia odcietych). Otrzymal kolejno 75, 73,
68,74. "Albo ja mam pecha, albo ten caly rachunek
prawdopodobienstwa do niczego sie nie nadaje" - stwierdzil
i skonczyl zabawe z moneta.

Pawel rzeczywiscie mial pecha, ale "w druga strone". Jego
wyniki byly bardziej zblizone do hipotetycznej piecdziesiatki niz
na to wskazuje rachunek prawdopodobienstwa. Dokladniej ­
prawdopodobienstwo uzyskania liczby miedzy 50 a 75 jest

1
równe okolo - (mniej wiecej takie samo jest prawdopodobienstwo

3

uzyskania liczby wiekszej od 93). Pawel powinien dokladniej
zbadac cale doswiadczenie i nie obrazac sie na teorie. Wlasnie
za pomoca kombinatoryki i rachunku prawdopodobienstwa
obliczymy powyzsze wyniki.

Oznaczmy liczbe lamanych, takich jakie rysowal Pawel,
laczacych punkt (0,0) z punktem (n, m) (lml ~ n) przez D.,••.
Jesli n i m sa róznej parzystosci, to oczywiscie D.,••= O.

W pozostalych przypadkach D.,••= ( n ) (dowód w numerze).
n+m
2 -

Obliczmy teraz, ile sposród lamanych laczacych (0,0) z (2n,0) jest
nieujemnych (tzn. lezy w górnej pólplaszczyznie) - oznaczmy
ich liczbe przez P., a ile jest dodatnich (tzn. dodatkowo
jedynymi ich punktami wspólnymi z osia odcietych jest ich
poczatek (0,0) i koniec (2n,0» - te liczbe oznaczmy q•.

Zauwazmy, ze lamanych dodatnich od (0,0) do (2n,0) jest tyle,
ile lamanych dodatnich od (1,1) do (2n-I,I). Wszystkich
lamanych laczacych te punkty jest Dz.- Z,o natomiast kazdej
takiej lamanej, która nie jest dodatnia, odpowiada dokladnie
jedna lamana od (1, -1) do (2n-I,I) (odbijamy symetrycznie
czesc lamanej od poczatku do pierwszego zetkniecia z osia
odcietych - rys. 1). Takich lamanych jest Dz._ Z,z. Tak wiec

qn = (2n-2)_(2n-2) =~ (2n-2).n-l n n n-l

:;~.:"::":""""""-".,.•...:..•..... ,.,

Latwo tez zauwazyc, ze lamanych nieujemnych od (0,0) do (2n,0)
jest tyle, ile dodatnich od (0,0) do (2n+2,0) (rys. 2). Tak wiec

P. = q.+l = _1_ (2n).n+l n

Podzielmy zbiór laman~'ch nieujemnych od (1),0) do (2n,O) na n rozlacznych
zbiorów Bl t 0'0) Bn Lamana nalezy do zbioru Bil. jesJi przechodzi przez punkt
(2k,0) i jest dodatnia miedzy (0.0) i (2k,O) (i oczywiscie nieujemna miedzy
(2k,0) i (2n,0». Lamanych w zbiorze Bk jest wiec Pk-I' P.-l. Sumujac zbiory
Rt otrzymujemy, iz ciag Pll spelnia zaleznosc rekurencyjna

n

P. = 2 P'-I'Pn-l(Po = 1). Bezposredni analityczny dowód tego faktu
k=l

jest skomplikowany. Napiszemy o tym w jednym z nastepnych numerów
Dei/y.

Rozpatrzmy nastepujace zdarzenia:
1° Lamana przechodzi przez punkt (2n,0).

2° Lamana nie przechodzi przez punkty (2k,0) dla k = 1, ... , n.
3° Lamana jest nieujemna miedzy O a 2n.
4° Lamana przechodzi przez punkt (2n,0) i jest dodatnia lub
ujemna.
5° Lamana przechodzi przez punkty (2n-2,0) i (2n-I,-I)
i jest nieujemna miedzy ° a 2n - 2.

Okazuje sie, ze prawdopodobienstwo zdarzen 1° - 3° jest równe

an = ( ~) 2-z• (ao = 1), a zdarzen 4° i 5° jest równe

1 (2n- 2 ) 1
bn = - 2-Z'+1 = -- a._l = a'_l-an (bo = O).

n n-l 2n

Oczywiscie przy obliczaniu tych prawdopodobienstw wystarczy
sie ograniczyc do lamanych o tn odcinkach - tych lamanych
jest 22'.

Prawdopodobienstwa zdarzen 4° i 5° otrzymujemy natychmiast

z obliczonych wartosci q. i Pn- 1• Prawdopodobienstwo 2° jest
równe l-b1-bz- ... -bn (od wszystkich lamanych
odejmujemy te, które przechodza przez (2,0) - jest ich bl . 2zn;

te, które nie przechodza przez (2,0), ale przechodza przez (4,0)­
jest ich bz . 2z• i tak dalej). Ale

l-b1-bz- '" -b. = 1-(aO-al)- ... -(an-l-an) = ano

Podobnie obliczamy prawdopodobienstwo 3° korzystajac
z prawdopodobienstwa 5°.1° wynika bezposrednio ze wzoru na
Dzn,o.

Jako wniosek otrzymujemy równosc

n

an = L bkan_k
k=1

trudna do analitycznego udowodnienia.

Podzielmy zbiór lamanych o 2n odcinkach przechodzacych przez

(2n,0) na rozlaczne zbiory Al, ... , An. Do zbioru Ak naleza
lamane przechodzace przez (2k,0), ale nie przechodzace przez
(2i,O) dla i = 1, ... , k-l. Kazda taka lamana jest wyznaczona

•-.1••,:, _:," •••

500 ·iIXXJ··~

2IXXJ

.•:' 'j',. "',"'3000 1.000

.-../ ...' .... -.: ....•...

5000

".: ".~:."..,"'"

600i/·.,.. •. -··' 7000 '.-

;.' 9000
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Rys. 4. Zapis wyników 10000 rzutów idealna moneta ...



n
Niech O < t < 1. Prawdopodobienstwo tego, iz stosunek

k

I .-(n)")Ze wzoru Stirlinga 'n! ;,: ./2",n e mamy

2 ./n= - arc sin y t .
:n

l

~J~
:n o y' x(l-x)

odcinków dodatnich do wszystkich odcinków jest mniejszy niz t,
jest zbiezne (przy n -+ (0) do

A teraz glówne twierdzenie

Prawdopodobienstwo tego, ze lamana o 2n odcinkach ma 2k

odcinków dodatnich i 2n- 2k ujemnych (tzn. 2k odcinków lezy
w górnej pólplaszczyznie, a 2n - 2k w dolnej) jest równe

przez lamana od (0,0) do (2k,0), która jest albo dodatnia, albo
ujemna, oraz przez dowolna lamana od (2k,0) do (2n,0).
Tak wiec do zbioru Ao nalezy 22°b02,,-ta,,_t lamanych
(korzystamy z 40 i 10). Suma zbiorów A l, ... , A" jest zdarzenie
1o i otrzymujemy zadana równosc.

stad nasz wzór prlybhzon:v.

Rys. 3

, ~ t
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1
zeru lub jednosci niz bliski sredniej wartosci -.

P"~~smt~ 2I<- uh - _

Przy n - eJ) prawa strona dazy (jako CIag sum Rle:nanna) do

J '1' I d b' .. kl· . d Ies 1"2 < t < 1, to ~rawdopo o Icnstwo lego, ze n ez} mie zy 2" a I,
Jest równe

Ale prawdopodobienstwo, 'z ~ nie jest wieksze od ~. jest oczywiscie równ~
n 2

Wzór powyzszy dobrze przybliza wartosci nawet dla malych n
(np. n = 20). Z wykresu funkcji wystepujacej po prawej stronie­

k
- (rys. 3) widac, ze stosunek - ma duzo wieksza szanse byc bliski

n

1 n-k

-ao' "b .a2 L-' n_O_' =r=1 .

Skorzystajmy teraz z zalozenia indukcyjnego

k n-k

Pk,,, = ~ .2 b,' ao_,' an_t+ ~ .2 bp' at' a,,_o_, =r=1 r=1

( 1 . 2') 2,,_2' _ 2._1 ••"2 b, 2 . (Po_"n_,2 ) - 2 b, Po-",,-,

(pierwszy czynnik to liczba lamanych dodatnich, a drugi to po
prostu oznaczenie). Lamanych drugiego rodzaju jest

(~ b '22') • (P 22n_2,) = 22"-1 • b . P2 r k,n-r r krn-r·

Sumujac te iloczyny i dzielac przez 22• otrzymujemy

k n-k

Po,,, = ~ .r b,' Pk-",,-,+ ~ 2; b,' PO,n-,.
2 r= l 2 r= l

( 2k) (2n- 2k)ao' a,,_o = k . n-k . 2-2".

Dowód jest indukcyjny wzgledem n. Dla wygody oznaczmy przez
Po,,, prawdopodobienstwo z twierdzenia. Dla n = O nie ma co
sprawdzac. Zalózmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczb

mniejszych niz n. Mamy oczywiscie P",,, = Po,,, = anao = ano
Niech 1 .s; k.s; n-l. Wtedy lamana z interesujacego nas zbioru
musi przecinac os odcietych - pierwszym punktem przeciecia
niech bedzie (2r,0). Albo lamana byla miedzy (0,0) a (2r,0)
dodatnia (wtedy r.s; k), a dalej miala 2k-2r odcinków dodatnich
i 2n-2k ujemnych, albo miedzy (0,0) i (2r,0) byla ujemna,
a dalej bylo 2k odcinków dodatnich i 2n-2k-2r ujemnych
(wtedy r.s; n-k).
Lamanych pierwszego rodzaju jest

Przedostatnia równosc wynika z wniosku poprzedzajacego
twierdzenie.

Juz z powyzszego twierdzenia mozna obliczyc podane na poczatku
prawdopodobienstwa, ale byloby to dosyc pracochlonne. Okazuje
sie, ze mozna podac bardzo wygodny wzór przyblizony zwany
pierwszym prawem arcusa sinusa.

W ksiazce W. Fellera "Wstep do rachunku prawdopodobienstwa"
podany jest przyklad przebiegu doswiadczenia imitujacego
10 000 rzutów moneta (rys. 4). Rozpatrzmy tez doswiadczenie
odwrotne (rys. 5) - punkt koncowy traktujemy jako poczatek
ukladu wspólrzednych i zmieniamy zwrot osi odcietych. Okazuje
sie, ze bardziej prawdopodobne jest doswiadczenie mniej
"zrównowazone" niz to na rys. 5 od doswiadczenia bardziej
"zrównowazcttego" niz to z rys. 4 (odpowiednie
prawdopodobienstwa sa równe 0,10 i 0,07) .

..,,:.,,;., •......:;:.:' .• :.r··'·~·:···· :....."..:.,.••.......•..i:~:.-..
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Rys. S .... i to lamo "od tylu" .
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Absorpcje rezonansowa obserwujemy, gdy
uklad naswietlamy promieniowaniem
o energii foton6w r6wnej róznicy energii
stanów podstawowego i wzbudzonego. Uklad
przechodzi w6wczas w stan wzbudzony;
ponownemu przejsciu do stanu podstawowego
towarzyszy emisja promieniowania o tej
samej dlugosci faJi (energii, fotonu), ale na
ogól w innym kierunku niz faJa padajaca.
Wiazka padajaca jest wiec oslabiona po
przejsciu przez absorbent.

Zjawisko Mossbauera

Dr Andrzej KOTLICKl

Metoda pomiarowa, z która chce zapoznac Czytelników, zostala odkryta
w 1958 roku przez Rudolfa Mossbauera i doczekala sie w chwili obecnej
kilkudziesieciu monografii, wlasnego czasopisma naukowego oraz wielu
poswieconych jej kongresów naukowych. Sam zbiór streszczen prac
mossbauerowskich, wydawany najpierw co kilka lat, a obecnie co miesiac, to juz
kilkanascie grubych tomów.

Poza fizyka spektroskopia mossbauerowska znalazla zastosowanie w chemii,
biologii, geologii, archeologii, geofizyce i innych dziedzinach badan
podstawowych, a takze w technice. Emisja kwantu gamma o energii E zwiazana
jest, ze wzgledu na prawo zachowania pedu, z odrzutem emitujacego obiektu,
w tym przypadku jadra atomowego. Poniewaz dla fotonu Ey = pyc, gdzie py

jest pedem fotonu, prosty rachunek wykazuje, ze energia odrzutu wynosi E;

(M masa jadra). W przypadku emisji energia kwantu musi byc o te wartosc
mniejsza od róznicy energii wzbudzonych poziomów jadrowych, miedzy którymi
nastapilo przejscie. Analogiczne rozumowanie wskazuje, ze absorpcja moze zajsc,

gdy energia jest o /}';:2 wieksza od róznicy energii poziomów. Dla przejscia
gamma szerokosc naturalna linii, wynikajaca z zasady nieoznaczonosci
Heisenberga, jest (w odróznieniu od przejsc optycznych) mniejsza od energii
odrzutu, wydaje sie wiec, ze emisji i absorpcji rezonansowej nie da sie obserwowac
dla atomów nie zwiazanych, np. w gazie.

Dotychczasowe rozumowanie opieralo sie na zalozeniu, ze emitujace lub
absorbujace jadro znajduje sie 'il spoczynku. Proste rozwazania wykorzystujace
prawa zachowania energii i pedu prowadza do wniosku, ze gdy emitujace lub
absorbujace jadro znajduje sie w ruchu, to energia odrzutu jadra zalezy od jego
predkosci i kierunku, jaki ta predkosc tworzy z kierunkiem emisji. W przypadku
emisji z bezladnie poruszajacych sie atomów gazu prowadzi to do poszerzenia
linii emisyjnej i absorpcyjnej. Moze to przy duzych temperaturach gazu
prowadzic do absorpcji rezonansowej, w takich warunkach bardzo trudnej do
obserwacji. Okazalo sie jednak, ze w przypadku emisji i absorpcji zachodzacej
w atomach znajdujacych sie w ciele stalym lub bardzo lepkiej cieczy mozliwy jest
proces bezodrzutowy - ped odrzutu jadra przejmowany jest przez cale cialo,
którego emitujace lub absorbujace jadro jest czescia, a zatem energia odrzutu jest
pomijalnie mala (ze wzgledu na bardzo duza mase M, w tym przypadku jest to
masa ciala makroskopowego). Taki proces to wlasnie zjawisko Mossbauera.
Zostalo ono dotychczas zaobserwowane w 80 izotopach 44 pierwiastków.

Schemat doswiadczenia wykorzystujacego
zjawisko Massbauera. Absorbent i zródlo
zawieraja ten sam izotop mossbauerowski.

Ruch zródla powoduje zmiane dlugosci fali
promieniowania padajacego na absorbent
(zjawisko Dopplera). Mierzac oslabienie
wiazki w zaleznosci od predkosci v zródla
mozna wyznaczyc ksztalt linii absorpcyjnej.
(W innym wariancie mozna absorbent

poruszac pomiedzy nieruchomym zr6dlem
a detektorem.)

absorbent
I

zr6dlo promieniowania

L

delektor

c=J Sama mozliwosc obserwacji rezonansu dla promieniowania gamma i ewentualnie
jego zaleznosci od temperatury nie usprawiedliwialaby tak szerokiego zastosowania
efektu. Okazalo sie jednak, ze wykorzystujac zjawisko Dopplera mozna
obserwowac ksztalt linii rezonansowej, a takze porównywac róznice energii
poziomów zródla z róznica poziomów w absorbencie.

Dla najbardziej rozpowszechnionego izotopu mossbauerowskiego - zelaza 57 ­
szerokosc linii wynosi okolo 1O-8eV. Jak latwo obliczyc, ruch zródla wzgledem
absorbentu z predkoscia rzedu milimetra na sekunde jest wystarczajacy do zmiany
energii kwantu gamma o te wartosc. Wobec tego, jezeli bedziemy badac
zaleznosc transmisji przez absorbent (liczby docierajacych poprzez absorbent do
detektora kwantów gamma) od wzajemnej predkosci zródla wzgledem absorbenta,
to otrzymamy ksztalt linii rezonansowej. Dodatkowo, jezeli róznica energii
poziomów w zródle bedzie przesunieta nieznacznie (I 0- 8 - 10- 6 eV) wzgledem
róznicy poziomów w absorbencie, to bedzie mozna wyznaczyc wielkosc tego
przesuniecia.
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Moment kwadrupolowy Q ukladu ladunków
zdefiniowany jest jako:

Q = l: q/(3z; - r1> (lub f Q(T)(3z2 - r2)d]r),i
gdzie sumowanie dotyczy wszystkich ladunków

ql ukladu o wspólrzednych XI, YI, ZI,

r; = x'l +Y'l + z'l. Rysunek przedstawia

najprostszy (plaski) uklad ladunków

o róznym od zera momencie kwadrupolowym.

Rozwiazanie zadania M 377. Latwo zauwazyc,

ze kazdy pseudosrodek symetrii musi byc

srodkiem pewnego odcinka laczacego dwa
punkty zbioru A. Wynika stad, ze zbiór

pseudosrodk6w symetrii A jest skonczony.

Mozemy wiec znalezc taka prosta P, by rzuty

równolegle na P wszystkich punktów al

i wszystkich pseudosrodków symetrii Sj byly
rózne.

Ustalmy zwrot prostej P i zalózmy, ze rzuty hl
punktów al sa ponumerowane tak, by
hl < bz < 0.0 < bn, Latwo zauwazyc, ze

rzut rj pseudosrodka Sj jest pseudosrodkiem
zbioru B::::.. {bl~ _'o ,bn}. JezeH teraz

usumemy z B jeden z punktów b%, ... , bn_l'
to ;rDdI<::i~!l1symetdi otrzymanego zbioru

moie byc tylko sradek r odcinka bib".
Wynika stad, ze B :-na najwyzej trzy

pseudlJsrodki s)ome~r~::,punkt r orC7
ewentualne srodki :,j" .•~trii ;:biolÓW

{b, •... ,b._,)~cB- {b.)i (b2, •• ,bn)=
,..:;;B - {bl}. POnie-N3.:l rzuty róznych

p~e1J.do~rodków syme~!',i A byly rózne, wiec A
moze mj.e~ najwyzej tr?y pse~dos"(J.:iki.

(L:.atwo zauwazyc, ze gdy n :::..-';, A IT;iJ. trzy
pseud"'rodki.)

Zjawisko M6ssbauera jest wiec metoda pozwalajaca na wykrywanie zmian
poziomów jadrowych o 1O-8eV! Poniewaz typowe energie wystepujacych w tym
zjawisku kwantów gamma wynosza 104-105 eV, to dokladnosc energetyczna
metody (dobroc rezonansu) wynosi 1012-1013. Dla izotopu 67Zn dobroc ta osiaga
wartosc 1016,a dla 107Ag - 1022(eksperyment potwierdzajacy wystepowanie
zjawiska Mossbauera w tym ostatnim izotopie nie jest przekonujacy). Tak wielka
energetyczna zdolnosc rozdzielcza spektroskopii m6ssbauerowskiej pozwolila na
obserwacje wplywu otoczenia atomu na poziomy jadrowe. Istotnymi w tym
przypadku oddzialywaniami (zwanymi nadsubtelnymi) okazaly sie:
oddzialywanie kontaktowe ladunku jadra z ladunkiem elektronów, oddzialywanie
momentu kwadrupolowego jadra z gradientem pola elektrycznego i oddzialywanie
momentu magnetycznego jadra z polem magnetycznym. Te ostatnie dwa
oddzialywania prowadza do rozszczepienia poziomów, a wiec do pojawienia sie
w widmie m6ssbauerowskim szeregu linii. Linie te, bedace wynikiem obecnosci
oddzialywan, tworza czesto uklad charakterystyczny dla substancji, w jakiej
znajduje sie atom m6ssbauerowski. Pozwala to na wykorzystanie zjawiska przy
analizie chemicznej. Duza rozdzielczosc metody i fakt, ze jest to analiza nie
niszczaca, spowodowal, ze zastosowano ja do badania zwiazków zelaza
wystepujacych w skalach ksiezycowych otrzymanych w czasie kolejnych wypraw
Apollo oraz sond ksiezycowych Luna 16 i 20. Czulosc metody na ruch zródla
wzgledem absorbenta pozwolila na szereg oryginalnych zastosowan. I tak na
przyklad zjawisko M6ssbauera wykorzystano do badania aktywnosci mrówek
w mrowisku. Mrówki "nakarmione" substancja zawierajaca 57CO,a wiec
izotop, który w wyniku wychwytu elektronu przechodzi w 57Fe w stanie
wzbudzonym, tworzyly zespól zródel promieniowania gamma. Ruchomym
absorbentem bylo zelazo w metalu diamagnetycznym o wysokiej symetrii, a wiec
dajace pojedyncza linie. Im wieksza byla aktywnosc mrówek, a wiec im wiecej
z nich poruszalo sie w róznych kierunkach, tym wieksze bylo zróznicowanie
energii emitowanych kwantów gamma, czyli tym wieksza szerokosc linii
absorpcyjnej. Pozwolilo to na stosunkowo latwe wyznaczenie zaleznosci
aktywnosci mrowiska od róznych czynników (przyslowiowe wsadzenie kija
w mrowisko spowodowaloby na pewno znaczne poszerzenie linii). Waznym
zastosowaniem zjawiska Mossbauera byly badania dotyczace molekul
organicznych zawierajacych zelazo. Szczególnie duzo uwagi poswiecono badaniom
nad myog1obina i hemoglobina. Na podstawie widm mossbauerowskich okazalo
sie mozliwe obserwowanie szybkosci reakcji hemoglobiny z tlenem. Stwierdzono,
ze spodziewane w temperaturach helowych (tj. temperaturach rzedu 2-3 K)
spowolnienie reakcji chemicznych jest mniejsze niz przewidywano. Okazalo sie, ze
w zwiazku z procesami tunelowania takze w temperaturze helowej zachodza
pewne reakcje. Sugerowaloby to, ze osoby dajace sie zamrozic do temperatury
helowej nie maja wielkich szans na ozywienie w przyszlosci.

Czulosc metody na niewielkie predkosci ruchu zródla wzgledem absorbenta
pozwala zastosowac ja do wykrywania i pomiaru malych drgan. Umieszczenie
niewielkich ilosci 57COw odpowiednio dobranych punktach pozwala zmierzyc
amplitude drgan róznych czesci samolotu. W ten sam sposób badano amplitude
drgan bebenka usznego przy róznych czestosciach odbieranego dzwieku.
Dokladnosc pomiaru osiagala 1 A. W jednym z najbardziej znanych doswiadczen
wykorzystujacych zjawisko M6ssbauera dwaj uczeni amerykanscy R, V. Pound
i G. A. Rebka zmierzyli przesuniecie energetyczne linii promieniowania gamma
57Fe wywolane "spadaniem" fotonów w polu grawitacyjnym Ziemi. Pomiar
wykonano w Uniwersytecie Harvarda w 1960 roku; róznica wysokosci zródla
i absorbentu wynosila 22 m. Wyniki potwierdzily przewidywania teorii
wzglednosci, z których wynika, ze foton spadajacy z wysokosci H w polu
grawitacyjnym o przyspieszeniu g powinien doznawac wzglednego przesuniecia
energetycznego

ilE _ gHE - c2 •

Grawitacyjne przesuniecie energetyczne fotonów mierzono pózniej wielokrotnie
zwiekszajac dokladnosc pomiaru.

Sa to oczywiscie tylko niektóre z rozlicznych zastosowan zjawiska M6ssbauera.
Zainteresowanych Czytelników odsylamy do odpowiednich monografii, np.
W. I. Goldanski - Efekt Mossbauera ijego zastosowania w chemii,
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Rys. 2. Wplyw zmian seeingu na obrazy ukladu gwiazd odleglych o 2" widzianych przez ten sam teleskop
(o srednicy 40 cm).

W obserwatoriach zbudowanych zgodnie ze wszystkimi wymogami dotyczacymi seeingu noce sa

czasem dobre, a czasem zle (rys. 2). Nigdy obraz gwiazdy jednak nie jest tak maly, aby mozna
go bylo porównac z krazkiem dyfrakcyjnym.

54321

Wielkosc seeingu zalezy od wielu czynników. Zmienia sie z nocy na noc, jest rózny w róznych
miejscach na Ziemi i na róznych wysokosciach. Typowe rozmiary obrazu gwiazdy wywolane
seeingiem sa rzedu 5"-10", jednak sa takie obszary, gdzie obraz gwiazdy bywa mniejszy niz l".

Dlatego ~ez systematyczne pomiary wielkosci seeingu decyduja o wyborze miejsc, gdzie maja
byc budowane obserwatoria astronomiczne. Jednym z glównych czynników wplywajacych na
wielkosc seeingu jest wilgotnosc powietrza - im jest ono bardziej suche, tym obrazy gwiazd sa
mniejsze; innym - jest cieplo emitowane przez kopule, teleskop, a nawet czlowieka przy
teleSkopie. Cialo czlowieka emitujace promieniowanie podczerwone o mocy zarówki 25-watowej
moze w szczególnie niekorzystnych warunkach uniemozliwic obserwacje przez wplyw na seeing.

Aby zmniejszyc te lokalne wplywy, stosuje sie czesto regulacje temperatury w kopule oraz
temperatury podlogi kopuly, w niektórych obserwatoriach buduje sie nawet wentylacje
wsysajaca cieple powietrze ogrzane przez czlowieka, aparature elektroniczna itd.

Bardzo dogodnym miejscem do budowy obserwatoriów astronomicznych ze wzgledu na dobry
seeing okazaly sie góry wzdluz zachodnich wybrzezy obu Ameryk, jednak i tam trzeba brac pod
uwage wiatry, róznice temperatur, zanieczyszczenie powietrza, mgly, nawet korytarze powietrzne
linii lotniczych.

Piszac "Patrz w niebo" przed pól rokiem (Delta 3/1984) postaw tlem teze, ze patrzac w dzien na
niebo nie dostrzezemy gwiazd uzywajac nawet lornetki. Dociekliwy Czytelnik móglby jednak

zapytac, czy uzycie wiekszej lunety nie doprowadzi do sukcesu? Na pierwszy rzut oka wydaje sie,
ze oczywiscie tak. Bo przeciez obraz gwiazdy jest praktycznie punktowy, co oznacza, ze przy
zastosowaniu nawet ogromnych powiekszen nie zobaczymy tarczy. Gdy obserwujemy przez
teleskopy o bardzo dlugich ogniskowych (o duzych powiekszeniach), pole widzenia jest bardzo
male, podobnie jak w czasie obserwacji przez dluga rure. Przy danej srednicy teleskopu ilosc
swiatla pochodzacego od gwiazdy jest stala, natomiast przy coraz dluzszych ogniskowych ilosc
swiatla pochodzacego od tla nieba jest coraz mniejsza. Tak wiec w idealnym przypadku
zauwazymy dowolnie slaba gwiazde na dowolnie jasnym tle, o ile bedziemy dysponowac
teleskopem o dostatecznie dlugiej ogniskowej.

Kazdy jednak czuje, ze odpowiedz powyzsza jest bledna nie tylko dlatego, ze nikt nie bedzie
budowal teleskopów o kilometrowych ogniskowych. Istotna role odgrywaja tu równiez pewne
dobrze znane zjawiska, które uniemozliwiaja zobaczenie gwiazd w dzien nawet przez teleskop.
Pierwszym jest dyfrakcja obrazu gwiazdy na otworze teleskopu. Jest ona istotna dla malych
teleskopów, na przyklad dla lunety o srednicy obiektywu wynoszacej 7 cm srednica krazka
dyfrakcyjnego osiaga 4 sekundy luku i maleje proporcjonalnie do wzrostu srednicy obiektywu.

Dla wiekszych teleskopów glówna role zaczyna odgryw~c tzw. seeing. Nazwa ta odnosi sie do
kompleksu zjawisk towarzyszacych przechodzeniu promienia swiatla gwiazdy przez turbulentne
warstwy atmosfery (rys. l), dotyczy to przede wszystkim zmian kierunku przychodzenia
promieni swiatla oraz'intensywnosci oswietlenia. Obraz gwiazdy znieksztalcony seeingiem
wyglada nieco inaczej w przypadku duzych teleskopów niz w przypadku malych instrumentów.
Patrzac przez teleskop o malej srednicy widzimy, ze obraz gwiazdy jest dosc maly, jednak bardzo
"skacze" na wszystkie strony, natomiast uzycie wiekszego teleskopu pozwala na uzyskanie
bardziej statycznego, ale wiekszego obrazu (dlaczego?).

warstwa turbulentna

Rys. 1. Zmiana ksztaltu czola fali wywolana
przez turbulentne warstwy atmosfery.
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dr Tomasz CHLEBOWSKI

Wracajac wiec do problemu poruszanego na poczatku stwierdzamy, ze obraz gwiazdy nie moze
byc mniejszy niz l". Najdluzsze ogniskowe istniejacych teleskopów wynosza ok. 150 m (coude),
obraz gwiazdy ma w ognisku takiego teleskopu rozmiary ok. 1 mm, pole widzenia wynosi co
najmniej 1', a wiec jego powierzchnia jest kilka tysiecy razy wieksza od powierzchni obrazu
gwiazdy i nie moze juz byc mniejsza. Tak wiec przez duzy teleskop mozemy dojrzec gwiazdy
w dzien, ale jedynie te najjasniejsze.



Rys. 2 n
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Gdy q = O, otrzymujemy znany wzór 2 n r h, natomiast
dla innych wartosci q wynik bedzie wiekszy, (Dla

l, mn l' p , 'l" mnlm -2 = co mamy Im m.n = 00,Jes l cIag -2
n-HX) n n_OO n
jest rozbiezny, to ciag Pm.n tez),
"Nadwyzka" pola powierzchni wieloscianu nad polem
powierzchni walca pochodzi stad, ze trójkaty bardzo
odstaja od powierzchni walca. Tak wiec do okreslenia
pola powierzchni trzeba uzyc takich pojec jak
plaszczyzna styczna itd. Ale to juz zupelnie inna
historia.

1. R,

h2 ( n)2m2 + r2 I-cos n (rys. 3),

Polem powierzchn.i wielosciennej jest wiec

n V h2 ( n)2p mn = 2 mnr sin fi . m2 + r2 l - cos n
, nsm-

= 2n r' n. V h2+4r2m2sin4 ~.n 2n

n

, n
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w, d l' smx k' l' nla orno, ze Im -- - l, ta WieC Im ---
x---+O X n---+OO ]t

Dosc latwo zdefiniowac dlugosc krzywej (przez krzywa
rozumiemy ciagly obraz odcinka). Dlugoscia takiej
krzywej jest granica dlugosci lamanych wpisanych w te
krzywa - tzn. wierzcholki lamanych leza na krzywej ­
pod warunkiem, ze dlugosci wszystkich odcinków
lamanych daza do zera (rys, I). Oczywiscie trzeba
pokazac, ze tak okreslona dlugosc nie zalezy od wyboru
ciagu lamanych, ale nie jest to trudne,
Przez analogie mozna próbowac okreslic pole
powierzchni lezacej w przestrzeni. Budujemy taki
ciag powierzchni wielosciennych o wierzcholkach
lezacych na powierzchni, by pola scian dazyly do zera.
Pole powierzchni to granica pól tych powierzchni
wielosciennych.
Niestety, juz w przypadku takiej powierzchni jak walec
nie otrzymamy rozsadnego wyniku, Wpiszmy bowiem
w walec nastepujaca powierzchnie wieloscienna. Na •
walcu o wysokosci h i promieniu podstawy r rysujemy

m+ I okregów równo rozlozonych co _1- wysokosci.m

. Kazdy z nich dzielimy na n równych czesci tak, by
punkty podzialu okregu wyzszego lezaly nad srodkami
luków okregu nizszego. Powierzchnia wieloscienna
utworzona z 2mn trójkatów przedstawiona jest na rys, 2.

Cieciwa Be ma dlugosci 2 r sin ~, Wysokosc ADn

Rys, 3

Rys. l

Pole powierzchni walca
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