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Niech f: [0,1] = [0,1] bgdzie klasy C',

a p e [0,1] — punktem okresowym o okresie
ndia f (tzn. f(p) = p). Jesli |/ (p)l < 1,
to p nazywamy punktem przyciagajacym albo
$ciekiem. Jedli |(/"'(p)] > 1, to méwimy,

2e p jest odpychajacy.

Sciek ma otoczenie zloZ z punktow
x, dla ktérych ciag (%) (x) jest zbieiny do p,
gdy k = co(sprawdz!).

Oto przepis na wyznaczenie trajekiorii punktu:

Marysuj kwadrat o boku 1 i wewnatrz niego
wykres naszego przeksztalcenia f;.Zaznacz

w kwadracie przekatng ¥ = x. Wybierz punkt
(xo, Xo) na przekatnej, narysuj lini¢ pionowa
przechodzqcq przez ten punkt az do

przeciecia wykresu, Z punktu przecigcia |
parysuj linie poziomg az do przecigci
przekatnej w jakimé punkeie (x;, x;) (wtedy
X3 = fo(%0)). Tak samo wyznacz x; = fo(x1).
Xy see itd.

Ve

P 5

Rys.2.a = % Wszystkie trajektorie s3

zbiedne do p = 0.

Chaos na odcinku

Mgr Anna ZDUNIK

Wyobrazmy sobie, Ze obserwujemy pewien uklad, ktéry podlega zmianom w czasie. Stany naszego
ukladu utozsamiamy z punktami przestrzeni metrycznej X, przy czym stan w chwili nastgpnej
zalezy tylko od stanu w chwili poprzedniej. Oznacza to, Ze istnieje przeksztalcenie f1 X — X,

ktore méwi nam, Ze jesli w chwili  uklad znajdowat si¢ w stanie x, to w chwili (i+ 1) bedzie

w stanie f(x). Znajac wigc sytuacje w chwili poczatkowej oraz regule przechodzenia od stanu

do stanu (opisana przez f) umiemy wyznaczy¢ tzw. trajektorig (x)){20 punktu x odpowiadajacq
kolejnym stanom naszego ukladu:’

Xo=x, Xiu1=fx), i=0,1,..

Naturalne jest pytanie o zachowanie trajektorii: czy sa one zupelnie chaotyczne, czy moze rzgdzi
nimi pewien porzadek? Czy trajektorie bliskich punktéw sa podobne? Ile jest trajektorii
okresowych (to znaczy takich, ze xo, = x, dla pewnege n)? Odpowiedz na takie pytania bywa
bardzo trudna nawet w przypadku tak prostej przestrzeni jak odcinek [0, 1] i tak
nieskomplikowanych przeksztalceti jak funkcja kwadratowa.

Rozpatrzymy rodzine takich wlasnie przeksztalcen:
fux) = ax(I-x), gdzie a€[0,4].
Dla naszych celéw wygodne bedzie rozpatrywanie funkcji zlozonej wielokrotnie z soba sama;
wprowadzmy wige oznaczenie:
S'(x) = fofo.. of(n razy).

Odtad f" bedziemy nazywaé n-ta iteracja funkcji £ Zatem (x,){Z, jest trajektorig punktu
Xp Wyznaczona przez f<>f'(xp) = x; dla kazdego i = 0,1, 2, ...

n=1 n=4 n=7

a=3739

0=399027

Rys. 1. Oto wykresy przeksztaleen (i kilku ich iteracji) dla réznych wartosci a.
Wszystkie funkcje z naszej rodziny maja po dwa odcinki monotonicznosci i wszystkie maja

: 1 : oo :
maksimum w punkcie ¢ = 5 Wykresy wygladaja podobnie (réznia sig tylko ,-wysokoscia™),

ale juz wykresy kolejnych iteracji sa bardzo rozne dla roznych wartosci a. Opiszemy kilka skrajnych
przypadkow, aby zrozumieé¢ co sie wlasciwie dzieje.

Sytuacja jest najprostsza, gdy a jest nie wicksze niz 1. Wowezas (Czytelniku przekonaj sig!)
wykres f" ma tylko dwa odcinki monotonicznoéci dla kazdego n. Punkt p = 0 jest staly dla
naszego przeksztalcenia (fu(p) = p), ponadto

fa(p) = a—2ap = a<1, wigc p jest Sciekiem.

W tym przypadku z wklestosci funkcji f; wynika, Ze caly odcinek [0, 1] jest przyciagany
do punktu p = 0, to znaczy dla kazdego x € [0, 1] trajektoria x dazy do p.



Gdy a jest wieksze niz 1 (ale mniejsze niz 2), punkt p = 0 staje si¢ odpychajacy, ale wewnatrz
1
odcinka pojawia si¢ nowy punki staly przyciagajacy q. < 3 Rowniez w tym przypadku

przeksztalcenie f, ma tylko dwa odcinki monotonicznosci i dla kazdego x, € (0, 1) ciag (x)%¢
jest zbiezny do g,. W granicznym przypadku punkt g, pokrywa sie z ¢. Gdy « dalej rosnie,
sytuacja zaczyna sig troche komplikowac, bo wykresy kolejnych iteracji f, maja juz teraz wigcej
niz po dwa odcinki monotonicznoéci (dlaczego?).

Okazuje si¢ jednak, Ze punkt ¢, nie znika przy przejsciu przez graniczng warto$¢ a = 2, a jedynie
,,przenosi si¢” na drugg strone ¢ i pozostaje przyciagajacy. Nietrudno przekena¢ sie (na przykiad
rysujac trajektorie), ze takze w tym przypadku wszystkie punkty z odcinka (0, 1) sa przyciagane
przez q,. Ta dobra sytuacja koficzy sie, gdy a przekracza warto$¢ 3 (wowczas punkt g, staje sig

q _l_ odpychajacy, a trajektorie punktow — bardziej skomplikowane).

Podsumujmy nasze doiychczasowe rozwazania. W opisanych dotad przypadkach przeksztalcenie
Jfa mialo zawsze Sciek, ktory przyciagal wszystkie punkty z wnetrza odcinka. Oczywiscie, nie bylo
zadnych imnych trajektorii okresowych w (0, 1). Sytuacja jest wicc niezwykle jasna: jakikolwiek’
bylby punkt poczatkowy x, € (0, 1), stan ukladu dazy do pewnego stanu ,,rOwnowagi”.
Przyszlo$¢ jest wigc w pelni przesadzona z gory, w ogdle nie zalezy od teraZniejszosci.

3 1 7
Rys. 3. a = 5 Punkt staly ¢ = ~ prayciaga

wszystkie punkty z odcinka (0, 1).

/ Ale juz przejécie przez warto$¢ parametru a = 3 wprowadza do naszego obrazka balagan. Jak
wielki moze on by¢ — przekonamy sie za chwile badajac ,,ostatnie” przeksztalcenie naszej

/ rodziny: f4. Przyjmijmy dla prostoty oznaczenie F(x) = f, (x).
e Na poczatek — zadanie: okres§lamy przeksztalcenie ¢:[0, 1] — [0,1] wzorem

1 :
@(x) = —arccos(l —2x), wowczas @ jest ciagle i wzajemnie jednoznaczne, ¢~! jest ciagle,
n -

(‘ L
\2)= 2

1

2t 1 < ?

7 q GO)=(@ - Fop () = :
2=-2t t= ?

Rys. 4. a = —. Punkt staly ¢ = % przycigga
Co nam daje przeksztalcenie ¢ ? Pozwala zapisa¢ F w nowych zmiennych (¢) i zmieni¢ ksztalt
wykresu na przyjemniejszy. Zamiast badac trajektorie wyznaczone przez F zajmiemy sig¢

trajektoriami wyznaczonymi przez G, co okaze sie znacznie prostsze.

wszystkie pnnkty z odcinka (0, 1).

1
Wybierzmy taki punkt x, € [0, 1], ze dla kazdego n = 0.G"(x,) # = i niech (x;){Zo bedzie

trajektoria wyznaczona przez G. Punktowi x, przyporzadkujemy cigg znakow (ai(xo))iZ o,
gdzie a; = 0 lub 1 wedlug zasady:

1
a; = 0, jesli x; lezy na lewo od punktu T

: 1
a; = 1, jesli x; lezy na prawo od punkti oy

Poniewaz G (podobnie jak F) przeprowadza odcmek [0 1] w'sposob ciagly na [0, 1], moZzemy
sformulowaé nastepujace lematy:

Lemat 1. Dla kazdego ciagu (4)2 o zloiomgo z zer i jedynek istnieje taki punkt x, € [0, 1],

Rys. 5. Rysunek pomocny przy rozwigzywaniu

Zadania ze (ét(xo))?;o = (A)Zo.
y=1 ;2-*, Lemat 2. Dla takiego punktu x, € [0, 1], Zze éﬁg (ai(x0))2 o jest okreslony, definiujemy zbior
z=y+iyl—-y2,
o iy : L(xo) = {xe[0,1]:a(x) =ai(xo) dlai=0,1,..n}

re z2 = 2y2-1.

Woéwczas zbior I,

1 1
G"(c) = > albo G"(d) = 5
Dowody (nietrudne) obu lematéw zostawiam czytelnikom. Mozemy udowodnié teraz

Twierdzenie. W dowolnie krétkim odcinku otwartym zawartym w [0, 1] znajduje si¢ punkt,

1 ’
ktorego trajektoria wyznaczona przez G zawiera punkt 5 (to znaczy: przeciwobrazy punktu

1
Rys. 6. Wykres funkcji F przed i po — 53 geste w [0’ 11 i
zamianie zmiennych. 2
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Rys. 7. Wykres przeksztalcenia G2, Ta(xg) jest
odeinkiem monotonicznosci dla G*. Ogdlnie:
Ia(xo) jest odeinkiem monotonicznosci

dla G"+1,

[ o]

Rozwigzanie zadania F 154. Klucz zeslizguje
sie z preta wahajac sie rownocze$nie. Gdy
pret zaczyna sig obracaé, predkodd wzgledna
punktu zetkniecia klucza jest prostopadia do
osi podluznej preta, podobnie jak przeciwnie
skierowana sila tarcia kinetycznego.
W kierunku prostopadiym do predkosci
tarcie statyczne znika (patrz zad, F120
w Deleie 8/1982) i klucz rozpoczyna
zeslizgiwanie sig. Pojawia si¢ witedy skladowa
sily tarcia kinetycznego wzdluz preta, ktora
hamuje ten ruch. Plynnosé¢ lub , skokowosc”
zeslizgiwania sig klucza zalezy od wartodci
predkosci katowej preta.
Drgania poprzeczne wzbudza juz w pierwszej
chwili ruchu wspomniana wyzej sila tarcia
statycznego. Jest to bardzo uproszczony opis.
~ Aby sig 0 tym przekonaé, proponujemy
Czytelnikom zastanowi¢ sig, jak zmieniaja sig
sily dzialajgce na klucz podczas bardzo
powolnego narastania momentu obrotowego
przykladanego do prgta.

A oto wniosek z powyzszego twierdzenia.

Dla dowolnego x € [0, 1] przeciwobrazy x (czyli takie punkty, ktorych trajektoria zawiera x)
sg geste w odcinku [0, 1].

Dowad twierdzenia: Wezmy odcinek (g, b) < [0, 1] i podzielmy go na trzy rowne czgsci

punktami r, s (@ < v < § < b). W odcinku [r, s] istnieje punkt x,, dla ktorego ciag (ai(x0))iZ o jest
b—a

. Wowcezas odcinek I,(xo) jest zawarty

okreélony (dlaczego?). Wezmy takie n, aby <

2n+1_
w (a, b). Z lematu 2 wynika, Zze przynajmniej jeden jego koniec ma trajektorie przechodzaca

1 1
przez punkt 5 ZnaleZliSmy wiec przeciwobraz punkitu 3 w odcinku (a, b).

Dow6d wniosku przebiega zupelnie podobnie, trzeba tylko pamigtaé, ze I.(%o) jest jednym
z odcinkow monotonicznoscei dla Gt i ze obrazem (przy przeksztalceniu G"*') kazdego odcinka
monotonicznosci jest caly odcinek [0, 1].

Wreszcie mozemy zaczaé czerpaé korzyéci z naszej pracy i przypomniec sobie o wlasciwym
obiekcie naszych' zainteresowai — o funkcji F. Pokazemy, Ze dla F tezy twierdzenia i wniosku
tez sa prawdziwe. Istotnie, wezmy dowolny odcinek otwarty (a’, b") < [0, 1]. Funkcja ¢
przeksztalca (a’, b") na pewien odcinek (a, b). Z twierdzenia wiemy, Ze istnieje takie z € (a, b),

1
ze G"(z) = 5 dla pewnego n. Wowczas

1

1
F@™'() = ¢7'(G"(@D) = q:"‘(—) o=

2

. 1 i
Poniewaz ¢~'(2) € (a’, b), wiec znaleZliémy przeciwobraz punktu y 3 w odcinku (a’, b").

Whiosek otrzymujemy podobnie, znowu postugujac si¢ zamiang zmiennych ¢.

Uzyskaliémy wiec pelny opis trajektorii wyznaczonych przez F. Punkt, ktorego trajektoria

1
nie zawiera punktu 5 odpowiada pewnemu ciagowi (a,){2 o zer i jedynek (i na odwrot). Ponadto

1
punkty, ktorych trajektorie zawieraja 3 sa geste w odcinku [0, 1] (w poprzednio rozpatrywanych

przypadkach tak oczywiscie nie bylo — dlaczego?).

Sytuacja jest catkiem inna niz poprzednio. Latwo na przyklad zauwazy¢ prawdziwos¢
nastepujacego faktu: dla dowolnie krétkiego odcinka otwartego J < [0, 1] istnieja takie n € N
oraz punkty x, y € J, ze

1
[Fe=T 0 = = -

Méwiac obrazowo: trajektorie dowolnie bliskich punktéw ,,rozejda sig” po pewnym czasie.
Przyszloéé ukladu zalezy bardzo mocno od stanu poczatkowego x,. Wystarczy zaburzy¢ go
odrobine, a historia potoczy si¢ zupelnie inaczej...

Opisane tu przypadki naleza do najprostszych i jednoczesnie pokazuja dwie skrajne sytuacje,
jakie moga tu mieé miejsce. :

Dla posrednich wartosci parametru a otrzymuje si¢ w pewnym sensie ,,stany posrednie”. Moze
sie wiec zdarzy¢, ze przeksztalcenie f, ma $ciek i wowczas trajektorie prawie wszystkich (w sensie
miary) punktow dazg do tego §cieku. W pozostalych przypadkach prawdziwa jest teza naszego
twierdzenia (cho¢ dowdd jest duzo trudniejszy).

Wielu probleméw zwigzanych z przeksztalceniami tej rodziny nie umiemy dotad rozwigzac. Te
niewinne funkcje okazuja si¢ bowiem bardzo oporne przy probach szczegolowego badania.

W szczegolnosci proste pytanie: ,,czy zbior tych parametrow a, dla ktérych f, ma Sciek, jest gesty
w odcinku [0, 4] 7 wciaz czeka na odpowiedz.

We wstepie odwolywali$my sie do wyimaginowanego ,,ukladu fizycznego”. Warto wigc wyjasnic,
ze przeksztalcenia tego typu rzeczywiscie stuza w ekologii jako model opisujacy wzrost
liczebnosci populacji pewnych owadoéw. Natura matematyczna takich przeksztalcen jest jednak
na tyle frapujaca, ze warto si¢ nimi zajmowa¢, nawet gdyby nic ,,rzeczywistego™ nie oznaczaly.

3



Rys. |

Rys. 2

Zachod Stonca na Merkurym

Dr Leszek CZECHOW SKI

Merkury to najblizsza Stoficu planeta Ukiadu Slonecznego; w peryhelium zbliza si¢ do Slorica
na odleglos¢ 0,31 j.a. (1 jednostka astronomiczna = 149,6 min km), a w aphelium oddala si¢
na 0,47 j. a. Orbita Merkurego jest wiec wydtuzona elipsg; jej mimosréd wynosi 0,2056. Wéréd
planet jedynie Pluton ma orbite o wigkszym mimoérodzie. Okres obiegu Merkurego dookola
Slonca jest rowny 88 dobom ziemskim, a wyznaczony na podstawie obserwacji odbitych

od planety fal radarowych okres obrotu woko! osi 2/3 tego czasu (dokladniej 58, 646 doby).

Wiekszos¢ informacji o Merkurym zawdzigczamy amerykanskiej sondzie Mariner 10 wysirzelonej .
w listopadzie 1973 roku, ktora trzykrotnie przelatywala obok Merkurego. Dzigki tej misji wiemy,
jak wyglada Merkury z bliska. 7

Planeta robi wrazenie ,,ksiezycowe”. Czego$ jednak brakuje do zupelnego podobieristwa

do Ksiezyca. Na powierzchni Merkurego nie ma ciemnych obszarow — ,,;moérz”, jakie na
Ksigzycu mozna zaobserwowac nawet golym okiem. Najmniejsze, widoczne na zdjgciach kratery
maja rozmiary kilku kilometrow. Wigksze kratery maja w centrum gorke, a jeszcze wigksze
tworza struktury zlozone z kilku pierscieni. Widoczne sa takze olbrzymie piericieniowe struktury
o rozmiarach rzedu tysiecy kilometréw. Naipiekniejszy przykiad takiej struktury to basen Caloris.
Jest to kolista rownina o srednicy 1300 km pokryta wielka iloscig szczelin, spekan i grzbietow.
Otoczenie stanowi szerokie na 100-160 km pasmo gorskie o wysokodci okolo 2 km: Pod wieloma
wzgledami Caloris podobna jest do ksigzycowych Mare Imbrium czy Mare Orientale, a takze

do rowniny Hellas na Marsie. Jest to jeden z dwoch najlepiej nastonecznionych obszarow

w Ukladzie Slonecznym — gdy Merkury jest najblizej Slorica, to $wieci ono na przemian: albo
dokladnie nad Caloris albo nad jej antypodami. Mimo to nie jest to najcieplejsze miejsce

w Ukladzie — cieplej o kilkadziesiat stopni bywa na Wenus, gdzie tarcza sloneczna weale nie jest
widoczna.

WyobraZzmy sobie, Ze wyladowaliSmy na powierzchni Merkurego. Znowu stwierdzamy tudzace
podobienistwo do Ksigzyca. Grunt stanowi bardzo rozdrobniony material (regolit) powstaly
wskutek uderzen mikrometeoroidow. Podobienistwa dopelnia (praktycznie) brak atmosfery —
przez co niebo jest czarne nawet w dzien.

O tym, Ze jestesmy jednak na Merkurym, $wiadczy wielko$¢ tarczy stonecznej — okoto
trzykrotnie wigksza niz na Ksiezycu. Jezeli Storice jest w zenicie, to na kazdy metr kwadratowy
powierzchni pada okolo 9 kW energii (na Ziemi okolo 1,4kW). Z uwagi na male albedo
(wspdlczynnik odbicia) planety 907, tej energii idzie na rozgrzanie gruntu. Nic wigc dziwnego,
ze temperatura gruntu w Caloris osiaga 420°C.

Podczas zachodu Slofica mozna zaobserwowaé zaskakujace zjawisko. Oto Storice powoli (o wiele

‘wolniej niz na Ziemi) chowa sie za horyzontem. Schowalo si¢ juz prawie cale, ale w pewnym

momencie zatrzymuje si¢ i zaczyna si¢ podnosi¢. Mamy wigc bezposrednio po zachodzie Storica
jego wschéd i to po zachodniej stronie nieba.

Wytlumaczmy to zjawisko dokladniej. Pozorny ruch Slofica na niebosklonie jest wynikiem
zlozenia ruchu wirowego planety wokot osi i ruchu orbitalnego pianety wokot Stonca.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy planeta nie obraca si¢ wokot swojej osi (planeta A na rys. 1).
Zachowuje ona stalg orientacje wzgledem gwiazd. Latwo zauwazy¢, ze predkos¢ katowa Stonca
na takiej planecie jest rowna predkosei katowej ruchu orbitalnego planety wzgledem Stonca.
Zgodnie z drugim prawem Keplera (rys. 2) predkos¢ ta jest duza w poblizu peryhelium,

a mala w poblizu aphelium.

Zalozmy teraz, ze planeta obiega Slonce i jednoczesnie obraca sig wokol swojej osi (planeta B
na rys. 1). Jezeli obrot wokot osi odbywa sig w tym samym kierunku co obieg dookola Slofica,
to predkosé Slonica na niebosklonie planety B jest rowna roznicy predkosci katowych

Ws = Woptegu — WDoproru-

‘Jezeli planeta wiruje w przeciwnym kierunku niZ obiega Slofice, to predkosci katowe trzeba dodac.

W Ukladzie Slonecznym tak wiruja tylko dwie planety — Wenus i Uran.

Predkos$¢ ruchu obrotowego wokot osi jest prawie stala; zmienia si¢ o utamki procenta w ciagu
milionow lat. Natomiast predkosé katowa ruchu po orbicie jest, jak zauwazyliSmy wyZej, zmienna,
I tutaj widzimy szans¢ wyjasnienia niezwyklego zachodu na Merkurym. Ot6z, jesli @oproru

w poblizu peryhelium jest mniejsza od @opiequ, Za$ w poblizu aphelium wigksza, to w, bgdzie
czasem dodatnia, a czasem ujemna. Oznacza to, Ze Slofice na nieboskionie Merkurego moze

-
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_ przesuwaé sie badz z zachodu na wschéd (gdy planeta jest blisko Stofica), badz tez ze wschodu

na zachod (gdy planeta jest daleko). 5

Sprawdzmy teraz, Ze rzeczywiscie ma to miejsce. Predkoéé polowa (P) planety jest zwiazana
z predkoscia liniowa (v) zaleznoécia (por. rys. 2):

P= 5 or.
Poniewai
U= Woplegu s,
mamy
2F
Wopiegu = 7-

Pozostaje teraz obliczy¢ predkos¢ polowa Merkurego. W czasie 88 dnl obiega on Slofice, czyli
promiefi wodzacy planety zakresla pole powmrzc,hm caléj orbity. Pole powierzchni elipsy /
{por. rys. 3)

S = na?y1=e2,
czyli predkosc polowa

aat Y 1—é?

5 Tobleyu
Ostatecznie wiec

2na* V’l—

H Wopiegu = -——T";;;:'.:;i__. g
2
Z drugicj strony, poniewaZ Towers = - Tosesns
= g
Wobrotu —. ?‘mm‘

Korzystajac z dénych przytoczonych na poczatku artvkuha otrzymujemy o, = 1/276 rad/doba
w peryhelium (r = a(1—e€)) i o, > —1/53 rad/doba w aphelium (r = a(l+e)). Czyli, jak
przypuszczali$my, o, zmienia znak w czasie ruchu na_orbicie.

Opisany wyzej zachod Slorica odpowiada sytuacji, w ktorej zmiana znaku nastepuje w chwili,
gdy Stonice jest na horyzoncie. Latwo teraz przewidzie¢, co si¢ stanie dalej. Przez pewien czas
Storice ‘bedzie coraz szybciej cofac sig z zachodu na wschod, nastepnie predkos¢ ta bedzie malala,
wreszcie Slorice znowu zatrzyma sie na niebosklonie, by zajs¢ na dobre po zachodniej stronie
widnokregu.

\

Proponujemy Czytehikowi wykazanie, Ze Slofice na pelen obrét na niebie Merkurego

potrzebuje 176 dni. Tak wiec doba na Merkurym trwa dwa razy dluzej niz rok.

Kiedy wiec na Merkurym powstanie solarium dla calego Ukladu Stonecznego i bedziemy
korespondowac z jego mieszkasicami, to pamigtajmy, ze 80-letnia Merkurianka pozyczajaca
ksiazke do jutra, to panna na wydaniu majgca zamiar oddac ksiazke za pot roku.
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Male zbiory na prostej

Dr Andrzej PELC

Jakie zbiory liczb rzeczywistych czy tez punktéw na prostej mo#na
nazwa¢ malymi? Co do nieKtoérych na pewno nie ma watpliwodci.
Kazdy si¢ chyba zgodzi, Ze zbidr pusty i zbiory jednoelementowe
sa male. A inne zbiory skoficzone? Choc¢by mialy milion
elementow, to w pordéwnaniu z mrowiem wszystkich liczb
rzeczywistych sa jednak male. Nie na darmo matematycy mowia
»Drawie wszystkie wyrazy ciagu’’ zamiast ,,wszystkie poza
skoficzona iloécig”.

Zapytajmy z kolei, czy sg jakie§ male zbiory nieskoficzone. O
sugestywne przykiady i tu nietrudno. Przyjrzyjmy sie liczbom
catkowitym na osi liczbowej. Tak rzadko sie pojawiajg, Ze prawie
ich nie wida¢ wsrod reszty. No tak, ale to tylko przyklad, a czy
mozna podaé ceche wyr6zniajagca male zbiory nieskoniczone
spoérdd innych? Najprostsze jest kryterium odwolujgce sie do
liczby elementdow. Zbiér maly to zbidér réwnoliczny ze zbiorem
liczb catkowitych (ktérego ,,mai6s¢” juz zaakceptowaliSmy),

a wiec przeliczalny.

Zbiory A i B 53 rownoliczne wiedy i tylko wtedy, gdy istnieje réznowartosciowa
funkcja f dzialajaca z 4 na B.

Tu jednak czekaja pewne niespodzianki: zbiér wszystkich liczb
- wymiernych tez jest przeliczalny, a intuicyinie nie wydaje sie
taki maly, wszak liczby wymierne sa gesio upakowane wérod
liczb rzeczywistych. Z praktyki matematycznej wynika jednak,
#e zbiory przeliczalne na prostej nalezy traktowad jako male,
wiele bowiem istotnych rozwazan mozna prowadzi¢
dopuszczajac zaburzenia badanej wlasnosci wlasnie na zbiorach
przeliczalnych. Umoéwmy si¢ wigc, Zze vwaZamy rodzine
przeliczalnych podzbioréw prostej za wzorcowy przyklad
rodziny zbioréw matych.

Zastosowane powyzej kryterium rownolicznosci nie jest jednak
wlasciwe dla badania zbiorow malych. Okazuje sie bowiem, Ze sa
zbiory rownoliczne z calg prosta (ktéra musi by¢ oczywiscie
traktowana jako zbior duzy) i majace pewne wlasnosci
strukturalne sklaniajace do zaklasyfikowania ich jako zbioréw
matych. Tymi wlasno$ciami bedziemy si¢ zajmowaé w ninic}szym
artykule, przedtem jednak podamy ogdlne cechy rodzin zbioroéw
matych.

Jak juz mowiliSmy, zbiory jednoelementowe sa male, cala prosta
nie jest zbiorem malym, z pewnoscig podzbidr zbiori malego jest
maly. Wydaje si¢ rOwniez zgodne z intuicjg twierdzic, ze suma
niewielu zbiorow malych jest mala. Ze za$ zbiory przeliczalne
uznaliémy za niewielkie, przyjmijmy, iz suma przeliczalnej rodziny
zbioréw malych jest zbiorem matym. Powyzsze rozwazania
doprowadzaja do pojecia o — idealu jako naturalnego schematu
konstruowania rodzin zbioréw matych.

¢ — idealem na prostej nazwiemy rodzing J zbioréw liczb

rzeczywistych o nastgpujacych wlasnoéciach: '
1. {x} € I dla kazdej liczby rzeczywistej x;

2. R ¢ I (R oznacza zbidr wszystkich liczb rzeczywistych);

J.JeSliA< BiBel,toAdel,

4. Jesli {A,: ne N} jest rodzina zbioréw nalezacych do I,

to | )4, e
neN

Piszemy U Ap zamiast 4, VA UAs ...
neN

Rodzina podzbioréw skonczonych lub przeliczalnych zbioru liczb
rzeczywistych stanowi, jak si¢ latwo przekonaé, ¢ — ideal,
(bowiem R jest Zbiorem nieprzeliczalnym), Jest to ponadto

o — ideal najmniejszy, tzn. zawarty w kazdym innym. Naszym za$
celem bedzie szukanie 0 — idealow obszerniejszych, do ktérych
nalezg réwniez zbiory nieprzeliczalne. Okazuje sie, Ze takich
rodzin pojawia si¢ wiele przy okazji réznych badan
maftematycznych.

Na poczatek rozwazmy rodzing zbiorow, ktére moZna pokryé
przeliczalng iloscia odcinkéw o dowolnie malej sumie dlugosci.
Takie zbiory nazywdmy zbiorami miary zero. Dokladnigj:

Zbitr A = R jest zbiorem miary zero wiedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdej liczby & > 0 istnieja odcinki I,: n € N takie,
e A<\ JIi . Il < & (]| oznacza dhugosé odcinka 7).

neN neN
Zbiory miary zero mozna z pewnoscig traktowaé jako male, sg
bowiem podzbiorami sum krétkich odcinkdw. Czytelnik moze
sprawdzi¢ bez trudu, e zbiory te tworza ¢ — ideal. Nieco
trudniej jest wskaza¢ zbiér miary zero réwnoliczny z calg prosta.
Typowym przykladem jest stawny zbior Cantora. Tak wiec zbiory
miary zero to pierwszy rodzaj zbioréw, ktore sa male ze wzgledu
na sposob ulozenia elementdw, a nie na ich ilosé.

Zbior Cantora konstruuje sig nastgpujaco:

odcinek [0, 1] dzielimy na trzy réwne odcinki i wyrzucamy $rodkowy odcinek
otwarty. Kazdy pozostaly odcinek dzielimy na trzy réwne odeinki i wyrzucamy
érodkowe odcinki otwarte itd. Konstrukcije ciagniemy ,,w nieskon %", To
co zostanie, to wlasnie zbidr Cantora.

Nastepna rodzina zbioréw malych jest zdefiniowana ludzaco
podobnie, okazuje si¢ jednak mie¢ zupelnie inne wiasnosci.

Zbiér A < R nazwiemy zbiorem silnie miary zerc wtedy i tylko

2 wtedy, gdy dla kazdego ciagu (a, :n € N) liczb dodatnich istnit?je

ciag odcinkéw (I,:ne N} taki, Ze [I,| < ani A < Lrl!..

nE
Tak wiec zbidr silnie miary zero to zbior, ktéry mozna pokry¢
suma odcinkéw o dowolnie malych dlugosciach (w odréznieniu od
zbioru miary zero, ktory mozna pokry¢ suma odcinkéw
o ddwolnie malej sumie diugosci). Ta niewielka z pozoru rdéZnica
w okresleniu ma bardzo powazny wplyw na roznice wlasnosei
omawianych rodzin zbioréw.

Zauwazmy przede wszystkim, Ze zbiory silnie miary zero tworza
o — ideal. Jest on zawarty w o — ideale zbior6éw miary zero,
innymi stowy kazdy zbior silnie miary zero jest zbiorem miary
zero. Mozna ponadto wykazaé, ze na przyklad wspomniany
powyzej zbiér Cantora nie jest zbiorem silnie miary zero, czyli
o — ideal zbioréw silnie miary zero jest ostro zawarty w

o — ideale zbior6w miary zero. Problem, czy istnieja
nieprzeliczalne zbiory silnie miary zero, pozostawal przez dhugi
¢zas otwarty i jego pelne rozwiazanie podano dopiero w roku 1976.
Okazuje sie, Ze zdanie ,,Kazdy zbior silnie miary zero jest
skoniczony lub przeliczalny”, zwane hipoteza Borela, jest
niezalezne od aksjomatyki teorii mnogosci, czyli nie moZna go
ani udowodnid, ani obali¢. Tak prosto sformutowany problem
wnika wiec gleboko w podstawy matematyki.

Zardéwno zbiory miary zero, jak i silnie miary zero sg male, bo sa
zawarte w sumach odcinkéw w pewnym sensie krotkich. Innym
sposcbem otrzymywania zbioréw malych jest Zadanie, by

nie zawieraly ,,duzych kawalkow™. Pierwsza probg mogiby byc
postulat, by zbiér maly nie zawierat odcinka. Takie zbiory
nazywamy brzegowymi. Rodzina zbioréw brzegowych nie jest
jednak dobrg kandydatka na rodzine zbiorow matych, nie stanowi
ona bowiem ¢ — idealu: zaréwno zbi6r liczb wymiernych, jak

i niewymiernych sa brzegowe, a ich suma to cala prosta. Trzeba



wiec sposrod zbioréw brzegowych wyeliminowaé przynajmniej te, .
kt6re sa uzupelnieniami zbioroéw brzegowych. Moina to osiagna¢
ograniczajac si¢ na przyklad do zbiorow domknigtych brzegowych
i te potraktowaé jako matle. Nie tworza wprawdzie o — ideatu,

ale latwo je dofi uzupelni¢ rozwazajac wszystkie podzbiory sum
przeliczalnych rodzin zbioréw domknigtych brzegowych.

Zbiér domknigty to taki, ktéry wraz z kakdym ciagiem elementdw zawiera
jego granice.

Przyimiemy nastepujaca definicjg:

Zbiér A © R nazywa sie cienki, jesli istnieje taki ciag {Fa:n e N}

zZbioréw domknietych brzegowych, ze 4 = | F,.
neN

Warto chyba w tym miejscu poda¢ pewna wlasnos¢ zbioréw
cienkich, bardzo sugestywnie dowodzaca ich ,,malosci”. Z kazdym
zbiorem 4. = R wigZemy nastgpujaca gre dwuosobowa G gracze
na przemian wybieraja odcinki domknigte w ten sposéb, by
odcinek wybrany w danym ruchu zawieral si¢ w odcinku
wybranym w poprzednim ruchu partnera. Gra toczy si¢
w ,,nieskoficzonos$¢”. Jedli przecigcie wszystkich zagranych
odcinkéw ma wspdlne punkty ze zbiorem 4, wowczas wygrywa
gracz pierwszy. W przeciwnym razie wygrywa drugi. Okazuje sig,
ze gracz drugi ma strategie wygrywajaca w grze G4 (czyli plan gry
pozwalajacej mu wymina¢ zbi6ér A bez wzglegdu na przemysinos¢
przeciwnika) wtedy i tylko wtedy, gdy zbior A jest cienki. Male
to musza by¢ zbiory, ktére mozna tak wymina¢, prawda?
Twierdzenie Baire'a orzeka, ze zbidr R nie jest cienki. =
To, ze zbiory cienkie tworzg o — ideal, wynika natychmiast z ich
definicji i twierdzenia Baire’a. Tak wiec istotnie mozna je uwazaé
* za zbiory male. Poréwnajmy tak otrzymana rodzing z poprzednio
rozwazanymi o — idealami. Czeka nas tu, niestety, przykra
niespodzianka. Okazuje sig, Ze caly zbior liczb rzeczywistych
mozna podzieli¢ na dwa zbiory, z ktérych jeden jest cienki, a drugi
miary zero. Oba te pojecia matoéci zbioru, cho¢ jednakowo chyba
intuicyjne, sa wiec ze soba sprzeczne.

Zaleznos¢ miedzy zbiorami cienkimi a zbiorami silnie miary zero
jest bardziej skomplikowana. Bez trudu moZna podac¢ przyklad
zbioru cienkiego, ktory nie jest silnie miary zero (znow zbidr
Cantora), natomiast zdanie ,,kazdy zbior silnie miary zero jest
cienki”’ okazuje sie niezalezne od aksjomatyki teorii mnogosci.

Inny aspekt zwigzku miedzy tymi ¢ — idealami pokazuje
nastepujace twierdzenie:

Zbior jest silnie miary zero wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy zbior
cienki zawiera si¢ w pewnym przesunieciu jego uzupelnienia.

Przesunieciem zbioru 4 = R o liczbg x € R nazywamy zbiér {x+a tae Al

Twierdzenie to®dostarcza dodatkowej informaciji o tym, jak male
sq zbiory silnie miary zero lub, méwiac inaczej, jak wielkie sa ich
uzupetnienia: tak wielkie, Ze kazdy zbiér cienki mozna w nie
,»wsunaé”, :

Jak to czesto bywa w matematyce, powyzsze twierdzenie stalo sig
inspiracia nowego pojecia. Powstal mianowicie pomyst badania
zbioréw, ktore tak maja sie do zbior6w miary zero, jak zbiory
silnie miary zero do zbioréw cienkich.

Zbiorami silnie cienkimi przyjeto nazywac takie zbiory A4, ze
kazdy zbior miary zero zawiera si¢ w pewnym przesunigciu
uzupelnienia zbioru A.

Eatwo sprawdzi¢, e kazdy zbior silnie cienki jest cienki, nic wigc
nie stoi na przeszkodzie, by potraktowaé zbiory silnie cienkie

jako jeszcze jeden przyklad zbior6w malych. Tu jednak znéw
niespodzianka: nie wiadomo dotad, czy zbiory silnie cienkie tworza
o — ideal, ba, nie wiadomo nawet, czy suma dwoch zbioréw

silnie cienkich jest zawsze zbiorem silnie cienkim.

W tym miejscu przerwiemy nasza wycieczke po krainie zbiorow
malych. Podane tu przykiady rodzin takich zbioréw bynajmniej
nie wyczerpuja wszystkich poje¢ ,,matosci” zbioru badanych

w matematyce. Daja one jednak wyobrazenie o rozwazaniach
prowadzonych w tej interesujacej teorii i 0 pewnym waznym
fakcie metodologicznym. Czesto majac na uwadze znany obiekt
o jakiej$ wlasnoéci probuje si¢ wyodrebnié te jego cechy, ktére

"0 niej w przekonaniu badaczy przesadzaja. Stworzone w ten

sposob pojecie okazuje sie czasem nie pasowa¢ do pierwotnych
wyobrazefi, ujawniane s3 przykiady innych obiektow
spelniajacych wprawdzie przyjeta definicjg, ale w intuicyjnym
odczuciu nie majacych zadanej wlasnosci. (Przyklad takiej
sytuacji podali$§my méwiac o rozbiciu prostej na dwa zbiory male
w roZnym sensie, przeczy on w pewnym stopniu przekonaniu,

ze intuicje zwigzane z maloscia zbioréw miary zero i cienkich

sa trafne.) Zmusza to zawsze do zrewidowania intuicji i glgbszego
wniknigcia w sens rozwazanego pojecia (w naszym przypadku
malosci zbioru).

Rozwigzanie zadania F 155. Zalozmy, 7e -
parowdz jezdzi po kolowym torze i przejdimy
do ukladu odniesienia zwiazanego

z powietrzem. W tym ukladzie odniesienia
dym jest nieruchomy i wyznacza tor
parowozu wzgledem powietrza, natomiast
srodek okregu, po ktoérym porusza sig
parowdz, przemieszceza sie z predkoscia
roéwng co do wartosci predkosci wiatru
wzgledem powierzchni ziemi, lecz
przeciwnie skierowana. W ukladzie
odniesienia zwigzanym z powietrzem tor
parowozu, a zatem i ksztalt sladu dymu jest
po prostu torem punktu poruszajacego sig
jednostajnie wokd! srodka okregu, ktéry
jednocrzeinie przemieszeza sig ruchem
jednostajnym prostoliniowym. Wartosci

predkosei liniowyeh obu ruchdw sa
niezalezne, Tor parowozu jest wiec
uogdlniona cykloida. Tylko w jednym
przypadku cykloida ma charaktervstyczny
»dziobek™, taki jaki tworzy dym
przedstawiony na rysunku, Tak jest, edy
wartodci obu predkodei sg roéwne. Tak wiec
predkodéé wiatru jest rowna vy, = 36 km/h.
Poniewaz ,,dziobek” zostal przesuniety przez
wiatr wzgledem Ziemi, a w chwili jego
tworzenia sie prgdkosé wiatru musiala byé
styczna do toru, wigc wystarczy z

z wierzcholka ,,dziobka™ poprowadzié
styczna do tordw, aby otrzymad kierunek
predkosci wiatru wzgledem powierzchni
ziemi. (Warto$é promienia zakretu byla
oczywiscie zbedna.)
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Uklad odniesienia
zwiazany z powietrzem

Ukiad odniesienia
zwiazany Z ziemia
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Przy dzieleniu z uzyciem zwykiych cyfr zawsze
,,zblizalismy si¢” do wyniku od dotu — iloczyn
cze$ciowego ilorazu i dzielnika byl zawsze nie wu;kszy
niz dzielna. Jesli uzyjemy réwniez cyfr ujemnych,
mozemy wynik przybliza¢ tak od dotu, jak i z gory.
W przykiadzie* pierwsze przyblizenie jest 100, co (jak
kazdy zauwazy) jest za duzo; nastgpne przyblizenia
(cyfry 2) zmniejszaja jednak wynik.
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Dzielenie nie musi konczy¢ si¢ na ,,calosciach”. Mozemy
(jak dla zwyktych cyfr) dzieli¢ dalej. Otrzymamy
woéwcezas utamek dziesietny, w ktérym moga znow
wystapi¢ cyfry ujemne.My podzielilismy 1 przez 7.
Proponujemy obejrzenie, czym sig to rézni od

dzielenia 1 przez 13.

Jeszcze o cyfrach ujemnych

Poprzednim razem zaproponowalismy uiywamc, obok
zwyklych cyfr, réwniez cyfr ujemnych 1, 2,..., 9. W ten
sposdb uzyskalismy mozno$¢ zapisywania hczb na rézne
sposoby, np. 1234 = 1000—200+30—4 = 826.
Dodawali$my za ich pomoca, odejmowali, mnozyli

i dzielili. Dla tych, ktérym ten pomyst si¢ spodobat,
mamy dodatkowe uwagi.
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Dzielenie to ,,zmniejszanie” rdznicy migdzy dzielng

a iloczynem dzielnika i ilorazu czg¢éciowego (najlepiej

do zera). To znaczy staramy si¢ tak dobrac¢ kolejng cyfre
wyniku, by ,,zlikwidowac” pierwsza z lewej cyfre dzielnej.
Nie musimy zrobi¢ tego od razu. W przykladzie**

w miejscu A nie zlikwidowalismy od razu tej cyfry,

ale w nastgpnym kroku ,,zrobilismy poprawke”. Czasem
taka poprawke trzeba zrobi¢ kilkakrotnie. Mozna tego
uniknaé np. zgadujac od razu wiasciwa cyfre.
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Komety poruszaja si¢ dookota Slorica, w polu jego

= == przyciagania grawitacyjnego, podobnie jak planety.

Tory ich ruchu réznig sie jednak doéé istotnie od toréw
" planet. Planety kraza po orbitach zblizonych
do okregéw, zatem zawsze pozostaja niemal w tej
samej odleglosci od Stonica. Tymczasem komety
poruszaja si¢ zwykle po orbitach bardzo wydhiZzonych,
totez mozliwo$¢ zaobserwowania ich ogranicza si¢
zwykle do kilku tygodni lub miesigcy, kiedy sa najblizej
Stonica, Kometa staje si¢ widoczna z Ziemi, gdy
znajdzie si¢ w odlegtosci kilka razy wigkszej niz
odleglod¢ Ziemia — Stonice. Poczatkowo jest to rozmyty
obiekt, na ogét z jasnym jadrem w czgéci centralne;.
W miarg zblizania si¢ do Storica jasno$¢ jego wzrasta,
mglista otoczka powigksza sig, az wreszcie dochodzi
do wyrzucenia dlugiego warkocza zawsze odchylonego

Konkurs

Dysponujemy szesciennym klockiem z jednorodnego
drewna i reczna pitka do drewna. W jaki sposob
mozemy wycia¢ widoczng ponizej bryle (takie 7/8
sze$cianu) mozliwie malo przecinajac pozostaie czeéci
klocka. Dodatkowym ograniczeniem jest warunek,

ze cigé mozemy tylko réwnolegle do ktoérej$ (dowolnej,
moze by¢ za kazdym razem inna) krawedzi szescianu.
Wygrywa ten, czyj klocek bedzie po cigciu w jednym,
mozliwie jeszcze mocnym kawatku. Nie wolno
pocietego klocka kleié, zbijaé itd.

Najlepsze rozwigzania sposrod przestanych
do 15 wrze$nia 1984 roku beda nagrodzone.

od Stonca.

Zanim naprawde zrozumiano, na czym polega
pojawianie si¢ komet, uwazano je za zwiastuny
nieszczgécia. Przestano widzie¢ komety w tak posepnym
$wietle dopiero wtedy, gdy Newton objasnit ich ruchy
wykazujac, Ze sa one postuszne tym samym prawom
ruchu i kierowane tym samym przycigganiem
grawitacyjnym co planety.

Nadal jednak nie wyjasnione pozostawalo

zjawisko powstawania warkocza komety. Warkocz ten
to jasna, §wietlista smuga rozciagajaca si¢ od glowy
komety na odlegloéci dochodzace kilkudziesieciu
milionéw kilometréw. Bardzo charakterystyczna jego
cecha jest to, Ze skierowany jest on zawsze od Stofica,
bez wzgledu na to, w jakim miejscu swej orbity znajduje
sie aktualnie kometa.

Dla wyjasnienia tego faktu w 1951 r. astronom
niemiecki L. Birman wysunal hipotezg istnienia wiatru
stonecznego. Hipoteza ta zostala potwierdzona przez
liczne do$wiadczenia i dzi$ juz mozemy powiedzied,

ze wiatr stoneczny jest strumieniem natadowanych
czastek wyplywajacym w sposob ciagly ze Stonca

w przestrzen migdzyplanetarng. Wiatr ten, a takze
promieniowanie stoneczne, sg powodem uwalniania
czastek gazu i pyhu z glowy komety, co prowadzi

do powstania warkocza.

Jadro komety jest prawdopodobnie bryla lodowa wody,
amoniaku i dwutlenku wegla z wmrozonymi czastkami
meteorytowymi i czastkami pytu kosmicznego. Chociaz
wiec komety naleza do rodziny Uktadu Stonecznego,
budowa swa, ksztaltem tordw, po Jaklch poruszaja sig,
istotnie réznig si¢ od planet.

Malq Delte przygotowali JOANNA FILIPOWICZ
i KRZVSZTOF MOSTOWSKI



Glosa do teorii bataganu Zbigniewa Plochockiego
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O SLOWACH

Najpierw sprawa terminologiczna. Stowo balagan przyszio do
jezyka polskiego z jezyka rosyjskiego. Oznaczalo pierwotnie

w Rosji jarmarczne, komiczne przedstawienie, pozZniej zas
przenoény kram, w ktoérym moina bylo kupi¢ na miejscowym-
targu najrozniejsze drobiazgi. Chyba wiec jacy$ wedrowni kupcy
przyniesli to stowo znad Donu do Polski, tu zas zmienilo ono
swoje znaczenie i stalo si¢ synonimem nieporzadku.

Slowo chaos — chaosem wlasnie, nie za$ balaganem zajmuja si¢
fizycy — jest pochodzenia greckiego i, o ile wiem, do opisu
przyrody zostalo uZyte po raz pierwszy w nieco zmienionej
formie: slowo gaz (od greckiego chaos) wprowadzil Zyjacy na
przetomie XVI i XVII wieku stawny belgijski alchemik i lekarz
(jatrochemik, wyznajacy poglady bliskie Paracelsusowi) van
Helmont dla oznaczenia cial lotnych. Stowo gaz wyparlo uzywane
uprzednio stowo spirytus (duch), ktore znalazto inne
zastosowania. .

CHAOS

Pomyst zapozyczenia stowa chaos dla oznaczenia gazow okazal
sie niezwykle trafny, lecz stalo sie to w pelni zrozumiale dopiero
po trzystu latach, gdy Boltzmann sformutowal tzw. hipoteze
chaosu.

Dla wypowiedzenia tej prostej skadinad hipotezy musimy
wprowadzi¢ przestrzen (r, ), ktoéra mozemy sobie wyobrazi¢ jako
sze$ciowymiarowa przestrzen kartezjariska, na osiach ktérej
odlozone sa trzy skladowe wektora polozenia r = (x, y, 2} i trzv
skiadowe wektora predkosci = (v, vy, v:). Kazdy punkt
przestrzeni (nazywamy ja przestrzenia fazowa) opisuje wigc
zaréwno polozenie, jak i predkos¢ czastki. Element objetoéci
przestrzeni fazowej oznaczamy A3rA3p, Na tej przestrzeni
okreslimy jednoczastkowa funkcje rozkladu fi(r, ; 1) taka,

ze iloczyn

fi(e, v; HAA%D

oznacza prawdopodobienstwo, Zze w chwili ¢ czastka bedzie miala
polozenie i predkos¢ znajdujaca si¢ w objetodci ArA®s, wokot
punktu (r, ). Analogicznie moZemy wprowadzi¢ dwuczastkowa
funkcjg rozkladu fo(r,, v, 2, 2;; 1), ktOra okreéla gestosé
prawdopodobienstwa tego, ze w chwili ¢ jedna czastka znajdzie sie
w punkcie (r,, ), druga za$ w punkcie (rz, v;) przestrzeni
fazowej. * :

Hipoteza chaosu glosi, ze
Laley, 00, 02,025 1) = fi(ry, 005 0) fi(r2, 025 1),

Wzér ten przypomina natychmiast znany fakt z teorii
prawdopodobienstwa, Ze zdarzenia A i B sa niezalezne, gdy
prawdopodobieristwo lacznego wystapienia zdarzen A i B réwne
jest iloczynowi prawdopodobieristwa zdarzenia A i
prawdopodobienistwa zdarzenia B. Dlatego wlasnie fizyczny sens
hipotezy chaosu polega na tym, ze polozenia i predkosci dwoch
dowolnych czastek sa wzajemnie niezalezne.

Podane sformulowanie hipotezy chaosu nalezy do Ludwiga
Boltzmanna, znakomitego austriackiego uczonego i arcyciekawego
czlowieka. Sam Boltzmann nazwal przytoczony wzor
Stosszahlansatz — twierdzeniem o iloéci zderzen, i pod ta nazwa
mozna znalez¢ je do dzis w wielu monografiach.
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Hipoteza chaosu jest jednym z gloéwnych zalozen, jakimi
postugujemy si¢ przy wyprowadzeniu réwnania okre$lajacego
funkcje rozkladu. Roéwnanie to sprawiedliwie nosi nazwe
rownania Boltzmanna.

ROWNOWAGA TERMODYNAMICZNA

Znamy tylko jedno $ciste, fizycznie interesujace rozwiazanie
rownania Boltzmanna odpowiadajace stanowi réwnowagi
termodynamicznej. Dla tego rozwiazania funkcja rozkladu
zalezy tylko od predkosci i nie zalezy od poloZenia. Réwnowagows
funkcja rozkladu znana byla juz Maxwellowi i on wlaénie dal

jej fizyczna interpretacje.

i,

Stan rownowagi, bedacy w terminologii Plochockiego
maksymalnym balaganem, jest $cisle okreflony bardzo

przyzwoitg funkcja rozkladu. Jest to funkcja rozkiadu normalinego
(funkcja Gaussa) dobrze znana w teorii prawdopodobieristwa,
nieraz omawiana w Delcie. Ma ona, jak wiadomo, typowy

ksztalt dzwonu lub, jesli kto woli, napoleoniskiego kapelusza.

Scisle rzecz biorac tylko w stanie réwnowagi termodynamicznej
okreslone sa makroskopowe parametry opisujace uklady fizyczne,
takie jak temperatura, gestosc, cisnienie, predko$¢ gazu czy
cieczy itd. Dowodzi si¢ wszakze, Ze mozna bezpiecznie (. bez
popadania w sprzeczno$é) postugiwac sie tymi parametrami

w stanach bliskich stanowi rownowagi, w szczegélnosci wtedy,
gdy ma miejsce lokalna (w przestrzeni) réwnowaga
termodynamiczna.

Poniewaz zmiany wymienionych parametréw sa przedmiotem
fizyki makroskopowej, mozna powiedzieé, Ze zajmuje si¢ ona
stanami nieznacznie odbiegajacymi od stanu réwnowagi
termodynamicznej.

Tylko w niewielu przypadkach badane zjawiska sa na tyle odlegle
od stanu rownowagi, Ze musimy zrezvgnowa¢ z ich opisu

za pomocy ,,zwyczajnych’), uprzednio wymienionych parametrow
fizycznych i odwola¢ si¢ do rownania Boltzmanna. Do takich
szczegblnych zjawisk, w kidrych wystepuja istotne odchylenia

. od stanu réwnowagi termodynamicznej, naleza migdzy innymi

fale uderzeniowe,

NIESPODZIEWANE KONSEKWENCIE

Trudnos¢, jakg napotykamy przy rozwazaniu stanéw dalekich

od réwnowagi termodynamicznej, polega na tym, Ze nie umiemy
rozwigza¢ rownania Boltzmanna, nie znamy (poza '
réwnowagowym) jego Scistych rozwiazan. Matematyczna analiza
tego rownania pozwala jednak ma wyciagniecie szeregu wnioskow.
Najwazniejszym z nich jest ten, Ze entropia ukladu izolowanego
rosnie. Fakt ten byl uprzednio postulowany w termodynamice;
rownanie Boltzmanna dalo jego podstawe statystyczna, pozwolilo
na zbudowanie mostu miedzy fizyka statystyczna

i termodynamika.

Wniosek o wzroscie entropii ukladu izolowanego (jesli nie
znajduje si¢ on w stanie rOwnowagi) byl zaskakujacy. Bo jakZe to:
przy wyprowadzeniu rownania Boltzmanna rozwaza sie
elastyczne zderzenia (sferycznych) czastek i kazde takie zderzenie
jest odwracalne. Gdybyémy je sfilmowali, to film ogladany w obu
kierunkach daje prawdziwy (z fizycznego punktu widzenia)
przebieg zdarzenia.



Z réwnania Boltzmanna wynika natomiast nieodwracalnosc:
entropia w ukladzie zamknigtym moze tylko rosnaé. Ta
nieodwracalnos¢ musi by¢ ukryta w jakims$ zalozeniu, z ktorego
skorzystalismy przy wyprowadzaniu rownania Boltzmanna.
Jedynym takim zalozeniem jest hipoteza chaosu. W niej schowana
jest nieodwracalno$é. A wiec takze i ,,strzatka czasu”, bowiem
tylko przyrost entropii jest zegarem wskazujgeym, w ktérym
kierunku ,,plynie” czas. Z tego punktu widzenia atomy sa tymi
szezgdliweami, ktorzy czasu nie znaja, a czas okazuje sie by¢

. zwigzany z wielkimi zbiorami czastek. Nie jest to my$l latwa
do przyjecia, stoi bowiem w konflikcie z pojeciem czasu znanym
z mechaniki newtonowskiej. :

- OGRANICZENIA

Zakres stosowalnosci hipotezy chaosu, a zatem takZe réwnania
Boltzmanna, byl i jest przedmiotem wielu dyskusji. Nie ma
watpliwosci, Ze rownanie to dobrze opisuje sytuacje, jesli si¢

je stosuje do ,,rzadkich”, jednoaiomowych gazdw. Jednym

Z glownych sukcesow rownania Boltzmanna bylo przeciez to,
Ze udalo si¢ z niego wyprowadzi¢ réwnania ruchu gazéw.
idealnych (réwnania Eulera) i takze, w wyZszym przybliZeniu,
rownania gazéw lepkich i przewodzacych cieplo (réwnania
Naviera-Stokesa). Czy mozna jednak je stosowac do gazow
gestych lub tez gazow skladajacych sig z wieloatomowych molekut?
A do plazmy, do cieczy?

Wiele zrobiono w tych kierunkach. Wszakze rezygnacja
z hipotezy chaosu, préby zastapienia jej innymi, miniej
ograniczajacymi sformulowaniami, okazaly sie nie w pelni
zadowalajace. Lokalne uporzadkowanie (jak w gazach gestych i
cieczach) trudniej poddaje si¢ analizie niz ,,chaos”. Latwiej

e modelowa¢ matematycznie punktowe zderzenia niz oddziatywania
dalekie (wystepujace w plazmie). Na drogach do lepszego
zrozumienia obiektow bardziej skomplikowanych niz rzadki gaz
jednoatomowy pietrza sie liczne trudnosci, nad ich
przezwycigZzeniem biedza sig fizycy we wszystkich zakatkach

§wiata.
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Pomyst przeniesienia termodynamiki do nauk spolecznych,
zaprezentowany w artykule Z. Plochockiego, uwazam

za znakomity. I to z dwoch powoddw. Wszelkie proby
antropomorfizacji fizyki, a wiec i termodynamiki, ulatwiaja
zwyklym zjadaczom chleba zrozumienie istoty roznych modeli
fizycznych. Z drugiej strony, uzyskane w termodynamice wyniki
stwarzaja szans¢ na formalizacje nauk spolecznych — a wiec,
mimo zartobliwego tonu artykulu, na zwiekszenie roli
rzeczywistych modeli w tych naukach. Na marginesie — wynik
takiego przeniesienia nie zawsze jest zgodny z oczekiwaniami

i intencjami — vide doé§wiadczenia ostatnich lat w tzw.
cybernetyce spolecznej, ktora stala sie wspanialg pozywka

dla hochsztaplerow.

Kilka stwierdzeni artykulu budzi jednak moje watpliwoéci. Po
pierwsze — wydaje sie, Ze Autor jest zwolennikiem pogladu,

iz balagan jest stanein niepozadan®m lub przynajmniei
nigprzyjemnym. W naukach spotecznych nie da sie chyba takiego
stanowiska obroni¢. Przykiad trywialny — kompania honorowa.
Dla postronnego obserwatora jest to niewatpliwie struktura
wysoce uporzadkowana i na ogdt budzaca pozytywne odczucia.
Mam watpliwosci, czy te uczucia podzielaja czlonkowie kompanii.
Gdyby chcie¢ uogolniac ten przykiad, to mozna by powiedzied,
Ze porzadek jest odbierany pozytywnie z zewnatrz uktadu. Dia
aktywnych uczestnikow uporzadkowanej struktury uczucia moga
by¢ juz jednak co najmniej mieszane. Przykiadem na wicksza
skal¢ spoleczng sa padstwa totalitarne i demokratyczne. System
totalitarny wydaje sie wyzej uporzadkowanym, o nizszej entropii
(mozna ja zreszta obliczyé!), od demokratycznego balaganu,

€0 nie oznacza jego wyiszosci w hierarchii ludzkich wartosci.

NIEBEZPIECZENSTWA ANTROPOMORFIZACII

{

Na zakonczenie uwaga dotyczaca przenoszenia praw
,.spolecznosci molekul™ na spolecznosci biologiczne, roslinne,
zwierzece, wreszeie ludzkie. Takie przenoszenie. choé nieraz
urzekajace, jest zabiegiem niepewnym i podejrzanym.

Dwojakie =3 tego powody. Rozwazane w fizyce zbiory roznig sig
liczebnoscia o wiele rzedow od wszelkich spotecznodci
biologicznych. Zadna z nich nie zawiera tylu elementéw, ile jest
czgstek w centymetrze szeSciennym najdoskonalszej prozni, jaka
udalo sie dotad uzyska¢ w warunkach laboratoryjnych

(okolo 10'2). Konsekwencja roéZnicy liczebnoéei jest réznica
wielkosci wystepujacych fluktuacji (ktérych zreszta rownanie
Boltzmanna nie opisuje). Wielkoé¢ fluktuacji jest odwrotnie
proporcjonalna do pierwiastka liczebnosci elementéw

w rozpatrywanym ukladzie i dlatego fluktuacje odgrywaja
znacznie wigkszg role (czasem wrecz decydujaca) w ukladach
biologicznych niz w ukladach fizycznych.

Wazniejsze wszakze jest to, Ze w spolecznosciach biologicznych
,»czastki” nie sa identyczne i Ze wystgpuja owe lokalne
uporzadkowania i dalekie oddziatywania, ktére tak opornie
poddaja sie analizie, ze te wiezy sg glownym czynnikiem
konstytuujacym spolecznosci biologiczne,

Dlatego mysle, Ze ,,teoria balaganu” spolecznosci biologicznych
i ludzkich w szczegdInodei musi wyrosnaé na innych podstawach,
bezposrednie za$ stosowanie analogii termodynamicznych nie

na wiele moze si¢ przydaé. Sita kazdej teorii polega na
umiejetnosci wyrdznienia najbardziej istotnych cech badanego
obiektu. Sadze, ze traktowanie ludzkich zachowan jako
chaotycznego ruchu pomija to, co w tych zachowaniach

- najwazniejsze, owa specyficzna ceche gatunku, jaka jest

$wiadomos¢ celow.

dr Ryszard HERCZYNSKI

Po drugie — nie wvdaje sig, by termodynamika przepowiadala —
pesymistycznie, wedlug Autora — nieuchronny koricowy stan
totalnego balaganu. Takie stwierdzenie wymaga w ramach
termodynamiki zalozenia, Ze Wszechéwiat jest izolowany. Tego
nie udalo sie dotad pokazac i, co wiecej, wydaje sie, ze jest

to niemozliwe do pokazania {ani obalenia!). W ludzkiej skali
czasu i odleglodci jest to zreszta problem nieistotny — ,,zawsze™
bedziemy mieli dostatecznie wielu kosmicznych sasiadow, by
zmniejszac nasz balagan ich kosztem, podrzucajac im troche
wyprodukowanej entropii.

Po trzecie wreszcie — wielu fizykow-kosmologow przychyla sie
do opinii, ze Wszechiwiat jest raczej nietypowym wybrykiem, niz
stanem naturainym. Od kilku lat zdobywa coraz wiecej zwolennikow
hipoteza, Ze zwykiym stanem wszechrzeczy jest nicosé,

a Wszechswiat jest jedynié gigantyczna fluktuacja tej nicosci.

Jeéli hipoteza ta jest prawdziwa — a moina to zalozy¢, bo prawie
na pewno jest niesprawdzalna — to po uplywie skoficzonego
czasu powrocimy wraz z calym Wszech§wiatem do stanu nicosci,
a wigc najwyzszego moziiwego porzadku! Z taka perspektywa

na przyszios¢ moze nie warto sie przejmowac drobnym
powiekszaniem balaganu, ktory wynika z dzialalnosci rodzaju
ludzkiego. Poza tym doswiadczenia ostatnich kilku lat

w Polsce wywoluja nieodparta cheé przeiscia do stanu o cho¢
odrobine wyZszej entropii. .

prof. dr Krzysztof WILMANSKI



Antymateria w promieniowaniu kosmicznym

- Wstep

Mg', Ja ce k SZ ABE ;A SK 7 Do niedawna naukowe obserwacje nieba byly pfowadzone przez astionoindw tylko przy pomocy
teleskopdw optycznych. Obecnie wiadomo, Ze z przestrzeni kosmicznej dociera do nas

promieniowanie elektromagnetyczne w szerokim zakresie widma — od fal radiowych po kwanty
gamma o energiach kilkuset elektronowoltow, a takze promieniowanie kosmiczne, czyli czastki
materialge, Tak poszerzone ,,0okno na §wiat” pozwala z jednej strony pozna¢ szczegdltowo budowe
i ewolucje wezeéniej obserwowanych obiektow, takich jak gwiazdy czy galakiyki, a z drugiej
strony umozliwia odkrywanie jakosciowo nowych obiektow i zjawisk astrofizycznych (np. pulsary,
kwazary, radiogalaktyki). -

Promieniowanie kosmiczne, mimo Ze odkryte okolo 70 lat temu, jest ciggle malo znanym
zjawiskiem astrofizycznym. Elektrony, protony, czastki « (jadra *He), jadra cigZzszych pierwiastkow
oraz trudno wykrywalne neutrina bombardujgce Ziemig maja niekiedy energie az do 102° eV,

Nie wiemy, w jakich proce-ach moga by¢ produkowane czastki o tak wielkich energiach. W
najwigkszych akcéleratorach na Ziemi przy$piesza si¢ protony do energii 100 milionow razy
mniejszej.

Niedawno pojawila sie nowa zagadka. W pierwotnym, tzn, pochodzacym spoza Ukladu
Stonecznego, promieniowaniu kosmicznym stwierdzono obecnoéé antyprotonow w ilosciach
znacznie przewyZszajacych przewidywania ogélnie przyigtych modeli zrodet antymaterii

we Wszechdwiecie.

Nie potrafimy wskaza¢ na niebie Zrdel promieniowania kosmicznego, gdyz w polach
magnetycznych w przestrzeni migdzygwiazdowej czastki natadowane poruszaja sie po torach
krzywoliniowych. Mimo to przyjmuje si¢ zwykle, Ze wszystkie rodla promieniowania
kosmicznego zbudowane sg z materii. Wiadomo bowiem, Ze antymateria nie moze mieszac si¢
z materia, gdyZz prowadzi to poprzez anihilacje do stanu, w ktorym pozostaje tylko materia albo
tylko antymateria. W wyniku anihilacji protonu i antyprotonu powstaja $rednio 3 fotony

o energiach 200 MeV, okoto 3—4 elektrony i pozytony oraz neutrina. Gdyby dwa duze obiekty
astronomiczne: materialny i antymaterialny, anihilowaty, to dla mas rzedu masy Slofca
odpowiadaloby to anihilacji ok. 10°7 par czastka-antyczastka. Glownie z powodu
niezaobserwowania promieniowania gamma i promieniowania radiowego (emitowanego przez
elektrony i pozytony) wskazujacego na anihilacje uwaZa sie, ze nie ma antymaterialnych
obiektow we Wszechswiecie. :

Obecno$¢ antyprotonéw w promieniowaniu kosmicznym tlumaczy sie na ogdl przez produkcje
par proton — antyproton w zderzeniach wysokoenergetycznych czastek promieniowania z materia
migdzygwiazdowa. Okazuje sie jednak, Ze nie mozna wyjasni¢ w ten sposdb pochodzenia
wszystkich obserwowanych na Ziemi antyprotonéw.

Promieniowanie kosmiczne w Galaktyce

Obserwowane galaktyczne promieniowanie kosmiczae o energiach czastek od kilkunastu MeV
do kilkudziesigciu GeV sklada si¢ gtéwnie z protonow z 10% domieszka czastek « i znacznie
mniejsza ilodcia cigzszych jader i elektronéw. Antyprotondw w promieniowaniu kosmicznym
jest mniej wigcej tyle, ile jader zelaza.

Bardzo ciekawe informacje o rozchodzeniu si¢ promieniowania kosmicznego otrzymano mierzac
jego skiad izotopowy. Okazalo sig, ze stosunek iloéci izotopu 3He do iloéci zwyklego *He jest -
w promieniowaniu kosmicznym znacznie wigkszy niz w Ukladzie Slonecznym. Podobnie jest

w przypadku stosunku ilosci jader Li, Be, B do iloéci jader C, N, O. :

. Wiadomo, Ze przestrzefi migdzygwiazdowa nie jest pusta; jej Srednia gestos¢é w Galaktyce jest
réwna okolo 0,1—1 atomu wodoru na em®. Gdyby czastki *He4 jadra C, N, O byly
. produkowane w Zrodlach, to czgé¢ z nich w drodze od Zrédet do Ziemi zderzalaby sie z czastkami
materii miedzygwiazdowej i cigzsze jadra ulegalyby rozszczepieniu na lzejsze (m.in. na *He i Li,
Be, B). Liczba tych lzejszych jader zalezy oczywiscie od dlugosci drogi miedzy Zzrodlem a Ziemia,
to jest efektywnej grubosci tarczy napromieniowanej cigzszymi jadrami. Zeby w ten sposdb
powstala obserwowana ilo§¢ *He, Li, Be i B, efektywna grubos¢ tarczy powinna wynosi¢ 4—35 g/cm?.
Przy zatoZeniu, Ze materia migdzygwiazdowa ma érednig gesto$¢ 1 atom wodoru/cm?, odlegloéé
Zrédla promieniowania kosmicznego od Ziemi powinna by¢ roéwna okoto 10%pc. Nalezy zwrocié
Efektywna grubodt tarczy to-drednia e uwage, Ze $rednia droga swobodna w tak rzadkim wodorze jest istotnie diuzsza (dla “He okolo
materii na iednostke objetosci (gestosé) z gl G :
zsumowana widluz calej drogi, wyraza sie 20g/cm?, a dla ‘C,N,O okolo 6,7 g/cm?), co oznacza, e znaczna cze$é promieniowania dochodzi
wige w g/em3, do Ziemi bez zderzen z materia miedzygwiazdowa.
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Strumien antyprotondw w okoliey Ziemi.
Linia przerywana — dane obserwacyjne.
Linia ciggla — przewidywania teoretyczne.

Urzgdzenia poszukujace antymaterii

W pierwotnym promieniowaniu kosmicznym
musmne sq na balonach wysoko ponad
ziemie, aby po plerwsze: kosmiczne
antymaterialne czastki nie anihilowaly

w zderzeniach ze stosunkowo gesty atmosfers
oraz po drugie, aby nie rejestrowad wtérnych
antyprotondw powstalych w atmosferze

w zderzeniach z wysokoenergetyczaym
promieniowaniem kosmicznym.

Grupa radziecka z Leningradu (na rysunku
punkt A) zidentyfikowala w 1979 roku

2 antyp y pochodzenia galaktycznego,
a grupa amerykanska z Nowego Meksyku

- z USA (punkt B) 28 antyprotonéw (tez

w 1979 r.). W 1981 roku grupa fizykow
amerykanskich z uniwersytetu w Berkeley

i Kalifornijskiego Instytutu Technicznego
zarejestrowala 11 przypadkéw anihilacji
antyprotondw spoza Ukladu Slonecznego
(punkt C). Latem 1983 roku grupa fizvkéw

- hinduskich doniosla o znalezieniu 3

przypadkéw anihilacji antyprotonéw
(punkt D) i 1 jadra antytrytu. W analizie
wynikéw wszystkich dodwiadezed
uwzgledniono tlo zwiazane z pomylkows
rejestracja innych czastek jako

typ dw i pr y antyprotondw
wewnatrz Ukladu Slonecznego, w gérnych
warstwach atmosfery i wewnatrz aparatury.

I

'Proéukcja antyprotondw w przestrzeni miedzygwiazdowe;j

Zatozmy, Ze protony o energiach 20—200 GeV pochodza z tych samych Zrodet co cigisze jadra.
Odleglo$é — grubosé tarczy, jaka przechodza w drodze w okolice Ziemi, niech bedzie 4 = 5 g/em?®.
W zderzeniach protondéw z materia miedzygwiazdowa moga by¢ produkowane antyprotony

(i antynentrony, ktére nastepnie rozpadaja si¢ na antyprotony), podobnie jak to ma migjsce

w akceleratorach. Prawdopodobienstwo wyprodukowania antyprotonu w zderzeniu protonu

z protonem mozna dobrze okredli¢ dla kilku energii analizujac wyniki doSwiadczen

z akceleratoréw w Fermilab, CERN-ie i Sierpuchowie. Strumien protonow w przestrzeni
lcosmicznej jest rowniez znany na podstawie pomiardw w okolicy Ziemi. Sumujgc antyprotony
wyprodukowane w tarczy o grubosci A przez protony o réinych energiach otrzymujemy
oczekiwany strumien wtérnych antyprotonéw w okolicy Ziemi. Strumien ten jest zaznaczony
na rysunku linig przerywana. Jak widaé, krzywa lezy znacznie (skala logarytmiczna) ponizej
danych doswiadezalnych (linia ciagla).

“Mimo, ze przedstawione wyzej wlasnosci rozchodzenia si¢ promieniowania kosmicznego uwaza sig

za realistyczne, sprobujmy tak oddali¢ Zrédlo, aby otrzymac mozliwie dobra zgodnosé

z doswiadczeniem. Pojawia sie tutaj jednak istotna trudnos¢. Zwiekszanie grubodci tarczy
powyiej 40 g/ecm? nie zwicksza juz strumienia antyprotondw. Dzieje si¢ tak dlatego, ze
wyprodukowane antyprotony anihiluja z materia migdzygwiazdowa. Maksymalny strumien
antyprotondw zaznaczony jest na rysunku linia przerywana. -

Z wyzej przytoczonych argumentéw wynika, ze w obecnej chwili nie znamy pochodzenia

znacznej czesci antyprotondéw w promieniowaniu kosmicznym. By¢ moze pochodza one

z wtornej produkeji w przestrzeni miedzygwiazdowej, a sposoéb rozchodzenia sig¢ promieniowania
kosmicznego jest calkiem inny niz go sobie dzi§ wycbrazamy. Mozliwe, Ze Zrodiem antyprotonow
sa nieznane dzi§ procesy, np. kreacja antyprotonéw w silnych polach grawitacyjnych w poblizu
hipotetycznych malych czarnych dziur. A moze po prostu antyprotony te Swiadcza o istnieniu

antymaterii w odleglych rejonach Wszechéwiata ,,oddzielonych” od naszego materialnego

otoczenia wielkim pustym obszarem.

e

Rozwigzanie zadania M 368. Oznaczmy
liczby uzyskane przez przestawienia cyfr a
Przez ng = m, My, Mz, :.., #s. Mamy, jak
atwo sprawdzié, ke

nptmy+ ... +ns = 22Wa+b+e),
a wiec warunek zadania mozna zapisaé

222(a+b+¢) = 6(100a+ 105+ c);
czyli 37(a+ b +¢c) = 1002+ 106+ ¢, skad
63a = 27b+ 36¢,
a wige Ta = 3b+4¢, lub inaczej

T(a—b) = 4(c—b)

i poniewaz l[a—b] < 9, je—b| = 9, wiec
ostatnia rowno$é moze byé spelniona tylko
wtedy, gdy

*) a-b=0=c-bczylia=b=c=

ik T
(**) a-b=4,c-b=7Tskadec =9,
7 8 lub 7, 3
(***) a~b= -4, c=b= -7, skgd b = 9,
8 lub 7.
Mamy wiec trzy serie rozwiazan:
" 11, 223, 333, 999,
** 407, 518, 629,
(***) 370, 481, 592.
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Rozwiazanie zadania M 370. Oznaczmy
rdznice naszeeo ciggu przez d. Gdyby 2 t d,
to jedna z liczb ay +d, ag+ 2d bylaby
parzysta i wieksza niz 2, whrew warunkom
zadania. Analogicznie rozpatrujgc ay + d,
as+2d, ...,ag+pddlap = 3,5, 7,
przekonamy sig, 2e 200 = 2+ 3 5- 7 dzieli d.
Rowniez jezeli tyiko ag # 11, to 11 musi
dzieli¢ d. Mamy wtedy (dlaay # 11)d =

= 11210k = 2310 k (k= 1) i a0 = ao+
+ 10- 2310 &k > 20 000, wbrew warunkom
zadania. .

Pozostaje wiec tylko mozliwosé, ze ag = 11,

d=210"k przyczym 1 = k < ]0(b0d£-

2000011
10

= 13:16+2,skad ap = 11+ (13- 16+2)"
vkn = 13- (16kn—1)+2 - (kn—1). Jezeli
teraz k # 6, to oznaczajacny = 1, n; = 7,
Ry =% ng =10 ns=8,nm=2,n3 =35,
ng = 3, nyp =4 mamy 13 |(kny — 1)
i 13| ap, . Dla k = 6 mamy d = 1260
igg = 114+3-1260 = 3791 = 17- 223,
Okazuje si¢ wiec, Ze jedna z liczb ag,
iy ..., @yp mMusi byé ziozona.

< 2000). Mamy 210 =



Magrody ksiazkowe otrzymali:

Anna Gluza, Torun,

Ewa Janiszewska, Krakdw,
Jerzy Janowicz, Bolestawiec,
Adam Lipowski, Zielona Goéra,
Michal Marczak, Radom,
Marek Prauza, Poraj,

Jbzef Siwy, Laziska Gorne,
Piotr Tomassi, Warszawa,
Jaroslaw Wrablewski, Wroclaw,
Krzysztof Zygan, Lubin

Nie otrzymal nagrody Piotr Figurny, gdyz
nie podal adresu.

Rozstrzygnigcie konkursu 7.11

Przypomnijmy: suma cen czterech towardw wynosi 7,11; tyle tez wynosi iloczyn tych cen.
Zadanie konkursowe polegaito na znalezieniu cen poszczegdinych towaréow.

Okazuje sig, Ze warunki zadania wyznaczajg ceny jednoznacznie (z doktadnoscia do kolejnoéci):
3,16—1,25—1,50—1,20.

Sposréd nadeslanych rozwiazan tylko dwanascie bylo dobrych (w ktérych znaleziono ceny
i wykazano, ze innego ukladu cen by¢ nie moze).

Metody uzyskania rozwigzania byly (méwimy dalej juz tylko o dobrych rozwiazaniach)
bardzo rézne. Ich cechg wspolna bylo rozpoczecie od spostrzezenia, Ze chodzi o rozwigzanie
w liczbach naturalnych ukladu réwnan (ceny w centach, a nie w dolarach) '

a+b+c+d= 711

a‘becrd=711+10% = 25.32.56.79,
a zatem pogrupowanie piginastu liczb pierwszych w cztery grupy tak, by suma iloczynow liczb
z poszczegoOlnych grup wyniosta 711,
Dalej rozwiazama ida juz réznymi drogami. Czgsto jednak powtarza sie oszacowanie cen
(w centach) z gory za pomoca spostrzezenia, ze Srednia geometryczna liczb dodatnich nie jest
wigksza od ich $redniej arytmetycznej. ROwniez czgste jest rozwaZzanie rozmieszczenia piatek, Cena
(w centach) podzielna przez 79 (niech bedzie to a) nie dzieli sie przez 5, gdyz wowczas mieliby$my

bt+ct+d=316 <3 y25-32-5 =3-Vb-c-d,

a wiec sprzeczno$é. Wszystkie piatki sa wiec rozmieszczone w b, ¢ i d. Zadna z tych liczb
nie dzieli si¢ przez 5* = 625, bo musialaby by¢ rowna 625, co daje sprzecznos¢ w podobny
spos6b. Zatem pozostajg (z dokladnoscia do kolejnosci) trzy mozliwosci.

1. Kazda z liczb b, ¢, d dzieli si¢ przez 52. Tak by¢ nie moze, bo kaida z liczb b+c+d = 711—a
nie dzieli si¢ przez 25 (mamy bowiem 711—a = 79(9—k), gdzie k =1, 2, ..., 8).

2. Jedna z liczb (powiedzmy b) nie dzieli si¢ przez 5. Wowczas c i d dziela sig¢ przez 125 i sa
mniejsze od 375 (mozliwosc, ze ¢ badz d jest 375 lub 500 wykluczamy jak poprzednio). Mamy wigc
c+d = 125-1, gdzie I = 2, 3, 4. Ale to nie prowadzi do rozwigzania, gdyz zaden z trzech

ukladow rownan
b=7T11-125-1
{“+ L= 234

g b= 28%2=1.33. 99
nie ma rozwigzaf naturalnych,
3.b=x-125, ¢ = y-25, d = z- 5, gdzie x, y, z nie dziela si¢ przez 5. Woéwczas b+c+d =
= 711 —a dzieli si¢ przez 5, skad mamy a = 316. Pozostaje do rozwigzania uklad
{b+c+d = 395
boc-d=2%32.55,
czyli po podstawieniu
' 25%+5y+z =179
Jlx'y- z= 2432,
Zatem x < 2. Dla x = 2 mamy jednak
(Sy+z=29
ly-z=127-32=172,
co nie ma rozwiazan naturalnych. Pozostaje wiec x = 1, y = 6, z = 24.
Przytoczone rozwiagzanie nie pokrywa si¢ z zadnym sposrod otrzymanych. Nie umielismy sig

jednak zdecydowac, ktory z Czytelnikoéw rozwigzal konkurs najlepiej. Wszystkie przyznane
nagrody traktujemy wobec tego rownorzednie.

~ Odrebnie potraktowali$my tylko prace pana Ksawerego Stojdy, ktory opracowal algorytm

poszukiwania rozwiazan, zakodowat go w jezyku Fortran i przekazal dalsza pracg komputerowi
CDC CYBER 72 pod kontrola systemu SCOPE 3.4.4 w Swierku (mial do niego dostep jako
student drugiego roku fizyki UW). Nie nagrodziliSmy ani p. Stojdy, ani CDC, tylko zwrocili$my
si¢ o opisanie calej sprawy w nr. 12/1984, ktéry bedzie poSwigcony algorytmom. Zamiast nagrody
bedzie wigc publikacja i honorarium,

Redakcja
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Czotdwka ligi zadaniowej "Elub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazarn
gadan £ numeru 1/1984

Jacek Uryga - Bytom 50,3 1pkt
Jergzy Janowics =~ Boleatawiec49,18pkt
Tomase Rawlik - Gliwice 47,30pkt
Wiodzimierz Szymczyk-Zielonka  42,42pkt
Wojciech Clszewski - Brwindw 40, 35pkt
Jergy Milezarek - Gorzdw Wlkpd(,30pkt
Jerzy Matopolski - Erakdw 39,3Tpkt
Edward Orzechowski - Warszawa 36, 74pkt

Wapdtezynniki trudnoseci =zadasd 73,
1,55 3,69 2,31

I oto mamy dwdch Weterandw, Gratulujemy!
Dwa i p6Y roku trwania ligi zadaniowej
okazato sie wystarceajace na to, by dwaj
uczestnicy - pan Jerzy Janowice i pan
Jacek Uryga - zdoZali wykonaé po trzy
rundy czterdziestoczteropunktowe, Tytu
Weterana uzyskali rdwnoczesnie,
dystansujac dosé znacznie posostalych
wspdtuczestnikdw, z ktdérych, w chwili
obecnej, jeszeze tylko dwich ma Za soba
po dwie rundy.

Poniewaz tytur Weteranz - to wazyatko,
co nasz regulamin oferuje, a mamy
nadzieje, #e Weterani nie bedy cheieli
rogstaé sie 2 liga, zwracamy sie

do Czytelnikdw z prosbs o pomysiy co de
formy dalszego honorowania jej
najwytrwalszych uczestnikdw,

Elub 44 liczy w te] chwill 17 cztonkéw;
siedemnastym jest pan Tomasz Rawlik,

a = tabeli widad, ¢e rafno zblizamy sie
do dwudziesthi,

fy=Ler 1)

Ruvs. 3

Tdy T5:

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i’ Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n+ 2. Szkice
rozwigoan zamieszezamy w nr n4-4. Mozna nadsylaé rozwiazania trzech, dwdch lub jednego
zadania (kazde na oddzieingj kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przex

suma ocen za rozwiazania danego zadania
Ticzba 0séb, ktore nadestaly choé jedno mzquume Z numeru

4-3- -

i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w nr 1/1984 .
e
M- 4 4
&
79. Rozwigzaé w liczbach rzeczywistych uklad rownan:
2x = v+l 2u = y+1/y.
80. Czy istnicje parkietaZ plaszczyzny utworzony z przystajgcych wypuklych: a) pieciokatow,
b) siedmiokatdw, c) osmiokatow? Czy odpowiedzi zmienia sig, jesli nie bedziemy zadaé
wypuklosci?

81. Liczby naturalne a, b spehiaja warunki: a = —1 (mod b), b = 1 (mod 2). Niech ¢, = a®"+1
n=0,1,2, ... Dowies, ze dla kazdego n liczba ¢, jest podzielna przez bc,.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA =

Klub 44

Rozwiazania zadan z numeru 3/1984
Przypominamy tre$¢ zadan:

20 = u+1ju 2y = x+1/x

79. Piszmy x;, X2, X3, X4 odpowiednio zamiast u, v, x, y oraz przyjmijmy xs = x,. Dane
rownania przybieraja postaé: xi.; = f(x,), gdzie f(r) = (1/2) (¢+1/t). Z przebiegu funkcji f
(rys. 1) widac, ze wszystkie cztery liczby x;, bedac wartosciami tej funkcji, musza leze¢ albo

w przedziale {1,+ o0) albo w (—oco,—1). Poniewaz f(r) < tdlat > 1 oraz f(t) > tdlat < —1,
wige jesli x; > 1 lub x; < —1, to ciag x;, ..., xs jest $ciSle monotoniczny, wbrew temu,

ze x5 = x;. Wobec tego x; = +1, a zatem jedynymi rozwiazaniami danego ukladu sa

Xi S Xy Xy =Xy = 1OMMZXr = X2 =Xz =Xa=~—1.

80. Niech W bedzie wypuklym k-katem i przypusémy, Ze istnieje parkietaz plaszczyzny utworzony
z przystajacych kopii W. Oznaczmy przez S pole W, a przez d srednice -na_]mme_]szego kota
zawierajacego W. Ustalmy liczbe r > d i wezmy pod uwage kolo K o promieniu r oraz kola
wspolsrodkowe z K o promieniach r—d, r+d. Niech n, oznacza liczbe kopii W catkowicie
zawartych w K, an; —liczbe kopii W, majacych co najmniej jeden wierzcholek w K. Zachodza
nieréwnosci: n; S = n(r—d)?, n, S < a(r+d)*. Suma katéw wszystkich tych pierwszych n,

. wielokatow wynosi §; = (k—2)nn,. Liczba wezlow pokrycia lezacych w K jest nie wieksza

niz kn, /3, poniewaz kazdy z rozwazanych n, wielokatow ma k wierzchotkow, a w kazdym wezle
stykaja si¢ co najmniej 3 wielokaty. Suma katéw w kazdym weZle wynosi 271, a wiec suma s,
wszystkich katow w rozwazanych wezlach spelnia nierdwnosé s; < 27 - kn, 3. Oczywiscie 5, < 5.
Stad, uwzgledniajac poprzednie nierownosci, dostajemy po krotkich rachunkach:

3k-2) _ (r+d 2
% \red o

Poniewaz liczba r moze by¢ dowolnie wielka, a d jest ustalone, mozemy przejéé po prawej stronie
do granicy (r — 00), otrzymujac w efekcie nierdwnos¢ 3(k—2) < 2k, czyli k<6.

Tak wiec odpowiedZ na pytania b) i c) jest przeczaca. OdpowiedZ na pytanie a) jest twierdzaca
(rys. 2). Bez zadania wypuklosci rowniez odpowiedZ na pytania b) i c) staje si¢ twierdzaca (rys.3).

81. Wobec nieparzystosci b, dla dowolnej liczby naturalnej & jest spelniona rownos¢ oraz
kongruencja

-1 b—1
Z Z;l—b(modmn
j=0

Przyjmujac w szczegdlnoéci k = a®", dostajemy ¢y 4 /cn= b(mod c,),
a wiec istnieje liczba catkowita g, taka, ze

£ Capr = Cu(an;‘u“}‘ b).

PoniewaZ ¢ = a+ 1, wigc z rownosci (*) wynika przez indukcje podzielno$¢ wszystkich liczb ¢,
przez b. Stad, znow na mocy (*), otrzymujemy teze zadania.

kP41

k+1



Zadania

Redaguje dr Krzysztof S. NOWINSKI

M 368. Dla danej liczby trzycyfrowej n = 100a+10b+¢ (0< a, b, c < 9) utwoérzmy $rednia
arytmetyczng p szedciu liczb otrzymanych przez wszystkie przestawienia cyfr a, b, ¢. ZnaleZé
wszystkie takie liczby n= 100, dla ktérych p = n.
Rozwiazanie na str. 13

V2

M 369. Wykazac, Zze kwadrat o srednicy 1 (o boku T) mozna podzieli¢ na trzy zbiory o srednicy

¥ a nie moZna podzieli¢ na trzy zbiory o §rednicach mniejszych.

Srednica zbioru 4 nazywamy taka najmniejsza liczbe d, e odlegloéé dowolnych punktow
z A nie jest wigksza niZ 4. Oznaczamy jg przez diam A.

Rozwigzanie na str. 5

M 370. Wykazad, Ze nie istnieje jedenastowyrazowy rosnacy ciag arytmetyczny o wyrazach
bedacych liczbami pierwszymi nie wigkszymi od 20 000.
Rozwiazanie na str. 13 -

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 154, Na walcowym precie zawie$ klucz, Dobierz takie nachylenie preta, by klucz nie
zeslizgiwal sig, a pchnigty ku dolowi — zatrzymywal si¢ po niewielkim odcinku drogi. Zacznij
delikatnie obracaé pret. Co dzieje sie z kluczem? Dlaczego?

Rozwiazanie na str. 3

F 155. Dym z poruszajacego sie po zakrecie parowozu unoszony jest przez poziomy wiatr.
Ksztalt §ladu dymu przedstawiono na rysunku (widok z gory). Korzystajac z rysunku okresl
predkos¢ wiatru przy zaloZeniu, Ze jest ona stala. Predko$¢ parowozu wynosi v = 36 km/h,

Rozwigzanie na str, 7

Patrz w niebo

Wielokrotnie pisaliSmy tu o obserwacjach nieba w innych niz
optyczny zakresach fal, przede wszystkim o fascynujacych
wynikach radioastronomii i astronomii rentgenowskiej. Dzi§
chcemy wspomnie¢ o obserwacjach w podczerwieni. Podczerwien
to diugosé fali znacznie blizsza optycznej, co nie znaczy jednak,
ze latwiej ja obserwowac.

Promieniowanie podczerwone w zakresie 1—30 um jest

w znacznym stopniu absorbowane przez atmosferg ziemska, fale
o wigkszej dlugosci (do 1000 xm) sq pochianiane calkowicie.
Astronomowie jednak uwaZajg ten zakres za bardzo interesujacy
dla poszerzenia naszej wiedzy o Wszechswiecie.

Przed rokiem 1983 obserwacje podczerwone mozna bylo
wykonywac jedynie przy uzyciu poteznych teleskopow optycznych
(4 m $rednicy lub wigcej) pracujacych na szczytach wysokich gor
(3 km i wigcej) — w takich warunkach mozna bylo spodziewaé sie
najmniejszych strat w atmosferze. J

promien zakretu R = 200 m. (Na podstawie ;,Kwanta” 9/1983.)

W zeszlym roku astronomia podczerwona weszia w nowy etap
rozwoju. 25 stycznia wystrzelono na orbite specjalnego satelitg
przeznaczonego do obserwacji w tym zakresie fal. Nazywal sig
IRAS (Infrared Astronomical Satellite). Mial pracowa¢ okolo
7 miesigcy. Pracowal do 21 listopada.

Warto uswiadomi¢ sobie fakt, Ze promieniowanie podczerwone
emitowane jest przez ciala juz o temperaturze kilkudziesieciu
kelwinoéw. Skoro tak, to nalezalo unikna¢ takiej sytuacji, w ktorej
najsilniejszym Zrodlem rejestrowanym przez detektory satelity
bylby ... tenze satelita. W tym celu caly teleskop o masie

ok. 1 tony musial zosta¢ ochtodzony do temperatury bliskiej

zera bezwzglednego. Przez 10 miesiecy pracy ponad 70 kg
nadcieklego helu chlodzilo satelite do temperatury 2,4 K. Trzeba
przyznaé, ze juz tylko ten rezultat jest wcale niebagatelnym
osiaggnieciem technicznym.

W tym czasie IRAS ,,obejrzal”’ dwukrotnie 95% nieba. Wyniki
tych obserwacji dopiero zaczynajg pojawiaé sie w czasopismach
astronomicznych. Wiele rewelacji wymaga potwierdzenia przy
uzyciu kolejnych kosmicznych obserwatoréw podczerwieni.
Motzliwe, ze w ciagu najblizszych 10 lat wystrzelone beda dwa
kolejne teleskopy. podczerwone.

dr Tomasz CHLEBOWSKI
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Rys. 2. Wykres fazowy ukladu
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Rys. 3. Wspdlrzedne do przedstawiania
ukladu potrdjnego:

a) rownoboczny tréjkat skladdw,

b) sposéb wyznaczania skladu stopdw.

Rys. 4. Wykres réwnowagi ukladu

trojskladnikowego.

Rozpuszczanie soli kuchennej (NaCl) w wodzie powoduje spadek temperatury krzepnigcia
(ponizej temperatury krzepnigcia czystej wody — 0°C) tym wiekszy, im wicksze jest steZenie soli.
Zjawisko to wykorzystywane jest zimg przy ,,uprzataniu” $niegu — posypanie sola szybko
zmienia §wiezo spadly $nieg w bloto — metoda ta moze by¢ jednak stosowana tylko wowczas,
gdy temperatura powietrza jest wyzsza niz —21,5°C. W tej temperaturze wspolistnieja

w rownowadze trzy fazy: 16d, sol i roztwor o Scisle okreslonej proporgji soli do wody 31,3:100
(wagowo). Jest to tak zwany punkt eutektyczny. Przy ustalonym ci$nieniu ( w tym przypadku

1 atm) w temperaturze poniZej punktu eutektycznego moze istnie¢ tylko mieszanina krysztalow
lodu i soli. Podobne wlasnosci do opisanych wyZej majg rOwniez inne mieszaniny — na przyklad
stopy metali, o ile nie tworza one krysztalow mieszanych. Na rys. 1 przedstawiony jest wykres
fazowy ukladu dwuskladnikowego arsen-oil6éw dla ustalonego ci$nienia 1 atm. Temperatury
krzepniecia czystego arsenu (As) i olowiu (Pb) wynosza odpowiednio 817°C i 327°C. Co si¢ jednak
dzieje, gdy obnizamy temperature cieklego stopu o skladzie, powiedzmy, 25%; olowiu (sklad
atomowy) i temperaturze poczatkowej 800°C — punkt P, ? Po osiagni¢ciu temperatury
odpowiadajacej punktowi P, rozpocznie si¢ proces krzepnigcia, przy czym zaczng powstawac
krysztaly arsenu; w kazdej nizszej temperaturze bedziemy mieli mieszaning stalego arsenu i stopu
arsenu z olowiem o skladzie wyznaczonym przez krzywa AB — dla przykladu w temperaturze
400°C (punkt P3) bedzie to mieszanina arsenu i stopu o skladzie odpowiadajgcym punktowi P; ;
ponizej punktu P, otrzymamy mieszanine krysztalow arsenu i olowiu. Punkt B jest punktem
eutektycznym — punktem wspolistnienia trzech faz: cieklego stopu, arsenu i olowiu. Ozigbianie
cieklego stopu o zawartosci olowiu wigkszej niz w punkcie B (93%;, atomowych olowiu)
przebiega podobnie jak w przypadku opisanym poprzednio, z tym Ze najpierw po przekroczeniu
krzywej BC wydzielaja si¢ krysztaly olowiu. Duzo bardziej skomplikowane jest zachowanie
ukladow tworzacych ze sobg kilka zwigzkéw w réznych proporcjach wagowych. Wystgpuje
wowczas kilka punktéw eutektycznych. Przyklad takiego ukladu przedstawia rys. 2 — wykres
fazowy ukladu srebro-stront. Opisane wyzej przyklady zaczerpnelismy z ksigzki ,,Chemia”
Linusa i Petera Paulingow. Jak wyglada wykres fazowy dla ukfadu tréjsktadnikowego: KF, LiF,
NaF, mozecie zobaczy¢ na naszym anaglifie (rys. 4). SkorzystaliSmy tutaj z fatwego do
udowodnienia faktu, ze suma dlugosci odcinkéw a, b, ¢ w trojkacie rownobocznym (rys. 3)
rowna jest dlugosci boku. Kazdy punkt trojkata réwnobocznego wyznacza wiec jednoznacznie
sklad procentowy mieszaniny trojskladnikowej; przyporzadkowalismy mu jeden punkt
powierzchni okreslajacy temperature, w ktorej rozpoczyna sie krzeprigcie mieszaniny o danym
skladzie (wykorzystalismy anaglif z ksigzki ,,Ksztalcenie wyobraini przestrzennej mlodziezy
szkot zawodowych” Danieli Zuk).




