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W tym miesigcu poswigcamy numer Delty anaglifom —
rysunkom, ktore ogladane przez dwukolorowe
okulary daja obraz naprawde tréjwymiarowy. Dzigki
nim przekonacie si¢ naocznie, ze z prostych mozna
zbudowaé nie tylko plaszczyzng, ale réwniez
powierzchnie zakrzywione, zobaczycie ciekawe
wielociany, rozmieszczenie atoméw wsieciach
krystalicznych i skomplikowanych czasteczkach
bialek. Wystarczy, ze popatrzycie na ilustracje przez .
okulary dolaczone do kazdego egzemplarza Delty —
szkietko zielone powinno by¢ z lewej strony. Moze sig
zdarzy¢, ze poczatkowo nie zobaczycie naszych .
rysunkéw tréjwymiarowo — zmieniajcie wowczas
odleglosé oczu od kartki i kat, pod jakim patrzycie,

a po kilku prébach na pewno Wam si¢ uda.
Uprzedzamy jednak, e sa w tym numerze réwnieZ
rysunki ,,plaskie”. Jesli ogladanie anagliféw spodoba
sie Wam, mozecie sami sprébowac je rysowac.
Pomoze Wam w tym artykul prof. Otto podajacy opis
konstrukcji prowadzacej do powstania anaglifow —
postarajcie si¢ zrozumie¢, dlaczego mozna w ten
spos6b odtworzy¢ obraz, jaki widzimy kazdym

z naszych oczu, kiedy patrzymy na przedmiot
tr6jwymiarowy. Zamieszczony obok anaglif powstal

z dwéch zdje¢ tego samego obiektu wykonanych

z dwu réznych punktéw w odleglosei zblizonej do
odleglosci migdzy oczami czlowieka. W tym przypadku
obiektyw aparatu ,,wykonuje” odpowiednie
rzutowanie na plaszczyzne rysunku. Reprodukowane
w tym numerze anaglify sa ,,negatywowe” — tlo

to suma dwéch kolordw, sam za$ rysunek to brak
jednego z nich. Nie dysponujac maszyna, kladaca
bardzo réwno farbe, latwiej wykonywac anaglify
,»pozytywowe” — rysowaé kolorowa kreske¢ na biatym
tle. W tym jednak przypadku wiasciwy efekt osiggnaé
jest trudniej. Nie mozna na przyklad uzy¢ koloru
niebieskiego, tylko odpowiedni zielony. Czerwony
kolor tez musi byé¢ odpowiednio.dobrany. Oba kolory
powinny by¢ jak najintensywniejsze, takie jednak,

aby nie byly widoczne przez szkietko tego samego
koloru. Zwykle trudniej jest dopasowac kolor

zielony — my uzywaliémy czeskiej kredki ,,Toison
d’Or Polycolor nr 117,

L \

Przyélijcie Wasze anaglify, ciekawsze z nich
wydrukujemy, moZecie nam réwniez przesylac
propozycje tego, co chcielibyscie zobaczyé
tréjwymiarowo. W nastgpnych numerach bedziemy
zamieszczali anaglify na przedostatniej stronie i jesli
chcecie nadal uczestniczy¢ w zabawie, powinniscie
zachowaé okulary przynajmniej do kofica tego roku,
a gdyby okazalo sig, ze ta forma ilustracji Wam
odpowiada, bedziemy kontynuowac nasz cykl
anaglifowy rowniez w roku przyszlym.

Redakcja




O krysztalach wegla,
czyli diamencie 1 graficie

v EHEMNMANE]
LT AFArZE] f1104NV IN Ll

jalnie nie dziwi, gdy dowiaduje si¢
\ 1t jest krystaliczng postacia

1. ratpliwie zaskakujgca jest natomiast
informacja o tym, Zze druga strukturg krystaliczng

a przez wegiel jest diament. Dowiodt tego
avoisier pod koniec XVIII wieku, gdy po

i ntu otrzymat dwutlenek wegla. Narzuca
niejscu pytanie, dlaczego ta sama

ja, z punktu widzenia wlasnosci chemicznych,
ec tak istotnie rozne wlasnosci fizyczne. Otoz
czarny i migkki grafit (od greckiego ,,graphein” —
rysowac) oraz przezroczysty i niezwykle twardy
diament (od greckiego ,,adamas” — niezwycigZony)
maja zasadniczo rézne struktury krystaliczne.

W regularnej sieci diamentu kazdy atom wegla
znajduje si¢ w $rodku czworoscianu foremnego,
ktorego wierzchotki wyznaczaja cztery sasiednie atomy
wegla odlegte o 1,54 A od atomu centralnego. Latwo
wyobrazi¢ sobie, iZ tak skonstruowana sie¢ jest bardzo
wytrzymala, co przejawia si¢ w skali makroskopowe;j
duza twardoscia diamentu. Z kolei grafit zbudowany
jest z warstw szesciokatow foremnych (podobnych d
plastra miodu), jest to tzw. sie¢ heksagonalna. '
Odleglo$é miedzy atomami w warstwie wynosi 1,42 A,
natomiast miedzy warstwami az 3,35 A; w efekcie
grafit jest luzniej upakowany niz diament (ggstosc
grafitu wynosi 2,2 g/cm?3, a diamentu 3,5 g/cm?3).
Warstwowa sieé grafitu jest o wiele slabsza
mechanicznie niz sie¢ diamentu, gdyZ stabo zwigzane
warstwy mogg si¢ tatwo po sobie $lizga¢. Dzigki temu
wlasnie mozemy grafitu uzywac do pisania.

Struktura grafitu

Struktura diamentu

Zrozumienie optycznych i elektrycznych wlasnosci
diamentu i grafitu wymaga glebszego wniknigcia

w naturg wigzan chemicznych tych krysztatow.

W diamencie sg to wigzania czysto atomowe
(kowalencyjne) i w efekcie diament jest
pélprzewodnikiem takim jak german czy krzem.

Majac jednak bardzo duza przerwe energetyczng jest
przezroczysty dla swiatla widzialnego, a przewodnictwo
elektryczne wykazuje jedynie w wysokich

. temperaturach. Z kolei grafit ma w ramach jednej

warstwy wiasnosci metaliczne i w efekcie wartos¢ jego
przewodnictwa elektrycznego wzdhuz warstwy jest
okoflo stukrotnie wigksza, niz gdy przepuszczamy prad
elektryczny prostopadle do warstw.

Warto tez zdawac sobie sprawe z faktu, iz diament

w warunkach normalnych jest struktura metatrwals, to
znaczy energetycznie korzystniej jest dla krysztatu
przebudowac si¢ do struktury grafitu. Posiadacze
pieknych brylantéow, czyli szlifowanych diamentow,
nie muszg w tym momencie wpada¢ w panike, ale
powinni wiedzie¢, Ze w temperaturze 2000°C ich
diamenty zmienig si¢ w grafit w ciaggu kwadransa.
Naturalnymi warunkami istnienia diamentow sg, jak
latwo si¢ domysli¢, wysokie ci$nienia i temperatury.
Tak wiasnie wykonatla liczne diamenty Natura i tak
usituje to juz od ponad 30 lat robié czlowiek.
Pierwsza syntezg diamentu przeprowadzono bowiem
w 1953 roku pod ci$nieniem 70 000 atmosfer,

w temperaturze 3000°C. Od tego czasu syntetyczne
diamenty produkuje si¢ juz przemystowo, jednakze ich
rozmiary s3a rzgdu kilku milimetréw. Dla poréwnania
mozna wspomnie¢, iz najwigkszy diament wsFystkich
czasow to znaleziony w 1906 roku w Afryce
poludniowej Kullinan o dtugosci 10 cm i wadze 621 g.
Diament ten zostal pocigty na 105 brylantéw,

z ktorych najwiekszy — Gwiazda Afryki (530 karatow)
zdobi obecnie berlo krélow angielskich.



O anaglifach

Prof. dr Edward OTTO

Anaglify s to pary obrazéw tego samego przedmiotu
wykonane z dwéch stanowisk, ktérych odleglo$c jest
réwna odlegtosci pary oczu (okoto 70 mm); jeden

‘7 nich nazywa¢ bedziemy obrazem prawym, a drugi

obrazem lewym. Jezeli tak bedziemy patrze¢, Ze lewy
obraz bedziemy widzieli tylko lewym okiem, a prawy
tylko prawym, to wrazenie bedzie takie, jak gdybySmy
patrzyli bezpo$rednio na przedmiot.

Najczesciej te dwa obrazy wykonujemy na jednym
papierze, lewy tuszem czerwonym, a prawy tuszem
zielonym i ogladamy przez okulary, ktére maja

z lewej strony szklo zielone, a z prawej czerwone.
Wtedy lewym okiem bedziemy widzieli tylko lewy
obraz, a prawym tytko prawy — oba jako czarne;
czynié to bedzie wrazenie bezposredniego ogladania
przedmiotu. Jak to mozna osiggnac?

Obrazy, o ktérych byla mowa, s3 to obrazy
perspektywiczne. Aby wigc rzecz wyjasni¢, nalezy

powiedzieé, jak powstaje perspektywa (oczywiscie

jedna).

Oznaczmy przez m plaszczyzne obrazu (np. szybe),

_a przez S nie lezacy na niej tzw. érodek rzutu

perspektywicznego. Promien $wiatla wychodzacy

z punktu W i zdaZajacy do punktu S przebija
plaszczyzne = w punkcie W', ktory nazywamy rzutem-
albo obrazem perspektywicznym punktu W,

Podobnie powstaje obraz perspektywiczny 4’ punktu 4;
widaé, ze obrazem (rys. 1) perspektywicznym prostej
WA jest prosta W’A' (jako przecigcie plaszczyzny n
plaszczyzna AWS). Tak/powstat-obraz
perspektywiczny ostrostupa ABCDW; jezeli figura F
znajduje si¢ miedzy nieprzezroczystg plaszczyzng =

a punktem S, to obrazem perspektywicznym F’ bedzie
cieni F przy oswietleniu skupionym w punkcie S

. (rys. 2).

Na og6t para prostych rownoleglych w obrazie .
perspektywicznym przedstawia si¢ jako para prostych
przecinajacych sig, jak to wida¢ na rysunku 3 i
przedstawiajagcym prostoliniowy odcinek toru
kolejowego. Wyjatek stanowig takie proste
réwnolegle, ktore sa rownolegle do plaszczyzny & (np.
progi linii kolejowej na rys. 3).

Celem tego krétkiego artykutu jest opis niezbednych
czynnosci potrzebnych do rysowania anagliféow. W tym
celu podamy pewne reguly i konstrukcje rzutu
perspektywicznego nieskomplikowanych figur
geometrycznych. - :

Na rzucie @’ prostej @ wyr6zni¢ mozna (rys. 4) dwa
punkty: punkt 7, zwany $ladem tlowym, w ktorym
prosta przebija plas;:czyzne obrazu, oraz punkt Z,,

w ktérym prosta a, przechodzaca przez srodek rzutu S
i réwnolegla do a przebija plaszczyzne obrazu 7;
nazywamy go $ladem zbiegu prostej a, poniewaz,
obrazem ciagu punktéw prostej a rozbieznego do
nieskonczonosci jest ciag punktow zbiezny do Z,.
Oczywiscie, dwie proste rownolegle maja wsp6lny §lad
zbiegu.
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Wezmy pod uwage plaszczyzng «; jej przecigcie _
z plaszczyzng obrazu r nazywamy $ladem tlowym 7,
plaszezyzny «. Oznaczmy przez z, przecigcie
plaszczyzny obrazu x i plaszczyzny «, przechodzacej
przez S rownolegle do «; z, nazywamy sladem zbiegu
plaszczyzny o. Oczyw15c1e Zy || ty. Z definicji sladow
wynika, Ze

fac o)< [(T, €ly) A (Z, € 2]
oraz (@|| o) = (Z, € z);
jesttez [(@#b) A (anb # D)< [Z.Z, || TLTy).

Przystepujac do wykonania perspektywicznego

obrazu przedmiotu trzeba najpierw okresli¢ polozenie
srodka rzutow S wzgl@dem plaszczyzny obrazu.
Osiggamy to rysujac rzut prostokatny S, punktu Snam
(rys. 5) oraz kreslac okrag K o $rodku S,

i 0 promieniu r = SS,; K nazywamy okregiem
glebokosci.

Z okreslenia sladu zbiegu Z, prostej a wynika, ze kat
miedzy prosta a i plaszczyzna = wtedy i tylko wtedy

wynosi i:—, gdy slad zbiegu Z, lezy na okregu K; jest
tez widoczne, ze
(I L)<= (Z, = Sn).

Jezeli Z, i Z, sq koncami $rednicy okregu K, to
a lb.

Narysujmy rzut prostej a laczac jej slad zbiegu Z, ze
sladem tlowym T, (rys. 6) i obierzmy na nim rzut

. A'B’ odcinka. Prawdziwg jego dhugos¢ mozna

otrzymaé w nastgpujacy sposob: rysujemy slady
plaszczyzny o prostopadiej do =z i zawierajacej prosta a;
slad zbiegu z, = Z, S, oraz Slad tlowy 1, || z¢ .
1 przechodzacy przez T,. Nastgpnie rysujemy tréjkat
prostokatny Z,S,S° przystajacy do trojkata Z, S5,
zaznaczamy na $ladzie zbiegu plaszczyzny o taki

punkt M,, 2e Z,M, = Z,S° (= Z,S), punkt M; =
faczymy z punktami A’ i B’ zaznaczajac na Sladzie
tlowym 1, punkty A=1t,"nM,AiB=t,nM,B.
Odcinek AB jest réwny odcinkowi AB prostej a. (Aby
to udowodnié, wystarczy zauwazyé, Ze rzeczywisty
tréjkat T, BB jest podobny do tréjkata Z, M, S°, gdzie
Z,M, = Z,5° wobec czego T,B = T,B i analogicznie
dla punktu A4). Punkt M, nazywamy punktem
mierzenia dla prostej a. JeZzeli zamiast prostej ukosnej a
wezmiemy na plaszczyznie « prosta b rownolegla do =
(tzn. do £,), to role punktu mierzenia gra kazdy

punkt M, prostej z,, poniewaz czworokat C'D'DC

jest rzutem rownolegloboku. Zostalo to wykorzystane

na rys. 7 przy odmierzaniu odcinka 4B = AB na

prostej b prostopadlej do danej plaszczyzny «.

Wykorzystujac powyzsza konstrukcje narysujemy
perspektywe szescianu stojacego jedng Sciang na
poziomej plaszczyZnie «. Dla ulatwienia krawedzie
podstawy niech beda ustawione pod katem z/4 do
plaszczyzny obrazu.

Jezeli punkt A’ zostatl obrany dowolnie, to rzuty
krawedzi otrzymamy laczac 4’ z Z, i Z;, ktore sg
punktami przeciecia $ladu zbiegu z, i okrggu
glebokosci K. Odcinek m réwny krawedzi szescianu
odmierzamy od punktu A4 na prostych a, bic
korzystajac z punktow mierzenia M,, My i M, = S,.
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Rys. 10

Podane wiadomosci o rzucie perspektywicznym
wykorzystamy przy rysowaniu anagliféw. Przed
plaszczyzna obrazu wspolng dla dwoch rzutow
obierzmy dwa Srodki rzutéw S; i S, w tej samej
odleglosci od plaszezyzny rysunku 9 (np. 350 mm)

i tak, aby odcinek S, S; miat dlugosé np. 68 mm.
Kazdy punkt P bedzie mial dwa rzuty P, i P,, ktére
tylko wtedy sig pokrywaja, gdy P € . Obierzmy
najpierw plaszczyzne o L7 i przechodzacy przez S

i S,; jej sladem zbiegu bedzie prosta Sy S», zaréwno
dla perspektywy ,,lewej”, jak tez ,,prawej”. Slad tlowy
1, bedzie réwnolegly do z,; = z,,. Jezeli z gory dany
jest rzut P; punktu P € «, to najpierw kre§limy prosta
a 1w zawierajaca P; oczywiscie Z,; = Sy'i T, € 1,.
Nastepnie rysujemy rzut a, laczac punkt 7, ze sladem
zbiegu Z,, = Sap; rzut ,,prawy” P, punktu P znajduje
si¢ na a,, przy czym PP, || z, || f, — ten ostatni
zwigzek z tego powodu, Ze promienie widzenia S;P

1 8, P lezg w plaszczyZnie réwnoleglej do #,, wobec
czego pl(SiS,P)nm = PP, || z,.

Na rysunku 9 jest jeszcze perspektywa Q;1 Q,
punktu Q, konca odcinka PQ prostopadiego do
plaszezyzny o (a wige || 7). Perspektywy Q1 0,
uzyskano za pomoca punktéw mierzenia M; = Sy
iM, = S;p.

Dotychczasowe rozwazania prowadza do wniosku, Ze
prawe perspektywy punktéw plaszczyzny

réwnoleglej do z, a zawierajacej punkt P, powstajg

z lewych perspektyw tych punktéw przez przesunigcie
o wektor w = PP,; oczywiscie dla plaszczyzny
mamy w = 0.

Opierajac si¢ na podanych konstrukcjach narysowano
anaglif szescianu, ktorego jedna $ciana lezy na
plaszczyZnie obrazu, oraz czworoécianu foremnego,
ktérego wierzcholki sg tez wierzcholkami szescianu.

Wiegcej przykladéw mozna znalez¢ w ksigice F. i E.
Otto, Podrecznik geometrii wykresinej.



5 : Mowic bedziemy o wieloscianach wypuklych, ktérych Sciany sa trojkatami
0 therdzenlu rownobocznymi. Oznaczaé bedziemy dalej takie wielosciany R7. Rozwazymy

FICUdentha]a pytanie, ile jest (z dokladnosciag do podobienstwa) wieloscianéw RT.

Nietrudno oszacowac z gory ich liczbe. Jak latwo zauwazy¢, w wierzchotkach

van der Wael‘dena wielo§cianu RT moze si¢ zbiegac 3, 4 badz 5 scian — oznaczmy liczbe takich

wierzchotkéw odpowiednio przez wy, wy 1 ws. Przypomnijmy teraz wzor Eulera

: w—k+s = 2,
Mgr Adam GAJDA

gdzie w to liczba wierzchotkéw, k — krawedzi, s — scian wieloscianu wypuklego.
Poniewaz sciany sa trojkatami, wige

Poréwnaj Delta 12/1975.

2k = 3s,
liczba wierzchotkow wynosi
W= Ws+W,+Ws,
; poniewaZ kazda krawedz laczy dwa wierzchotki, mamy
2k = 3wz +4ws+5Sws.
Wzér Eulera po podstawieniu tych zaleznosci przybierze postac
6(ws+ws+ws)—3(3w;, 4w, + 5ws) +2(3ws + 4w, + Sws) = 12,
czyli 3ws 42w, +ws = 12,

ktére to rownanie ma 19 rozwigzan w liczbach catkowitych nieujemnych:
(4,0,0),(3,1,1),(3,0,3),2,3,0), (2,2,2), (2, 1,4, (2,0,6), (1, 4, 1),
(1,3,3,(1,2,5,(1, 1,7, (1,0,9), (0,6, 0), (0,5, 2), (0,4, 4), (0,3, 6), (0,2, 8),
O, 1, 10), (0, 0, 12).

Otrzymane oszacowanie nie jest jednak dobre. Zaledwie o$Smiu rozwigzaniom
wyréznionym grubsza czcionka odpowiadaja wielosciany RT. Udowodnili to
Freudenthal i van der Waerden.

Ponizej podajemy dowod twierdzenia Freudenthala — van der Waerdena nie
sprowadzajgcy sig, jak dotychczas publikowane, do‘eliminacji poszczegdlnych
,»zlych” rozwigzan. :

_ Zaczniemy od dwéch lematéw.

Lemat 1. Wieloscian RT o dwdch sqsiednich narozach trdjsciennych jest
czworosScianem.

Dowéd. Niech 4 i B bedg trojsciennymi wierzchotkami wieloscianu W, a Ci D
roznymi wierzchotkami sgsiednimi wzglgdem A i B. Wobec tréjéciennosci 41 B
punkt D jest sasiednim wierzchotkiem wzgledem 4 i C oraz wzglgdem Bi C.
Krawedz DC domyka zatem wieloscian W, ktéry wobec tego jest czworoscianem
ABCD.

Lemat 2. Wieloscian RT o trzech narozach czterosciennych przy jednej scianie
jest osmioscianem.




Czyliws # 0AwW; # 4 -
W =W, =

Dowéd. Niech 4BC bedzie Sciana wieloScianu W majgca we wszystkich
wierzchotkach naroza czteroscienne, a D wierzcholkiem sgsiednim wzgledem

A1 B, E—wzgledem Bi C, F— wzgledem A4 i C. Wobec cztero$ciennosci

narozy A, B i C trojkaty ADB, DBE, BEC, ECF, CFA i FAD s3 $cianami W.
Zatem ABCDEF jest osmio$cianem. Przypusémy, ze W nie jest tym

osmioscianem i rozetnijmy W plaszczyzna DEF na ten o$mioscian i wieloscian RT,
ktéry oznaczymy W'. Wieloscian W’ nie moze by¢ czworo$cianem, .gdyz wtedy W
nie bylby RT jako majacy trzy $ciany bedace rombami. Ale, gdyby naroza D, E, F
wieloscianu W’ byly wigcej niz tréjscienne, wieloscian W nie bytby wypukly.
Przypuszczenie nasze okazalo si¢ wiec falszywe.

Za pomocg udowodnionych lematéw wyeliminujemy teraz 10 ,,ztych” rozwigzan:

Twierdzenie 1. Jesli wieloscian RT ma (co najmniej) jedno naroze trdjscienne, to
Jest czworoS$cianem lub szescioscianem (zlaczeniem dwoch czworosciandw
o jednej $cianie wspdlnej).

Dowdd. Niech O bedzie tréjsciennym narozem wieloscianu W, zas§ ABO, BCO

i ACO jego scianami. Jesli W nie jest czworoscianem, to plaszczyzna ABC
rozcina go na czworoscian ABCO i wieloscian RT, ktory oznaczymy przez W',
Wobec wypuklosci W wielo$cian W’ jest zawarty we wnetrzu naroza 0.
Przypusémy, Zze W’ nie jest czworoscianem. Naroza 4, B, C wieloscianu, W'’ sg

co najwyzej czworoscienne, gdyz w przeciwnym razie wieloscian W mialby naroza
co najmniej szescioscienne. Z drugiej strony (wobec lematu 1) co najmniej dwa

z nich s3 czteroscienne. Wszystkie trzy jednak czworoscienne byé nie moga, gdyz
(wobec lematu 2) wéwczas W’ bylby o$mioécianem i nie miescitby sie we wnetrzu
naroza O. Rozpatrzmy wobec tego przypadek, gdy jedno z nich, powiedzmy A4,
jest tréjscienne, a B i C — czteroscienne. Oznaczmy przez D (wspdlny) sgsiedni
wierzcholek A i B oraz 4 i C. Odcinajac od W’ plaszczyzna BCD czworoscian
ABCD otrzymujemy wieloScian RT o dwéch sasiednich narozach (Bi C)
trojsciennych, a wigc (wobec lematu 1) czworoscian. Oznaczmy przez E jego
czwarty wierzcholek. Wowezas E nie lezy wewnatrz naroza O, a wigc W nie jest
RT. Zatem przypuszczenie nasze okazalo si¢ falszywe.

Pozostaje do wyeliminowania ,,zle” rozwigzanie (0, 1, 10).
Twierdzenie 2. Nie ma wieloscianu RT o dokiadnie jednym narozu cztero$ciennym.

Dowéd. Wobec twierdzenia 1 wystarczy wykazad, Ze nie ma takiego wielo$cianu
bez narozy tréjsciennych. Wezmy pod uwage wieloscian RT bez narozy
tréjsciennych o czterosciennym narozu 0. Oznaczmy sgsiadujace z nim
wierzcholki przez 4, B, C, D. Przypusémy teraz, ze wieloScian nie ma innych
narozy czterosciennych. Naroza A4, B, C, D sg zatem piecioscienne. W kazdym

z nich zbiegaja si¢ wiec po trzy Sciany nie nalezace do naroZa O. Zbiegajg si¢ one
po trzy w narozach 4, B', C’, D', ktére tez musza by¢ piecioscienne. Wobec tego
w kazdym z punktow A4, B', C’, D' zbiegaja si¢ po dwie $ciany nie przechodzace
przez zaden z wierzchotkow A4, B, C, D. Maja one zatem wspdlny wierzcholek,
ktéry wbrew naszemu przypuszczeniu okazuje sie czteroscienny.

W ten sposéb dowdd twierdzenia Freudenthala — van der Waerdena zostat
zakonczony, :




Bia}ka W drugiej potowie naszego stulecia dokonuje sie
niebywaly postep w poznawaniu fizykochemicznych
podstaw dzialania Zywej komorki. Dzigki rozwojowi

== technik badawczych zidentyfikowano wiele tysigc

Dr M aciej GELLER czasteczek, poznano wiele ich wlasciwosci oraz -
zasadnicze cechy szeregu podstawowych proceséw
skladajacych si¢ na to, co nazywamy zjawiskiem zycia.

: Do najwazniejszej klasy czasteczek nalezg bialka,

a najciekawsze ich wlasciwosci zwigzane sa z ich

struktura przestrzenna, gdyz wlasnie dzigki

odpowiedniemu ksztaliowi moga one spelniaé swoja
rolg biologiczng.

Bialka sg zasadniczo zbudowane z mieszanych

liniowych polimeréw, to znaczy czasteczek

przypominajacych swoja budowa tancuch, ktorego
poszczegolne ogniwa (mery), chociaz podobne, nie
musza byc identyczne. Prostsze bialka to wiasnie takie
pojedyncze laricuchy (nazywane polipeptydami), inne
to kompleksy utworzone z kilku takich tafncuchéw.

Pozostale biatka zawierajg dodatkowo znacznie

mniejsze niebiatkowe sktadniki niezbedne jednak do

ich poprawnego dzialania.

Przypomnijmy, Ze kolejno$¢ poszczegdlnych meréw

w tych fancuchach jest zakodowana w strukturze

polimeréw biologicznych nalezacych do innej, bardzo

waznej klasy — kwasow nukleinowych (DNA).

Wykorzystanie tej informacji do budowy odpowiednich

fafcuch6w polipeptydowych okreslane jest mianem

procesu biosyntezy bialtka.

Bialka pelnia réznorodng rolg w Zyciu organizmu.

Moga by¢ materialem konstrukcyjnym, kurczliwym

(migsnie), srodkiem transportujacym inne wazne

substancje. Najwazniejsza rola bialek jest jednak

regulacja predkosci prawie wszystkich procesow
biochemicznych, czyli funkcja enzymatyczna.

Rys. 3. Struktura o lancucha polipeptydowego. ST et i
R ' H Ho R
| il |
——-—C,.‘-‘—N—E-C—GC“—@N——';_—C — G —
B
H H i R | 0 H
I 1

e e Rys. 1
Na rys. 1 przedstawiony jest schemat budowy
chemicznej faficucha polipeptydowego. Pojedynczy mer
nazywany jest reszta aminokwasows, natomiast
réznice dotycza tzw. grupy bocznej oznaczonej
symbolem R. Dzigki wlasciwosciom struktury
elektronowej tych czasteczek w tancuchu takim

istnieje pewna swoboda rotacji wokdl wigzan
chemicznych laczacych atomy wegla oznaczone
symbolem C z'resztg faficucha. Powoduje to, ze
lancuch taki moze przybiera¢ rézne struktury
przestrzenne stabilizowane dodatkowo kilkoma
innymi czynnikami fl?)'i'.‘zl'l\fl‘ll chnyn z nich jes
mozliwosé utworzenia tzw. wigzan wod or\w‘yu]
Tworza si¢ one, w omawianym przypadku, w razie
wspolliniowego ustawienia grup C=0i N—H.

\‘"m._ 2 '/,’

Sytuacja taka przedstawiona jest na rys. 2. Mimo

wigzania wodorowe sa znacznie stabsze niZ typowe
e ' wigzania chemiczne, moga istotnie wplywa¢ na ksztalt

Rys. 4. Typowa struktura § naturalnego jedwabiu. przestrzenny bialek.




Rys. 6. Tlen zwigzany w hemie.

Badania struktury przestrzennej bialek,
wykorzystujace gléwnie zjawisko ugigcia
promieniowania rentgenowskiego na uwodnionych
krysztalach biatkowych, doprowadzity do stwierdzenia,
ze odcinki laficucha polimerowego moga przybierac
posta¢ dwdch struktur przestrzennych oznaczanych
symbolami « i 8. Struktura o przedstawiona jest na
rys. 3. Laricuch polimerowy jest w niej jakby
nawiniety spiralnie na boczna powierzchnig walca.
Wiazania wodorowe stabilizuja te strukturg

w kierunku réwnolegltym do osi walca.

Rys. 4 przedstawia strukturg naturalnego jedwabiu,
ktorego wiékienkowa budowa jest typowym
przykladem struktury g. Duza liczba ulozonych
blisko siebie laficuchéw, polaczonych wigzaniami
wodorowymi przypomina wygladem pofaldowana
kartke. Warto zwroéci¢ uwage na wzajemne
dopasowanie przestrzenne grup bocznych, ktére jest
dodatkowym czynnikiem stabilizujgcym te strukturg.
Tym samym wiékna jedwabiu wykazuja rézne
wlasciwoséci fizyczne wzgledem trzech wzajemnie
prostopadtych kierunkéw. Wzdluz pierwszego, zgodnie
z kierunkiem wigzan chemicznych, wiékna te maja
duza wytrzymatosé mechaniczng, warunkowang
silnymi wigzaniami chemicznymi. Drugi kierunek,
wyznaczony przez prostopadly do pierwszego uklad
wiazan wodorowych, nadaje sporg spoistos¢ takim
wléknom. Wreszcie trzeci, prostopadly do dwoch
poprzednich, to kierunek najstabszych oddzialywan
przyciagajacych warunkowany wspomnianym
dopasowaniem przestrzennym grup bocznych.
Powoduja one tworzenie si¢ warstw jedwabiu, ktore -
mozna jednakze stosunkowo latwo rozdzielic.

Na rys. 5 przedstawiono strukture przestrzenng
mioglobiny — biatka, ktére pelni rolg¢ magazynu tlenu
we wioknach miesniowych ssakow. Dla wigkszej
przejrzystosci rysunku oznaczono na nim jedynie
pozycje wegli C laicucha polipeptydowego. Jak

. wida¢, struktura ta ma postaé globuly utworzonej

przez kilka odcinkéw o strukturze o. Dodatkowo
widaé takze niebiatkowa cze$¢ mioglobiny, zwang
hemem, ktéra bezposrednio wiaze tlen (rys. 6).

Warto zwrdcié uwage, ze hem nie jest polaczony
zadnymi wigzaniami chemicznymi z czgscia biatkowa.
Mozna zatem stwierdzié, ze ewolucyjnie wyksztalcona
czasteczka tego biatka zapewnia jedynie odpowiednie
otoczenie, bez ktérego hem nie mégiby pelnié swej roli
biologicznej.

Hemoglobina, biatko transportujace tlen w ukladzie

" krwionoénym jest to kompleks zbudowany z czterech

podjednostek, z Ltorych kazda przypomina strukture
mioglobiny. Okazalo sig, Zze dzigki takiej budowie
hemoglobina moze wydajniej wigzaé tlen niz cztery
pojedyncze podjednostki.

Na zakoficzenie nalezy stwierdzié, ze do pelnego
poznania funkcji, jakie peinia bialka w zywym
organizmie, niezbedne sa badania zmian struktury
przestrzennej w trakcie proceséw, w ktorych biorg one
udzial. Totez jeste$Smy przekonani, Zze w niezbyt
odleglej przyszloéci wlasciwym srodkiem pokazujgcym,
czym s3 i jakg role pelnig bialka (a takZe inne
czasteczki biologiczne), beda obrazy filmowe
wykonywane technika tréjwymiarowa.



Zasada Cavalieriego

Jak obliczy¢ objetos¢ bryly powstalej z przecigcia
dwdch walcow o rownych promieniach, ktorych osie
przecinaja si¢ pod katem prostym (rys. 1)? Pomoze
nam w tym zasada Cavalieriego.

Jesli przecigcie dwoch bryt z kazda plaszczyzna
pozioma daje dwie figury o rownych polach, to bryly
te majg rowna objetosé.

Tlustracja tej zasady bywa wyprowadzenie wzoru na
objetos¢ kuli (o promieniu R). Druga brylg jest wtedy
walec o wysokosci 2R 1 promieniu podstawy R,

z ktorego wycigto dwa stozki o podstawach
pokrywajacych si¢ z podstawami walca i wspolnym
wierzchotku w polowie osi walca (rys. 3) (o$ walca jest
pionowa). Przecinajgc te bryle plaszczyzng pozioma
odlegla o r(r < R) od wierzcholka stozka otrzymujemy
pierscien o polu nR? —nr?. Przecinajac kule

Rys. 1 plaszczyzng odlegla o r od srodka kuli otrzymujemy
kolo o promieniu |/R3—r2, a wiec o polu rownym
poprzedniemu przekrojowi. Objetos¢ kuli réwna jest
wiec roznicy objetosci walca i objetosci stozkow,

czyli

4

[t

Vi =7wR%2-2R—2+-+nR?*: R = —aR>.

3

Rys 3%

10



Rys. 4

Zadania

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

Wracamy do pierwotnego zadania. Niech R bedzie
teraz promieniem podstawy walcéw (ich osie sa
poziome). Jako drugiej bryly uzyjemy szescianu o boku
2R z wycigtymi dwoma ostrostupami o podstawach
pokrywajgcych si¢ z gorna i dolng $ciang szescianu

i wierzcholkach w srodku szescianu (rys. 4).
Przecinajgc t¢ brylg plaszczyzna pozioma odlegla o r

(r € R) od srodka szescianu otrzymamy figurg o polu
4R%—4r%. Natomiast przecinajac poprzednia bryle

otrzymujemy kwadrat o boku 2y 'R%2—r2. A wiec znéw
z cytowanej zasady
V= 8R3—2-,i’4R2‘ R-—= = R
3 3
Ciekawe: mimo iz bryla powstala z bryl obrotowych "
i jest wyraZnie zaokraglona, we wzorze na objgto$¢ nie
wystepuje 7.

SR,

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 361. Jakie wielokaty foremne mozna uzyskaé
w przecigciu wieloscianow foremnych p}aszczyznq?
Rozwigzanie na str. 17

F 151. Przy stygnieciu drutu Zelaznego rozgrzanego do wysokiej temperatury obserwuje si¢ nastepujgce
zjawisko: dhugos¢ drutu poczgtkowo jednostajnie malc,jc ale przy temperaturze 910°C nastepuje
gwdhnwvc jego wydhizenie. Jednoczes$nie drut ponownie rozzarza si¢. Przyczyna wydhiZenia jest

przyczyng ponownego rozzarzania?
Rozwiazanie na str. 14

~_zmiana struktury Krystalicznej zelaza (patrz rysunek) ze struktury najgestszego upakowania () do
. struktury kubicznej objetosciowo centrowanej («) i zwigzane z tym zmniejszenie gestosei. A co jest




‘Zat.h@ceni tym sukcesem mozZe

,,Krzywe” powierzchnie z prostych

Najprostszym przykiadem powierzchni utworzonej

z prostych jest plaszczyzna. Jako przepisu na jej
otrzymanie mozna uzy¢ zdania: ,,wezZmy sume
prostych réownoleglych, prostopadtych do danej
prostej”. Sprébujmy teraz co$ w tym przepisie
zmieni¢. Np. ,,do danej proctCI zastapmy przez ,,do
danego okr@;,u - oczywiscie, otrzymamy walec
obrotowy. Zaslgpujqc inaczej (np. ,,do danej
paraboli”, ,,do danej sinusoidy” czy ,,do danej
krzywej plaskiej’”) otrzymamy rozmaite inne walce
(paraboliczny, sinusoidalny i jakis jeszcze). Latwo tez
zauwazy¢, Zze warunek prostopadiosci moze by¢ na
ogol zastgpiony przecinaniem (Czytelniku, kiedy nie
mozna go opusci¢?). Czasami mozZna teZ zrezygnowac
z wymagania, by krzywa byla plaska (kiedy?).
Wszystkie walce sg jednak ,,malo krzywe” w tym
sensie, ze po dokonaniu ewentualnie rozcie¢ daja si¢
rozlozy¢ na fragme 11) ;,mth? ny (badz calg
plaszczyzng) — sa, jak to sig méwi, rozwijalne.

1

Czy istnieja nierozwijalne powierzchnie prostokresine
(tak nazywa si¢ powierzchnie bedace suma pewnej
rodziny prostych)?

¥ atwo zauwazyc, Ze stozki (sumy prostych
YT
przecinajacych dang krzywa plaska i przechodzacych
rzez dany punkt nie lezacy w plaszczyznie tej
tv) i A
krzywej) sa, niestety, rownieZ rozwijalne.

Wystarczy jednak w naszym przepisie na plaszczyzne
zamiast rownolegtosci zazadaé, aby proste przecinaly
lini¢ Srubowa o osi na danej prostej, by ﬂivw'm@é
merozwuainq helikoide (C z} telniku, jak uzasadnié, ze
helikoida jest nierozwijalna?).

ny zwigkszyc
wymagania. Zazadajmy, aby prostokresina
powierzchnia byla nie tylko nierozwijalna, lecz
rowniez, by przez kazdy jej punkt przechodzily dwie
rozne proste lezace w calosci na powierzchni. I to da
sie zrobi¢. Zsumujmy wszystkie proste, ktore
otrzymamy obracajgc prosta wokoét danej prostej do
niej skos$nej (fatwo zrobi¢ sobie model mechaniczny —
prawda?). Otrzymana, wcigta w talii powierzchnia,




nazywa si¢ hiperboloida jednopowlokowa. Jak jednak
przekonac si¢, ze przez dy jej punkt przechodzi
jeszcze jedna sta (rézna od tej z obracania)?
Oto przepis my tworzaca ( (tak nazywaja sig
proste, z ktérych zsumowania pqutale owierzchnia)
przechodzacy przez dany punkt ip zy
wyznaczong przez ten punkt i o§ obrotu — obraz
symetryczny tworzacej wzgledem plaszczyzny jest
prosta lezgca na powterzchni (Czytelniku, udowodnij
to).

zchnia utworzona
ch prostych
arami skosnych.
iczng i jest po
riamy
/ ’kazanil:, ze przez kazdy punkt tej
C hodz:—.; dwie lezace na niej proste.
Pndobme { pytanie, czy sa nierozwijalne
powie hnie, przez ktérych kazdy punkt przec nodza
irzy roZne proste.

M. K.




Rozwigzanie zadania F 151.
W strukturze kubicznej
objetosciowo centrowanej kazdy
(zjonizowany) atom ma 8
najblizszych sasiadow, a w strukturze
najgestszego upakowania — 12.
Srednia odlegtos¢ miedzy jonami jest
wigc w przypadku najgestszego
mniejsza, a co za tym

idzie, energia odpychania
elektrostatycznego jest w tym
przypadku wigksza. Zmniejszenie sie
zatem energii elektrostatycznej jest

_ rekompensowane wzrostem energii
cieplnej, ktory powoduje ponowne
rozzarzepie drutu.

Patrz w niebo

30 maja mieszkancy Meksyku, Stanéw Zjednoczonych i péinocnej Afryki beda
mogli obserwowac¢ rzadkie, pierscieniowe zacmienie Stonica. Za¢mienie takie
wystepuje wtedy, gdy polozenie Ksigzyca spetnia dodatkowy warunek: gdy
znajduje si¢ w okolicach apogeum. Srednica katowa Ksiezyca jest wtedy zbyt
matia, aby zasloni¢ cala tarczg¢ Slonica. W najlepszej sytudcji bgda mieszkancy
Nowego Orleanu i Atlanty. Wiadomo juz, migdzy jakimi ulicami tych miast
przejdzie za¢mienie w maksymalnej fazie. W Atlancm bgdzte to pas o szcrokoscl
jedynie 6 kilometrow.,

W Polsce obserwowaé bedziemy wtedy (jesli pogoda dopisze) jedynie zacmienie
czesciowe i to ledwo widoczne: Ksiezyc zastoni tylko skrawek Stonca. Jednak
bedzieono o tyle ciekawe, Zze nastapi krotko przed zachodem. Stwarza to bardzo
dogodne warunki do préb eksperymentéw z fotografowaniem tego zjawiska:
bardzo goragco Was do tego namawiam. Jedli uda si¢ Wam zrobi¢ ladne zdjgcie —
przyslijeie nam — umiescimy je na okladce naszego pisma.

_ Zacmienie rozpocznie si¢ ok. godz. 19'% czasu letniego, zakoficzy si¢ prawie -

réwnoczesnie z zachodem Slorica ok. 20*° (momenty te sg rézne dla réznych
miejscowosci w Polsce). Stonice zajdzie w punkcw odleglym o 52° od kierunku
péinocnego.

Jak zabrac¢ si¢ do fotografowania za¢mienia? Po pierwsze trzeba mie¢ aparat
fotograficzny i (niestety) jak najdtuzszy teleobiektyw. Najlepiej ustawic sig
wezesniej ze statywem w takim miejscu, zeby jedyne obiekty (domki, drzewa)
widoczne w wizjerze znajdowaly si¢ na horyzoncie w kierunku spodziewanego
zachodu. '

Wielkosé tarczy Storica ha kliszy mozna obliczyé z prostego wzorud = a- f

(e — $rednica Stonca — oczywiscie w radianach — wynosi 0,0092), czyli bedzie

w przyblizeniu 100 razy mniejsza niz dlugosé ogniskowe;j f. Jesli wige f = 135 mm,
to obraz Slonca bedzie mial ok. 1,5 mm, czyli 1/20 wielkosci klatki filmu. Istotny
jest réwnieZ dobér filmu, powinien on byé stosunkowo malo czuly, im mniejsza
czulo$¢, tym mniejsza wielkos¢ ziarna kliszy. Dobre filmy maja ziarno wielkosci
ok. 5 um. Z takiego zdjecia mozna wigc zrobi¢ nawet 50-krotne powigkszenie
(czyli uzyskac obraz Stonca wielkosci 7 cm).

Zycze powodzenia
dr Tomasz CHLEBOWSKI
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MSE (8)

isujac dowody w odcinku 3 i 4 (Delta 12/1983,

984) pokazalismy, ze ich struktura w Mizarze MSE
praktyczmt. wyznaczona przez postac dowodzonej
Dowodzacy ma jednak pewna dowolnos¢
ustalaniu szczegolow tej struktury, jak rowniez on
duje, czy bedzie dowodzil wprost czy nie.
pominamy, Ze kroki stanowigce struktur¢ dowodu

" to: zaloZenia (assume .. let ... such that ..., given ...),
deklaraqe zmiennych (let ...) oraz konkluzje s

thus ..., hence ...). Biorge pod uwage, jedynie te

.éiementy dowodu jestesmy w stanie ustali¢, czy dany

wod moze by¢ dowodem danej tezy. To, czy jest
wodem poprawnym, zalezy jeszeze od tego, czy

Qszystkle uzasadnienid zawarte w nim (tak konkluzji,

k i krokow pomocniczych) sa akceptowane przez
odut sprawdzajacy (checker).

ozemy zatem postawi¢ pytanie: czy widzac jedynie
ywod jestesmy w stanie stwierdzi¢, jaka teza byla
wodzona? Odpowiedz jest pozytywna pod
arunkiem, z¢ w tym dowodzie nie pcslug:wano sig
nbolem thesis, gdyz wtedy zdanie kryjace si¢ za
esis zalezy od dowodzone_] tezy, a tej przeciez nie
amy.

Mizarze istnieje mozl:wosc naplsama ciggu krokéw
wodowych, lecz bez jawnego naplsama jakiej tezy
odzimy. Konstrukcla taka nazywa sig
mowaniem 1 rozpoczyna s:q od stéwka now (co

" Znaczy ;,a terBz”), a konczy si¢ jak dowdd stowem end.
“To, co moze wystapi¢ miedzy tymi dwoma symbolarm

st doktadnie tym samym, co moze znalez¢ si¢
dowodzie.
o ta konstrukcja znaczy? Otoz, gdybysmy

5 ipo_lrzeh na nig jak na dowad, to jej znaczeniem jest

$nie zdanie, ktore byloby teza takiego dowodu.
rzed now mozemy postawic etykletc i powolujac sig

- na ma w istocie powolujemy si¢ na to zdanie.
- Wezmy dobrze Ram znany przyklad, ze zwrotnosc

wynika ze spéjnosci.

FOR X HOLDS NWCXsX3
PROOF

LET X' BE ULAMEKS
THUS NWLXT»X"1 BY SPOJNOSC

‘A oto rownowazne temu dowodowi rozumowanie:

3 NOW
LET ® BE ULAMEKF
THUS NWLXsX3 BY SPOJNDSC
 ENDF

"5-W dalszym ciggu tnkatu w Mizarze nie ma roznicy, czy

powdamy sig na A4, czy na A'. Obie te etykiety
oznaczaja takie samo zdanie, a konstrukcja z now jest
wyrazZnie krotsza.

- Ktos spyta: po co zatem dowody? Po prostu

czasami dla czytelnosci warto napisa¢ dowodzong teze
W sposob jawny.
Po drugie w rozumowaniu (now) nie mozemy uzywac

thesis w takim sensie jak w dowodzie, co przeciez tak

skraca zapis. Jesli thesis wystgpuje wewnatrz
_ konstrukcji now ... end, to jest to thesis dowodu, ktory

e konstrukcjg (bezposredmo) zawiera. A jesli takiego

dowodu nie ma? Wtedy mamy blad (maszyna to
skrzetnie komunikuje), gdyz poza dowodem znaczenie
thesis nie jest okreslone.

- Konstrukcja rozumowania jest bardzo przydatna dla
- formutowania ,,lematéw”, czyli tych krokow

w dowodzie, ktére wymagaja wewnetrznych dowodow,
Spéirzmy na przyktady z poprzedniego odcinka, ale
7apisane przy uzyciu now,

FOR X»¥ EX Z ST NWLXsZ1 & NMLY#Z]
FROOF
LET X*»¥" BE ULAMEK?F
AT NOW
ASSUME NWLX*»Y*3§
THEN MWLXT»YT] & NWLYP.Y"1 BY ZWROTNOSCH
HENCE THESIS
END3
NOW
ASSUME NHEY'.X']-
THEM NWLY?¢X"J] & MWEX":XT1 BY ZWUROTNOSCH
HENCE THESIS
ENDF
HENCE THESIS BY A+SPOJNOSC
ENDF

Stowkiem thesis postuzylismy si¢ trzykrotnie. Za
kazdym razem oznaczato ono zdanie, ktore pozostato
do udowodnienia w dowodzie gléwnym. Oczywiscie,
konkluzje wewnatrz rozumowan nie wplywaly na _
zmiane znaczenia tego thesis. Powolalismy si¢ rowniez

. na efekt rozumowania (tj. na pewne zdanie) za pomocg

zahaczenia przez hence przy dokonywaniu ostatecznej
konkluzji w dowodzie. Takie niejawne zdanie
otrzymywane jako efekt rozumowania nie moze
wystgpowaé nigdzie tam, gdzie moga wystgpowac
zdania sformutowane expllcne W szczegolnosei nie
jest dozwolone napisanie przed now symboli: then,
thus, hence.

Ostatni dowod z poprzedniego odcinka skraca sig
znacznie, jesli zamiast dowodéw wewnetrznych uzyjemy
rozumowan. Zwroéémy uwage na wystapienie
rozumowania wewnatrz innego rozumowania.

FOR X»Y HOLDS
(EX Z ST MWIXsZ1 & NUWCZ»Y1 & X<3Z & ZOOY) IFF (X4OY & NWLX:YD)
PROOF LET XrY BE' ULAMEKF
== PRAWDZIWOSC PIERWSZEJ IMPLIKACJI UZYSKAMY PRZEZ RDZUHOH&N!E
. ;Sﬁ PISZEMY NIEFORMALNYs POZAMIZAROWY KOMENTAR
GIVEN Z SUCH THAT
AT NWLXsZJ AND B’z NWLZ:¥1 AND Cr: X{Z AND ZOOXYE
NOW ASSUME X=Y§ THEN Z=X BY A*+B’:ANTYSYMETRIAS
HENCE CONTRADICTION EY C7
END?
HEMNCE X4 2Y3§
THUS NWLCX,Y1 BY A,B”yPRZECHODNIOSC
END?
HENCE THESIS BY GESTOSC
END#

Zwroémy uwage, Ze thesis w tym dowodzie oznacza
koniunkcj¢ obu implikacji potrzebnych do wykazania
réwnowaznosci. Pierwsza z nich jest gwarantowana
przez dopiero co zakoriczone rozumowanie (stad
hence), a druga wynika bezposrednio z gestosci.
Zauwazmy, ze najbardziej wewnetrzne rozumowanie
bylo oparte na sprowadzeniu do sprzecznosci. Jakie
bylo zatem zdanie odpow1adajqce temu rozumowaniu?
Bylo ono po prostu zaprzeczemcm przyjetego w tym
rozumowaniu zaiotenla,

Zadania:

(przypominamy o wprowadzonym pojeciu leZzenia
- migdzv)
T232 FOR XsYZeX"sY" ST HEXeX"»Y¥1 & MLYrY?Z1
HOLDS MLCXsY»Z1 & MLOX7#Ye¥"1 5
T24: FOR X»YsZ ST MLCXeY+Z1 OR MLXeZrY1]
HOLDS NWLCX»Y1 & NWCX»Z1 6
T25: FOR X»Y EX Z ST NOT NWCXsZ1 & NOT NWLY»Z17

Przyponunamy _
Kazdy, kto nadesle pod adresem redakcji rozwigzanie
(wraz z zaadresowana do siebie kopertag — wigksza —

z naklejonym znaczkiem), otrzyma wydruk
z komputera z komentarzem do tego rozwiazania.

dr Krzysztof PRAZMOWSKI, dr Piotr RUDNICKI
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Klub 44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n+ 2. Szkice rozwigzan
zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsylaé rozwiazania trzech, dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce),
mo#na to robi¢ co miesige lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1.
Oceng mnozymy przez
suma ocen za rozwigzania danego zadania
"ficzba o0s06b, ktore nadeslaly choé jedno rozwigzanie z numeru

ityle punkﬁ')w otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje on czlonkiem Klubu,
a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w nr 1/1984,

Zadania nr 82, 83, 84
Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 1984

82. Po krawedziach szescianu pelza zuk. Na przejscie jednej krawedzi zuzywa
minute. Znalazlszy sie¢ w wierzchotku, wchodzi na jedna z trzech krawedzi
wychodzacych z tego wierzchotka, z rownym prawdopodobienstwem wyboru (1/3). -
Niech A4 i Z beda przeciwleglymi wierzchotkami szescianu. W chwili ¢+ = 0 zuk
znajduje si¢ w wierzchotku 4. Czas, po ktérym zuk po raz pierwszy znajdzie sie
w wierzchotku Z, jest zmienna losowa. Obliczy¢ jej wartos¢ oczekiwana.

ol

[UZyteczny moze byé wzér: Y. nx"~! = (1—x)"2 dla |x| < ll.
. n=1

83. Kazdy z wierzcholkéw réwnolegloboku o danym polu S potaczono

odcinkami ze srodkami bokéw wychodzacych z przeciwleglego wierzchotka.

W srodku rownolegloboku odcinki te tworza osmiokat. Obliczy¢ jego pole.

84. Czy istnieje liczba naturalna, ktérej kazda wielokrotnos¢ ma albo wszystkie
cyfry parzyste, albo wszystkie cyfry nieparzyste?

Zadanie 84 przyslal pan Jerzy Janowicz z Bolestawca.

Rozwigzania zadan z numeru 12/1983
Przypominamy tre$¢ zadan:

70. Dane s3a trzy ciggi skonczone liczb rzeczywistych (a;), (8), (¢), i =1, ..., n,
takie, ze a; < ... < a,, by < ... < b,, a ciag (¢;) jest nieidentycznosciows

permutacja ciggu (b,). Dowiesé, ze D, ab; > . ajc;.

71. Czworokat ABCD jest wpisany w koto. Udowodnié, ze srodki k6t wpisanych
w trojkaty ABC, BCD, CDA, DAB sa wierzchotkami prostokata.

72. Dla dowolnej liczby naturalnej # > 3 znaleZ¢ rozklad liczby 1 na sume n
odwrotnosci réznych liczb naturalnych.

70. Niech (d;) bedzie optymalna permutacja ciagu (b;), czyli ta, dla ktorej wartosé
wyrazenia Z a;d; jest maksymalna. Jesli istniejg numery k, / takie, ze k < I,
dy > d,, to z nieréwnosci g, < a; otrzymujemy aydy + aid; < aydi+ ayd;, a wige,

piszac dy = dy, df = di, di = d; dla i # k, I, widzimy, 7e 3 ayd] > Y. a;d;, whrew
maksymalnosci prawej strony. Zatem d; < ... < d,, czyli jedyna permutacja
optymalng jest permutacja identycznosciowa. Stad teza.

71. Oznaczmy $rodki wymienionych kot kolejno przez-D’, A4’, B’, C'. Wowczas
(patrz rysunek): ¥ AC'B = n— (£ DAB+ ¥ ABD)[2 = n—(n— ¥ ADB)/2 =
= (n+ ¥ ADB)|2 i podobnie ¥ AD'B = (n+ £ ACB)/2. Zatem z réwnosci
X ACB = £ ADB wynika rownos¢ £ AC'B = X AD'B oznaczajaca, Ze na
czworokacie ABD'C’ mozna opisa¢ okrag. Wobec tego ¥ AC'D’ = n— X ABD' =
= m— ¥ ABC/2. Analogicznie ¥ AC'B’ = n— ¥ ADC/2. Dodajac otrzymane
réwnosci stronami stwierdzamy, ze wklesty kat B'C’'D’ réwna sig 2n— (X ABC+
+ £ ADC)/2 = 3x/2. W ten spos6b dowodzimy, Ze wszystkie katy czworokgta
A'B'C'D’ sa proste. :

1 1 1 1 1 1

72. Przykladowy rozklad: 1 = >tgtgt ottty t g

Inna metoda: jesli (r,) jest ciqgiem ok'reélonym wzorami ry = 1, rppy =iry+1),
towéwezas 1 = (ry+ 1)1+ ..+ (Faor + )14
(tatwy dowdd indukcyjny).




m Rozwigzanie zadania M 361.




