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W tym miesiacu poswiecamy numer Delty anaglifom ­
rysunkom, które ogladane przez dwukolorowe
okulary daja obraz naprawde trójwymiarowy. Dzieki
nim przekonacie sie naocznie, ze z prostych mozna
zbudowac nie tylko plaszczyzne, ale równiez
powierzchnie zakrzywione, zobaczycie ciekawe
wielosdany, rozmieszczenie atomów w sieciach
krystalicznych i skomplikowanych czasteczkach
bialek. Wystarczy, ze popatrzycie na ilustracje przez.
okulary dolaczone do kazdego egzemplarza Delty ­

szkielko zielone powinno byc z lewej stron)'. Maze sie

zd~rzyc, ze poczatkowo nie zobaczycie naszych
rysunków trójwymiarowo - zmieniajcie wówczas
odleglosc oczu od kartki i kat, pod jakim patrzycie,
a po kilku próbach na pewno Wam sie uda.
Uprzedzamy jednak, ze sa w tym numerze równiez
rysunki "plaskie". Jesli ogladanie anaglifów spodoba
sie Wam, mozecie sami spróbowac je rysowac.
Pomoze Wam w tym artykul prof. Otto podajacy opis
konstrukcji prowadzacej do powstania anaglifów ­
postarajcie sie zrozumiec, dlaczego mozna w ten
sposób odtworzyc obraz, jaki widzimy kazdym
z naszych oczu, kiedy patrzymy na przedmiot
trójwymiarowy. Zamieszczony obok anaglif powstal
z dwóch zdjec tego samego obiektu wykonanych
z dwu róznych punktów w odleglosci zblizonej do
odleglosci miedzy oczami czlowieka. W tym przypadku
obiektyw aparatu "wykonuje" odpowiednie
rzutowanie na plaszczyzne rysunku. Reprodukowane
w tym numerze anaglify sa "negatywowe" - tlo
to suma dwóch kolorów, sam.zas rysunek to brak
jednego z nich. Nie dysponujac maszyna, kladaca
bardzo równo farbe, latwiej wykonywac anaglify
"pozytywowe" - rysowac kolorowa kreske na bialym
tle. W tym jednak przypadku wlasciwy efekt osiagnac
jest trudniej. Nie mozna na przyklad uzyc koloru
niebieskiego, tylko odpowiedni zielony. Czerwony
kolor tez musi byc odpowiednio·90brany. Oba kolory
powinny byc jak najintensywniejsze, takie jednak,
aby nie byly widoczne przez szkielko tego samego
koloru. Zwykle trudniej jest dopasowac kolor
zielony - my uzywalismy czeskiej kredki "Toison
d'Or Polycolor nr 11".

Przyslijcie Wasze anaglify, ciekawsze z nich
wydrukujemy, mozecie nam równiez przesylac
propozycje tego, co chcielibyscie zobaczyc
trójwymiarowo. W nastepnych numerach bed?:iemy
zamieszczali anaglify na przedostatniej stronie i jesli
chcecie nadal uczestniczyc w zabawie, powinniscie
zachowac okulary przynajmniej do konca tego roku,
a gdyby okazal_osie, ze ta forma ilustracji Wam
odpowiada, bedziemy kontynuowac nasz cykl
anaglifowy równiez w roku przyszlym.

Redakcja
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o krysztalach wegla,
czyli diamencie i graficie

Dr Andrzej HENN EL
Nikogo chyba specjalnie nie dziwi, gdy dowiaduje sie
po raz pierwszy. iz grafit jest krystaliczna postacia
wegla. N iewatpliwie zaskakujaca jest natomiast
informacja o tym, ze druga struktura krystaliczna
tworzona przez wegiel jest diament. Dowiódl tego
dopiero Lavoisier pod koniec XVIII wieku, gdy po
spaleniu diamentu otrzymal dwutlenek wegla. Narzuca
sie w tym miejscu pytanie, dlaczego ta sama
substancja, z punktu widzenia wlasnosci chemicznych,
moze miec tak istotnie rózne wlasnosci fizyczne. Otóz
czarny i miekki grafit (od greckiego "graphein" ­
rysowac) oraz przezroczysty i niezwykle twardy
diament (od greckiego "adamas" - niezwyciezony)
maja zasadniczo rózne struktury krystaliczne.
W regularnej sieci diamentu kazdy atom wegla
znajduje sie w srodku czworoscianu foremnego,
którego wierzcholki wyznaczaja cztery sasiednie atomy
wegla odlegle o 1,54 A od atomu centralnego. Latwo
wyobrazic sobie, iz tak skonstruowana siec jest bardzo
wytrzymala. co przejawia sie w skali makroskopowej
duza twardoscia diamentu. Z kolei grafit zbudowany
jest z warstw szesciokatów foremnych (podobnych do
plastra miodu), jest to tzw. siec heksagonalna.
Odleglosc miedzy atomami w warstwie wynosi 1,42 A,
natomiast miedzy warstwami az 3,35 A; w efekcie
grafit jest luzniej upakowany niz diament (gestosc
grafitu wynosi 2,2 g/cm3, a diamentu 3,5 g/cm3).
Warstwowa siec grafitu jest o wiele slabsza '
mechanicznie niz siec diamentu, gdyz slabo zwiazane
warstwy moga sie latwo po sobie slizgac. Dzieki temu
wlasnie mozemy grafitu uzywac do pisania.
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Struktura grafitu

2

Struktura diamentu

Zrozumienie optycznych i elektrycznych wlasnosci
diamentu i grafitu wymaga glebszego wnikniecia
w nature wiazan chemicznych tych krysztalów,
W diamencie sa to wiazania czysto atomowe
(kowalencyjne) i w efekcie diament jest
pólprzewodnikiem takim jak german czy krzem.
Majac jednak bardzo duza przerwe energetyczna jest
przezroczysty dla swiatla widzialnego, a przewodnictwo
elektryczne wykazuje jedynie w wysokich

o temperaturach. Z kolei grafit ma w ramach jednej
warstwy wlasnosci metaliczne i w efekcie wartosc jego
przewodnictwa elektrycznego wzdluz warstwy jest
okolo stukrotnie wieksza, niz gdy przepuszczamy prad
elektryczny prostopadle do warstw.
Warto tez zdawac sobie sprawe z faktu, iz diament
w warunkach normalnych jest struktura metatrwala, to
znaczy energetyczni e korzystniej jest dla:krysztalu
przebudowac sie do struktury grafitu. Posiadacze
pieknych brylantów, czyli szlifowanych diamentów,
nie musza w tym momencie wpadac w panike, ale
p9winni wiedziec, ze w temperaturze 2000°C ich
diamenty zmienia sie w grafit w ciagu kwadransa.
Naturalnymi warunkami istnienia diamentów sit. jak
latwo sie domyslic, wysokie cisnienia i temperatury .
Tak wlasnie wykonala liczne diamenty Natura i tak
usiluje to juz od ponad 30 lat robic czlowiek.
Pierwsza synteze diamentu przeprowadzono bowiem
w 1953 roku pod cisnieniem 70000 atmosfer,
w temperaturze 3000°C. Od tego czasu syntetyczne
diamenty produkuje sie juz przemyslowo, jednakze ich
rozmiary sa rzedu kilku milimetrów. Dla porównania
mozna wspomniec, iz najwiekszy diament ws~stkich
czasów to znaleziony w 1906 roku w Afryce .
poludniowej Kullinan o dlugosci 10 cm i wadze 621 g.
Diament ten zostal pociety na 105 brylantów,
z których najwiekszy - Gwiazda Afryki (530 karatów)
zdobi obecnie berlo królów angielskich.
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'0 anaglifach

Pro! dr Edward OTTO

Na agól para prostych równaleglych wabrazie
perspektywicznym przedstawia sie jaka para prostych
przecinajacych sie, jak ta widac na rysunku 3
przedstawiajacym prostaliniawy adcinek taru
kalejawegO'. Wyjatek stanawia takie proste
równalegle, które sa równalegle da plaszczyzny n (np.
pragi linii ko1ejawej na rys. 3).

Celem tegO' krótkiegO' artykulu jest apis niezbednych
czynnasci patrzebnych da rysawania anaglifów. W tym
celu padamy pewne reguly i kanstrukcje rzutu
perspektywicznegO' nieskamplikawanych figur
geametrycznych.

Na rzucie a' prastej a wyróznic mazna (rys. 4).dwa
punkty: punkt Ta zwany sladem tlawym, w którym
prosta przebija rla~zczyzne abrazu, araz punkt Za,
W którym prosta ao przechadzaca przez sradek rzutu S
i równalegla da a przebija plaszczyzne abrazu n;
nazywamy gO' sladem zbiegu prastej a, paniewaz.
abrazem ciagu punktów prastej a razbieznegO' da
nieskanczanasci jest ciag punktów zbiezny da Za·
Oczywiscie, dwie praste równalegle maja wspólny slad
zbiegu.

Oznaczmy przez n plaszczyzne abrazu (np. szybe),
a przez S nie lezacy na niej tzw. sradek rzutu
perspektywicznegO'. Pramien swiatla wychadzacy
z punktu W i zdazajacy da punktu S przebija
plaszczyzne n w punkcie W', który nazywamy rzutem~
alba abrazem perspektywicznym punktu W.
Padabnie pawstaje abraz perspektywiczny A' punktu A;
widac~ ze abrazem (rys. 1) perspektywicznym prastej
WA jest prasta W' A I (jaka przeciecie plaszczyzny n
plaszczyzna A WS). Taktpawstal-obraz
perspektywiczny astroslupa ABCD W; jezeli figura F
znajduje sie miedzy nieprzezraczysta plaszczyzna n
a punktem S, ta obrazem perspektywicznym F' bedzie
cien. F przy aswietleniu skupianym. w punkcie S
(rys. 2).

Anaglify sa ta pary abrazów tegO' samegO'przedmiatu
wykanane z dwóch stanawisk, których adleglasc jest
równa adleglasci pary aczu (akala 70 mm); jeden
z nich nazywac bedziemy abrazem prawym, a drugi
abrazem lewym. Jezeli tak bedziemy patrzec, ze lewy
abraz bedziemy widzieli tylkO'lewym akiem, a prawy
tylkO'prawym, ta wrazenie bedzie takie, jak gdybysmy
patrzyli bezpasrednia na przedmiat ..

Najczesciej te dwa abrazy wykanujemy na jednym
papierze, lewy tuszem czerwanym, a prawy tuszem
zielanym i agladamy przez akulary, które maja
z lewej strany szkla zielane, a z prawej czerwane.
Wtedy lewym akiem bedziemy widzieli tylkO'lewy
abraz, a prawym tytko prawy - aba jaka czarne;
czynic ta bedzie wrazenie bezpasredniega agladania
przedmiatu. Jak ta mazna asiagnac?

Obrazy, a których byla mawa, sa ta abrazy
perspektywiczne. Aby wiec rzecz wyjasnic, nalezy
pawiedziec, jak pawstaje perspektywa (aczywiscie
jedna).

Rys. 4

Rys. 3

Rys. 2

Rys. l
s
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Rys. 5
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Wezmy pod uwage plaszczyzne a; jej przeciecie
z plaszczyzna obrazu OT, nazywamy sladem tlowym ta.

plaszczyzny a. Oznaczmy przez Za. przeciecie
plaszczyzny obrazu n i plaszczyzny ao przechodzacej
przez S równolegle do a; Za. nazywamy sladem zbiegu
plaszczyzny IX. Oczywiscie Za.II ta.. Z definicji sladów
wynika, ze

(a c: IX) ~ [(Ta E ta.) /\ (Za E Za.))

oraz (a II a) => (Za E Za.);

jest tez [(a 1=b) /\ (a n b 1=0))~ [ZaZb II TaTb)'

Przystepujac do wykonania perspektywicznego
obrazu przedmiotu trzeba najpierw okreslic polozenie
srodka rzutów S wzgledem plaszczyzny obrazu.
Osiagamy to rysujac rzut prostokatny S" punktu S na n
(rys. 5) oraz kreslac okrag K o srodku Sni o promieniu r = SS,,; K nazywamy okregiem
glebokosci ..

Z okreslenia sladu zbiegu Za prostej a wynika, ze kat
miedzy prosta a i plaszczyzna n wtedy i tylko wtedy

wynosi ~ ' gdy slad zbiegu Za lezy na okregu K; jest
tez widoczne, ze

SO

(l 1..n) ~ (Z, = Sn)'

Jezeli Za i Zb sa koncami srednicy okregu K, to
a 1. b.

Rys. 6

Rys. 7

Narysujmy rzut prostej a laczac jej slad zbiegu Za ze
sladem tlowyin Ta (rys. 6) i obierzmy na nim rzut

, A'B' odcinka. Prawdziwa jego dlugosc mozna
otrzymac w nastepujacy sposób: rysujemy slady
plaszczyzny a prostopadlej do n i zawierajacej prosta a;
slad zbiegu Za.= ZaSnoraz slad tlow} ta. II Za.
i przechodzacy przez Ta. Nastepnie rysujemy trójkat
prostokatny ZaS"So przystajacy do trójkata ZaSnS,
zaznaczamy na sladzie zbiegu plaszczyzny ataki
punkt Ma, ze ZaMa = ZaSo (= ZaS), punkt Ma:'
laczymy z punktami A' i B' zaznaczajac na sladzie
tlowym ta.punkty A = ta.nMaA' i fi = ta.nMa B'.

Odcinek AB jest równy odcinkowi AB prostej a. (Aby
to udowodnic, wystarczy zauwazyc, ze rzeczywisty
trójkat TafiB jest podobny do trójkata ZaMaSo, gdzie
ZaMa = ZaSo, wobec czego TaB = TaB i analogicznie
dla punktu A). Punkt Ma nazywamy punktem
mierzenia dla prostej a. Jezeii zamiast prostej ukosnej a
wezmiemy na plaszczyznie IX prosta b równolegla do n
(tzn. do ta.), to role punktu mierzenia gra kazdy
punkt Mb prostej za., poniewaz czworokat C'D'DC
jest rzutem równolegloboku. Zostalo to wykorzystane
na rys. 7 przy odmierzaniu odcinka AB = AB na
prostej b prostopadlej do danej plaszczyzny a.

Wykorzystujac powyzsza konstrukcje narysujemy
perspektywe szescianu stojacego jedna sciana na
poziomej plaszczyznie IX. Dla ulatwienia krawedzie
podstawy niech beda ustawione pod katem n/4 do
plaszczyzny obrazu.
Jezeli punkt A' zostal obrany dowolnie, to rzuty
krawedzi otrzymamy laczac A' z Za i Zb, które sa
punktami przeciecia sladu zbiegu Za. i okregu .
glebokosci K. Odcinek m równy krawedzi szescianu
odmierzamy od punktu A na prostych a, b i c
korzystajac z punktów mierzenia Ma, Mb i Me = Sn.
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Rys. 9

Rys.lO

5

Rys. 8

Podane wiadomosci o rzucie perspektywicznym
wykorzystamy przy rysowaniu anaglifów. Przed
plaszczyzna obrazu wspólna dla dwóch rzutów
obierzmy dwa srodki rzutów SI i Sp w tej samej
odleglosci od plaszczyzny rysunku 9 (np. 350 mm)
i tak, aby odcinek SpSI mial dlugosc np. 68 mm.
Kazdy punkt P bedzie mial dwa rzuty Pl i Pp, które
tylko wtedy sie pokrywaja, gdy P E n. Obierzmy
najpierw plaszczyzne (X.ln i przechodzaca przez SI

i Sp; jej sladem zbiegu bedzie prosta SilSnp ~arówno
dla perspektywy "lewej", jak tez "prawej". Siad tlowy
ta bedzie równolegly do Zal = zap. Jezeli z góry dany
jest rzut PI punktu P E (X, to najpierw kreslimy prosta
a.ln zawierajaca P; oczywiscie Zol b. S"I'i Ta E ta.
Nastepnie rysujemy rzut ap laczac punkt Ta ze sladem
zbiegu Zap = S"p; rzut "prawy" Pp punktu P znajduje
sie na ap, przy czym PIPp II Za II ta - ten ostatni
zwiazek z tego powodu, ze promienie widzenia SIP
i SpP leza w plaszczyznie równoleglej do ta' wobec
czego pl(SISpP) () n = PIP p II Za.

Na rysunku 9 jest jeszcze perspektywa QI i Qp
punktu Q, konca odcinka PQ prostopadlego do
plaszczyzny (X (a wiec II n). Perspektywy QI i Qp
uzyskano za pomoca punktów mierzenia MI = S"l
i Mp = S"p'

Dotychczasowe rozwazania prowadza do wniosku, ze
prawe per~pektywy punktów plaszczyzny
równoleglej do n, a zawierajacej punkt P, powstaja
z lewych perspektyw tych punktów przez przesuniecie
o wektor HI = PIP p; oczywiscie dla plaszczyzny n
mamy HI = O.

Opierajac sie na podanych konstrukcjach narysowano
anaglif szescianu, którego jedna sciana lezy na
plaszczyznie obrazu, oraz czworoscianu foremnego,
którego wierzcholki sa tez wierzcholkami szescianu.

Wiecej przykladów mozna znalezc w ksiazce F. i E.
Otto, Podrecznik geometrii wykreslnej.



o twierdzeniu Mówic bedziemy o wieloscianach wypuklych, których sciany sa trójkatami
równobocznymi. Oznaczac bedziemy dalej takie wielosciany RT. Rozwazymy

Preudenthala __ pytanie, ile jest (z dokladnoscia do podobienstwa) wieloscianów RT.
Nietrudno oszacowac z góry ich liczbe. Jak latwo zauwazyc, w wierzcholkach

van der Waerdena wieloscianu RT moze sie zbiegac 3, 4 badz 5 scian - oznaczmy liczbe takich
. wierzcholków odpowiednio przez w3, W4 i Ws. Przypomnijmy teraz wzór Eulera

w-k+s = 2,

Mgr Adam GAJDA

Porównaj Delta 12/1975.
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gdzie w to liczba wierzcholków, k - krawedzi, s - scian wieloscianu wypuklego.
Poniewaz sciany sa trójkatami, wiec

2k = 3s,

liczba wierzcholków wynosi

w = W3+W4+WS,

a poniewaz kazda krawedz laczy dwa wierzcholki, mamy

2k = 3W3+4~4+5ws'

Wzór Eulera po podstawieniu tych zaleznosci przybierze postac

6(W3+W4+WS)-3(3w3+4w4+5ws)+2(3w3+4w4+5ws) = 12,

czyli 3w3+2w4+WS = 12,

które to równanie ma 19 rozwiazan w liczbach calkowitych nieujemnych :
(4, O,O), (3, l, l), (3, O, 3), (2, 3, O), (2, 2, 2), (2, l, 4), (2, O, 6), (l, 4, l),
(1, 3, 3), (1, 2, 5), (1, l, 7), (1, O, 9), (O, 6, O), (O,5,2), (0,4,4), (O,3, 6), (O, 2, 8),
(O, l, 10), (O, O, 12).

Otrzymane oszacowanie nie jest jednak dobre. Zaledwie osmiu rozwiazaniom
wyróznionym grubsza czcionka odpowiadaja wielosciany RT. Udowodnili to
Freudenthal i van der Waerden.

Ponizej podajemy dowód twierdzenia Freudenthala - van der Waerdena nie
sprowadzajacy sie, jak dotychczas publikowane, do/eliminacji poszczególnych
"zlych" rozwiazan.

Zaczniemy od dwóch lematów.

Lemat 1. Wieloscian RT o dwóch sasiednich narozach trójsciennych jest
czworoscianem.

Dowód. Niech A i B beda trójsciennymi wierzcholkami wieloscianu W, a C i D
róznymi wierzcholkami sasiednimi wzgledem A i B. Wobec trójsciennosci A i B
punkt D jest sasiednim wierzcholkiem wzgledem A i C oraz wzgledem B i C.
Krawedz DC domyka zatem wieloscian W, który wobec tego jest czworoscianem
ABCD.

Lemat 2. Wieloscian RT o trzech narozach czterosciennych przy jednej scianie
jest osmioscianem.

&



Czyli W3 i= 0/\ W3 i= 4 -+
W3 = 2/\ W4 = 3.

Dowód. Niech ABC bedzie sciana wieloscianu W majaca we wszystkich
wierzcholkach naroza czteroscienne, a D wierzcholkiem sasiednim wzgledem
A i B, E - wzgledem B i C, F-wzgledem A i C. Wobec czterosciennosci
narozy A, B i C trójkaty ADB, DBE, BEC, ECF, CFA i FAD sa scianami W.
Zatem ABCDEF jest osmioscianem. Przypuscmy, ze W nie jest tym
osmioscianem i rozetnijmy W plaszczyzna DEF na ten osmioscian i wieloscian RT,
który oznaczymy W'. Wieloscian W' nie moze byc czworoscianem, ,gdyz wtedy W
nie bylby RT jako majacy trzy sciany bedace rombami. Ale, gdyby naroza D, E, F
wieloscianu W' byly wiecej niz trójscienne, wieloscian W nie bylby wypukly.
Przypuszczenie nasze okazalo sie wiec falszywe,'

Za pomoca udowodnionych lematów wyeliminujemy teraz 10 "zlych" rozwiazan:

Twierdzenie 1. Jesli wieloscian RT ma (co najmniej) jedno naroze trójscienne, to
jest czworoscicmem lub szescioscianem (zlaczeniem dwóch czworoscianów
o jednej scianie wspólnej).

Dowód. Niech O bedzie trójsciennym narozem wieloscianu W, zas ABO, BCO
i ACO jego scianami. Jesli W nie jest czworoscianem, to plaszczyzna ABC
rozcina go na czworoscian ABCO i wieloscian RT, który oznaczymy przez W'.
Wobec wypuklosci W wieloscian W' jest zawarty we wnetrzu naroza O.
Przypuscmy, ze W' nie jest czworoscianem. Naroza A, B, C wieloscianu, W' sa
co najwyzej czworoscienne, gdyz w przeciwnym razie wieloscian W mialby naroza
co najmniej szescioscienne. Z drugiej strony (wobec lematu l) co najmniej dwa
z nich sa czteroscienne. Wszystkie trzy jednak czworoscienne byc nie moga, gdyz
(wobec lematu 2) wówczas W' bylby osmioscianem i nie miescilby sie we wnetrzu
naroza O. Rozpatrzmy wobec tego przypadek, gdy jedno z nich, powiedzmy A,
jest trójscienne, a B i C - czteroscienne. Oznaczmy przez D (wspólny) sasiedni
wierzcholek A i B oraz A i C. Odcinajac od W' plaszczyzna BCD czworoscian
ABCD otrzymujemy wieloscian RT o dwóch sasiednich narozach (B i C)
trójsciennych, a wiec (wobec lematu l) czworoscian. Oznaczmy przez E jego
czwarty wierzcholek. Wówczas E nie lezy wewnatrz naroza O, a wiec W nie jest
RT. Zatem przypuszczenie nasze okazalo sie falszywe.

Pozostaje do wyeliminowania "zle" rozwiazanie (O, 1, 10).
, , .

Twierdzenie 2. Nie ma wieloscianu RT o dokladnie jednym narozu czterosciennym.

Dowód. Wobec twierdzenia 1 wystarczy wykazac, ze nie ma takiego wieloscianu
bez narozy trójsciennych. Wezmy pod uwage wieloscian RT bez narozy
trójsciennych o czterosciennym narozu O. Oznaczmy sasiadujace z nim
wierzcholki przez A, B, C, D. Przypuscmy teraz, ze wieloscian nie ma innych
narozy czterosciennych. Naroza A, B, C, D sa zatem piecioscienne. W kazdym
z nich zbiegaja sie wiec po trzy sciany nie nalezace do naroza o. Zbiegaja sie one
po trzy w narozach A', B', C', D', które tez musza byc piecioscienne. Wobec tego
w kazdym z punktów A', B', C', D' zbiegaja sie po dwie sciany nie przechodzace
przez zaden z wierzcholków A, B, C, D. Maja one zatem wspólny wierzcholek,
który wbrew naszemu przypuszczeniu okazuje sie czteroscienny.

W ten sposób dowód twierdzenia Freudenthala - van der Waerdena zostal
zakonczony.
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Bialka

Dr Maciej GELLER

W drugiej polowie naszego stulecia dokonuje sie
niebywaly postep w poznawaniu fizykochemicznych
podstaw dzialania zywej komórki. Dzieki rozwojowi
technik badawczych zidentyfikowano wiele tysiecy
czasteczek, poznano wiele ich wlasciwosci oraz
zasadnicze cechy szeregu podstawowych procesów
skladajacych sie na to, co nazywamy zjawiskiem zycia.
Do najwazniejszej klasy czasteczek naleza bialka,
a najciekawsze ich wlasciwosci zwiazane sa z ich
struktura przestrzenna, gdyz wlasnie dzieki
odpowiedniemu ksztaltowi moga one spelniac swoja
role biologiczna.
Bialka sa zasadniczo zbudowane z mieszanych
liniowych polimerów, to znaczy czasteczek
przypominajacych swoja budowa lancuch, którego
poszczególne ogniwa (mery), chociaz podobne, nie
musza byc identyczne. Prostsze bialka to wlasnie takie
pojedyncze lancuchy (nazywane polipeptydami), inne
to kompleksy utworzone z kilku takich lancuchów.
Pozostale bialka zawieraja dodatkowo znacznie
mniejsze niebialkowe skladniki niezbedne jednak do
ich poprawnego dzialania.
Przypomnijmy, ze kolejnosc poszczególnych merów,
w tych lancuchach jest zakodowana w strukturze
polimerów biologicznych nalezacych do innej, bardzo
waznej klasy - kwasów nukleinowych (DNA).
Wykorzystanie tej informacji do budowy odpowiednich
lancuchów polipeptydowych okreslane jest mianem
procesu biosyntezy bialka.
Bialka pelnia róznorodna role w zyciu organizmu.
Moga byc materialem konstrukcyjnym, kurczliwym
(miesnie), srodkiem transportujacym inne wazne
substancje. Najwazniejsza rola bialek jest jednak
regulacja predkosci prawie wszystkich procesów
biochemicznych, czyli funkcja enzymatyczna.

Sytuacja taka przedstawiona jest na rys. 2. Mimo ze
wiazania wodorowe sa znacznie slabsze niz typowe
wiazania chemiczne, moga istotnie wplywac na ksztalt
przestrzenny bialek.

Rys. 2

Rys. 1
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Na rys. 1 przedstawiony jest schemat budowy
chemicznej lancucha polipeptydowego. Pojedynczy mer
nazywany jest reszta aminokwasowa, natomiast
róznice dotycza tzw; grupy bocznej oznaczonej
symbolem R. Dzieki wlasciwosciom struktury
elektronowej tych czasteczek w lancuchu takim
istnieje pewna swoboda rotacji wokól wiazan
chemicznych laczacych atomy wegla oznaczone
symbolem C z'reszta lancucha. Powoduje to, ze
lancuch taki moze przybierac rózne struktury
przestrzenne stabilizowane dodatkowo kilkoma
innymi czynnikami fizycznymi. Jednym z nich jest'

'mozliwosc utworzenia tzw. wiazan wodorowych.
Tworza sie one, w omawianym przypadku, w razie
wspólliniowego ustawienia grup C=O i N-H .
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Rys. 3. Struktura lX lancucha polipeptydowego.

Rys. 4. Typowa struktura fJ naturalnego jedwabiu. '
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Rys. 5. Struktura przestrzenna mioglobiny.

Rys. 6. Tlen zwiazany w hemie.

••

Badania struktury przestrzennej bialek,
wykorzystujace glównie zjawisko ugiecia
promieniowania rentgenowskiego na. uwodnionych
krysztalach bialkowych, doprowadzily do stwierdzenia,
ze odcinki lancucha polimerowego moga przybierac
postac dwóch struktur przestrzennych oznaczanych
symbolami oc i p .. Struktura oc przedstawiona jest na
rys. 3. Lancuch polimerowy jest w niej jakby
nawiniety spiralnie na boczna powierzchnie walca.
Wiazania wodorowe stabilizuja te strukture
w kierunku równoleglym do osi walca.

Rys. 4 przedstawia strukture naturalnego jedwabiu,
którego wlókienkowa budowa jest typowym
przykladem struktury p. Duza liczba ulozonych
blisko siebie lancuchów, polaczonych wiazaniami
wodorowymi przypomina wygladem pofaldowana
kartke. Warto zwrócic uwage na wzaje-mne
dopasowanie przestrzenne grup bocznych, które jest
dodatkowym czynnikiem stabilizujacym te strukture·
Tym samym wlókna jedwabiu wykazuja r-ózne
wlasciwosci fizyczne wzgledem trzech wzajemnie
prostopadlych kierunków. Wzdluz pierwszego, zgodnie
z kierunkiem wiazan chemicznych, wlókna te maja
duza wytrzymalosc mechaniczna, warunkowana
silnymi wiazaniami chemiczl1ymi. Drugi kierunek,
wyznaczony przez prostopadly do pierwszego uklad
wiazan wodorowych, nadaje spora spoistosc takim
wlóknom. Wreszcie trzeci, prostopadly do dwóch
poprzednich, to kierunek naj slabszych oddzialywan
przyciagajacych warunkowany wspomnianym
dopasowaniem przestrzennym grup bocznych.
Powoduja one tworzenie sie warstw jedwabiu, które
mozna jednakze stosunkowo latwo rozdzielic.

Na rys. 5 przedstawiono strukture przestrzenna
mioglobiny - bialka, które pelni role magazynu tlenu
we wlóknach miesniowych ssaków. Dla wiekszej
przejrzystosci rysunku oznaczono na nim jedynie
pozycje wegli C lan<;ucha polipeptydowego. Jak
widac, struktura ta ma postac globuly utworzonej
przez kilka odcinków o strukturze oc. Dodatkowo
widac takze niebialkowa czesc mioglobiny, zwana
hemem, która bezposrednio wiaze tlen (rys. 6).
Warto zwrócic uwage, ze hem nie jest polaczony
zadnymi wiazaniami chemicznymi z czescia bialkowa·
Mozna zatem stwierdzic, ze ewolucyjnie wyksztalcona
czasteczka tego bialka zapewnia jedynie odpowiednie.
otoczenie, bez którego hem nie móglby pelnic swej roli
biologicznej.

Hemoglobina, bialko transportujace tlen w ukladzie
. krwionosnym jest to kompleks zbudowany z czterech

podjednostek, z których kazda przypomina strukture
mioglobiny. Okazalo sie, ze dzieki takiej budowie
hemoglobina moze wydajniej wiazac tlen niz cztery
pojedyncze podjednostki.

Na zakonczenie nalezy stwierdzic, ze do pelnego
poznania funkcji, jakie pelnia bialka w zywym
organizmie, niezbedne sa badania zmian struktury
przestrzennej w trakcie procesów, w których biora one
udzial. Totez jestesmy przekonani, ze w niezbyt
odleglej przyszlosci wlasciwym srodkiem pokazujacym,
czym sa i jaka role pelnia bialka (a takze inne
q:asteczki biologiczne), beda obrazy filmowe
wykonywane technika trójwymiarowa .
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Zasada Cavalieriego

Jak obliczyc objetosc bryly powstalej z przeciecia
dwóch walców o równych promieniach, których osie
przecinaja sie pod katem prostym (rys. I)? Pomoze
nam w tym zasada Cavalieriego.

Jesli przeciecie dwóch bryl z kazda plaszczyzna
pozioma daje dwie figury o równych polach, to bryly
te maja równa objetosc. '

Ilustracja tej zasady bywa wyprowadzenie wzoru na
objetosc kuli (o promieniu R). Druga bryla jest wtedy
walec o wysokosci 2R i promieniu podstawy R,
z którego wycieto dwa stozki o podstawach
pokrywajacych sie z podstawami walca i wspólnym
wierzcholku w polowie osi walca (rys. 3) (os walca jest
pionowa). Przecinajac te bryle plaszczyzna pozioma
odlegla o r (r ::::;R) od wierzcholka stozka otrzymujemy
pierscien o polu nR2 - :lU2. Przecinajac kule
plaszczyzna odlegla o r od srodka kuli otrzymujemy

kolo o promieniu VR2_r2, a wiec o polu równym
poprzedniemu przekrojowi. Objetosc kuli równa jest
wiec róznicy objetosci walca i objetosci stozków,
czyli

l 4
Vk = nR2 ·2R-2·TnR2. R = TnR3.

Rys. 3.



Rys.4

__ Zadania

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

/

Wracamy do pierwotnego zadania. Niech R bedzie'
teraz promieniem podstawy walców (ich osie sa
poziome). Jako drugiej bryly uzyjemy szescianu o boku
2R z wycietymi dwoma ostroslupami o podstawach
pokrywajacych sie z górna i dolna sciana szescianu
i wierzcholkach w srodku szescianu (rys. 4).
Przecinajac te bryle plaszczyzna pozioma odlegla o r
(r ~ R) od srodka szescianu otrzymamy figure o polu
4R2-4r2. Natomiast przecinajac poprzednia bryle
otrzymujemy kwadrat o boku 2VR~-r2. A wiec znów
z cytowanej zasady

l 16
V = 8R3 - 2· 3.4R2 • R = 3 R3•

Ciekawe: mimo iz bryla powstala z bryl obrotowych'
i jest wyraznie zaokraglona, we wzorze na objetosc nie
wystepuje n.

J. R.

Redaguje mgr' Krzysztof S. NO WINSK!

M 361. Jakie wielokaty foremne mozna uzyskac
w przecieciu wieloscianów foremnych plaszczyzna?
Rozwiazanie na str. 17

F 151. Przy stygnieciu drutu zelaznego rozgrzanego do wysokiej temperatury obserwuje sie nastepujace
zjawisko: dlugqsc drutu poczatkowo jednostajnie maleje, ale przy temperaturze 910°C nastepuje'
gwaltowne je~o wydluzenie. Jednoczesnie drut ponownie rozzarza sie. Przyczyna wydluzenia jest .
zmiana struktury krystalicznej zelaza (patrz rysunek) ze struktury najgestszego upakowania ({3)do
struktury kubicznej objetosciowo centrowanej (oc) i zwiazane z tym zmnjejszenie gestosci. A co jest
przyczyna ponownego rozzarzania?
Rozwiazanie na str. 14

'1
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"Krzywe" powierzchnie z prostych

Najprostszym przykladem powierzchni utworzonej
z prostych jest plaszczyzna. Jako przepisu na jej
otrzymanie mozna uzyc zdania: "wezmy sume
prostych równoleglych, prostopadlych do danej
prostej". Spróbujmy teraz cos w tym przepisie
zmienic. Np. "do danej prostej" zastapmy przez "do
danego okregu" - oczywiscie, otrzymamy walec
obrotowy. Zastepujac inaczej (np. "do danej
paraboli", "do danej sinusoidy" czy "do danej
krzywej plaskiej") otrzymamy rozmaite inne walce
(paraboliczny, sinusoidalny i jakis jeszcze). Latwo tez
zauwazyc, ze warunek prostopadlosci moze byc na
ogól zastapiony przecinaniem (Czytelniku, kiedy nie
mozna go opuscic?). Czasami mozna tez zrezygnowac
z wymagania, by krzywa byla plaska (kiedy?).
Wszystkie walce sa jednak "malo krzywe" w tym
sensie, ze po dokonaniu ewentualnie rozciec daja sie
rozlozyc na fragmenty plaszczyzny (badz cala
plaszczyzne) - sa, jak to sie mówi, rozwijalne.

Czy istnieja nierozwijalne powierzchnie prostokreslne
(tak nazywa sie powierzchnie bedace suma pewnej
rodziny prostych)?

Latwo zauwazyc, ze stozki (sumy prostych
przecinajacych dana krzywa plaska i przechodzacych
przez dany punkt nie lezacy w plaszczyznie tej ­
krzywej) sa, niestety, równiez rozwijalne.,
Wystarczy jednak w naszym przepisie na plaszczyzne
zamiast równoleglosci zazadac, aby proste przecinaly
linie srubowa o osi na danej prostej, by otrzymac
nierozwijalna helikoide (Czytelniku, jak uzasadnic, ze
helikoida jest nierozwijalna ?).

'Zacheceni tym sukcesem mozemy zwiekszyc
wymagania. Zazadajmy, aby prostokreslna
powierzchnia byla nie tylko nierozwijalna, lecz
równiez, by przez kazdy jej punkt przechodzily dwie
rózne proste lezace w calosci na powierzchni. I to da
sie zrobic. Zsumujmy wszystkie proste, które
otrzymamy obracajac prosta wokól danej prostej do
niej skosnej (latwo zrobic sobie model mechaniczny ­
prawda ?). Otrzymana, wcieta w talii powierzchnia,

_/



nazywa sie hiperboloida jednopowlokowa. Jak jednak
przekona(sie,ze przez kazdy jej punkt przechodzi
jeszcze jedna prosta (rózna od tej z obracania)?
Oto przepis: wezmy tworzaca (tak nazywaja sie
proste, z których zsumowania powstaje powierzchnia)
przechodzaca przez dany punkt i plaszczyzne
wyznaczona przez ten punkt i os obrotu -- obraz
symetryczny tworzacej wzgledem plaszczyzny jest
prosta lezaca na powrerzchni (Czytelniku; udowodnij
to).

Innym przykladem moze byc powierzchnia utworzona
z prostych slizgajacych sie po trzech danych prostych
równoleglych do pewnej plaszczyzny i parami skosnych.
Nazywa sie ona paraboloida hiperboliczna i jest po
prostu siodlem do konnej jazdy. Zostawiamy ,
Czytelnikowi wykazanie, ze przez kazdy punkt tej
powierzchni przechodza dwie lezace na niej proste.
Podobnie jak pytanie, czy sa nierozwijalne
powierzchnie, przez których kazdy punkt przechodza
trzy rózne proste.

M.K.
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Rozwiazanie zadania F 151.
W strukturze kubicznej
objetosciowo centrowanej kazdy
(zjonizowany) atom ma 8
najblizszych sasiadów, a w strukturze
naj gestszego upakowania - 12. _
Srednia odleglosc miedzy jonami jest
wiec w przypadku najgestszego
upakowania mniejsza, a co za tym
idzie, energia odpychania
elektrostatycznego jest w tym
przypadku wieksza. Zmniejszenie sie
zatem energii elektrostatycznej jest
rekompensowane wzrostem energii
cieplnej, który powoduje ponowne
rozzarzepie drutu.

Patrz W niebo

30 maja mieszkancy Meksyku, Stanów Zjednoczonych i pólnocnej Afryki beda
mogli obserwowac rzadkie, pierscieniowe zacmienie Slonca. Zacmienie takie
wystepuje wtedy, gdy polozenie Ksiezyca spelnia dodatkowy warunek: gdy
znajduje sie w okolicach apogeum. Srednica katowa Ksiezyca jest wtedy zbyt
mala, aby zaslonic cala tarcze Slonca. W najlepszej sytuacji beda mieszkancy
Nowego Orleanu i Atlanty. Wiadomo juz, miedzy jakimi ulicami tych miast
przejdzie zacmienie w maksymalnej fazie. W Atlancie bedzie to pas o szerokosci
jedynie 6 kilometrów. - .

W Polsce obserwowac bedziemy wtedy (jesli pogoda dopisze) jedynie zacmienie
czesciowe i to ledwo widoczne: Ksiezyc zasloni tylko skrawek Slonca. Jednak
bedzie-ono o tyle ciekawe, ze nastapi krótko przed zachodem. Stwarza to bardzo
dogodne warunki do prób eksperymentów z fotografowaniem tego zjawiska:
bardzo goraco Was do tego namawiam. Jesli uda sie Wam zrobic ladne zdjecie­
przyslijcie nam - umiescimy je na okladce naszego pisma.

Zacmienie rozpocznie sie ok. godz. 1915' cZasu letniego, zakonczy sie prawie
równoczesnie z zachodem Slonca ok. 2040 (momenty te sa rózne dla róznych
miejscowosci w Polsce). Slonce zajdzie w punkcie odleglym o 52° od kierunku
pólnocnego.

Jak zabrac sie do fotografowania zacmienia? Po pierwsze trzeba miec aparat
fotograficzny i (niestety) jak najdluzszy teleobiektyw. Najlepiej ustawic sie
wczesniej ze statywem w takim miejscu, zeby jedyne obiekty (domki, drzewa)
widoczne w wizjerze znajdowaly si~ na horyzoncie w kierunku spodziewanego
zachodu.

Wielkosc tarczy Slonca da kliszy mozna Qbliczyc z prostego wzoru d = 01:' f
(Ol: - srednica Slonca - oczywiscie w radianach - wynosi 0,0092), czyli bedzie
w przyblizeniu 100 razy mniejsza niz dlugosc ogniskowej f Jesli wiecf = 135 mm,
to obraz Slonca bedzie mial ok. 1,5 mm, czyli 1/20 wielkosci klatki filmu. Istotny
jest równiez dobór filmu, powinien on byc stosunkowo malo czuly, im mniejsza
czulosc, tym mniejsza wielkosc ziarna kliszy. Dobre filmy maja ziarno wielkosci
ok. 5 pm. Z takiego zdjecia mozna wiec zrobic nawet 50-krotne powiekszenie
(czyli uzyskac obraz Slonca wielkosci 7 cm)..

Zycze powodzenia

dr Tomasz CHLEBOWSKI
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Standardowa mapa przedstawiajaca przebieg zacmienia Slonca.
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Mizar MSE (8)

Opisujac dowody w odcinku 3 i 4 (Delta 12/1983,
lj1984) pokazalismy, ze ich struktura w Mizarze MSL
jest praktycznie wyznaczona przez postac dowodzonej
tezy. Dowodzacy ma jednak pewna dowolnosc
w ustalaniu szczególów tej struktury, jak równiez on
decyduje, czy bedzie dowodzil wprost czy nie.
Przypominamy, ze kroki stanowiace strukture dowodu
to: zalozenia (assume H" let ... such that ... , given ... ),
deklaracje zmiennych (Iet... be ... ) oraz konkluzje
(tbus .. , hence H')' Biorac pod uwage jedynie te
elementy dowodu jestesmy w stanie ustalic, czy dany
dowód moze byc dowodem danej tezy. To, czy jest
dowodem poprawnym, zalezy jeszcze od tego, czy
wszystkie uzasadnieniazawarte w nim (tak konkluzji,
jak i kroków pomocniczych) sa akceptowane przez
modul sprawdzajacy (checker).
Mozemy zatem postawic pytanie: czy widzac jedynie
dowód jestesmy w stanie stwierdzic, jaka teM byla
dowodzona? Odpowiedz jest pozytywna pod
warunkiem, ze w tym dowodzie nie poslugiwano sie
symbolem tbesis, gdyz wtedy zdanie kryjace sie za
tbesis zalezy od dowodzonej tezy, a tej przeciez nie
znamy.
W Mizarze istnieje mozliwosc napisania ciagu kroków
dowodowych, lecz bez jawnego napisania, jakiej tezy
·dowodzimy. Konstrukcja taka nazywa' sie
rozuinowaniem i rozpoczyna sie od slówka now (co
znaczy "a ter~z"), a konczy sie jak dowód slowem end.
To, co moze wystapic miedzy tymi dwoma symbolami,
jest dokladnie tym samym, co moze znalezc sie
w dowodzie.
A co ta konstrukcja znaczy? Otóz, gdybysmy
spojrzeli na nia jak na dowód, to jej znaczeniem jest
wlasnie zdanie, które byloby teza takiego dowodu.
Przed now mozemy postawic etykiete i powolujac sie
na nia w istocie powolujemy sie na to zdanie.
Wezmy dobrze I(am znany przyklad, ze zwrotnosc
wynika ze spójnosci.

A: FOR X HOLDS NWeX,XJ
PROOF

LET x' BE ULAHEK'
THUS NW[X' ,X' J BY SPOJNOSC

END!

A oto równowazne temu dowodowi rozumowanie:

A': NOW

LET 'X IlE ULAMEK!
THUS NWeX,XJ IlY SPOJNOSC

END;

W dalszym CI<jgutekstu \\ Mlzarze nie ma róznicy, czy
powolamy sie na A, czy na A'. Obie te etykiety
oznaczaja takie samo zdanie, a konstrukcja z now jest
wyraznie krótsza.
Ktos spyta: po co zatein dowody? Po prostu
czasami dla czytelnosci warto napisac dowodzona teze
w sposób jawny.
Po drugie w rozumowaniu (now) nie mozemy uzywac
tbesis w takim sensie jak w dowodzie, co przeciez tak
skraca tapis. Jesli thesis wystepuje wewnatrz
konstrukcji now ... end, to jest to thesis dowodu, który
te konstrukcje (bezposrednio) zawiera. A jesli takiego
dowodu nie ma? Wtedy mamy blad (maszyna to
skrzetnie komunikuje), gdyz poza dowodem znaczenie
thesis nie jest okreslone.
Konstrukcja rozumowania jest bardzo przydatna dla
formulowania "lematów", czyli tych ~roków
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w dowodzie, które wymagaja wewnetrznych dowodów.
Spójrzmy na przyklady z poprzedniego odcinka, ale
7arisalle rrlY u7yciu nowo

FOR X,Y EX Z'SI NW[X,ZJ ~ NW[Y,ZJ
PROOF
LET X',Y' ElE ULAMEKj

A: NOW
ASSUME NW[X',y'];

THEN NW[X",Y'] & NW[Y',Y'J BY ZWROTNOSC;
HENCE THESIS

END;
NOW

ASSUMENW(Y',X'J;
THEN NW[Y' ,X'J & NW(X' ,X'] BYZWROTNOSC;

HENCE THESIS
END;

HENCE THESIS IlY A,SPOJNOSC
END;

Slówkiem thcsis posluzylismy sie trzykrotnie. Za
kazdym razem oznaczalo,ono zdanie, które pozostalo
do udowodnienia w dowodzie glównym. Oczywiscie,
konkluzje wewnatrz rozumowan nie wplywaly na
zmiane znaczenia tego thesis. Powolalismy sie równiez
na efekt rozumowania (tj. na pewne zdanie) za pomoca
zahaczenia przez hence przy dokonywaniu ostatecznej
konkluzji w dowodzie. Takie niejawne zdanie
otrzymywane jako efekt rozumowania nie moze
wystepowac nigdzie tam, gdzie moga wystepowac
zdania sformulowane explicite. W szczególnosci nie
jest dozwolone napisanie przed now symboli: then,
thus, hence.
Ostatni dowód z poprzedniego odcinka skraca sie
znacznie, jesli zamiast dowodów wewnetrznych uzyjemy
rozumowan. Zwrócmy uwage na wystapienie
rozumowania wewnatrz innego rozumowania.

FOR X,Y HOLDS
(EX Z ST NWeX,Z] ~ NW[Z,Y] ~ XOZ ~ zon IFF (XOY ~ NW[X,Y])

PROOF LET X,Y DE- ULAMEK;
== PRAWDZIWOSC PIERWSZEJ IMPLIKACJI UZYSKAMY PRZEZ ROZUMOWANIE.
== TAK PISZEMY NIEFORHALNY, POZAMIZAROWY KOMENTARZ.

NOW
OIVEN Z SUCH THAT
A': NW[X,ZJ AND D': NWCZ,YJ AND C': X{>Z AND Z<>V,
NOW ASSUHE X=Y; THEN Z=X BY A',D',ANTYSYMETRIAj

HENCE CONTRADICTION I'Y C'
END;

HENCE X\)Y;
THUS NWCX,YJ BY A' ,B' ,PRZECHODNIOSC

END;
HENCE THESIS BY OESTOSC

END!

Zwrócmy uwage, ze thesis w tym dowodzie oznacza
koniunkcje obu implikacji potrzebnych do wykazania
równowaznosci. Pierwsza z nich jest gwarantowana
przez dopiero c,o zakonczone rozumowanie (stad
hence), a druga wynika bezposrednio z gestosci.
Zauwazmy, ze najbardziej wewnetrzne rozumowanie
bylo oparte na sprowadzeniu do sprzecznosci. Jakie
bylo zatem zdanie odpowiadajace temu rozumowaniu?
Bylo ono po prostu zaprzeczeniem przyjetego w tym
rozumowaniu zalozenia.

Zadania:

(przypominamy o wprowadzonym pojeciu lezenia
. ll1it;dlV)
T23: FOR X,Y,Z,X',Y' 5T HCX,X',YJ & MCY,Y',ZJ

HOLDS HCX,Y,ZJ & MCX',Y,Y'J;
T24: FOK X,Y,Z sr M[X,Y,ZJ DR M(X,Z,YJ

HOLDS NW[X,y] ~ NW[X,Z]!
T25: FOR X,Y EX Z sr NOT NWCX,ZJ & NOT NWCY,ZJ;

Przypumlnamy

Kazdy, kto nadesle pod adresem redakcji rozwiazanie
(wraz z zaadresowana do siebie koperta - wieksza ­
z naklejonym znaczkiem), otrzyma wydruk
z komputera z komentarzem do tego rozwiazania.

dr Krzysztof PRAZMOWSKI, dr Piotr RUDNICKI



Liga zadaniowa ­
Wydzialu Matematyki,
Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu
Warszawskiego
i Redakcji "Delty"

!=44
Klub 44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

,

,

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+ 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzieJnej kartce).
mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0.1.
Ocene mnozymy przez

4 _ 3 . suma ocen za rozwiazania danego zadania
liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje on czlonkiem Klubu,

a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 1/1984.

Zadania nr 82, 83, 84

Termin nadsy1ania rozwiazan: 30 VI 1984

82. Po krawedziach szescianu pelza zuk. Na przejscie jednej krawedzi zuzywa
minute. Znalazlszy sie w wierzcholku, wchodzi na jedna z trzech krawedzi
wychodzacych z tego wierzcholka, z równym prawdopodobienstwem wyboru (1/3) ..
Niech A i Z beda przeciwleglymi wierzcholkami szescianu. W chwili t = O zuk
znajduje sie w wierzcholku A. Czas, po którym zuk po raz pierwszy znajdzie sie
w wierzcholku Z, jest zmienna losowa. Obliczyc jej wartosc oczekiwana.

00

IUzyteczny moze byc wzór: L nx"-l = (1- x)- 2 dla lxi < 1l.
n=l

83. Kazdy z wierzcholków równolegloboku o danym polu S polaczono
odcinkami ze srodkami boków wychodzacych z przeciwleglego wierzcholka.
W srodku równolegloboku odcinki te tworza osmiokat. Obliczyc jego pole.

84. Czy istnieje liczba naturalna, której kazda wielokrotnosc ma albo wszystkie
cyfry ·parzyste, albo wszystkie cyfry nieparzyste?

Zadanie 84 przyslal pan Jerzy Janowicz z Boleslawca.

Rozwiazania zadan z numeru 12/1983

Przypominamy tresc zadan:

70. Dane sa trzy ciagi skonczone liczb rzeczywistych (ai), (hi), (Ci), i = 1, ... , n,
takie, ze al < ... < an, bl < ... < hn, a ciag (CI) jest nieidentycznosciowa

permutacja ciagu (hi)' Dowiesc, ze Lalbi > LaiCi.

71. Czworokat ABCD jest wpisany w kolo. Udowodnic, ze srodki kól wpisanych
w trójkaty ABC, BCD, CDA, DAR sa wierzcholkami prostokata.

72. Dla dowolnej liczby naturalnej n ~ 3 znalezc rozklad liczby 1 na sume n
odwrotnosci róznych liczb naturalnych.

70. Niech (dj) bedzie optymalna permutacja ciagu (bi), czyli ta, dla której wartosc

wyrazenia Laidi jest maksymalna. Jesli istnieja numery k, l takie, ze k < l,
dk '> d" to z nierównosci ak < al otrzymujemy akdk+a/d/ < akd/+a/dk>a wiec,

piszac d~ = dz, dz' = dk>d; = di dla i =I-k, l, widzimy, ze L ald; > L aid;, wbrew
maksymalnosci prawej strony. Zatem dl < ... < dn, czyli jedyna permutacja
optymalna jest permutacja identycznosciowa. Stad teza.

71. Oznaczmy srodki wymienionych kól kolejno przez/D', A', B', C'. Wówczas
(patrz rysunek): 1:.AC'B = n- (1:.DAB+ 1:.ABD)/2 = n- (n-1:.ADB)/2 =
= (n+ 1:.ADB)/2 i podobnie ~AD'B = (n+ 1:.ACB)/2. Zatem z równosci
1:.ACB = 1:.ADB wynika równosc 1:. AC'B = 1:.AD'B oznaczajaca, ze na
czworokacie ABD'C' mozna opisac okrag. Wobec tego 1:.AC'D' = n-1:.ABD' =
= n-1:.ABC/2. Analogicznie 1:.AC'B' = n-1:.ADC/2. Dodajac otrzymane
równosci stronami stwierdzamy, ze wklesly kat B'C'D' równa sie 2n- (1:.ABC+
+ 1:.ADC)/2 ;;, 3n/2.. W ten sposób dowodzimy, ze wszystkie katy czworokata
A' B' C' D' sa proste .

• 1 1 l 1 l
72. Przykladowy rozklad: 1=2+4+8+ ... + 2n-2 + 3.2n-3 + 6'2n::"3'

Inna metoda: jesli (rn)jest ciagiem okreslonym wzorami rl = l, rn+1 = rn(rn+ l),
to wówczas l = (rl + 1)-1+ ... +(rn-l + 1)-1+r;l
(latwy dowód indukcyjllY).

1&
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