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Rys. 2

Doc. dr Jerzy BROWKIN

Bedziemy si¢ zajmowali robwnaniami postaci f(x, ¥) = 0, gdzie f jest wielomianem
o wspolczynnikach calkowitych, a wigc na przyktad réwnaniami:

(1) Ix—y+1=0,
(2) x*4y?—-1=0,
&) y—x*-3 =0,
4 x*+y*—2=0.

Pytamy, czy kazde takie rownanie ma nieskoriczenie wiele rozwigzan w liczbach wymiernych.
To znaczy, czy istnieje nieskonczenie wiele takich réznych par liczb wymiernych a, b, ze
fla, b) = 0.

Kazde takie rOwnanie opisuje pewna krzywa na plaszczyZnie. Na przyklad rownanie (1)
opisyje linig prosta, rownanie (2) — okrag, rownanie (3) pewna inng krzywa (zwana krzywa
eliptyczng — rys. 1), rownanie (4) — krzywa podana na rys. 2. Nasze pytanie mozZna wiec
sformulowac tak: Czy na kazdej krzywej opisanej wielomianem o wspolczynnikach
catkowitych lezy nieskoriczenie wiele punktow o wspotrzgdnych wymiernych?

Sprobujmy znalezé odpowiedzZ na to pytanie w przypadku krzywych opisanych rownaniami
() — @).

Oczywiscie na linii prostej (1) lezy nieskonczenie wiele punktow o wspolrzednych wymiernych.
Wystarczy mianowicie przyjac za x dowolng liczbe wymierna a, zas jako y wzia¢ liczbe 3a+1.
Para liczb x = a, y = 3a+ 1 spelnia to rOwnanie i obie te liczby sa wymierne. Poniewaz liczbe a
mozemy obiera¢ na nieskonczenie wiele sposobow, wigc otrzymujemy w ten sposob
nieskoficzenie wiele rozwigzan rownania (1) w liczbach wymiernych.

Rowniez rownanie (2) ma nieskoriczenie wiele takich rozwiazan. Wezmy mianowicie dowolng
liczbe wymierna a i przyjmijmy
a*—1 2a
et AE e
a*+1 a‘*+1
Nietrudno sprawdzi¢ (a sumienny Czytelnik powinien to zrobic!), ze te liczby x i y spelniaja
rownanie (2) i obie s3 wymierne.

W przypadku rownania (3) sytuacja jest bardziej skomplikowana. Dla réwnan (1) i (2)
wskazaliSmy wzory zalezne od dowolnej liczby wymiernej a opisujace pewne rozwigzania tych
rownan. Taka liczbe a nazywamy parametrem, a otrzymane rozwiazania — rozwiazaniami
opisanymi parametrycznie.

Ot6z moina udowodnié, ze roOwnanie (3) nie ma rozwigzan, ktore dalyby si¢ opisac¢
parametrycznie. Niemniej rOwniez to rownanie ma nieskoficzenie wiele rozwigzan w liczbach
wymiernych! Uzyskuje si¢ je jednak na innej drodze.

Mianowicie, zauwazmy najpierw, ze liczby x; = 1, y, = 2 spelniaja rownanie (3). Nastepnie
wezmy- liczby
9x}—8x, y} 23 _ 2xi-36xiyi+8yt 11

X = ———" = ——,  y;= =—.

4y 16 8y1 64
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Rozwiazanie zadania F 148. Sytuacja jest
wrecz odwrotna. W punkcie a) strumien
obejmowany przez obwéd z galwanometrem
wzrasta, lecz mimo to nie plynie w nim prad,
brak jest bowiem jakiejkolwiek sily zdolnej do
napedzania’ noénikéw ladunku,

w pozostalych punktach strumien
magnetyczny przenikajacy obwody nie ulega
zmianie — mimo to plyng w nich prady,

w ukladzie odniesienia zwigzanym z polem
magnetycznym nosniki ladunku poruszaja sie
wraz z przewodnikami w ;ml\._:

magnetycznym i skladowa magnetyczna sily
Lorentza jest czynnikiem zapewniajgcym
przeplyw pradu. Prawo indukcji
elektromagnetycznej nie jest wiec prawem
uniwersalnym i przytoczone przyklady
d°b“‘”". wladnie ze wzgledu na ich
wyjatkowosé. Prawo to jest dogodnym
narzedziem ulatwiajgcym rachunki, lecz nie
wyjawia mechanizmu powstawania sily
elektromotorycznej indukeji.
W przypadkach watpliwych
rozpatrzeé sily bedace przyczyna
uporzadkowanego ruchu nosnikdéw (sita
Lorentza). .

walezy

X .1

Rozwiazanie zadania M 356, Niech ad bedzie
$rodkowg tréikata abe. Mamy dla
odpowiednich wektoréw
1 4 1 , a
ladi? = |- {ué-rar.)i S (labi? + lac|? +
|2

+ 2{ab, acy)

i poniewaz
Ibel? = lac—ab|? = |ab|? +lac|? — 2{ab, ac)
. 1
jost lad|? = — (2labl? + 2lacl? ~ [bel?).
Niech teraz a, b, ¢, d € A,

d(a,b) = d(e,d) = D(A) i niech x bedzie
érodkiem ab, y — srodkiem cd
Z tréjkata aby mamy
|
lxy|? = i (2layi® + 21by|> — |ab]?),

a z trojkatéw acd i bed mamy:

layl? = ; @lae}? +2lad|? = fed)?) i

. 1
|by|2 = = (21bc|? + 2|bd|? — |ed]?).

Poniewaz jednak lac|, lad|, |bel, |bd] 5g nie
wieksze niz D(A),
natomiast |ab] = |ed| = D(A4), mamy:

3 3
layl? = % (D(A)?, |byi? < : (D(A)?

i wreszcie
= 1 o 1 5
leyl? < - ((D(4))? = (D(A)?) = — (D(A)?,
a wiec d(x, y) = l: D(A).
Wynika stad, wobec dowolnosci w wyborze
a, b, e d ie
= _ ¥2
D(S(A4)) = D(A) c.n.d.
¥
Gdy teraz A jest czworoscianem foremnym
0 krawedzi 1,zbior S(A) jest, jak latwo
sprawdzi¢, zbiorem srodkdw krawedzi A
i DES(4) = V2 Dray.

Po dos¢ uciazliwych rachunkach przekonujemy sie, Ze rowniez liczby x; i y, (ktore sa
wymierne!) spelniaja rownanie (3). Ogolnie, jezeli liczby x;, y« spelniaja (3), to rowniez liczby
Xi+1 1 Yu+1 Okreslone wzorami
27xf —36x3 yi+ 8y

8yk

spelniajg to réwnanie (Czytelnik zechce to sprawdzi¢). Mozna tez pokazaé, ze wszystkie tak
otrzymane pary (xi, i) 53 rozne. W ten sppsob wychodzac z rozwigzania x;, = 1, y, = 2
otrzymujemy nieskorniczenie wiele rozwigzan rownania (3) w liczbach wymiernych.

9-\’:— Sxkyf
4yi

X1 = s R =

Kazde z rozpatrzonych przez nas dotychczas rownan mialo nieskoficzenie wiele rozwigzan

w liczbach wymiernych. Jednak juz réwnanie (4) nie ma tej wlasnosci. Mozna udowodnié, ze ma
ono tylko skoriczong liczbg rozwiazan w liczbach wymiernych, mianowicie (1,1), (1,—1), (=1, 1).
(=10

Jakiej wiec mozna oczekiwaé odpowiedzi na pytanie postawione na poczatku artykutu?

Juz w latach dwudziestych biezacego sfulccia matematyk angielski L. J. Mordell (1888—1972)
sformulowat przypuszczalna odpowiedz na to pytanie.

Mianowicie, znana jest ... (Ostrzezenie: Od tego miejsca sformutowania w tym artykule sa juz
mniej precyzyjne, a czasem wrecz niescisle!) ... bardzo ogodlna klasyfikacja krzywych

polegajaca na tym, Ze kazdej krzywej przypisuje si¢ pewna liczbg catkowita nieujemng zwana jej
rodzajem. Tak wigc sg krzywe rodzaju 0, krzywe rodzaju 1, krzywe rodzaju 2 itd. W tym
artykule nie podamy definicji rodzaju krzywej (wymaga ona nieco rozleglejszej wiedzy niz
zakladamy u Czytelnika), lecz mozna powiedzie¢, ze im krzywa ma wiekszy rodzaj, tym jest
,,bardziej skomplikowana”. Krzywe rodzaju 0 — to sg krzywe, ktorych punkty mozna opisac
parametrycznie, krzywe rodzaju 1 — to sa tzw. krzywe eliptyczne, ... .

Otéz Mordell przypuszczat, ze na kazdej krzywej rodzaju wiekszego od 1 jest tylko skoriczona
liczba punktow o wspolrzednych wymiernych.

Ta slynna hipoteza Mordella przez ponad 50 lat opierala si¢ wysitkom matematykow
probujacych ja udowodnié. Chociaz uzyskano rozne wyniki czgéciowe na jej temat, sama
hipoteza pozostawala nieudowodniona.

Dopiero wiosng 1983 roku prof. Gerd Faltings z RFN hipoteze t¢ udowodnit i od tego czasu
hipoteza Mordella nosi nazwe twierdzenia Faltingsa.

Omowimy pewien wniosek wynikajacy z twierdzenia Faltingsa. Istnieje przypuszczenie, ze dla
kazdej liczby naturalnej n wickszej od 2 rownanie x"+ y" = z", zwane rownaniem Fermata, nie
ma rozwiazan w liczbach catkowitych x, y, z roznych od zera. Mozemy przy tym bez

f zmniejszenia ogblnoéci rozwazan ograniczy¢ sie do takich rozwiazan, ze liczby x, y, z sa

X
wzglednie pierwsze. Dzielgc to rownanie stronami przez z" i przyjmujagc X = —, ¥ = e mozemy
F4 Z
powyisze przypuszczenie sformutowaé w sposob rownowazny, jak nastepuje:

Dla kazdej liczby naturalnej n wiekszej od 2 rownanie

(5) X0 ¥ ]

nie ma rozwigzan w liczbach wymiernych X, ¥ réznych od zera, to znaczy jedynymi jego
rozwigzaniami w liczbach wymiernych moga byé X =0, Y = +lorazX = +1, Y =0—ma
wigc ono co najwyiej cztery rozwigzania.

(n—1)(n-2)

Wiadomo, Ze krzywa opisana rownaniem (5) ma rodzaj rowny . Liczba ta jest

wigksza od 1 dla n wiekszego od 3. Zatem z twierdzenia Faltingsa wynika, ze dla n = 4 rownanie
(5) ma tylko skonczong liczbg rozwigzan w liczbach wymiernych.

Tak wigc nadal nie znamy wszystkich rozwiazan réwnania Fermata w liczbach catkowitych x, y, z
roznych od zera i wzglednie pierwszych. Wiemy jednak, Zze przy ustalonym n, jezeli takie
rozwigzania istnieja, to ich liczba jest skoriczona.

Jeszcze na zakonczenie kilka uwag. Twierdzenie Faltingsa mozna inaczej sformulowaé tak :
Jezeli krzywa ma nieskonczenie wiele punktow o wspolrzednych wymiernych, to jest krzywa
rodzaju 0 lub 1. Nalezy jednak ostrzec Czytelnika, Ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
To znaczy, nie kazda krzywa rodzaju 0 lub 1 ma nieskoficzenie wiele punkidow o wspolrzednych
wymiernych. 3

Na przykiad krzywa o rownaniu x2+)* = 3 ma rodzaj 0, lecz nie lezy na niej zaden punkt
o wspolrzednych wymiernych. Ten ostatni fakt moze Czytelnik udowodnié samodzielnie — jest to
nietrudne ¢wiczenie.
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Pole magnetyczne
Ziemskie

Wielokrotnie w eksperymentach fizycznych zachodzi potrzeba wykonania badai w mozliwie
silnych statych polach magnetycznych. Projektowaniem i konstrukcja odpowiednich magneséw
zajmuje si¢ wiele firm i laboratoriéw. Na pozor sprawa wydaje si¢ prosta. Wiemy, ze w $rodku
cewki z pradem powstaje pole magnetyczne

po NT

B = 4
2r

gdzie N jest liczbg zwojow, I natezeniem pradu, r promieniem cewki, o przenikalnoscia
magnetyczng prozni.

Trzeba zatem skonstruowac elektromagnes z duza liczbg zwojéw i przepuszcza¢ odpowiednio
duzy prad. Niestety, nie da si¢ tatwo spelni¢ obu tych warunkéw jednoczesnie. Wiele ZWOjOW
oznacza albo cienki drut, albo wielka cewke. Cienki drut uniemozliwia przeplyw duzego pradu,
za$ duza cewka nie daje silnego pola nawet przy duzym pradzie, gdyz pole od daleko
polozonych zwojow nie jest istotne,

Chcac nie cheac trzeba budowaé magnesy z niewielka liczba zZwojow i oczywiscie trzeba
przepuszcza¢ przez nie bardzo duzy prad. Naturalnie, w cewce wydziela si¢ cieplo Joule’a-Lenza:
wymaga to niestychanie wydajnego chiodzenia uzwojenia. Kto$ powie: zaraz, zaraz, przeciez
wykorzystujac zjawisko nadprzewodnictwa pozbywamy sig¢ oporu cewki, a zatem nie wydziela sie
w niej cieplo. To prawda, ale w magnesach nadprzewodzacych trudno przekroczy¢ granice 10 T
(pole magnetyczne niszczy nadprzewodnictwo), a ponadto sg one klopotliwe w uzyciu (kapiel

w ciektym helu). Narzucajacy si¢ pomyst wykonania uzwojenia z rurek (w srodku plynie woda
chlodzgca) nie jest najlepszy ze wzgledu na duze opory przeplywu cieczy. Optymalng konstrukcja
Jest chyba elektromagnes biterowski (Francis Bitter — fizyk amerykanski) pozwalajacy uzyska¢
stacjonarne pole magnetyczne 20—30 T. We wszystkich wigkszych osrodkach naukowych na
s$wiecie, gdzie bada si¢ wlasnosci materii w silnych polach magnetycznych, stosuje sie wlasnie
takie magnesy. Magnes biterowski (patrz rysunek) skiada si¢ z dyskow miedzianych o grubosci
1—2 mm (specjalna ultratwarda miedz elektrolityczna) o $rednicy 20—40 cm, z otworem

w $rodku, przecigtych wzdhuz promienia. Kilkaset (zwykle ok. 200) takich dyskéw zlozonych
wraz z izolujacymi przektadkami tworzy elektromagnes. '

Przektadka izolacyjng jest specjalna folia w ksztalcie kota o érednicy rownej $rednicy dysku

z usunigtym niewielkim wycinkiem (rowniez z otworem w érodku). Odpowiednie ztozenie
dyskow i przekiadek powoduje powstanie cewki; kazdy dysk jest jej pojedynczym zwojem.
Cewke tg, ktora jest praktycznie miedzianym walcem, chtodzi sie w ten sposob, ze przepuszcza
si¢ wode przez kilka tysiecy malych (Srednica 1—2 mm) otworéw wywierconych wzdhuz
wysokosci walca, czyli rownolegle do pola magnetycznego. Dla uniknigcia zwar¢ uzywa sie
specjalnie dejonizowanej wody o oporze wlasciwym rzedu kilku M2m.

O wymaganej precyzji wykonania takiego magnesu $wiadczy fakt, ze otwory chiodzace wycina

‘si¢ w dyskach i przekiadkach przed zlozeniem magnesu, a powstale po zlozeniu kanaliki musza

mie¢ jednakowy przekroj wzdhuz calej gruboséci cewki z doktadnoscia do 0,05 mm.

Na $wiecie pracuje zaledwie kilkadziesiat cewek tego typu w kilkunastu osrodkach naukowych.
W Europie najwigkszym takim laboratorium jest ,,Service National des Champs Intenses”

w Grenoble (Francja). Ze wzgledu na do$¢ wysokie koszty budowy i eksploatacji laboratorium
to uzytkowane jest wspolnie przez Centre National de la Recherche Scientifique i Max Planck-
Gesellschaft i otwarte jest dla naukowcoéw z calej Europy (miesigcznie przyjezdza tam ok. 20
0s6b). W Grenoble zainstalowanych jest 8 magneséw biterowskich dajacych pola do 25 T.
Magnesy zasilane sg przez 4 generatory 2,5 MW kazdy, ktore mozna laczy¢ rownolegle.
Najwigksza cewka wymaga 10 MW mocy (U = 335 V, I = 30 kA). Do chlodzenia jej
wysokowydajne pompy tlocza wodg (w obiegu zamknigtym) z szybkoscia 400 m?/godz.

przy ciSnieniu roboczym 27 atm, powoduje to wzrost temperatury wody o ok. 40°C, powoduje to
rowniez wzrost temperatury wody w rzece, ktora jest ostatecznym odbiornikiem ciepla,

0 2—3°C (tylko podczas pracy najwickszej cewki przy maksymalnym polu). Dla zabezpieczenia
cewek komputer trzy razy w ciagu sekundy mierzy temperature wody, prad i napiecie cewki

i w razie jakichkolwiek nieprawidlowosci ,,oglasza™ alarm i wylacza generatory. Czas zycia
cewek mimo to nie przekracza zwykle 1000 godzin, po tym czasie trzeba cewke rozebrac¢

i wymieni¢ wypalone dyski.

Wysitki konstruktorow zmierzajace do uzyskania jeszcze silniejszych pol magnetycznych nie
ustajg. Rowniez w Grenoble jest obecnie budowany przez uczonych francuskich i niemieckich
magnes hybrydowy: tzn. cewka biterowska umieszczona w polu magnetycznym duzego magnesu
nadprzewodzacego. Oczekuje si¢ pola magnetycznego ponad 30 T, bedzie to ,,rekord §wiata”

w stacjonarnych polach magnetycznych.



O krysztatach helu w temperaturze pokojowej,
czyli o wielkich nrﬂlrwz}:cxt-’ h mscfmcl cisnien

Dr Andrzef HENNEL

Wyobrazmy sobie, iz nawigzany zostal kontakt radiowy z odlegla o wiele lat $wietinych
cywilizacja kosmiczna. Po uwzglednieniu calkowicie jednoznacznego sposobu przekazywania
informacji (symbole, jednostki itd.) zaczynamy sobie nawzajem przesyla¢ podstawowe informacje
o naszych $wiatach. W jednej z pierwszych otrzymanych i rozszyfrowanych depesz pojawia sie
nast¢pujacy fragment — ... H,O, krysztal o gestosci 1,5 g/cm?, temperatura topnienia 192°C ...
Budzi to oczywiscie wielkie zdumienie, czyzby ,,u nich” obowiazywaly inne prawa fizyki?
Wkrotce jednak sprawa wyjasnia sig, ot6z na planecie naszych kosmicznych pobratymcow
1 bar = 105 Njm? = 108 paskali = panuje ci$nienie okoto 40000 atmosfer. W rezultacie maja oni do czynienia z zupelnie inng niz
0,9869 atmosfery = 1,0197 kG /cm? my struktura krystaliczna lodu (jest to tzw. 16d VII albo 16d goracy) znacznie gesciej upakowana,
co przejawia sie we wzroscie gestosci. Na Ziemi, oczywiscie, mozna otrzymac¢ w laboratoriach
wszystkie kolejne rodzaje lodu od I do VII stosujac odpowiednie ci$nienia i temperatury.

Mozliwos¢ zmieniania fazy stalej czy, jak kto woli, struktury krystalicznej danego pierwiastka czy

zwigzku chemicznego pod wysokim ci$nieniem nie jest oczywiscie niczym nowym. Produkuje si¢
1’9?97 przemystowo z wegla syntetyczne diamenty, ktére na dodatek maja te mila wlasnosc, iz sa
100r / metatrwale, tzn. pozostaja diamentami po obniZeniu ciSnienia. Znane s3 réZne postacie
E / krystaliczne siarki czy fosforu ...
v o Nowoscia ostatnich lat w laboratoriach fizykow jest natomiast mozliwos¢ uzyskiwania
& sot 7 kontrolowanych ci$nieni hydrostatycznych rzedu miliona atmosfer za pomoca tzw. kowadetek
§ / diamentowych. Jednym z najbardziej efektownych eksperymentow byla krystalizacja helu
7 w temperaturze pokojowej pod ci$nieniem 115 kilobaréw przeprowadzona w 1979 roku przez
4 9’5” J. M. Bessona i J. P. Pinceaux na Uniwersytecie imienia Piotra i Marii Curie w Paryzu.
“;o 230 3&} Jak wiadomo (patrz np. artykut L. Turskiego, Delra 12/1983), pod ci$nieniem normalnym hel
Temperatura (K) pozostaje ciecza nawet w temperaturze absolutnego zera, dopiero pod Fiénienicm 25 barow
nastepuje jego krystalizacja. Nic wiec dziwnego w fakcie, iz krystalizacja helu w wyzszych
Krzywa krystalizacji helu. Krzywa ta opisana temperaturach wymaga wysokich ci$nien i jest stosunkowo trudna do przeprowadzenia.
jest tzw. rownaniem Simona’ W 1961 roku udalo sie zestali¢ hel w temperaturze wrzenia azotu (77 K) pod cisnieniem 14 kbar,
P = 16, 235[(T/0,992)-3554 1], a dalszy postep umozliwily dopiero kowadelka diamentowe, ktore teraz omowimy doktadniej.
gdzie P jest ciSnieniem w barach, a T érna szczyzna
temperaturg w kelwinach. Réwnanie to f-""""f 9 diumif.’u OJ;rednf'cy
obowiazuje rowniez w obszarze niskich asmrokafnu ptaszczyzna > P s S rredu 23mm
temperatur i malych ciéniefi rzedu 1 kbar. kowadet o Srednicy h ) v
Fakt ten oznacza, Ze struktura krystaliczna rzgd'u 05mm

helu, ktéra pod niewielkim ci$nieniem jest
strukturg kubiczng plasko cerftrowana,

pozostaje nie zmieniona az do 115 kbar, / -%
‘ :

uszczelka metalowa -~
o grubosci okoto

N\

komora prébki, czyli
otwdr w uszczelce

Schemat Kowsdelk di vk N ) g metalowej o Srednicy
g25mm i okoto 100 pm
Cisnienie na dnie Rowu Mariarskiego Jest to zestaw dwoch odpowiednio zeszlifowanyeh diamentow, pomigdzy ktorymi umieszczona
(11 km) — 1 kbar, rekordowe ci$nienie jest folia metalowa z malym otworkiem (rysunek). Diamenty $ciskane sa z zewngtrz prasa
w kowadlach diamentowych — 1,7 Mbar, 1 i1y LK tabeia delek twardoéé diamentéw
e e e o regulowanej sile nacisku. Konstrukcja kowadelek oraz ogromna twardosc¢

pozwalaja na osiaganie w malutkiej objetosci pomigdzy diamentami i uszczelka metalowa
kolosalnych ciénien rzedu megabarow. Dotychczasowy rekord uzyskany w 1982 roku wynosi
1,7 Mbar. Badany obiekt, tzn. gaz, ciecz czy tez okruch krysztalu umieszcza si¢ wigc w tej
mikroskopijnej komorze ci$nien i nastepnie obserwuje si¢ caly eksperyment pod mikroskopem
korzystajac z przezroczystosci samych diamentow. W przypadku badania krysztalow w komorze
probki umieszcza si¢ krople mieszaniny metanolu z etanolem, ktora zapewnia hydrostatyczny
rozklad ci$niefi do okoto 200 kbar. Ponadto w komorze probki umieszcza si¢ okruchy rubinu,
co pozwala na pomiar wartosci otrzymanego ci$nienia. Rubin mianowicie pod wplywem
oswietlenia wysyla bardzo silne promieniowanie czerwone o dlugosci fali 693 nm pod
cisnieniem atmosferycznym. Pod wplywem ci$nienia wytworzonego w kowadtach nastgpuje
liniowa zmiana dlugosci fali wysylanego przez rubin promieniowania (okoto 30 nm na 1 Mbar),
co pozwala na bardzo precyzyjne wyskalowanie otrzymanych cisnien.

W eksperymencie Bessona i Pinceaux dodatkowym problemem bylo wypelnienie komory prébki
helem. Dokonano tego umieszczajac kowadla w wypelnionej helem stalowej komorze cisnien,
pod ciénieniem 2000 baréw. W ten sposdb w komorze probki znalazio si¢ okolo 0,5 ug helu.
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Nastepnie stopniowo zwickszano ci$nienie obserwujac uwaznie komorg provki. Przy ci$nieniu
115 kbar, w temperaturze 24°C zaobserwowano krystalizacje helu. Poniewaz roznica
wspolczynnikow zalamania $wiatla dla krysztalow helu i cieklego helu jest bardzo niewielka,
dosy¢ trudno jest zaobserwowac granice faz. Na fotografii wida¢ powiekszong okolo 500 razy
komorg probki. Gorna i srodkowa czes¢ komory wypelnia eliptyczny w ksztalcie krysztal helu.
Na dole w cieczy znajduja si¢ okruchy rubinu stuzgce do okreslania ci$nienia. Gesto$¢

widocznego na zdjeciu krysztalu wynosi okoto 1 g/em3.

Na zakoriczenie warto wspomniec, iZ niezwykle interesujagce moga by¢ badania krysztalow
wodoru w kowadtach diamentowych. Wodor pod ci$nieniem 57 kbar tworzy w temperaturze
pokojowej krysztaly molekularne, jednakze po przekroczeniu 2 lub 3 Mbar powinien przej$¢ do
fazy metalicznej (patrz artykut A. Holasa, Delta 10/1981). Nie ma w tym nic dziwnego, kazde ciato
state pod ci$nieniem w koricu musi sta¢ si¢ metalem, tzn. zblizenie atoméw doprowadza do
,,uwspolnienia’ zewngtrznych elektronow. Na przyklad krysztaly jodu przechodza w faze
metaliczna pod ciénieniem 300 kbar. Jednakze metaliczny wodoér powinien mie¢, wedlug
przewidywan teorii, dwie niezwykle wazne cechy. Po pierwsze ma on by¢ metatrwaly, tzn.
pozostawa¢ metalem po obniZeniu ci$nienia; po wtore ma by¢ nadprzewodnikiem do stosunkowo
wysokich temperatur rzedu — 100°C — 0°C. Latwo wyobrazi¢ sobie, jak kapitalne znaczenie dla
elektrotechniki i energetyki mialaby mozliwos¢ uzycia bardzo lekkiego drutu, ktérego opor jest
rowny zeru. Proby otrzymania metalicznego wodoru sg prowadzone w wielu laboratoriach na
$wiecie i jezeli nadejda nowe informacje, na pewno poinformujemy o nich Czytelnikow Delty.

Dtugi dowod

Przez pg(K, R, T) bgdziemy oznaczaé¢
czesciowa geometrie (partial geometry)

o parametrach K, R, T. Bardziej dokladna
definicje podajemy nizej, choé¢ dla meritum
sprawy nie ma ona znaczenia. Poszukiwanie
rozmaitych czesciowych geometrii jest
trudng sztukg, choé w ostatnich latach
zrobiono tu duZe postepy. Z referatu

J.H. van Linta wygloszonego na Kongresie

 ICM 82 (Warszawa, 16—24 VIII 83)

dowiedzielismy sie, e autor odkry! m.in.
metode rozstrzygania czy istniejg

pg(l, 21-3,1—2). Na przykiad istnieje
pg(5, 7, 3), ale nie istnieje pg(6, 9, 4). Ten
ostatni fakt van Lint odkryl wiosna 1983 r.
za pomoca komputera VAX 11/780.
Obliczenia zajely (uwaga) 183 dni!

M. SZ.
Czeséciowa geometria pg(K, R, T) to zbior

# obiektéw zwanych punktami, zbiér
obiektéw & zwanych prostymi, przy czym

1) kazda prosta ma K punktéw,
2) kazdy punkt lezy na R prostych,

3) gdy punkt x nie lezy na prostej L, to
tniatsdobisdete T ktéw y € L takich,

ze x i y leza na jednej prostej.

\

Dowcipy uzywane

Po wielogodzinnym locie w chmurach balon

wynurzyl sig nad bezkresng réwning, na

ktorej przez czas dluzszy nie moina bylo

znalez¢ zadnego punktu orientacyjnego,
gacego poinformowac aerc dw gdzie

si¢ znajdujg. Nagle dostrzegli w dole idacego

czlowieka. Gdy zblizyli si¢ na odleglosé¢

glosu, zakrzykneli:

— Panie, gdzie my jestesmy?

Zapytany, po namysle, odkrzyknal:

— W balonie!

1 wiatr uni6st balon dalej.

— Wiele si¢ nie dowiedzielismy.

— Bo co za pech, 2eby trafi¢ akurat na

matematyka!

— A to byl matematyk? Skad wiesz?

— Przeciez udzielil odpowiedzi przemyslanej,

prawdziwej i bezuzytecznej. :

To co wyzej, ma byc propozycjg dla
Czytelnikéw nadsylania nam zlosliwych,

w miare mozliwosci rowniez smiesznych,
dowcipéw o matematykach, fizykach

i astronomach. Nie bedziemy ich drukowacé,
jesli nas nie rozémieszg, ale w przeciwnym
razie — na pewno.

O balonie opowiadat nam L. W. Szczerba
(Warszawa)

Gdyby kazdy obywaté! Polski otrzymywal co pierwszego Srednio 12 tys. zlotych (lacznie
z niemowletami i starcami), byloby to wigcej niz obecnie. A przeciez tak latwo to osiggnac!

Obliczajcie razem z nami:

Rocznie jest to 144.tys. (Srednio na glowe).

Wobec kursu dolara (§rednio w pazdzierniku w bramie), 650 zi, daje to ok. 221,53846 (srednio

na glowe w ciggu roku) dolarow.

Dla calej Polski wyniesie to rocznie mniej' wiecej 7975,3845 min dolaréw, no — nie oszczgdzajmy

— 8 mld dolarow.

Gdyby wiec minister finansow wyskrobat 61,5 mld dolaréw i ztozyl to w jakims$ banku
(cho¢by w NBP) na 13% rocznie, mieliby$my zapewniony wzgledny dostatek przy zerodniowym

tygodniu pracy. Prawda?

A przeciez za to, co mamy, dano by nam wigcej. Moze wigc si¢ oplaci?

0y

Tadeusz WOJSZCZ
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Rys. |. Zaleznosc gestosci g atmosfery
ziemskiej od wysokosci £ nad poziomem
morza (w skali jak na rysunku zaleznosc te
mozna z dobrym przyblizeniem traktowaé
jako liniowa).
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Rys. 2. Zaleznosé beswsglednego
wspolczynnika zalamania swiatla n atmosfery
ziemskiej od wysokosci h nad poziomem
morza (w skali jak na rysunku zaleznoéé te
dobrze przybliza linia prosta).
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Soczewka wielka jak niebo

Dr Zbigniew PELOCHOCKI

Ile gwiazd na idealnie czystym niebie mozna noca zobaczy¢ z Ziemi nieuzbrojonym okiem?

Nie mecz si¢, Czytelniku, z liczeniem, bowiem $cista odpowiedz brzmi: ani jednej. Rzecz w tym,
ze z Ziemi zaden cztowiek nie moze patrze¢ na gwiazdy bez przyrzadu. Obserwuje on bowiem
gwiazdy przez naturalna soczewke, ktora zastania mu cale niebo. A stanowi ja nasza, ziemska
atmosfera.

Aby to sobie uzmystowié, warto odpowiedzie¢ na dwa pytania: 1° jak atmosfera ziemska dziala
na przechodzace przez nig $wiatlo cial niebieskich? oraz 2° czy to jej dzialanie da si¢
sprowadzi¢ do dzialania soczewki (i jakiej)?

Atmosfera ziemska to kulista warstwa powietrza otaczajaca Ziemig. Jej gestosc przy powierzchni
Ziemi wynosi $rednio okoto 1,3 kg/m? i szybko maleje wraz z wysokoscia nad poziomem morza
(rys. 1). Znikome resztki atmosfery mozna wprawdzie stwierdzi¢ nawet na wysokosci do

3000 km, ale prawie cala masa atmosfery (997%;) zawarta jest w najnizszej powloce o grubosci ok.
35 km.

Wspolczynnik zalamania gazow (wzgledem prozni) jest rosnaca funkcja gestosci. Dla powietrza
atmosferycznego mozna te funkcje wystarczajaco dokladnie przyblizy¢ funkcja liniowg postaci:
n = 1+ Ap, gdzie n — wspolczynnik zalamania powietrza, p — jego gestosc,

A ~ 2,2-107* m3/kg. Z optycznego punktu widzenia atmosfera ziemska jest wiec warstwa
ofrodka o bardzo niewielkim wspolczynniku zalamania $wiatla, malejacym wraz z wysokoscia
(rys. 2). Jak taka niejednorodna warstwa dziala na przechodzace przez nia $wiatlo?

Kiedy promien $wietlny przechodzi przez granice miedzy dwoma jednorodnymi osrodkami

o roznym wspolczynniku zalamania (rys. 3a), wowczas skokowo zmienia swoj kierunek. Kiedy
promien $wietlny przechodzi przez kilka warstw jednorodnych o innym wspolczynniku
zalamania kazda (rys. 3b), wowczas zmienia swoj kierunek na kazdej granicy migdzy warstwami.
Kiedy promien $wietlny biegnie przez niejednorodny osrodek o plynnie zmieniajacym si¢
wspolczynniku zalamania (rys. 3c), wowczas zakrzywia si¢ takze w sposob plynny. Zjawiske to
nosi nazwe refrakcji.
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Rys. 4. Refrakcja éwiatla w atmosferze ziemskiej (w przesadzie i bez zachowania skali), powodujaca,
ze obserwator na Ziemi widzi gwiazdy na niebie wyzej niz w rzeczywistosci.

Podobnie zakrzywia swoj tor $wiatto biegnace przez atmosferg ziemska (rys. 4). Kat migdzy
promieniem docierajagcym do obserwatora na powierzchni Ziemi a promieniem docierajacym do
atmosfery nosi nazwe kata refrakcji. Kat refrakcji jest tym wigkszy, im diuzsza droge przebywa

_promien $wietlny w atmosferze. Dla promienia docierajacego do obserwatora (na powierzchni

Ziemi) w plaszczyznie horyzontu kat refrakcji wynosi 35°. Dla promieni docierajacych do
obserwatora pod coraz wigkszym katem do plaszczyzny horyzontu kat refrakcji maleje.
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Rys. 3. Zalamanie swiatta na granicy dwoch
osrodkéw jednorodnych optycznie (a) przy
przejiciu przez kilka warstw takich osrodkow
(b) i przy przejiciu przez osrodek optycznie
niejednorodny (o plynnie zmieniajacym sig
wspolezynniku zalamania) (c).

Pionowe wykresy po lewej stronie kazdego
rysunku obrazvja zaleznosé wspélczynnika
zalamania n od miejsca w odrodku.

Ksigzryc
/
/
) !
Rys. 5. Ksigzyc jest blizej ziemskiego
obserwatora widzacego go w zenicie (0,), niz
obserwatora widzacego go podczas wschodu
lub zachodu (0;) (na rysunku nie
zachowano skali).

Promieniowi, ktory z plaszczyzng horyzontu tworzy w punkcie, gdzie znajduje si¢ obserwator,
kat 30’ (tyle mniej wigcej wynosi widoczna z Ziemi $rednica katowa Stofica), odpowiada kat
refrakcji wynoszacy okolo 29°; promien docierajacy do obserwatora z zenitu refrakcji juz nie
ulega wcale.

Istotnie, wskutek refrakcji w atmosferze nie mozemy z Ziemi patrze¢ na niebo nieuzbrojonym
okiem. Oko nasze jest bowiem zawsze ,,uzbrojone w atmosfere ziemska”, ktora jakosciowo
mozemy traktowac jako specyficzng soczewke plasko-wypukla (czy iloSciowo tez? — ten
niewatpliwie interesujacy problem pozostawiam dociekliwemu Czytelnikowi). Jej specyfika polega
— po pierwsze — na tym, Ze nie ma ona ostro okreslonej powierzchni wypuklej; po drugie, jest
,»wykonana” z materialu optycznie niejednorodnego (rys. 2); po trzecie wreszcie, na niebo
patrzymy nie przez te soczewke, ale z jej wnetrza, Dodaé by jeszcze nalezalo, ze wszystkie dane,
ktore podalismy wyzej, maja charakter danych $rednich. Aktualne wlasnosci naszej soczewki

w znacznej mierze mogg zaleze¢ od stanu atmosfery nad naszymi glowami.

Czy soczewka atmosferyczna ma istotne znaczenie dla obserwacji zjawisk na niebie z Ziemi?
Oto trzy przykiady roznych zagadnien, ktorych analiza pozwoli, mam nadzieje, uzasadnic¢
odpowiedz twierdzaca na to pytanie.

Wroémy najpierw do pytania z poczatku naszych rozwazan. Wyobrazmy sobie, ze ten sam
fragment nieba obserwujemy z Ksigzyca (gdzie nie ma atmosfery) i z Ziemi. Obserwator na
Ksiezycu policzyl gwiazdy na niebie, po czym przenosi sie na Ziemie i znowu liczy gwiazdy
(niebo nad nim jest idealnie czyste). Czy zobaczy wigcej, czy mniej gwiazd niz z Ksiezyca?
Wskutek refrakcji w atmosferze ziemskiej widzimy z Ziemi gwiazdy, ktoére dla obserwatora
ksigzycowego sa pod horyzontem (rys. 4), czyli z Ziemi mozemy zobaczy¢ gwiazd wiecej. Czy
troche wigcej, czy tez — znacznie wigcej? Sadze, ze Czytelnik, postugujac si¢ podanymi uprzednio
informacjami, sam juz dojdzie do wniosku, ze wplyw soczewki atmosferycznej na wynik liczenia
gwiazd na niebie jest znikomo maly.

Czy mozna go jednak poming¢, gdy wyznaczamy katowe odleglosci migdzy gwiazdami,

zwlaszcza takimi, ktore mozemy obserwowaé jedynie nisko nad horyzontem?

Negatywna odpowiedZ znajdzie Czytelnik z latwoscig rozwiazujac nastepujace zadanie:
obserwator na powierzchni Ziemi widzi dwie gwiazdy, z ktorych jedna znajduje si¢ w plaszczyznie
horyzontu, druga zas — 30" nad horyzontem. Ile wynosi faktyczna odleglos¢ katowa miedzy

tymi gwiazdami (zakladamy, Ze odleglo$¢ do gwiazd jest nieskoriczenie wielka w poréwnaniu

z rozmiarami Ziemi i jej atmosfery)?

Trzeciego przykladu dostarcza nam wschodzace lub zachodzace Storice lub Ksiezyc. Otoz ich
tarcza jest wyraznie splaszczona w stosunku do sytuacji, kiedy sa wysoko nad horyzontem. To
takze wynik refrakcji $wiatla stonecznego w atmosferze. Czytelnik, ktory rozwigzal proponowane
wyzej zadanie z para gwiazd, nie powinien mie¢ klopotéw z rozwiazaniem nastepujacego: o ile
zmniejsza si¢ pionowa $rednica katowa widzianego z Ziemi Slorica, ktorego tarcza dotyka
wlasnie swym dolnym punktem granicy horyzontu, w poréwnaniu ze Storicem w zenicie (kiedy to
katowa Srednica Slonca wynosi okoto 307)?

Tu jednak Czytelnik moze mie¢ watpliwosci. Bowiem wschodzace lub zachodzace Slofice

i KsigZyc sa nie tylko splaszczone, ale tez wyraznie wigksze niz wysoko nad horyzontem.

W tym miejscu chciatbym zaproponowa¢ Czytelnikowi, by watpliwosci te sprobowal rozstrzygnac
samodzielnie, a nastepnie podzielil si¢ wynikami swych dociekan z innymi za po$rednictwem
naszego pisma. :

Osobiscie zadanie podzielitbym na dwie cze$ci: doswiadczalng i teoretyczng. W czeéci
doswiadczalnej staratbym si¢ przede wszystkim odpowiedzie¢ na pytanie: czy obserwowane
przez nas zwigkszenie tarczy Slorica (czy Ksigzyca) jest obiektywnym faktem, czy tylko
zludzeniem? W tym celu oko nalezaloby zastgpi¢ jakim$ przyrzadem, ktory nie ulega zludzeniom
optycznym — na przyklad aparatem fotograficznym. Sekwencja zdje¢ Storica (lub'Ksigzyca)
podczas wschodu i po nim (lub przed i podczas zachodu) powinna stanowi¢ wystarczajgco
wymowny material doswiadczalny, pozwalajacy odpowiedzie¢ na powyZsze pytanie.

Cze$é teoretyczna mozna generalnie zatytulowac ,,Dlaczego?” Innymi stowy, chodziloby w niej
o sporzadzenie listy wszelkich mozliwych mechanizmoéw, ktore warunkuja obserwowane zmiany
rozmiaréw katowych tarczy slonecznej, a nastgpnie — o oceng ich roli. Oto przykladowe
pozycje takiej listy, ktore przytaczam nie tyle jako podpowiedzi, ile jako advocatus diaboli:

1° gdyby Ksiezyc obiegal srodek Ziemi po okregu, to w chwilach wschodu i zachodu
znajdowalby sie dalej od obserwatora na Ziemi niz w chwili przechodzenia przez zenit, przez co
obserwator widzialby wschodzgcy i zachodzacy Ksigzyc mniejszy niz wysoko na niebie (rys. 5);
czy ma znaczenie fakt, ze ciala niebieskie poruszaja si¢ po orbitach eliptycznych? czy istotne
jest, ze jedno obiega nie drugie, ale — ich wspolny srodek masy? czy efekty te sg istotne

w przypadku Storica widzianego z Ziemi?



Zenit

\

2° ze wzgledu na symetrig soczewki atmosferycznej (osia symetrii jest prosta przechodzaca przez
zenit) refrakcja swiatla w atmosferze powoduje pozorne podniesienie cial niebieskich jedynie
wzdluz poludnikéw niebieskich (kot wielkich na niebie przecinajacych sie w zenicie — rys. 6),
skutkiem czego Slorce znajdujace si¢ faktycznie (tzn. bez uwzglednienia refrakcji) nad

A horyzontem musi obserwator ziemski widzie¢ jako mniejsze (dokladniej: wezsze), a jako szersze
widzi je tylko w tym krotkim okresie, ktory uplywa od chwili jego faktycznego przejscia
przez plaszczyzne horyzontu do momentu widzianego z Ziemi zachodu (podobnie przy
wschodzie); czy to ma istotne znaczenie?

= horyzont 3° wschodzace lub zachodzace Slonce i Ksigzyc $wiecg stabiej i majg inng barwe (to zashuga

\ rozpraszania $wiatla stonecznego'i ksiezycowego w atmosferze); czy ma tu miejsce (a jesli tak, to
" potudniki czy jest istotne) zludzenie optyczne polegajace na pozornej zmianie rozmiarow Zrodia Swiatla
B niebieskie przy zmianie jego barwy lub (i) jasnosci? czy wazna moze tu by¢ zmiana jasnosci nieba?

Jak wynika z powyzszych przykiadow, nie wszystkie czynniki na naszej liscie dadza si¢

Rys. 6. Refrakcja w atmosferze sprawia, ze’
$rednice katowa @, obiektu niebieskiego
obserwator ziemski zobaczy badz jako
mniejszg ($3), badz jako wicksza (Pp) —
zaleznie od tego, czy obiekt w rzeczywistosci
jest nad (A), czy pod horyzontem (B)
(rysunek mocno przesadzony).

W artykule ,,Atraktor i koza" (Delta 7/1982) Irena Kozlowska
obliczata dlugo$¢ sznurka, na ktérym ma by¢ uwiazana koza.
Drugi koniec sznurka jest zamocowany na brzegu kolistego
pastwiska, a dokladnie polowa pastwiska ma by¢ w zasiegu kozy.
Wynik (przy promieniu kola 1) jest granicg ciagu x,, gdzie
x1 =1, Xnyy =f(xn)- a
Fi t 2t x

f(x)=2sm(T+—2— I—THTarccos?)-
Autorka oblicza t¢ granicg za pomocg kalkulatora ,,najlepiej
programowanego”. Ciag jest bowiem zbiezny wolno i dopiero
siedemdziesigty piaty wyraz daje nam osiem cyfr znaczacych.

Czytelnik z Jeleniej Gory p. Adolf Luczycki proponuje inng
metode znalezienia wyniku. Po pewnych modyfikacjach wyglada
ona tak. Obliczamy, jaka cze$¢ pastwiska jest w zasiegu kozy

(w zalezno$ci od dlugosci sznurka)

1 S AT e s
p(s) —;(Zarc sin - —s 1— - —s*arccos ?)-

zanalizowac Scisle (iloSciowo). Dlatego racjonalizm warto w takich przypadkach wesprze¢
stosownymi do$wiadczeniami. Nie nalezy wiec lekcewazyé czesci doswiadczalnej naszego zadania.

No, ale dos¢ juz przestrog i moraléw. Zyczac sukceséw zostawiam Was sam na sam z problemem:
dlaczego wschodzace i zachodzace Slonce i Ksigzyc widzimy z Ziemi wieksze niz wysoko nad
horyzontem? A redakcja Delty czeka na Wasze listy.

Oczywiscie p jest funkcja rosnaca. Oznaczmy s, = 1,5, = J/2,
s 1
P = p(51); p2 = p(s2). Oczywilcie p, < 5 S

S2—5 1
Okre$lamy teraz s; = sy (-— —p.)+:l (zwykla interpolacja
P2—p1 \2 :

liniowa) i ps = p(sa).

1
Wstawiamy teraz s; i p; na miejsce s; i p,, jesli p;, < 5 ina

1
miejsce 5, i ps, jesli p; = 7% i powtarzamy powyzszg procedurg.

Okazuje sie, ze juz szosty wyraz ciggu daje osiem cyfr
znaczgcych. (Pozostawiamy Czytelnikom udowodnienie, Ze ciag
Sn jest zbiezny do szukanej dlugosci sznurka).

Kalkulatorem programowanym wygodniej jest liczy¢ pierwsza
metoda (znacznie krotszy program), mimo Ze czas pracy
kalkulatora jest okoto dziesig¢ razy diuzszy. Natomiast dla
zwyklego kalkulatora przewaga drugiej metody jest wyrazna —
dziesigciokrotnie mniej nacisnie¢ klawiszy.

TR,

Mgr Joanna FILIPOWICZ

Albert Einstein w ksiazce ,,0 szczegélnej i ogdlnej teorii wzglednosci” wydanej w roku 1917
napisal: ,,Czesto$¢ drgan promieniowania atomu znajdujacego si¢ na powierzchni ciala
niebieskiego bedzie nieco mniejsza od czgstosci drgan promieniowania atomu tego samego
pierwiastka znajdujacego si¢ w swobodnej przestrzeni (lub na powierzchni mniejszego ciala

niebieskiego)”.

ZastanOwmy si¢ nad mozliwoécia wyznaczania mas gwiazd przy wykorzystaniu tego efektu.
Niech kwant promieniowania elektromagnetycznego wylatuje z izolowanego ciala niebieskiego
o potencjale grawitacyjnym na powierzchni @ = GM/R, ktory znika w nieskonczonosci.
Kwant taki porusza si¢ z predkoscia $wiatla ¢ i w ukladzie zwiazanym z drgajacym atomem ma
czesto$é vo. Zgodnie z relacja E = mc? = hyy wiazaca energig calkowita E z masg m kwantowi
takiemu mozna przypisaé pewng wielko$¢ m = E/c?. Pole grawitacyjne opisane potencjalem @
bedzie oddzialywa¢ na te ,,mase”. Aby wiec wydostac si¢ z potencjatu @, kwant musi wykonaé
prace rowng roéznicy energii potencjalnej na powierzchni ciala o masie M i energii potencjalnej



Temperatura efektywna Ty — jest to taka
temperatura, jaka mialoby cialo doskonale
czarne tych samych rozmiaréw
i wypromieniowujace w jednostce czasu tg
samg energi¢, eo gwiazda. Calkowite

ezenie promieni nia we wszystkich
diugosciach fali E w jednostce czasu moZna
wyrazi¢ przez temperature efektywna: prawo
Stefana-Boltzmanna

E= aT:f (o — stala Stefana-Boltzmanna).

Zwigzek pomigdzy jasnoécia L i temperatury
efektywng Ter jest postaci: L = 41!82:17‘:!.
gdzie R jest promieniem gwiazdy. Temperature
efektywna i przyspieszenie grawitacyjne na
powierzchni gwiazdy wyznacza sie badajac

jej widmo ciggle. R6wniez réznorodnosé

widm liniowych spowodowana jest nie tyle
roznorodnoscia skladu ct i ), ile
odmiennymi warunkami powstawania widma
(roznice temperatury i gestosci).

Zmiana poziomdw energii atomu
spowodowana wplywem jednorodnego,
zewngtrznego pola elektrycznego o natezeniu E
nosi nazwg zjawiska Starka. Zjawisko Starka
zalezy silnie od cisnienia — im wigksze
ciénienie, tym linie silniej poszerzone, co

w przypadku bialych karléw ma istotne
znaczenie.

Wystepowanie zjawiska Zeemana wywolane

~~jest energia oddzialywania momentéw

magnetycznych z zewnetrznym polem
magnetycznym. Istnienie tych momentow
wigie si¢ po pierwsze z ruchem orbitalnym
naladowanych elektronéw. Poruszajace sie
ladunki sq réwnowaine pradom
elektrycznym, z ktoérych kazdy wytwarza

t yczny proporcj Iny do
momentu pedu odpowiedniego ruchu
orbitalnego. Po wtére elektrony maja
moment magnetyczny zwiazany z ich
wlasnym m pedu (spi
elektronu), same przypominaja pod tym
wzgledem male magnesy.

W 1974 roku Gatewood wyznaczyl masy
kazdego ze skladnikéw Syriusza korzystajac
z faktu, ze jest to uklad podwdjny. Uzyskal
on wyniki: M4 = 2,03+0,11 MG' Mg =
= 1,01 +0,06 M~. Dla naszych rozwazan
szczegolnie interesujgca jest masa Mg —
skladnika bedacego bialym karlem. Jak
widaé z przytoczonych danych dokladnosé
tej metody jest rzedu 'kilku procent, a wiec
znacznie wieksza niz przy wykorzystaniu
efektu grawitacyjnego przesuniecia ku
czerwieni.

w nieskonczonosci (rownej 0). W efekcie zmniejsza on swa czgsto$¢ do wartosci v. Kwant
utraci energie @ - %‘;-3 = EEA—’ = h(vg—v) i dlatego obserwowana przez nas na Ziemi czestos¢
bedzie rowna v = vo(1 —@/c?). Efekt ten nazwano grawitacyjnym przesunieciem ku czerwieni,
gdyz zmniejszeniu czestosci drgan odpowiada zwiekszenie dlugosci fali, a wigc przesuniecie
widma ku czerwieni. Wyrazajac wielkos¢ tego przesuniecia w jednostkach dlugosci fali
. AL GM

otrzymujemy : -—i- = E:? =z
W przypadku ziemskiego pola grawitacyjnego efekt ten zostal potwierdzony przez doswiadczenie,
przy czym stwierdzono zgodnos¢ z przytoczonymi tu wzorami przewidujacymi
wielkos¢ przesuniecia ku czerwieni z dokladnoscia do 10%. Dla Zrodla promieniowania
elektromagnetycznego znajdujacego si¢ na powierzchni Storfica wzgledne przesunigcie ku
czerwieni z wynosi: 2,115 - 10~%. Dla dowolnego ciala niebieskiego, ktérego masa jest
wyznaczana w jednostkach masy Slonca (M@) i promiefi w jednostkach promienia Stonca (Rp),
M/Mg

R/Ro
Powyzsze rachunki zostaly przeprowadzone bez uwzglednienia potencjalu grawitacyjnego Ziemi,
w ktorym to potencjale kwant przybywajacy z przestrzeni kosmicznej uzyskuje pewna energig.
Latwo jednak obliczy¢, ze wplyw ziemskiego pola grawitacyjnego jest bardzo maly, bowiem daje
wzgledne przesunigcie ku fioletowi rowne: z = 6,9 - 10719, co w zestawieniu z wielko$cia
przesunigcia juz chocby na powierzchni Storica daje wklad zaniedbywalny.
Oczywiscie, jak wida¢ z przytoczonych wzordow, efekt przesunigcia ku czerwieni jest tym
wiekszy, im wiekszy stosunek MR, a wigc im silniejsze pole grawitacyjne obiektu. Szczegdlnie

Mg .

M| :
dla biatych kartow, dla ktorych R,fT jest rzedu kilkudziesigciu, mozliwe jest wyznaczenie
Q

grawitacyjnego przesunigcia ku czerwieni z zadowalajaca dokladnoscig. Przesunigcie to wyznacza
si¢ porownujac widmo gwiazdy z widmem laboratoryjnym, tj. takim, w ktérym dlugosci fali
odpowiadaja promieniowaniu w ukladzie zwigzanym z drgajagcym atomem. Widmo

laboratoryjne dla danego pierwiastka jest wigc widmem poréwnania o dokladnie zdefiniowanych
dlugosciach fali odpowiadajacych liniom i wzgledem niego wyznacza sie przesunigcia z.

W przypadku bialych karlow bada sig¢ zwykle linie serii Balmera Hg, H,, Hs, He w celu
wyznaczenia ich przesunigcia ku czerwieni, a ze znajomosci z okresla si¢ M/R. Majac dodatkowo
niezalezng informacje o promieniu gwiazdy np. ze znajomosci jasnosci i temperatury

efektywnej T., lub niezalezne oszacowanie przyspieszenia grawitacyjnego na powierzchni gwiazdy
mozna wyznaczy¢ jej mase M.

mamy wiec: z = 2,115-10-¢

Wyznaczenie stosunku A4/4 jest problemem trudnym i to z wielu powodow. Przede wszystkim
linie widmowe moga by¢ poszerzone i znieksztalcone przez szereg efektow, jak rotacja
ewentualnie pulsacja gwiazdy, wystgpowanie pol elektrycznych i magnetycznych w jej wnetrzu
(efekt Starka i Zeemana), czy wreszcie poszerzenie ci$nieniowe. Dla linii poszerzonych

i znieksztalconych czgsto trudno wyznaczy¢ dlugosc fali. Ponadto ruch gwiazdy w przestrzeni
moze dawac¢ niezaniedbywalny wklad do przesuniecia linii. W badaniach eliminuje si¢ wiec ruch
Stonca i ruch Galaktyki, a predkosci radialne gwiazd (tylko skladowa radialna predkosci ma
wplyw na wyglad widma) wyznacza si¢ metodami statystycznymi. E

W 1954 r. Popper badal bialego karla 40EriB. Wyznaczy!l on przesunigcie w kierunku czerwieni

M/M
z = 0,7-107%, co odpowiada H_Ejf{l.lg_ = 33,1. Promien tej gwiazdy jest rowny R = 0,0132 R,
0]
a wiec jej masa M = 0,44 M. Wynik ten zostal potwierdzony w 1971 r. przez Shipmana, ktory

wyznaczyl przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni oraz warto$¢ przesunigcia ku czerwieni,
Obliczona przez niego masa 40EriB jest rowna M = 0,45+0,13 M. Ponadto wykonano

szereg pomiarow dla obiektow, dla ktérych predkosci radialne mozna bylo wyznaczy¢
statystycznie — np. dla otwartych gromad gwiazd, jak Hiady czy Plejady. W takich przypadkach
wyznacza si¢ $rednie dopplerowskie przesunigcia ku czerwieni dla calej gromady gwiazd,

a nastepnie dla znanych wartosci promieni okresla si¢ masy poszczegdlnych skladnikow.
Opisana metoda jest jedynym obserwacyjnym sposobem wyznaczania mas gwiazd nie bedacych
skladnikami ukladow podwdjnych i oczywiscie majacych odpowiednio silne pole grawitacyjne na
powierzchni. Szereg badan przeprowadzono jednak dla obiektow, dla ktoérych masy mozna bylo
wyznaczy¢ w inny sposob. Okazuje sig, Ze masy wyznaczone na podstawie grawitacyjnego
przesuniecia ku czerwieni sa, w granicach bledéw tej metody, zgodne z masami otrzymywanymi
przy wykorzystaniu innych metod. Jako przykiad postuzy¢ moze Syriusz — najjasniejsza gwiazda
nieba polnocnego. Jest to uklad podwajny, dla ktorego korzystajac z praw mechaniki Newtona
mozna z duzg doktadnosciag wyznaczy¢ masy kazdego ze skladnikow. Jednoczeénie gwiazda
stabsza — Syriusz B jest bialym karlem i dla niego wyznaczono niezaleznie mase korzystajac

z efektu grawitacyjnego przesunigcia ku czerwieni. Masa wyznaczona ze znajomosci z jest
obarczona znacznie wigkszym bledem (kilkadziesigt procent), ale w granicach tego blgdu
otrzymuje si¢ zgodne wyniki, tj. M = 1 Mq.



Paradoks czasu czekania

Prof. dr Bolestaw KOPOCINSKI

Wezmy na wstepie pod uwage model zajezdni autobusowej. Nie
popelnimy znaczacych niedokiadnosci przyjmujac, ze autobusy
podjezdzaja na przystanek w catkowitych minutach.

Powszechnie ceni si¢ deterministyczne rozklady jazdy, dla nas
takie modele nie s3 interesujace. Zajmiemy si¢ rozkiadami jazdy
zaleznymi od przypadku, a wérdd nich modelem czysto losowym,
wcale nie najgorszym.

W dalszym ciggu przyjazd autobusu nazywamy sygnalem. Chwile
sygnalow kladziemy na osi czasu tworzac tym samym strumien
sygnalow. Rozwaza¢ bedziemy odstgpy czasu migdzy sygnatami

i czas czekania na sygnal poczawszy od okreslonej chwili.

Model czysto losowy. Przypus¢my, Ze sygnal pojawia si¢ w chwili
i = 0, natomiast chwilami pojawienia si¢ dalszych sygnalow
rzadzi pewien cigg prob Bernoulliego. Ciag ten stanowig proby
niezalezne, w ktorych mozliwe sa tylko dwa wyniki i ich ;
prawdopodobiefistwa pozostaja te same przez caly czas prob.
Dla ustalenia uwagi mozemy przy tym mysle¢ o serii rzutow
asymetryczng monetg, o prawdopodobieristwie orfa (sukces)
rownym p i prawdopodobienistwie reszki (porazka) rownym

g = 1—p. Mowimy, ze w strumieniu sygnaléow w danej chwili
pojawia si¢ sygnal, jesli w odpowiednim miejscu w ciagu prob
Bernoulliego zdarza si¢ sukces, nie ma sygnalu w przeciwnym
razie.

Wezmy pod uwage zmienna losowa X okreslong jako odstep
czasu miedzy kolejnymi sygnalami. Ma ona rozklad
prawdopodobienstwa zwany rozkladem geometrycznym

=P X=k=qg"'p, k=12 ..

Srednia dlugo$¢ odstepu, zdefiniowana wzorem u = p, +2p,+
+3ps+ ... jest rowna 1/p.

Niech 7 bedzie ustalona chwila oraz Y, bedzie czasem czekania
na pierwszy sygnal po chwili i. Tym samym przyjmujemy, Ze
pasazer nie moze odjecha¢ bez czekania, nawet jezeli przyjscie
na przystanek i odjazd autobusu nastepuja w tej samej chwili.
Zmienng losowa Y; nazwiemy czasem resztowym. Z opisu ciggu
prob Bernoulliego wynika, Ze czas resztowy nie zalezy od czasu,
Jjaki uplynatl do chwili i od chwili poprzedniego sygnatu i ma
taki sam rozklad jak zmienna losowa X czasu od sygnatu do
sygnatu.

Model mozna rozwazaé nieco inaczej, a wniosek bedzie dalej
idacy. Aby uwolni¢ si¢ od zaklocenia wywolanego poczatkiem
czasu, rozwazmy ciag prob Bernoulliego ponumerowanych
liczbami calkowitymi, a wiec rozwazmy ciag sygnaltow
rozciaggnigtych na wszystkie liczby catkowite nie wyrdzniajac
sygnalem chwili / = 0. Niech Z, oznacza czas, jaki uptynat do
chwili i od chwili poprzedniego sygnatu (Z; = 0, jesli w chwili i
zdarzy! sie sygnal). Teraz latwo zauwazy¢, ze zmienna losowa Z,;
ma rozklad prawdopodobienstwa Pr{(Z; = k) = ¢"p, k = 0,1, ...,
z wartoscig oczekiwana (1/p)— 1, oraz zmienne losowe Z,i Y, sa
niezalezne,

Paradoksalny jest fakt, ze jakkolwiek wszystkie odstepy migdzy
kolejnymi sygnalami maja ten sam rozklad prawdopodobienstwa
z wartoscig $rednig 1/p, to chwila i wybrana dowolnie znajduje
si¢ w odstepie o rozkladzie prawdopodobienstwa z wartoscig
srednia (2/p)—1.

Model ogélny. Rozwazmy teraz model laczacy cechy modelu
deterministycznego i losowego. Przyjmijmy, ze odstep miedzy
n-tym i n+ 1-szym sygnalem jest zmienna losowg X, o pewnym
rozkladzie prawdopodobienstwa py = Pr(X, = k), k = 1,2, ...,
niezaleznym od n. Ponadto zalozmy, ze wszystkie zmienne
losowe X, X;, ... sa niezalezne. Warto$¢ $rednia odstepu
zdefiniowana jak poprzednio niech bedzie skoficzona.

Niech u; oznacza prawdopodobienstwo sygnatu w chwili i,

Prawdopodobienistwa u;, i = 0, 1, ..., spelniajg rownanie
rekurencyjne

Uy = 1,
0} i .

U = Uopr+ty pry+ ... i py, i=12..

Przy dowodzie tych zaleznosci wystarczy zauwazy¢, ze ostatni
sygnal przed chwilg i moze si¢ zdarzy¢ w chwili 0, 1, ..., i—1,
skorzysta¢ z wzoru na prawdopodobienstwo catkowite

i zalozen dotyczacych odstepow miedzy sygnalami.

Rozkiad prawdopodobieristwa zmiennej losowej Y;,
zdefiniowanej jak poprzednio, mozemy przedstawi¢ nastepujaco

2) Pr(Yi=k) = pisxt iy picysxdtaPio2int ... +Uipx,
fome D

Roéwnanie (1) nazywa si¢ rownaniem odnowy i ma znaczenie

w teorii odnowy i teorii niezawodnosci. Tamze X, interpretuje
si¢ jako czas pracy pewnego elementu, a chwile sygnaléw sa
chwilami elementow konczacych pracg. W przypadku
geometrycznego rozkladu czasu pracy elementu mamy u; = 1/
dlai = 1,2, ..., w innych przypadkach obserwuje si¢
charakterystyczne zanikajace oscylacje ciagu.

Interesujgca jest asymptotyka u; przy i — o0. Otoz, jezeli dla
pewnego N mamy «; > 0 dia i > N, to istnieje granica
lim u; = 1/p. Ten fakt moze by¢ wykorzystany do

I—oo

znalezienia rozkladu granicznego czasu resztowego. Oczywiscie
prawdopodobienstwo p,: dazy do zera przy i — o0,
znalezienie granicy pozostalych w (2) wyrazow nie jest
natychmiastowe, bo rosnie liczba wyrazéow tej sumy. Mozna
pokaza¢ elementarnie, Ze w;px+ ... + Uy Piy+x — ri/p gdy

i— o0, gdzie ry = p+Prsr - k=12, ...

Rozklad prawdopodobienstwa pf = r/u, k = 1, 2, ... nazywa si¢
granicznym rozkladem resztowym. Formalnie mozna go

obliczy¢ dla kazdego rozkladu o skonczonej sredniej.

W przypadku rozkladu geometrycznego rozklad resztowy jest
taki sam. Rozklad deterministyczny p, = 1dlak = mip, = 0
dla k # m zostal wykluczony z rozwazan na wstgpie, nie jest
takze dopuszczalny do rozwazan asymptotycznych teorii odnowy.
Formalnie mozemy jednak obliczyé: pf = 1/m, k = 1,2, ... m,
PE=0k=mtl, mt2,. . _

Wartos$¢ érednia w rozkladzie deterministycznym jest rowna m,
natomiast w odpowiadajacym mu rozkladzie resztowym jest
mniejsza i wynosi (m+1)/2.

Graniczny resztowy rozklad prawdopodobieristwa ma ciekawe
wlasnosci. Dla sformulowania jednej z nich potrzebne jest
pojecie wariancji. Wariancja zmienne)j losowej X o rozkladzie
Pi, k= 1,2, ..., nazywamy liczbe



Teraz obliczymy $rednia w rozkladzie p}, k = 1,2, .... bliskich deterministycznego (6> male) paradoks nie jest

spodziewany. Istnieja jednakze rozklady prawdopodobienstwa,

- 1 = 1w : dla ktorych, przy danej $redniej, wariancja jest dowolnie duza
Z ; Z k Z L= *;‘— Z 2 albo nieskonczona. Wowczas odpowiedZ na nasze pytanie jest
=L Gl = "‘ : twierdzaca.
L i i(i+1) e _1_ O +u+4) Najczeséciej przy losowych rozkladach jazdy autobusow
B ; 2u : odpowiednie 82 jest duze. Wowczas nie ma racji osoba, ktora
z zalem powiada, Ze uciekl jej autobus w chwili, gdy przyszia na

Paradoks. Mozna zapytaé, czy istnieja rozklady odstepow : przystanek. Jej $redni czas czekania jest krotszy, anizeli sredni
miedzy sygnalami, dla ktorych czasy resztowe sa Srednio czas czekania osoby przychodzacej na przystanek w wybranym
wieksze. OdpowiedZ wynika natychmiast ze wzoru (3), wszystko na chybit trafit momericie czasu.
zalezy od wariancji. Dla rozkltadow prawdopodobienistwa (Intuicyjne wyjasnienie paradoksu znajduje si¢ w numerze.)

m Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 355. Przypomnijmy, Ze ciggiem Fibonacciego nazywamy ciag okreslony rekurencyjnie:
ag=a:=1, Gnpy=anta-, dlanz2

Wykazac, ze dla k = 3 suma Su,x = @ns 1 +@ns2+ ... +ansk nie moze by¢ liczbg Fibonacciego.
Rozwigzanie na str. 8

M 356. Srednica D zbioru 4 nazywamy liczbe
D(A) = sup d(x, y), gdzie d(x,y) jest odlegloscia x od y.
x, yed

Punktem $rodkowym zbioru lezacego w przestrzeni euklidesowej nazywamy $rodek odcinka
o koncach nalezacych do A i dlugosci D(A).

Wykaza¢, ze dla zbioru S(A4) wszystkich punktéw srodkowych zbioru 4 prawdziwa jest
nierown osc

D(S5(A4)) = -'/— D(A)
i Ze oszacowania tego nie mozna poprawic.
Rozwigzanie na str. 2

M 357, Niech x bedzie dowolng liczba niewymierng. Wykazac, ze istnieje takie n < 1000, ze
1
wsrdd ulamkow o mianowniku # znajduje si¢ utamek przyblizajacy x z dokladnoscia Tooos

Rozwiazanie na str. 5

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 148. a) W przewodzacym walcu W skupione jest pole magnetyczne (rys. a). Gigtkie przewody
lacza galwanometr G ze stykajacymi si¢ na powierzchni walca kontaktami §lizgowymi K i K3,
ktore nastepnie przesuwajg sie po powierzchni bocznej walca az do ponownego zetknigcia

w polozeniu K; i K;.

b) Walec miedziany wiruje w polu magnetycznym.

Do jego osi i powierzchni bocznej podlaczony jest za pomocg szczotek czuly miernik (rys. b).

¢) Metalowa ramka ABCD wiruje wokot przewodzacego magnesu walcowego i poprzez
slizgacze A i D tworzy obwdd zamkniety.

Prawo indukcji elektromagnetycznej mowi, ze sita elektromotoryczna indukcji w obwodzie

dd
e = —k—
dt

dd
jest proporcjonalna do szybkosci zmian strumienia magnetycznego £ obejmowanego przez
t

obwod (k — wspolczynnik proporcjonalnosci zalezny od ukladu jednostek).

Zgodnie z tym prawem galwanometr w punkcie a) powinien zarejestrowa¢ przeplyw pradu,
a w obwodach z punktow b) i ¢) prady nie powinny plynac.

Czyzby tak bylo istotnie?

Rozwigzanie na str. 2



Przypominamy

Kazidy, kto nadesle pod adresem redakce jirozwiazanie (wraz z d wang
do siebie koperta — wicksza — z naklejonym kiem), otrzyma wydruk
z komputera z k zem do tego roz

Mizar MSE (6)

PodaliSmy juz wazniejsze rodzaje konstrukgji stuzacych do
budowy poprawnych i akceptowanych przez Mizar dowodow.

Sprobujmy z podanej poprzednio aksjomatyki liniowego porzadku

dla utamkow wywiesé takie zdanie:
FOR X EX ¥ ST NOT MWLCXsY1

Nie da si¢. Nic dziwnggo — po prostu z tej aksjomatyki ono

wcale nie wynika. Uzupelnijmy. wiec wstep (environ) o nastepujace

aksjomaty.

NIEOGRANICZONOSC: FOR X HOLDS (EX Y ST XY & NWLCX.YD) &
(EX Z ST X{}Z & NWLZ»X1) 3

FESTOSC: FOR XsY BT X<{JY & NWLX:Y1
EX Z ST NWLCXsZ] & NWLZ»Y1 & X<)Z & ZOYF

Zacznijmy dowod z nadzieja, ze nowe aksjomaty nam pomoga.
Teza zaczyna si¢ od ogolnego kwantyfikatora, wigc:

FROOF
LET XT BE ULAMEKF

No i co dalej? Mamy teraz udowodnic, ze ex y st not NW [x', y].

Naturalng droga dowodzenia (wprost) takiego zdania jest
wskazanie przykiadu — obiektu, ktory zados¢uczyni
wymaganemu warunkowi. Ale skad taki obiekt wzigé?
Wprowadzone $wiezo aksjomaty gwarantuja nam istnienie
pewnych obiektow o pewnych wlasnosciach. By¢ moze ktorys
z nich ma tez takie wlasnosci, jakich poszukujemy dla
wskazania przykladu. Sprobujmy:

A EX ¥ ST X7{)Y & NWLY,X"] BY NIEOGRANICZONOSCS

No dobrze, ale jak skorzysta¢ z takiego faktu. Skoro mamy juz
gwarancje istnienia obiektow o pewnej wlasnosci, to mozemy
wybra¢ jeden z nich, jeden konkretny, i dla wygody nazwac go.

Majac taki obiekt juz ,,w reku’” mozemy postugiwa¢ si¢ nim

w dalszym rozumowaniu jak stala, o ktorej juz ces wiemy. Taki
wybor zapisujemy w Mizarze

CONSIDER Y* SUCH THAT B: X"{()Y”" & NWLY'»X"1 EBY A}

No, a teraz mamy juz pewna stalg i jak si¢ okazuje tg, ktora
byla nam potrzebna.

NOT NWLCX"rY*1 BY EsANTYSYMETRIAG
HENCE EX ¥ ST NOT NWLX*"»Y3]
ENDF

Konstrukcja zaczynajaca si¢ od slowa consider (po polsku
Znaczy ono ,,rozwazmy”’, ,,wezmy pod uwage’ lub nieco luZniej
,,wybierzmy™) oznacza wybér i ustalenie do dalszych rozwazan
obiektu (stalej), ktory ma pewne wlasnoéci, a fakt istnienia
obiektow o takich wlasnosciach przyjeto lub wykazano
wczesniej. Zatem taki wybor obiektu przez consider wymaga
uzasadnienia i moze by¢ nim jedynie powolanie si¢ na
przestanki. (Uwaga. Po consider uzycie then lub hence jest
niedozwolone).

W nastepujacym dowodzie zakladamy zdanie egzystencjalne
(tzn. z kwantyfikatorem szczegblowym) i zaraz potem z niego

korzystamy.
FOR XY ST (EX Z ST NWLXsZ1 & NWLZ»Y]) HOLDS NWLXsY]
|PROOF
LET X*»Y’ BE ULAMEKSF
ASSUME EX Z ST NWLX'»Z1 & NMLZeY'1F
THEN CONSIDER Z* SUCH THAT AT NWLCX":Z"1 & NWLZ’,»Y*1F
THUS NWCX*»Y"] BY A»PRZECHODNIOSC
ENDF?

To same mozemy zrobi¢ krocej:

FOR X»Y ST EX Z ST NWLCXrZ] & NWCZ:Y] HOLDS NWLCX»Y]
PROOF
LET X?»Y" BE ULAMEKF
GIVEN Z* SUCH THAT Az NWLX"»Z*1 & NWLZT»Y"1F
THUS THESIS BY AsPRZECHODNIOSC
ENDF

d

Konstrukcja z given zastgpuje zalozenie o istnieniu pewnych
obiektow (assume ex ...) i nastepujgcy po nim wybor jednego
z tych obiektow (consider ...) uzasadnionego przez to zalozenie
(them). Zwrot given ... such that ... po polsku wyrazamy tak:
dany jest ... taki, Ze ... . Uzywanie then i hence po konstrukgcji
given jest niedozwolone. Zwroémy uwage: wlaénie poznalismy
jeszcze jeden sposéb robienia zalozen w dowodzie.

A teraz wrécmy do dowodzenia nie wprost zdan ogdlnych,

z ktorymi to dowodami w czwartym spotkaniu nie bardzo
umieliSmy sobie poradzi¢. Teraz juz umiemy skorzystaé

z negacji takiego zdania. Bo czymze ono jest? Jeszcze raz
pokazemy, Ze spojnos¢ daje zwrotnos¢; tym razem nie wprost.

FOR X HOLDS NWLX»X3

FROOF

ASSUME NOT (FOR X HOLDS NWLCX:X1)F
THEN EX X ST NOT NWLCXsX17
THEN CONSIDER Y SUCH THAT Ar NOT NWLY.Y1§F
NWCYrY1 BY SFOJNOSCSH

HENCE CONTRADICTION BY A

ENDF

Powyzszy dowod mozna zapisad snacsnie krocej:
FOR X HOLDS NWLXsX3

PROOF

GIVEN X SUCH THAT Az NOT NWCX»X3§

THUS CONTRADICTION BY AsSFPOJNOSC
EMDF

Zadania:
(Jak zwykle o naszych ulamkach).

T17z (EX XreYrsZ ST X{3Y & Y{()Z) IMPLIES (EX XsY ST X(3Y)

Tig: (EX X ST FOR Y HOLDS NWLCXr,Y1) IMFLIES (FOR X EX Y ST NWLY»X1)

T19: FOR Xs¥Y ST X{)Y & NWLX»Y1
EX X"»Y" ST NOT NWLX"»X1 & NOT NWLCY?»X®1 & NOT NWCYeY'31

dr Krzysztof PRAZMOWSKI, dr Piotr RUDNICKI

OPIS CHECKERA W DELCIE 10 JEST BARDIO POBIEINY 1 ZAPEWNE CIYTELMICY
ZAUWAZYLI, ZE POSTEPUJAC IGODNIE I OPISEMs NIEKTORYCH ZADAM ROZWIAZAC
NIE MOZNA. PAM DARIUSI DUMA WPROST NAPISALs, ZE PODEJRIEWA+ IZ CHECKER
WYKORIYSTUJE JAKIES DODATKOME AKSJOMATY. ISTOTHIE TAK JEST.

'ROMNOSC NIE PRIYPADKIEM OZNACZONA JEST INACZEJ NIZ POZOSTALE PREDYKATY
1 JEST ONA INACZEJ TRAKTOWAMNA. CHECKER SPRAMDIAJAC POPRWNOSC KROKOW

WNIDSKOMANIA SAM UWZGLEDNIA, JAKD DODATKOME PRIESLANKI: IWROTMOSC.
SYMETRYCINOSC 1 PRZECHODNWIOSC ROWNOSCI,» & TAKZE PRAWA EKSTEMSJONALHOSCI
DLA NIEJ: JEZELI JAKIES IDAMIE, W KTORYM WYSTEPUJE As JEST PRAMDZINE.
A A=Bs TO PO ZASTAPIENIU A PRZEZ B. IDANIE WADAL BEDZIE PRANDZIIME.

OTD JAK DIIALA CHECKER ( UZASADNIENIE TEIY Té& I DELTY 10 )

PO PIERMSZE: DOLACIA IAPRIECIENIE WNIOSKU DO PRIESLAMEK ( CIYLI W TYH
WYPADKU C=E - DO ZDAN ZS:NOT MWCAE] T Z2:NWC[A.C] I PROBUJE I
TEGD UDOMODNIC SPRIECINDSE. SPRAWDIA WIEC, CIY WSROD IDAN
NOT NWLA+E] + MNCACI ¢ CuE
Sh IDANIA SPRIECINE.
PO DRUGIE: WYKORZYSTUJAC, ZE C=E WYMIENIA WSIEDIIE C NA E.TO IMACIY
OTRIYHUJE:
 HOT WWLA+ET » NNLAJED.
WIDAC, ZE DWA OSTATHIE ZDANIA S SPRZECZNE (JEDNO JEST NEGACJA DRUGIEGD).

A TATEM DOLACZENIE ZAPRIECZENIA WWIOSKU ( CIYLI E=C } DO PRIESLANEX

PRONADZI DO SPRZECIMOSCI. WNIOSEK I TEGOs ZE C NIE MOZE BYC ROWNE E-
A ZATEM WNIOSEX OSTATECINY: MOT CsE.

WAINA UWAGA: STRUKTURA DOWODDU W MIZARIE WYNAGAs ABY KOLEJNOSC ARGUMENTON
¥ KONKLUZJI BYLA TAKA SAMA JAK W DOMODIONYW TWIERDZENIU.

O0TO POPRAWNY DOMOD TEZY Ti0r O PODANIE KTOREGD PROSILD KILKU CZYTELMIKOW:

T1G:FOR X+7¥+I BEING ULAMEK ST NOT WWEIX.Z] & WMLY.Z]
HOLDS WOT NWLX.Y)
PROOF
LET XrY:2 BE ULANEK SUCH THAT AtNOT HULX.Z1 AND
BiMNLY»217
CIX{Y BY Brad
D:MELZX] BY A,SPOJNDSCY
EtMWLY+X] BY B:D.PRZECHODNIOSCY
THUS MOT HWLX+Y) BY C/E+ANTYSYHETRIA
ENDY

ORAZ TEZY T13a

T13: FOR X.Y BEING ULAMEK ST MMIX.Y1 HOLDS
FOR Z BEING ULAMEK HOLDS
MMIXsI1 OR MWEZ.Y]
PROOF
LET Xs¥ BE ULAMEK SUCH THAT 1z NNEX.Y1s
LET Z BE ULAMEK)
ASSUME THAT 11: NOT_NWTX,2Z3 AND 111: NOT WMLZ»Y13
21 WWLZ.X] BY 11,SPOJNOSCY
221 WMEZHY] BY 1.2,PRZECHODNIOSC:
THUS CONTRADICTION BY 22.1110
END3

TRUDNO MIE PRACUJAC BEIPOSREDNIO I KOWPUTEREW:, MAPISAC CALXOWICIE POPRAMWNY

DOWOD I DLATEGD TEZ CIYTELNICY, KTORZIY PO OTRIYMANIU WYDRUKU I BLEDNYM
ROZMIAZANTEM PRZYSLA POPRAMIONY TEKST:, OTRIYNAJA NOWY WYDRUK.

BLEDY WYNIKAJACE I ZAGAPIENIA SIE STARAMY SIE POPRAMIAC SAMI. PRIY INNYCH,

POMAZNIEJSIYCH BLEDACH PISZEWY KOMENTARI ZACIYNAJACY SIE OD "ma®,
ZINAIDA TITIUL[E
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Rys. I Rozklad energii (widmo) promieniowania kosmicznego.
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Rys. 2. Energia mechaniczna réznych klas obiektow, ktora moze byc
wykorzystana do tworzenia promieni kosmicznych. Ukoéna prosta przedstawia
wymaganga przez obserwacje tych promieni ilod¢ energii. Na osi poziomej
odlozone sa energie wytwarzane przez poszczegolne obiekty, jednokrotnie lub
na rok, w zaleznosci od rodzaju zrédel. Na osi pionowej zaznaczona jest liczba
obiektow danej klasy wystepujacych rocznie w Galaktyce. Symbol (O oznacza
‘gwiazdy typu Slofica, MK — odpowiada wybuchajacym zimnym kartom (flare
stars), O i WR reprezentujg gorace gwiazdy typu O i Wolfa-Rayeta, CM to
chmury molekularne, CG odpowiada hipotetycznemu wybuchowi jadra naszej
Galaktyki zdarzajacemu sie raz na ok. 10 milionéw lat, a PG to zespot efektéw
towarzyszacych powstaniu Galaktyki.

//Z.u //
20l

Patrz w niebo

Patrzac noca w niebo rejestrujemy fotony emitowane przez
gwiazdy. Ale przeciez nie sa to jedyne czastki docierajace do
Ziemi z Kosmosu. Co najmniej tyle samo energii co fotony

z gwiazd niesie tzw. promieniowanie kosmiczne, ktoremu chcemy
poswiecic dzisiejszy artykulik. W wyniku oddziatywania tego
promieniowania z atmosfera Ziemi jej powierzchnia
bombardowana jest wtornym strumieniem czastek ; w ciagu
kazdej sekundy Twoja, Czytelniku, glowa przeszywana jest

przez ok. 5 mionoéw powstajacych przez oddzialywanie czastek
przychodzacych z Kosmosu z atomami naszej atmosfery.

Promienie kosmiczne odkryto ponad 70 lat temu (Hess, 1912).
Napisano na ich temat wiele opastych tomow, jednak do dzisiaj
nie umiemy z dostateczna doza pewnosci odpowiedzie¢ na
podstawowe pytanie: skad te ,,promienie” si¢ biorg?

W ciggu ostatnich kilkudziesigciu lat przedstawiono kilkadziesiat
roznych hipotez dotyczacych zrédla tych tajemniczych czastek, od
hipotez lokalnych (np. Storice) po kosmologiczne (pozostalos¢

po wczesnych fazach ewolucji Wszechéwiata).

Poczatkowo uwazano, Ze gros promieni kosmicznych to
wysokoenergetyczne fotony ¥ (stad nazwa: ,,promieniowanie);
z biegiem czasu okazalo si¢ jednak, Ze dla wysokich energii
(ponad 1 GeV =~ 0,002 erga) jedynie jedna czastka na milion
jest fotonem, pozostale to protony, elektrony (rowniez
antyprotony i pozytony), jadra helu i cigzszych pierwiastkow itd.

Rozklad energii tych czastek przedstawiony jest na rysunku obok.

Jednym z wazniejszych wynikOw obserwacyjnych uzyskanych

w ostatnich latach jest zauwazenie, ze czastki promieniowania
kosmicznego czesciej przychodza z plaszczyzny i okolic centrum
naszej Galaktyki. Rezultat ten nie musi koniecznie $wiadczy¢

o galaktycznym pochodzeniu promieni kosmicznych, poniewaz
tory jondw sa niewatpliwie zakrzywiane przez wszechistniejace

w Galaktyce pola magnetyczne. Dla zwolennikow hipotez
globalnych nie jest to z pewnoscig argument rozstrzygajacy.

Coraz wigksza popularnos¢ zdobywa jednak lokalna interpretacja-
pochodzenia promieniowania kosmicznego.

Na rysunku 2 przedstawiono rozne klasy obiektow dostatecznie
aktywnych, aby moc by¢ Zzrodiem tajemniczych czastek. -
Wydaje sie obecnie, Zze czastki o energiach ponizej 100 GeV
pochodza od wielu typow najbardziej energetycznych obiektow ¢
w Galaktyce: tzw. gwiazd Wolfa-Rayeta, goracych gwiazd typu O,
nowych i supernowych, zaden z tych typow nie jest jednak

dominujacy.

Znacznie wigksze kontrowersje budza czastki o wyzszych energiach
(a rejestrujemy ,,rekordzistki” o energiach miliardy

razy wiekszych, do 10?°eV — jedna taka czastka moglaby
podgrza¢ 1 g wody o kilka stopni). Wydaje si¢ prawdopodobne,

Ze promienie te s3 pochodzenia pozagalaktycznego, mozliwym

ich Zrodlem sa centralne czesci supergromady galaktyk w Pannie.
Sa to juz jednak raczej spekulacje i na rozstrzygniecie tego
problemu musimy poczekac jeszcze parg lat.

dr Tomasz CHLEBOWSKI
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Rys. I, Liczby kwadratowe

Rys. 2. Gnomon

a b
b
a
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Rys. 3
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Rys. 4

Kilka uwag historycznych
o rownaniach kwadratowych

Doc. dr Adam WACHULKA

..Najpierw bylo koniecznym i pozytecznym stworzy¢ Srodki pomocnicze dla naszej sklonnosci do
czystego myslenia; dla tego geometrzy szukali tej pomocy w figurach, arytmetycy w liczbach,
inni jeszcze w innych srodkach™.

Erazm Bartholin we wstepie do Geometrii Kartezjusza (1659 r.)

Czlowiek od samego zarania mysli stykal si¢ z koniecznoscia liczenia i jego wynikiem — liczba.
Byla to oczywiscie, jak dzi$ moéwimy, liczba calkowita, dodatnia. Pierwsza w kolejnosci liczba
byla jedynka, przed nig nie byto ,,nic”. Nie bed¢ tu wchodzit w to, jak te liczby oznaczano,
nazywano i jak nimi operowano, cho¢ sg to niewatpliwie ciekawe zagadnienia. '

Wigcej uwagi liczbom i ich wlasnosciom poswigcono w Szkole Pitagorejskiej okolo VI w.p.n.e.
Sposrod roznych wihasnosci liczb znanych Pitagorejczykom chceieliby$my tu zwréci¢ uwage na

‘liczby kwadratowe, nazywac je bedziemy krotko kwadratami. Byly to takie liczby, ze gdyby$my

jednostke przedstawili w postaci malego kotka, ilos¢ jednostek takiej liczby wypeinilaby pewien
kwadrat (rys. 1).

Ponadto wyrozniali oni dla kazdego kwadratu figure ,,gnomon”, skladajaca sie z jednostkowego
kwadratu i dwoch réwnych prostokatow (rys. 2).

Dla liczby kwadratowej 1 gnomon wynosil 2- 1+1 = 3.
Dla liczby kwadratowej 4 gnomon wynosit 2-2+1 = 5.
Dla liczby kwadratowej 9 gnomon wynosil 2-3+1 = 7 itd.

Gnomon dolaczony do odpowiedniej liczby kwadratowej dawal z nig razem nastepna liczbe
kwadratowa. Mozna to tak zapisa¢ za pomocg oznaczen literowych, ktorych Grecy nie
stosowali,

n+2n+1) = (n+1)>2.

Z biegiem czasu okazalo sie, ze warto wprowadzi¢ uogolniony gnomon, skladajacy si¢

z dowolnego kwadratu i dwoch odpowiednich, przystajgcych prostokatow (rys. 3). Niech bedzie
dany kwadrat o boku a. Wyznaczamy na przedluzeniu boku @ odcinek o diugosci b; z jego
konca prowadzimy prostopadia don do przecigcia z przekatng kwadratu o boku a

i uzupelniamy rysunek do kwadratu. Powstaly tu gnomon da sie zapisa¢ w postaci 2ab+ b*. Za
pomocg oznaczen literowych mozemy rysunek 3 opisa¢ w taki sposob:

a’+(2ab+b*) = (a+b)*.

Jest to dobrze nam znany wzor, ktory w szkole wyprowadzalismy mnozac przez siebie sume
i redukujac wyrazy podobne.

Prostokaty na rys. 3 daja sie podzieli¢ przekatnymi na dwa przystajace trojkaty prostokatne.
Pitagoras mial te trojkaty ulozy¢ w taki sposob, ze wierzchotki katow prostych pokryly sie

z wierzchotkami kwadratu, a przyprostokatne pokrywaly boki kwadratu (rys. 4). W ten sposob
powstal wewnatrz pierwszego kwadratu drugi kwadrat, ktorego bokiem jest przekatna prostokata,
czylj przeciwprostokatna trojkata prostokatnego, ktorg oznaczymy litera ¢. Kwadraty o boku
a+b narys. 314 s3 rowne. Cztery trojkaty na rys. 4 sa rowne dwom prostokatom na rys. 3.
Stad wynika, ze kwadrat zbudowany na przeciwprostokatnej jest rowny sumie obu kwadratow
zbudowanych na przyprostokatnych. Jezeli zachowamy wprowadzone przei nas oznaczenia
literowe, zapiszemy otrzymany zwiazek w postaci

a*+b® = ¢

Jest to twierdzenie znane pod nazwa twierdzenia Pitagorasa. Stanowilo ono wiekopomne
odkrycie. Wydawalo si¢ niezwykle proste, a zarazem peine tresci, ale zawieralo wiele ukrytych
probleméw, ktore niepokoity Pitagorejczykow, a takze wszystkich ich nastepcow przez wiele
stuleci. Mianowicie juz dla trojkata prostokatnego rownoramiennego o przyprostokatnych
diugosci 1 stwierdzono, ze liczba kwadratoéw na przeciwprostokgtnej wynosi 2, a ta liczba nie
wystepuje wsrod liczb kwadratowych. Nie ma wiec liczby calkowitej, ktorej odpowiadalaby
liczba kwadratowa 2. Okazalo sie tez, ze gdy jednostke podzieli¢ na pewna liczbe rownych
czesci, przeciwprostokatna nie da-sie wyrazi¢ w calkowitej liczbie tych czeéci. Nie usunglo
powstatych watpliwosci nawet i to, ze Pitagoras wyprowadzil pewne wyraZenia na boki
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tréojkata prostokatnego, ktore w naszej symbolice dalyby sie zapisa¢ w taki sposob:
najmniejsza przyprostokatna wynosi 2a+ 1, druga 2a* + 2a, przeciwprostokatna zas 2a*+2a+ 1.
Jezeli w miejsce a bedziemy podstawiac liczby catkowite, wyniki tez beda liczbami catkowitymi.

Bardzo dlugo trwal)} dalsze badania, chyba az do czasow George'a Cantora (1845—1918)

i Richarda Dedekinda (1831—1916), ktorzy podali wiasciwe wyjasnienie powstalej trudnosci, ale
bylo to w'25_ stuleci pozniej. Moze warto sobie to nalezycie uswiadomic, aby zrozumie¢, jakimi
trudnosciami jest pajezona droga prowadzgca do matematycznego poznania.

Jednak przeciwprostokatna trojkata prostokatnego o bokach jednostkowych istnieje jako odcinek
i to jest niewatpliwe. Geometria grecka poprzestala wigc na badaniu figur geometrycznych

i operowaniu odcinkami, a realizowala to tak umiejetnie, Ze jej wyniki sa przedmiotem
zainteresowan dzi$ jeszcze i to nie tylko pod wzgledem faktograficznym.

Morris Kline w artykule ,,Geometria” (por. ,,Matematyka w $wiecie wspolczesnym™, Bibl.
Probleméw, PWN, Warszawa 1966) mowi tak: ,,Na przyklad rownanie dlgebraiczne drugiego
stopnia o jednej niewiadomej (jak x*—8x+7 = 0) rozwiazywano geometrycznie i rozwigzanie,
ktore podal Euklides, nie bylo liczba, lecz odcinkiem prostej. Zatem geometria euklidesowa
obejmowala 6wczeénie znang algebre”. Zbadamy blizej to sformulowanie i sprobujemy odtworzyé
rozumowanie prowadzace do rozwigzania. .

Przede wszystkim Euklides nie znal symboliki algebraicznej. Réwnanie w postaci x2—8x+7 = 0
nie wystepuje w jego teksécie. Moglo natomiast u niego wystgpowac takie zagadnienie: ,,Do
jakiego kwadratu nalezy doda¢ prostokat o bokach 7 i 1, aby powstal prostokat o bokach
rownych 8 i bokowi szukanego kwadratu?”’. W naszej symbolice powstaloby rownanie

x24+7-1 = 8x. Na rysunku 3 kwadrat o boku a+ b sklada si¢ wiasciwie z dwoch prostokatow,

a kazdy prostokat znowu sklada si¢ z kwadratu i prostokata. W oznaczeniach literowych, ktorych,
jak jeszcze raz podkreslamy, Grecy nie stosowali, mozna zapisa¢ to w taki sposob:

(a*+ab)+ (b*+ab) = (a+b)*
lub
a-(a+b)+b- (a+b) = (a+b).

Nie znajac wyrazen algebraicznych nie mogli Grecy ich porownywac, tak jak zrobilibySmy dzis.
Wobec tego pozostato skonstruowaé podobnie jak na rys. 3 kwadrat z uwzglednieniem danych
zadania (rys. 5).

Budujemy prostokat o bokach 7 i 1. Dolgczamy do niego kwadrat o boku 1, prowadzimy jego
przekatna itd., podobnie jak postepowali$my przy konstrukgcji rysunku 3. Lewy prostokat sktada
si¢ z kwadratu 1 x | oraz z prostokata 7 x 1 i ma boki rowne odpowiednio 1 i 8, spelnia wigc
warunki zadania. Prawy prostokat o bokach 7 i 8 sklada si¢ rowniez z kwadratu 7x7

iz prostokata 7 x 1, spelnia wiec rowniez warunki zadania. OtrzymaliSmy dwa rozwigzania.
Mozna jednak rozwiazaé to zadanie w nieco inny sposob. Liczba 7 da si¢ napisaé jako 2- 3 +1,
a wigc jest to gnomon liczby kwadratowej 9 odpowiadajacej liczbie 3. Nastgpna liczba
kwadratowa odpowiada liczbie 4, a wiec polowie boku wymaganego prostokata. Eatwo
sprawdzi¢, ze 4—3 = 1, 4+ 3 = 7, co stanowi rozwiazanie postawionego zadania (rys. 6). Ten
drugi sposob zbliza nas juz do regul, ktorymi sig dzi$ poslugujemy, cho¢ nie jest jeszcze tak
ogolny.

Jeszcze bardziej do naszego rozwiazania, cho¢ tez bez symboliki algebraicznej, zblizyl sie
matematyk arabski Muhammed ibn Musa Al’Chwarizmi, okolo r. 825, a wiec w 11 stuleci po
Euklidesie, w dziele pt: ,,Al-gebr w al mukabala™. Dotarto ono do Europy pozniej i okoto

XII stulecia zostalo przettumaczone na jezyk lacifiski. Autor rozwigzuje tu w naszej symbolice
rownanie x*+21 = 10x, za§ w terminologii geometrycznej zagadnienie: ,,Do jakiego kwadratu
nalezy dodac prostokat o polu 21, aby otrzymac prostokat o bokach réwnych 10 i bokowi
szukanego kwadratu™.

Stosowanie tu gnomonu 21 = 2- 10+ 1 nie prowadzi do wyniku. Wyznaczymy wobec tego
gnomon uogodlniony dla kwadratu nie przewyzszajacego kwadratu 5% odpowiadajacego polowie
boku zadanego prostokata. Uogélnionym gnomonem jest tu 21 = 2- 2- 3+ 32, a wiec gnomon
odpowiadajacy liczbie kwadratowej 2?. Wykonujac dzialania jak w poprzednim przykladzie
5—2 == 3 oraz 5+2 = 7 otrzymujemy rozwigzanie. Autor formuluje regulg t¢ wyraznie w takich
stowach: ,,Podziel krotnoé¢ szukanego boku na polowy, otrzymasz 5. Pomnoz to przez siebie
5-5 = 25. Odejmij od tego wyraz wolny 21, otrzymasz 4 = 2- 2. Odejmij 5—2 = 3, dodaj
542 = 7. To sa boki szukanego kwadratu. ... Pamigtaj, ze gdy w zadaniu kwadrat polowy
krotnosci jest mniejszy od wyrazu wolnego, rozwigzanie jest niemozliwe. Gdy za$ ten kwadrat
jest rowny wyrazowi wolnemu, wowczas rozwiagzanie jest rowne potowie krotnoséci nieznanego
boku™. Na zastosowanie tej reguly podaje autor jeszcze inne przyklady. Regule swoja uzasadnia
na drodze geometrycznej (rys. 7). Algebra stowna matematykéw Wschodu byla wiec, podobnie
jak u Grekow i niewatpliwie pod pewnym ich wplywem, uzasadniana geometrycznie.
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Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

CzoXdwka ligi zadaniowej "Klub 44" Skrot regulaminu

po uwzglednieniu ocen rozwigzarn
zadari z numeru 9,/1983

Marian Roman - EZk 47,88pkt
Andrzej Pawfowski - Zabrze 47,34pkt
Pawel Kamirski - Warszawa  45,11pkt,
Marek GaXecki - Milandwek 44,73pkt
Tomasz Biegariski - Lublin 43,51pkt

Matgorzata Czerniakowska-Gdarsk 39,71pkt
Marek Prausza - Poraj 39,48pkt
Artur Smolceyk - Tarndéw Op. 38,68pkt

Wspdtczynniki trudnosci zadari:
61 - 2,55 62 - 2,86 63 - 1,84

Owocna okazala sig ostatnia kolejka
ligowa, A% czterech uczestnikéw konkursu
efektownym rzutem na tasme przekroczylo
limit 44: panowie Roman i Pawfowski po
raz plerwszy, panowie Kamiriski i GaZecki

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n W terminie do konza miesigca n+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w nr 5+ 4. Moizna nadsylaé rozwigzania trzech, dwéch lub jednego
zadania (ka7de na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1 Oceng mnotymy przez

suma ocen za rozwigzania danego zadania

liczba osdb, kidre nadestaly choé jedno rozwiqzanie z numeru

i tyle punktow otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyizka punktow jest zaliczana do ponownego udziatu, Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w nr 1/1984.

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 1984

76. Na plaszczyznie dany jest kwadrat o boku a. Poprowadzi¢ dwie proste rownolegle tak, by
odlegloé¢ miedzy nimi byla réwna zadanej liczbie d < a oraz by czg$¢ kwadratu, zawarta migdzy
tymi prostymi, miala mozliwie najwigksze pole. Obliczy¢ to maksymalne pole.

®

1 1

Juz po raz drugi.
:
]

oD

2-(n—2)

+

‘+(ﬂ—1)'1 n

77. Jaka jest najwicksza liczba czesci, na ktore 20 okregdw moze podzieli¢ sferg?

78. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n = 2 zachodzi rownos¢

1 21]+ +1
=— +E e e}

Zadanie 78 przyslal nasz Czytelnik, pan Krzysztof Trautman z Warszawy.

Przypominamy tre§¢ zadan:

64, Przedstawic liczbe 10° w postaci sumy skoriczenie wielu liczb dodatnich
tak, by ich iloczyn byl mozliwie najwickszy.
65, Czy podzielié na skon
wielkosci?

66, Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalna, ktéra ma wszystkie cyfry réine
i ktora dzieli si¢ przez kazda ze swych cyfr.

1 liczbe s ow roznej

64. Dla ustalonej wartosci n € N rozklad liczby a > 0 na sume n
skladnikow (@ = x;+ ... +xa, x; > 0) jest optymalny (IIx; =
= max), gdy wszystkie x; sg rowne (x; = a/n); wynika to

z nierébwnosci migdzy $rednia arytmetyczng i geometryczna.
Tloczyn Ilx; rowna si¢ wtedy (a/n)". Nalezy teraz
zmaksymalizowa¢ t¢ wielkos¢ przy zmiennym n. Badajgc znak
pochodnej funkcji f(1) = (a/t)' = exp(tIn(a/t)) w przedziale

1 < t < oo stwierdzamy, ze funkcja ta ro$nie w przedziale

1 < t < afe, a maleje w przedziale a/e < r < o0. Nas interesuje
maksimum f(n) po n € N. Moze ono by¢ osiagniete tylko dia n
rownego jednej z dwoch liczb naturalnych sasiadujacych z afe.
Dla a = 10° s to liczby m = 367879 i m+ 1. Pozostaje
stwierdzi¢, co jest wigksze: f(m) czy f(m+1). Przy uzyciu

zwyklych czterocyfrowych tablic logarytmow nie jesteSmy w stanie

rozréznié tych liczb. Dysponujac znacznie dokladniejszymi
tablicami lub maszyna cyfrowa mozna problem rozstrzygnaé bez
trudu. Pokazemy jednak, jak to mozna zrobi¢ bez ,,sztucznych
ulatwient”. Skorzystamy z nieréwnosci
2
X
e*>1+4x dlax#0, ln(l+x)>)c+—2-
(Wynikaja one natychmiast z rozwinie¢ funkcji wykladniczej
i logarytmicznej w szeregi potegowe; mozna tez je latwo
udowodni¢ badajac znak pochodnej roznicy lewej i prawej

dla x > 0.

strony). Obliczamy:

- f(m) a\m a \m+l mll [mtl\me
f(m+n'=('5?) ‘lm+1) =_&”( m ) -
1 j
o (”'(; g ﬁé’))

m+1

e 1
= -—-c-c"”"‘>—(m+l)(l—--—) >
a a 2m

m+1

m+1 1
= ———€Xp mln(l+—) >
a m

1 .
> i(m+ —) = 10~5:e- 367879,5 >
a 2

> 0,3678795 - 2,7182818 = 1,0000001494431 > 1.

A zatem optymalny jest rozklad liczby @ = 10° na m = 367879
rownych skladnikow. ;
65. Lemat. Przy dowolnym podziale kwadratu na skorczong
liczbg kwadratow roznej wielkosci najmniejszy z nich zawiera sie
wraz z brzegiem we wnetrzu duzego kwadratu. (Eatwy dowod
lematu pomijamy). :
Przypus¢my, ze istnieje podzial szescianu K na szesciany roznej
wielkosci. Wybierzmy jedna ze scian K, nazwijmy ja §ciang
dolng; stojace na niej szesciany dzielg ja na kwadraty. Z lematu
wynika, ze najmniejszy z tych szescianow — nazwijmy go K, —
jest ze wszystkich bocznych stron otoczony przez szesciany
wigksze. Zatem szesciany stojace na gornej $cianie szescianu K,
dziela ja na kwadraty. Najmniejszy z tych szedcianikow —
nazwijmy go K; — znow musi by¢ z czterech bocznych stron
otoczony przez szesciany wieksze od niego. Rozumowanie to
mozna powtérzjré nieskoriczenie wiele razy, wbrew temu, ze
wszystkich sze$cianow jest skoriczenie wiele. Otrzymana
sprzeczno$¢ dowodzi, ze rozwazany podzial nie istnieje.

66. Kazda nieparzysta liczba o omawianej wlasnosci sklada si¢
z samych cyfr nieparzystych — jest wiec co najwyzej



pigciocyfrowa. Zatem jesli istnieje wigksza taka liczba, to musi
by¢ parzysta; wérod jej cyfr nie wystapi 0 (to oczywiste) ani 5
(piatka musialaby by¢ na konicu — wbrew parzystosci). Liczba
utworzona ze wszystkich pozostatych oémiu cyfr nie dzieli sie
przez 3 (suma cyfr 40). Stad wniosek, ze poszukiwana liczba jest
co najwyzej siedmiocyfrowa; a jesli jest siedmiocyfrowa, to musi
skiadac sie z cyfr 1, 2, 3, 6, 7, 8, 9 (tylko ten zestaw daje
podzielnos¢ przez 3, 6 i 9). Poniewaz szukamy liczby mozliwie

W sprawie

najwigkszej, sprawdzamy, czy liczba postaci 987abed, ktérej
czterocyfrowa koricowka jest permutacja uktadu cyfr 1236, moze
czyni¢ zado$¢ warunkowi zadania. Tylko cztery takie koncowki
daja podzielno$¢ przez 8; przy zadnej z nich nie uzyskuje sie
podzielnosci przez 7. Przeprowadzamy kolejng probe, z trzema
poczatkowymi cyframi 986 : z cyfr 1, 2, 3, 7 mozna utworzyé
dwie czterocyfrowe konicowki podzielne przez 8, a to 37121 7312.
Liczba 9867312 dzieli si¢ przy tym przez 7 — jest wigc liczba
szukana.

W Delcie 6/1983 dr Andrzej Pelc opisal sytuacje, gdzie zwigkszenie ceny produktu wywoluje ...
zwigkszony nan popyt. Przyklad jest tadny — lecz sztuczny (tylko dwa produkty, wybrane

,,pafadOkSU-” funkcje celu, tylko dwie cechy produktéw) — ale nie o to chodzi; gdyby przykiad nie byt
e.konomicznego sztuczny, nie byloby paradoksu.
(Gdyby sytuacje takie zdarzaly sie w rzeczywistosci, byliby$my do nich przyzwyczajeni — i nie
nazywalibySmy ich paradoksem. Gdyby w geometrii pola dwoch czgsci powierzchni nie sumowaly
sig do pola catosci, paradoksalnym nazwaliby$my taki podziat sfery, w ktérym pola obu czesci
daja w sumie akurat pole sfery!)
Przykiad jest elegancki — ale statyczny. Ja natomiast zajmuje si¢ cybernetyka, gdzie nie sq wazne
liczby, lecz kierunek i wzajemna wspolzalezno$¢ zmian. W stynnym przykladzie liséw i zajecy nie
Jest wazne, ile jest jednych i drugich. Wazne, ze wymieranie lisow powoduje rozradzanie sie
zajecy, od czego rozradzajg sig lisy itd. Jesli proces jest oscylacyjny i nie rozbiezny, cybernetyk
odchodzi uspokojony, liczenie zajecy pozostawiajac Ksieciu-Panu z Jic¢ina.
Pomyslmy teraz o jajach i mleku. Niech istotnie — jak w przyktadzie dra Pelca — podniesienie
ceny mleka (gdzie kaloria jest tania) spowoduje ograniczenie spozycia drozszych jaj, a wzmozone

popijanie mleka. Co sie stanie?

Wzmozony popyt na mleko spowoduje dalsze podnoszenie sie jego ceny — a zatem tym
wigksze jego spozycie — a zatem tym wy2sza ceng ... Jest to typowe sprzezenie zwrotne dodatnie.
Uklad taki jest niestabilny — i trwaé nie moze.
Jak ten proces sig zakoriczy? Wyréwnaniem cen kalorii w mleku i w jajku i wowczas paradoks
przestanie dziata¢. Nastapi to bardzo szybko — tym szybciej, ze jednocze$nie spadaé beda ceny
nie kupowanych jaj! Po kilku dniach nawet w mleczno-jajecznym kraju byloby po paradoksie.
T-W=(C=c)-m, Dlatego wlasnie reguta podazy i popytu jest prawem — a skonstruowana sytuacja paradoksem.
gdzie: T — sredni czas dojscia do lady Jesli nawet wystapi, to w praktyce jej nie zauwazymy. .
z szynkg (w godzinach), Powstaje pytanie: czy nie mozna utrzymaé paradoksu ustalajac podwyzszona ceng mleka — i nie

W — warto$¢ ($rednia).czasu kupujgcego
(w zi/godz.),
C — cena szynki na rynku (w zl/kg),

dopuszczajgc do jej dalszej zwyzki? W statycznym przykladzie — tak, w zyciu — nie! Za tansze,
niz okresla to podaz i popyt, mleko, musimy tez placic.

¢ — oficjalna taryfa pobierana w sklepie Placimy swoim czasem w kolejkach! W szalonym okresie 1978—1982, gdy rzadzita obledna
(w zi/kg), pseudo-ekonomia, rynkowa cena szynki dochodzita do np. 500 zt — a w sklepach sprzedawano ja
m — iloi¢ szynki dopuszczana do

jednorazowego nabycia (w kg).

po 200 (ograniczajac ilos¢ na glowg). W warunkach wielkomiejskich (otwarty ,,rynek’ klientow)
przecigtny czas czekania w kolejce razy $rednia warto$¢ godziny ludzkiego czasu rowny byt

roznicy ceny rynkowej i oficjalnej razy dopuszczalna liczba kupowanych kilogramow. Gdy
kierownik sklepu ograniczat tg liczbe np. dwukrotnie — kolejka tez dwukrotnie malata!
Jako pozyteczne ¢wiczenie domowe polecam analogiczne obliczenia dzis, gdyz — wbrew

W
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zapowiedziom prof. Zdzistawa Krasifiskiego — min. Zdzistaw Krasinski nie wprowadzit, jak
dotad, cen rynkowych. Mamy wigc pole do badar naukowych!

mgr Janusz KORW IN-MIKKE

Autor powyzszego listu przedstawia mechanizmy wolnorynkowe jako uniwersalny przyrzad do
likwidowania paradoksow ekonomicznych. Odnosi si¢ jednak wrazenie, ze sam nie bardzo
wierzy w praktyczng i teoretyczng przydatnosé tego przyrzadu. Jak kazdy, kto sprawie sie
przyjrzy blizej, od ekonomii w stylu Smitha przechodzi on, w drugiej czesci listu, do ekonomii
raczej z ,,Kapitalu™ i jako rownowazny do pieniadza wprowadza czas. Idac konsekwentnie ta
droga nalezy dalej wprowadzic sity spoleczne i ich emanacje — struktury ekonomiczne

i paistwowe. W efekcie daje to (w dotyczacym nas bezposrednio przykladzie) ceny regulowane.
Takich zreszta cen dotyczyl nasz paradoks (co wyrazZnie napisali$my).

] I jeszcze dwie uwagi. Ceny rynkowe dalyby u nas, ze zacytujemy, ,,po kilku dniach™ usuniecie
z rynku towarow przez dysponujacych znacznymi zapasami §rodkow platniczych i biologiczna
/ zagladg pozostatych. I druga uwaga. Paradoks to niezgodno$¢ ze stereotypem my$lenia,

7% f 4 aw naszym Kraju stereotyp myslenia o ekonomii wcale nie bierze sie z przyzwyczajenia. Bowiem
w ogole do ekonomii przyzwyczajeni nie jestesmy.

Redakcja



