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Co Udo\;vodnil (i~~rdFa!tings?

Doc. dr Jerzy BROWKIN
,

Bedziemy sie zajmowali równaniami postacif(x, y) = O, gdzie f jest wielomianem

o wspólczynnikach calkowitych, a wiec na przyklad równaniami:

(1)

(2)

(3)

(4)

3x-y+l =0,
x2+y2_l = O

i-x3-3 = O:

X4+y4_2 = O.

Pytamy, czy kazde takie równanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczb~ch wymiernych.
To znaczy, czy istnieje nieskonczenie wiele takich róznych par liczb wymiernych a, b, ze

f(a, b) = O .•

Rys. I

-1

y
.' 2

-2

x

Kazde takie równanie opisuje pewna krzywa na plaszczyznie. Na przyklad równanie (1)

opisuje linie prosta, równanie (2) - okrag, równanie (3) pewna inna krzywa (zwana krzywa

eliptyczna - rys. 1), równal!ie (4) - krzywa podana na rys. Z. Nasze pytanie mozna wiec
sformulowac tak: Czy na kazdej krzywej opisanej wielomianem o wspólczynnikach
calkowitych lezy nieskonczenie wiele punktów o wspólrzednych wymiernych?

Spróbujmy znalezc odpowiedz na to pytanie w przypadku krzywych opisanych równaniami
(1) - (4).

Oczywiscie na linii prostej (1) lezy nieskonczenie wiele punktów o wspólrzednych wymiernych.
Wystarczy mianowicie przyjac za x dowolna liczbe wymierna a, zas jako y wziac liczbe 3a+ 1.
Para liczb x = a, y = 3a+ 1 spelnia to równanie i obie te liczby sa wymierne. Poniewaz liczbe a
mozemy obierac na nieskonczenie wiele sposobów, wiec otrzymujemy w ten sposób
nieskonczenie wiele rozwiazan równania (1) w liczbach wymiernych.

Równiez równanie (2) ma nieskonczenie wiele takich rozwiazan. Wezmy mianowicie do~olna
liczbe wymierna a i przyjmijmy

2a

y = a2+ 1

Mianowicie, zauwazmy najpierw, ze liczby x, = 1, y, = 2 spelniaja równanie (3). Nastepnie
wezmy' liczby

11

64

27x~- 36xi yf + 8yt

8yi

23

-1"6'

Nietrudno sprawdzic (a sumienny Czytelnik powinien to zrobic!), ze te liczby x i y spelniaja
równanie (2) i obie sa wymierne.

W przypadku równania (3)'sytuacja jest bardziej skomplikowana. Dla równan (1) i (2)

wskazalismy wzory zalezne od dowolnej liczby wymiernej a opisujace pewne rozwiazania tych
równan. Taka liczbe a nazywamy parametrem, a otrzymane rozwiazania - rozwiazaniami
opisanymi parametr)lcznie.

Otóz mozna udowodnic, ze równanie {3) nie ma rozwiazan, które dalyby sie opisac
parametrycznie. Niemniej równiez to równanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach
wymiernych ! Uzyskuje sie je jednak na innej drodze.

xo

y

-1

Rys. 2

'I



powyzsze przypuszczenie sformulowac w sposób równowazny, jak nastepuje:

Dla kazdej liczby naturalnej n wiekszej od 2 równanie

Jakiej wiec mozna oczekiwac odpowiedzi na pytanie postawione na poczatku artykulu?

Dopiero wiosna 1983 roku prof. Gerd Faltings z RFN hipoteze te udowodnil i od tego czasu
hipoteza Mordella nosi nazwe twierdzenia Faltingsa.

27xZ - 36x:y:+ Syt

8y:
Yk+l =

X"+Y" =

Xk+l =

(5)

nie ma rozwiazan w liczbach wymiernych X, Y róznych od zera, to znaczy jedynymi jego

rozwiazaniami w liczbach wymiernych moga byc X = O, Y = ± l oraz X = ± I, Y = O - ma
wiec ono co najwyzej cztery rozwiazania.

W· d . k ... (5) d" (n-I)(n- 2) L' b .la omo, ·ze rzywa opIsana rownamem ma ro zaJ rowny -----. ICZ a ta Jest
2

wieksza od I dla n wiekszego od 3. Zatem z twierdzenia Faltingsa wynika, ze dla n ;;. 4 równanie
(5) ma tylko skonczona liczbe rozwiazan w liczbach wymiernych.

Omówimy pewien wniosek wynikajacy z twierdzenia Faltingsa. Istnieje przypuszczenie, ze dla
kazdej liczby naturalnej n wiekszej od 2 równanie x" +y" = z", zwane równaniem Fermata, nie
ma rozwiazan w liczbach calkowitych x, y, z róznych od zera. Mozemy przy tym bez
zmniejszenia ogólnosci rozwazan ograniczyc sie do takich rozwiazan, ze liczby x, y, z sa

wzglednie pierwsze. Dzielac to równanie stronami przez z" i przyjmujac X =~, y = ~ mozemy
z z

Kazde z rozpatrzonych przez nas dotychczas równan mialo nieskonczenie wiele rozwiazan
w liczbach wymiernych. Jednak juz równanie (4) nie ma tej wlasnosci. Mozna udowodnic, ze ma
ono tylko skonczona liczbe rozwiazan w liczbach wymiernych, mianowicie (1,1), (l, -l), (-l, l),
(:-1,-1).

Po dosc uciazliwych ractlUnkach przekonujemy sie, ze równiez liczby X2 i Y2 (któ"re sa
wymierne!) spelniaja równanie (3). Ogólnie, jezeli liczby Xk> Yk spelniaja (3), to równiez liczby
Xk+ I i Yk+ 1 okreslone wzorami

9xt-8xkY:

4y:

spelniaja to równanie (Czytelnik zechce to sprawdzic). Mozna tez pokazac, ze wszystkie tak
otrzymane pary (Xk, h) sa rózne. W ten sppsób wychodzac z rozwiazania Xl = l, YI = 2
otrzymujemy nieskonczenie wiele rozwiazan równania (3) w liczbach wymiernych.

Juz w latach dwudziestych biezacego stulecia matematyk angielski L. J. Mordell (l888-197f)
sformulowal przYPuszcZalna odpowiedz na to pytanie.

Mianowicie, znana jest ... (Ostrzezenie: Od tego miejsca sformulowania w tym artykule sa juz
mniej precyzyjne, a czasem wrecz niescisle !) ... bardzo ogólna klasyfikacja krzywych
polegajaca na tym, ze kazdej krzywej przypisuje sie pewna liczbe calkowita nieujemna zwana jej

rodzajem. Tak wiec ,sa krzywe rodzaju O, krzywe rodzaju l, krzywe rodzaju 2 itd. W tym
artykule nie podamy definicji rodzaju krzywej (wymaga ona nieco rozleglejszej wiedzy niz

zakladamy u Czytelnika), lec~ mozna powiedziec, ze im krzywa ma wiekszy rodzaj, tym jest
"bardziej skomplikowana". Krzywe rodzaju O - to sa krzywe, których punkty mozna opisac
parametrycznie, krzywe rodzaju l - to sa tzw. krzywe eliptyczne, .....
Otóz Mordell przypuszczal, ze na kazdej krzywej rodzaju wiekszego od l jest tylko skonczona
liczba punktów o wspólrzednych wymiernych.

Ta slynna hipoteza Mordella przez ponad 50 lat opierala sie wysilkom matematyków
próbujacych ja udowodnic. Chociaz uzyskano rózne wyniki czesciowe na jej temat, sama

hipoteza pozostawala nieudowodniona.

J poniewaz

Ibel' = lae-abl' = labI2+lacl'-2(ab, ae)

jest lad/, = ~ (2labl' + 2IaeI2-lbel').

Niech teraz a, h, c, d E AJ
d(a,b) = d(e,d) = D(A) i niech x bedzie

srodkien, ab, y - srodkiem cd.
Z trójkata aby mamy

Ixyl' = 2- (2Iayl'+2IbyILlabl'),
4

a z trójkatów aed i bed J;Ilamy:

layl' = 2- (2Iae/, + 21adl' -ledI2) i
4

Ibyl' = l (2lbel' + 2lbd/, -leJI').4

Poniewaz jednak lael, ladl, Ibel, Ibdl sa nie

wieksze niz D(A),
natomiast labl = ledl = D(A), mamy:

3 3
layl' •• 4" (D(A»', Ibyl'" 4" (D(A»)l

Rozwiazanie zadania F 148. Sytuacja jest

wrecz odwrotna. W punkcie a) strumien
obejmowany przez obwód z galwanometrem

wzrasta, lecz mimo to nie plynie w nim prad,
brak jest bowiem jakiejkolwiek sily zdolnej do

"napedzania" nosników ladunku,
w pozostalych punktach strumien

magnetyczny przenikajacy obwody nie ulega

zmianie - mimo to plyna w nich prady,

w ukladzie odniesienia zwiazanym z polem
magnetycznym nosniki ladunku poruszaja sie

wraz z przewodmkami w pol~
magnetycznym i skladowa magnetyczna si/y

Lorentza jest czynnikiem zapewniajacym
przeplyw pradu. Prawo indukcji

elektromagnetycznej nie jest wiec prawem

uniwersalnym i przytoczone przyklady

dobrano wla;nie ze wzgledu na ich
wyjatko·;"oSc. Prawo to jest dogodnym

narzedziem ulatwiajacym rachunki, lecz nie
wyjawia mechanizmu powstawania sily

elektromotorycznej indukcji.

W przypadkach watpliwych nalezy

rozpatrzec sily bedace przyczyna

uporzadkowanego ruchu nosników (sila
Lorentza) .•

11 l' lladl' = 2" (ab +ae) = 4 (laW + lael' +

+2(ab, ae»

Rozwiazanie zadania M 3S6. NIech ad bedzie

srodkowa trójkata abc .. Mamy dla

odpowiednich wektoró;'

Ja

-

i wreszcie

l l
Ixy/, •• "4"' (3(D(A»)l- (D(A»') = 2" (D(A»',

. d( V2
a WieC x, y) ••. 2" D(A).

Wynika stad, wobec dowolnosci w wyborze

a, h, r. d, z~

'2
D(S(A» •• 1'2 D(A) c.n.d.

Gdy teraz A jest czworoscianem foremnym

o krawedzi l,zbiór S(A) jest, jak latwo

sprawdzic. zbiorem srodków krawedzi A

. Vi
l D(S(A)) =2 D(A).

Tak wiec nadal nie znamy wszystkich rozwiazan równania Fermata w liczbach calkowitych x, y, z
róznych od zera i wzglednie pierwszych. Wiemy jednak, ze przy ustalonym n, jezeli takie

rozwiazania .istnieja, to ich liczb~ jest skonczon~ .

Jeszcze na zakonczenie kilka uwag. Twierdzenie Faltingsa mozna inaczej sformulowac tak:
Jezeli krzywa ma nieskonczenie wiele punktów o wspólrzednych wymiernych, to jest krzywa
rodzaju O lub I. Nalezy jednak ostrzec Czytelnika; ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
To znaczy, nie kazda krzywa rodzaju O lub I ma nieskonczenie wiele punktów o wspólrzednych
wymiernych.

Na przyklad krzywa o równaniu. X2 + y2 = 3 ma rodzaj O, lecz nie lezy na niej zaden punkt
o wspólrzednych wymiernych. Ten ostatni fakt moze Czytelnik udowodnic samodzielnie - jest to
nietrudne cwiczenie.

2



Supermagnes

Dr Krzysztof PASTOR

Wielokrotnie w eksperymentach fizycznych zachodzi potrzeba wykonania badan. w mozliwie
silnych stalych polach magnetycznych. Projektowaniem i konstrukcja odpowiednich magnesów
zajmuje sie wiele firm i laboratoriów. Na pozór sprawa wydaje sie prosta. Wiemy, ze w srodku
cewki z pradem powstaje pole magnetyczne

t-toN/B=-­
2r '

gdzie N jest liczba zwojów, / natezeniem pradu, r promieniem cewki, t-to przenikalnoscia
magnetyczna prózni.

Trzeba zatem skonstruowac elektromagnes z duza liczba zwojów i przepus~czac odpowiednio
duzy'prad. Niestety, nie da sie latwo spelnic obu tych warunków jednoczesnie. Wiele zwojów
oznacza albo cienki drut, albo wielka cewke. Cienki drut uniemozliwia przeplyw duzego pradu,
zas duza cewka nie daje silnego pola nawet przy duzym pradzie, gdyz pole od daleko
polozonych zwojów nie jest istotne.

101,

103

102 \,etody
Magnesy I~u~owe

~ l 1

Q; ~

§, l Magnesy bilero-
E W- wskie i inne
•• bez rdzenia- -2

& 10 Magnesynadprze-

\ -wodzace10-3

Elektromagnesy z rdze-

-1,1 -niem10 f-

10-5~ ~hle magnetyczne~ ziemskie

izola/or

o o o

me/al~

'Chcac nie chcac trzeba budowac magnesy z niewielka liczba zwojów i oczywiscie trzeba

przepuszczac przez nie bardzo duzy prad. Naturalnie, w cewce wydziela sie cieplo Joule'a-Lenza;
wymaga to nieslychanie wydaJnego chlodzenia uzwojenia. Ktos powie: zaraz, zaraz, przeciez
wykorzystujac zjawisko nadprzewodnictwa pozbywamy sie oporu cewki, a zatem nie wydziela sie
w niej cieplo. To prawda, ale w magnesach nad przewodzacych trudno przekroczyc granice 10 T

(pole magnetyczne niszczy nadprzewodnictwo), a ponadto sa one klopotliwe w uzyciu (kapiel
w cieklym helu). Narzucajacy sie pomysl wykonania uzwojenia z rurek (w srodku plynie woda

chlodzaca) nie jest najlepszy ze wzgledu na duze opory przeplywu cieczy. Optymalna konstrukcja
jest chyba elektromagnes biterowski (Francis Bitter - fizyk amerykanski) pozwalajacy uzyskac
stacjonarne pole magnetyczne 20-30 T. We wszystkich wiekszych osrodkach naukowych na
swiecie, gdzie bada sie wlasnosci materii w silnych polach magnetycznych, stosuje sie wlasnie
takie magnesy. Magnes biterowski (patrz rysunek) sklada sie z dysków miedzianych o grubosci
1-2 mm (specjalna ultratwarda miedz elektrolityczna) o srednicy 20--40 cm, z otworem
w srodku, przecietych wzdluz promienia. Kilkaset (zwykle ok. 200) takich dysków zlozonych
wraz z izolujacymi przekladkami tworzy elektromagnes.

Przekladka izolacyjna jest specjalna folia w ksztalcie kola o srednicy równej srednicy dysku
z usunietym niewielkim wycinkiem (równiez z otworem w srodku). Odpowiednie zlozenie
dysków i przekladek powoduje powstanie cewki; kazdy dysk jest jej pojedynczym zwojem.
Cewke te, która jest praktycznie miedzianym walcem, chlodzi sie w ten sposób, ze przepuszcza
sie wode przez kilka tysiecy malych (srednica 1-2 mm) otworów wywierconych wzdluz
wysokosci walca, czyli równolegle do pola magnetycznego. Dla unikniecia zwarc uzywa sie
specjalnie dejonizowanej wody o oporze wlasciwym rzedu kilku MQm.

O wymaganej precyzji wykonania takiego magI)esu swiadczy fakt, ze otwory chlodzace wycina
.sie w dyskach i przekladkach przed zlozeniem magnesu, a powstale po zlozeniu kanaliki musza
miec jednakowy przekrój wzdluz calej grubosci cewki z dokladnoscia do 0,05 mm.

Na swiecie pracuje zaledwie kilkadziesiat cewek tego typu w kilkunastu osrodkach naukowych.
W Europie najwiekszym takim laboratorium jest "Service National des Champs lntenses"
w Grenoble (Francja). Ze wzgledu na dosc wysokie koszty budowy i eksploatacji laboratorium
to uzytkowane jest wspólnie przez Centre National de la Recherche Scientifique i Max Planck­
Gese'lIschaft i otwarte jest dla naukowców z calej Europy (miesiecznie przyjezdza tam ok. 20
osób). W Grenoble zainstalowanych jest 8 magnesów biterowskich dajacych pola do 25 T.
Magnesy zasilane sa przez 4 generatory 2,5 MW kazdy, które mozna laczyc równolegle.
Najwieksza tewka wymaga ]O MW mocy (U = 335 V, / = 30 kA). Do chlodzenia jej
wysokowydajne pompy tlocza woóe (w obiegu zamknietym) z szybkoscia 400 m' jgodz.

przy cisnieniu roboczym 27 atm, powoduje to wzrost temperatury wody o ok. 40°C, powoduje to
równiez wzrost temperatury wody w rzece, która jest ostatecznym odbiornikiem ciepla,
o 2-3°C (tylko podczas pracy najwiekszej cewki przy maksymalnym polu). Dla zabezpieczenia
cewek komputer trzy razy w ciagu sekundy mierzy temperature wody, prad i napiecie cewki
i w razie jakichkolwiek nieprawidlowosci ,-,oglasza" alarm i wylacza generatory. Czas zycia
cewek mimo to nie przekracza zwykle 1000 godzin, po tym czasie trzeba cewke rozebrac
i wymienic wypalone dyski.

Wysilki konstruktorów zmierzajace do uzyskania jeszcze silniejszych pól magnetycznych nie

ustaja· Równiez w Grenoble jest obecnie budowany przez uczonych francuskich i niemjeckich
magnes hybrydowy: tzn. cewka biterowska umieszczona w polu magnetycznym duzego magnesu
nadprzewodzacego. Oczekuje sie' p~la magnetycznego ponad 30 T, bedzie to "rekord swiata"
w stacjonarnych polach magnetycznych.



o krysztalach helu w temperaturze pokojowej,
czyli o wielkich mozliwosciach wysokich cisnien

Dr Andrzej H EN N EL

1 bar = 10' N/m2 = 10' paskali =
0,9869 atmosfery = 1,0197 kG/cm'

Wyobrazmy sobie, iz nawiazany zostal kontakt radiowy z odlegla o wiele lat swietlnych
cywilizacja kosmiczna. Po uwzglednieniu calkowicie jednoznacznego sposobu przekazy_wania
informacji (symbole, jednostki itd.) zaczynamy sobie nawzajem przesylac podstawowe informacje
o naszych swiatach. W jednej z pierwszych otrzymanych i rozszyfrowanych depesz pojawia sie
nastepujacy fragment - ... H,O, krysztal o gestosci 1,5 g/cmJ, temperatura topnienia 192°C ...
Budzi to oczywiscie wielkie zdumienie, czyzby "u nich" obowiazywaly inne prawa fizyki?
Wkrótce jednak sprawa wyjasnia sie, otóz na planecie naszych kosmicznych pobratymców

panuje cisnienie okolo 40000 atmosfer. W rezultacie maja oni do czynienia z zupelnie inna niz
my struktura krystaliczna lodu (jest to tzw. lód VII albo lód goracy) znacznie gesciej upakowana,
co przejawia sie we wzroscie gestosci. Na Ziemi, oczywiscie, mozna otrzymac w laboratoriach
wszystkie kolejne rodzaje lodu od I do VII stosujac odpowiednie cisnienia i temperatury.

W eksperymencie Be~sona i Pinceaux dodatkowym problemem bylo wypelnienie komory próbki
helem. Dokonano tego umieszczajac kowadla w wypelnionej helem stalowej komorze cisnien,
pod cisnieniem 2000 barów. W ten sposób w komorze próbki znalazlo sie okolo 0,5 ,tg helu,

/
uszczelka metalowa
o grubosci okolo
q25mm

osmiokatna plaszczyzna
kowadel o srednicy
rzedu 0,5mm

Jak wiadomo (patrz np. artykul L. Turskiego, De/ta 12(1983), pod cisnieniem normalnym hel

pozostaje ciecza nawet w tem~raturze absolutnego zera, dopiero pod cisnieniem 25 barów
nastepuje jego krystalizacja, Nic wiec dziwnego w fakcie, iz krystalizacja helu w wyzszych
temperaturach wymaga wysokich cisnien i jest stosunkowo trudna do przeprowadzenia.
W 1961-roku udalo sie zestalic hel w temperaturze wrzenia azotu (77 K) pod cisnieniem 14 kbar,

a dalszy postep umOZliwily dopiero kowacJelka diamentowe, które leraz omówimy dokladniej.

górna plaszczyzna
.-- diamentu o srednicy

rZlJ:du 2-3mm

Schemat kowadelek diamentowych

komora próbki, czyli
otwór w uszczelce
metalowej o srednicy
okolo 100}lm

Jest to zestaw dwóch odpowiednio zeszlifowanych diamentów, pomiedzy któr)mi umiCSLCLOlla

jest folia metalowa z malym otworkiem (rysunek). Diamenty sciskane sa z zewnatrz prasa
o regulowanej sile nacisku. Konstrukcja kowadelek oraz ogromna twardosc diamentów
pozwalaja na osiaganie w malutkiej objetosci pomiedzy diamentami i uszczelka metalowa
kolosalnych cisnien rzedu megabarów. Dotychczasowy rekord uzyskany w 1982 roku wynosi
1,7 Mbar. Badany obiekt, tzn. gaz, ciecz czy tez okruch k(ysztalu umieszcza sie wiec w tej
mikroskopijnej komorze cisnien i nastepnie obserwuje sie caly eksperyment pod mikroskopem
korzystajac z przezroczystosci samych diamentów. W przypadku badania krysztalów w komorze
próbki umieszcza sie krople mieszaniny metanolu z etanolem, która zapewnia hydrostatyczny
rozklad cisnien do okolo 200 kbar. Ponadto w komorze próbki umieszcza sie okruchy rubinu,
co pozwala na pomiar wartosci otrzymanego cisnienia. Rubin mianowicie pod wplywem
oswietlenia wysyla bardzo silne promieniowanie czerwone o dlugosci fali 693 nm pod
cisnieniem atmosferycznym. Pod wplywem cisnienia wytworzonego w kowadlach nastepuje
liniowa zmiana dlugosci fali wysylanego przez rubin promieniowania (okolo 30 nm na 1Mbar),
co pozwala na bardzo precyzyjne wyskalowanie otrzymanych cisnien.

Nowoscia ostatnich lat w laboratoriach fizyków jest natomiast mozliwosc uzyskiwania
kontrolowanych cisnien hydrostatycznych rzedu miliona atmosfer za pomoca tzw, kowadelek
diamentowych. Jednym z najbardziej efektownych eksperymentów byla krystalizacja helu
w temperaturze pokojowej pod cisnieniem 115 kilobarów przeprowadzona w 1979 roku -przez
J. M. Bessona i J. P. Pinceaux na Uniwersytecie imienia Piotra i Marii Curie w Paryzu.

Mozliwosc zmieniania fazy stalej czy, jak kto woli, struktury krystalicznej danego pierwiastka czy
zwiazku chemicznego pod wysokim cisnieniem nie jest oczywiscie niczym nowym. Produkuje sie
przemyslowo z wegla syntetyczne diamenty, które na dodatek maja te mila wlasnosc, iz sa
metatrwale, tzn. pozostaja diamentami po obnizeniu ciSnienia. Znane sa rózne postacie
krystaiiczne siarki czy fosforu ...

100

Cisnienie na dnie Rowu Marianskiego
(t 1 km) - 1 kbar, rekordowe cisnienie

w kowadlach diamentowych - 1,7 Mb"r.
ci~nicnic w srodku Ziemi - 3.6 Mb;lr.

100 200 300
Temperatura (K)

p = 16,235[(T/O,992)',""-II,

gdzie P jest cisnieniem w barach, a T
temperatura w kelwinaoh. Równanie to

obowiazuje równiez w obszarze niskich
temperatur i malych cisnien rzedu 1 kbar.

Fakt ten oznacza'; ze struktura krystaliczna

helu, która pod niewielkim cisnieniem jest

struktura kubiczna plasko cerltrowana,

pozostaje nie zmieniona -az do 115 kbar.

Krzywa krystalizacji helu. Krzywa ta opisana

jest tzw. równaniem Simona-
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Rozwiazanie zadania M 357. Oznaczajac
przez [y) czesc calkowita y, tzn. takie
najwieksze calkowite m, ze m ~ y,
rozpatrzmy liczby
ao, al. "-J 01000, gdzie ak = k· x- [kx].

. b d' d" [k k+ I]Niech L. e zle o cmklem [ looo' lOOO
dla k = 0,1, ... ,999 Poniewaz O"" a. < l,
pewne dwie sposród 1001 liczb a. musza
znalezc sie w tym samym przedziale L ,
a wiec dla pewnych p, q, p > q jest

l
lap-a.\ < 1000'

Oznaczajac P ~ [p x), Q = [qx]
l

mamyl(p-q)x-(P-Q)I = lap-a.1 < 1006

skad I-P---Q-- xl < 1__ i _P_--Q-p-q 1000(p-q) p-q
jest szukanym ulamkiem.

Nastepnie stopniowo zwiekszano cisnienie obserwujac uwaznie komore próbki, Przy cisnieniu
115 kbar, w temperaturze 24°C zaobserwowano krystalizacje helu. Poniewaz róznica
wspólczynników zalamania swiatla dla krysztalów helu i cieklego helu jest bardzo niewielka,
dosyc trudno jest zaobserwowac granice faz. Na fotografii widac powiekszona okolo 500 razy
komore próbki. Górna i srodkowa czesc komory wypelnia eliptyczny w ksztalcie krysztal helu ..

Na dole w cieczy znajduja' sie okruchy rubinu sluzace do okreslania cisnienia. Gestosc
widocznego na zdjeciu krysztalu wynosi okolo l g/cm3 •

Na zakonczenie warto wspomniec, iz niezwykle interesujace moga byc badania krysztalów
wodoru w kowadlach diamentowych. Wodór pod cisnieniem 57 kbar tworzy w temperaturze
pokojowej krysztaly molekularn~, jednakze po przekroczeniu 2 lub 3 Mbar powinien przejsc do
fazy metalicznej (patrz artykul A. Holasa, Delta 10/1981). Nie ma w tym nic dziwnego, kazde cialo
stale pod cisnieniem w koncu musi stac sie metalem, tzn. zblizenie atomów doprowadza do
"uwspólnienia" zewnetrznych elektronów. Na przyklad krysztaly jodu przechodza w faze
metaliczna pod cisnieniem 300 kbar. Jednakze metaliczny wodór powinien miec, wedlug
przewidywan teorii, dwie niezwykle wazne cechy. Po pierwsze ma on byc metatrwaly, tzn.
pozostawac metalem po obnizeniu cisnienia; po wtóre ma byc nadprzewodnikiem do stosunkowo
wysokich temperatur rzedu -100°C ~ O°c. Latwo wyobrazic sobie, jak kapitalne znaczenie dla
ele~trotechniki i energetyki mialaby mozliwosc uzycia bardzo lekkiego drutu, ktorego opór jest
równy zeru. Próby otrzymania metalicznego wodoru sa prowadzone w wielu laboratoriach na
swiecie i jezeli nadejda nowe informacje, na pewno poinformujemy o nich Czytelników Delty.

\

Dlugi dowód

Przez pg(K, R, T) bedziemy oznaczac
czesciowa geometrie (partial geometry)
o parametrach K, R, T. Bardziej dokladna
definicje podajemy nizej, choc dla meritum
sprawy nie ma ona znaczenia. Poszukiwanie
rozmaitych czesciowych geometrii jest
trudna sztuka, choc w ostatnich latach
zrobiono tu dute postepy. Z referatu
J.H. van Linta wygloszonego na Kongresie

. ICM 82 (Warszawa, 16-24 VIII 83)
dowiedzielismy sie, ze autor odkryl m.in.
metode rozstrzygania czy istnieja
pg(l, 21- 3, 1- 2). Na przyklad istnieje
pg(S, 7, 3), ale nie istnieje pg(6, 9, 4). Ten
ostatni fakt van Lint odkryl wiosna 1983 r.
za pomoca komputera VAX Il /780.
Obliczenia zajely (uwaga) 183 dni!

M. SZ.

Czesciowa geometria pg(K, R, T) to zbiór
iP obiektów zwanych punktami, zbiór

obiektów. fB zwanych prostymi, przy czym

I) kazda prosta ma K punktów,

2) kazdy punkt lezy na R prostych,

3) gdy punkt x nie lezy na prostej L, to
istnieje dokladnie T punktów y E L takich,
ze x i y leza na jednej prostej.

/

Dowcipy uzywane

Po wielogodzinnym locie w chmurach balon
wynurzyl sie nad bezkresna równina, na
której przez czas dluzszy nie mozna bylo
znalezc zadnego punktu orientacyjnego,
mogacego poinformowac aeronautów gdzie
sie znajduja. Nagle dostrzegli w dole idacego

czlowieka. Gdy zblizyli sie na odleglosc.
glosu, zakrzykneli:
- Panie, gdzie my jestesmy?

Zapytany, po namysle, odkrzyknal:
- W balonie!
I wiatr uniósl balon dalej.
- Wiele siep.iedowiedzielismy.
- Bo co za pech, zeby trafic akurat na
matematyka!
- A to byl matematyk? Skad wiesz?
- Przeciez udzielil odpowiedzi przemyslanej,
prawdziwej i bezuzytecznej.

To co wytej, ma byc,propozycja dla
Czytelników nadsylania nam zlosliwych,
w miare mozliwosci równiez smiesznych,
dowcipów o matematykach, fizykach
i astronomach. Nie bedziemy ich drukowac,
jesli nas nie rozsmiesza, ale w przeciwnym
razie - na pewno.

O balonie opowiadal nam L. W. Szczerba
(Warszawa)

Trzeci

paradoks
ekonomiczny

Gdyby kazdy obywatel Polski otrzymywal co pierwszego srednio 12 tys. zlotych (lacznie
z niemowletami i starcami), byloby to wiecej niz obecnie. A przeciez tak latwo to osiagnac!
Obliczajcie razem z nami:

Rocznie jest to 144 tys. (srednio na glowe).

Wobec kursu dolara (srednio w pazdzierniku w bramie), 650 zl, daje to ok. 221,53846 (srednio

na glowe w ciagu roku) dolarów.
, -

Dla calej Polski wyniesie to rocznie mniej wiecej 7975,3845 mln dolarów, no - nie oszczedzajmy
- 8 mld' dolarów.

Gdyby wiec minister finansów wyskrobal 61,S mld dolarów i zlozyl to w jakims banku
(chocby w NBP) na 13% rocznie, mielibysmy zapewniony wzgledny dostatek przy zerodniowym
tygodniu-pracy. Prawda?

A przeciez za to, co mamy, dano by nam wiecej. Moze wiec sie oplaci?

Tadeusz WOJSZCZ
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Soczewka wielka jak niebo

Dr Zbigniew PLOCHOCKI

Ile gwiazd na idealnie czystym niebie mozna noca zobaczyc z Ziemi nieuzbrojonym okiem?

Nie mecz sie, Czytelniku, z liczeniem, bowiem scisla odpowiedz brzmi: ani jednej. Rzecz w tym,
ze z Ziemi zaden czlowiek nie moze patrzec na gwiazdy bez przyrzadu. Obserwuje on bowiem
gwiazdy przez naturalna soczewke, która zaslania mu cale niebo. A stanowi ja nasza, ziemska
atmosfera,

Aby to sobie uzmyslowic, warto odpowiedziec na dwa pytania: l o jak atmosfera ziemska dziala
na przechodzace przez nia swiatlo cial niebieskich? oraz 20 czy to jej dzialanie da sie
sprowadzic do dzialania soczewki (i jakiej)?

Rys. I. ZalclllosC gestosci (} atmosfery

ziemskiej od wysokosci h nad poziomem

morza (w skali jak na rysunku zaleznosc te

mozna i dobrym przyblizeniem traktowac

jako liniowa),

g [kgfm3j

o 20 ,40 60 80

lhlkm]
100

Atmosfera ziemska to kulista warstwa powietrza otaczajaca Ziemie. Jej gestosc przy powierzchni
Ziemi wynosi srednio okolo 1,3 kg/m3 i szybko maleje wraz z wysokoscia nad poziomem morza
(rys. 1). Znikome resztki atmosfery mozna wprawdzie stwierdzic nawet na wysokosci do

3000 km, ale prawie cala masa atmosfery <99%) zawarta jest w naj nizszej powloce o grubosci ok.
35 km.

Wspólczyimik zalamania gazów (wzgledem prózni) jest rosnaca funkcja gestosci. Dla powietrza
atmosferycznego mozna te funkcje wystarczajaco dokladnie przyblizyc funkcja liniowa postaci:
n = 1+A(}, gdzie n - wspólczynnik zalamania powietrza, (}- jego gestosc,
A ~ 2,2' 10-4 m3/kg. Z optycznego punktu widzenia atmosfera ziemska jest wiec warstwa
osrodka o bardzo niewielkim wspólczynniku zalamania swiatla, malejacym wraz z wysokoscia
(rys. 2), Jak taka niejednowdna warstwa dziala na przechodzace przez nia swiatlo?

Kiedy promien swietlny przechodzi przez granice miedzy dwoma jednorodnymi osrodkami
o róznym wspólczynniku zalamania (rys .. 3a), wówczas skokowo zmienia swój kierunek, Kiedy
promien swietlny przechodzi przez kilka warstw jednorodnych o innym wspólczynniku
zalamania kazda (rys. 3b), wówczas zmienia swój kierunek na kazdej granicy miedzy warstwami,
Kiedy promien swietlny biegnie przez niejednorodny osrodek o plynnie zmieniajacym sie
wspólczynniku zalamania (rys. 3c), wówczas zakrzywia sie takze w sposób plynny, Zjawisko to
nosi nazwe refrakcji.

Zenit

Podobnie zakrzywia swój tor swiatlo biegnace przez atmosfere ziemska (rys, 4). Kat miedzy

promieniem docierajacym do obserwatora na powierzchni Ziemi a promieniem docierajacym do
atmosfery nosi nazwe kata refrakcji. Kat refrakcji jest tym wiekszy, im dluzsza droge przebywa

, promien swietlny w atmosferze, Dla promienia docierajacego do obserwatora (na powierzchni
Ziemi) w plaszczyznie horyzontu kat refrakcji wynosi 35', Dla promieni docierajacych do
obserwatora pod coraz wiekszym katem do plaszczyzny horyzontu. kat refrakcji maleje.

-A,:Gi------

GO

G,

~lQDt-ó'lt;ó

Rys, 4, Refrakcja swiatla w atmosferze ziemskiej (w przesadzie i bez zachowania skali), powodujaca,

ze obserwator na Ziemi widzi gwiazdy na niebie wyzej niz w rzeczywistosci.

Ziemia

n-I

Rys. 2. ZalcLllosc bCLwLgl~uncgu

wspólczynnika zalamania swiatla n atmosfery

ziemskiej od wysokosci h nad poziomem

morza (w skali jak na rysunku zaleznosc tl(

dobrze przybliza linia prosta),
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Rys. J. Zalamanie swiatla na granicy dwóch

osrodków jednorodnych optycznie (a) przy
przejsciu przez kilka warstw takich osrodków

(b) i przy przejsciu przez osrodek optycznie
niejednorodny (o plynnie zmieniajacym sie
wspólczynniku zalamania) (c).
Pionowe wykresy po lewej stronie kazdego
rysunku obrazuja zaleznosc wspólczynnika
zalamania n od miejsca w osrodku.

Trzeciego przykladu dostarcza nam wschodzace lub zachodzace Slonce lub Ksiezyc. Otóz ich

tarcza jest wyraznie splaszczona w stosunku do sytuacji, kiedy sa wysoko nad .horyzontem. To
takze wynik refrakcji swiatla slonecznego w atmosferze. Czytelnik, który rozwiazal proponowane
wyzej zadanie z para gwiazd, nie powinien miec klopotów z rozwiazaniem nastepujacego: o ile
zmniejsza sie pionowa srednica katowa widzianego z Ziemi Slonca, którego tarcza dotyka
wlasnie swym dolnym punktem granicy horyzontu, w porównaniu ze Sloncem w zenicie (kiedy to

katowa srednica Slonca wynosi okolo 30')?

Tu jednak Czytelnik moze miec watpliwosci. Bowiem wschodzace lub zachodzace Slonce
i Ksiezyc sa nie tylko splaszczone, ale tez wyraznie wieksze niz wysoko nad horyzontem.

W tym miejscu chcialbym zaproponowac Czytelnikowi, by watpliwosci te spróbowal rozstrzygnac

samodzielnie, a nastepnie podzielil sie wynikami swych dociekan z innymi za posrednictwem
naszego pisma.

Promieniowi, który z plaszczyzna horyzontu tworzy w punkcie, gdzie znajduje sie obserwator,
kat 30' (tyle mniej wiecej wynosi widoczna z Ziemi srednica katowa Slonca), odpowiada kat
refrakcji wynoszacy olwlo 29'; promien docierajacy do obserwatora z zenitu refrakcji juz nie
ulega wcale.

Istotnie, wskutek refrakcji w atmosferze nie mozemy z Ziemi patrzec na niebo nieuzbrojonym
okiem. OKo nasze jest bowiem zawsze "uzbrojone w atmosfere ziemska", która jakosCiowo
mozemy traktowac jako specyficzna soczewke plasko-wypukla (czy ilosciowo tez? - ten

niewatpliwie interesujacy problem pozostawiam dociekliwemu Czytelnikowi). Jej specyfika polega

- po pierwsze - na tym, ze n~e ma ona ostro okreslonej powierzchni wypuklej; po drugie, jest
"wykonana" z materialu optycznie niejednorodnego (rys. 2); po trzecie wreszcie, na niebo _
patrzymy nie przez te soczewke, ale z jej wnetrza. Dodac by jeszcze nalezalo, ze wszystkie dane,
które podalismy wyzej, maja charakter danych srednich. Aktualne wlas\1osci naszej soczewki
w znacznej mierze moga zalezec od stanu atmosfery nad naszymi glowami.

Czy soczewka atmosferyczna ma istotne znaczenie dla obserwacji zjawisk na niebie z Ziemi?
Oto trzy przyklady róznych zagadnien, których analiza pozwoli, mam nadzieje, uzasadnic

od powiedz twierdzaca na to pytanie.

WrÓCmy najpierw do pytania z poczatku naszych rozwazan. Wyobrazmy sobie, ze ten sam

fr!lgment nieba obserwujemy z Ksiezyca (gdzie nie ma atmosfery) i z Ziemi. Obserwator na
Ksiezycu policzyl gwiazdy na niebie, po czym przenosi sie na Ziemie i znowu liczy gwiazdy
(niebo nad nim jest idealnie czyste). Czy zobaczy wiecej, czy mniej gwiazd niz z Ksiezyca?

Wskutek refrakcji w atmosferze ziemskiej widzimy z Ziemi gwiazdy, które dla obserwatora
ksiezycowego sa pod horyzontem (rys. 4), czyli z Ziemi mozemy zobaczyc gwiazd wiecej. Czy
troche wiecej, czy tez - znacznie wiecej? Sadze, ze Czytelnik, poslugujac sie podanymi uprzednio
informacjami, sam juz dojdzie do wniosku, ze wplyw soczewki atmosferycznej na wynik liczenia

gwiazd na niebie jest znikomo maly.

Czy mozna go jednak pominac, gdy wyznaczamy katowe odleglosci miedzy gwiazdami,
zwlaszcza takimi, które mozemy obserwowac jedynie nisko nad horyzontem?
Negatywna odpowiedz znajdzie Czytelnik z latwoscia rozwiazujac nastepujace zadanie:
obserwator na powierzchni Ziemi widzi dwie gwiazdy, z których jedna znajduje sie w plaszczyznie
horyzontu, druga zas - 30' nad horyzontem. Ile wynosi faktyczna odleglosc katowa miedzy
tymi gwiazdami (zakladamy, fe odleglosc do gwiazd jest nieskonczenie wielka w porównaniu
z rozmiarami Ziemi i jej atmosfery)?

e)

a)

b)

z

z

n

n

n

Rys. S. Ksiezyc jest blizej ziemskiego
obserwatora widzacego go w zenicie' (Ol), niz
obserwatora widzacego go podczas wschodu
lub zachodu (O,) (na rysunku nie
zachowano skali).

Osobiscie zadanie podzielilbym na dwie czesci: doswiadczalna i teoretyczna. W czesci
doswiadczalnej staralbym sie przede wszystkim odpowiedziec na pytanie: czy obserwowane
przez nas zwiekszenie tarczy Slonca (czy Ksiezyca) jest obiektywnym faktem, czy tylko
zludzeniem? W tym celu oko nalezaloby zastapic jakims przyrzadem, który nie ulega zludzeniom
optycznym - na przyklad aparatem fotograficznym. Sekwencja zdjec Slonca (lub' Ksiezyca)
podczas wschodu i po nim (lub przed i podczas zachodu) powinna stanowic wystarczajaco

wymowny material doswiadczalny, pozwalajacy odpowiedziec na powyzsze pytanie.

Czesc teoretyczna mozna gerieralnie zatytulowac "Dlaczego?" Innymi slowy, chodziloby w niej

o sporzadzenie listy wszelkich mozliwych mechanizmów, które warunkuja obserwowane zmiany
rozmiarów katowych tarczy slonecznej, a nastepnie - o ocene ich roli. Oto przykladowe
pozycje takiej listy, które przytaczam nie tyle jako podpowiedzi, ile jako advocatus diaboli:

10 gdyby Ksiezyc obiegal srodek Ziemi po okregu, to w chwilach wschodu i zachodu
znajdowalby sie dalej od obserwatora na Ziemi niz w chwili przechodzenia przez zenit, przez co
obserwator widzialby wschodzacy i zachodzacy Ksiezyc mniejszy niz wysoko na niebie (rys. 5);

czy ma znaczenie fakt, ze ciala niebieskie poruszaja sie po orbitach eliptycznych? czy istotne
jest, ze jedno obiega nie drugie, ale - ich wspólny srodek masy? czy efekty te sa istotne
w przypadku Slonca widzianego z Ziemi?
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Zenit

~pofudniki
niebieskie

r ze wzgledu na symetrie soczewki atmosferycznej (osia symetrii jest prosta przechodzaca przez
zenit) refrakcja swiatla w atmosferze powoduje pozorne podniesienie cial niebieskich jedynie
wzdluz poludników niebieskich (kól wielkich na niebie przecinajacych sie w zenicie - rys. 6),
skutkiem czego Slonce znajdujace sie faktycznie (tzn. bez uwzglednienia refrakcji) nad
horyzontem musi obserwator ziemski widziec jako mniejsze (dokladniej: wezsze), a jako szersze
widzi je tylko w tym krótkim okresie, który uplywa od chwili jego faktycznego przejscia
.przez plaszczyzne horyzontu do momentu widzianego z Ziemi zachodu (podobnie przy
wschodzie); czy to ma istotne znaczenie?

3° wschodzace lub zachodzace Slonce i Ksiezyc swieca slabiej i maja inna barwe (to zasluga
rozpraszania swiatla slonecznego'i ksiezycowego w atmosferze); czy ma tu miejsce (a jesli tak, to
czy jest istotne) zludzenie optyczne polegajace na pozornej zmianie rozmiarów zródla swiatla
przy zmianie jego barwy lub (i) jasnosci? czy wazna moze tu byc zmiana jasnosci nieba?

Rys. 6. Refrakcja w atmosferze sprawia. ze'
srednice katowa <1>0obiektu niebieskiego

obserwator ziemski zobaczy badz jako

mniejsza (<1>A),badz jako wieksza (<I>ó)­

zaleznie od tego, czy obiekt w rzeczywistosci
iest nad (A), czy pod horyzontem (B)
(rysunek mocno przesadzony).

Jak wynika z powyzszych przykladów, nie wszystkie czynniki na naszej liscie dadza sie
zanalizowac scisle (ilosciowo). Dlatego racjonalizm warto w takich przypadkach wesprzec
stosownymi doswiadczeniami. Nie nalezy wiec lekcewazyc czesci doswiadczalnej naszego zadania.

No, ale dosc juz przestróg i moralów. Zyczac sukcesów zostawiam Was sam na sam z problemem:
dlaczego wschodzace i zachodzace Slonce i Ksiezyc widzimy z Ziemi wieksze niz wysoko nad
horyzontem? A redakcja Delty czeka na Wasze listy.

Czytelnik z Jeleniej Góry p. Adolf Luczyckipro,ponuje inna
metode znalezienia wyniku. Po pewnych modyfikacjach wyglada
ona tak. Obliczamy, jaka czesc pastwiska jest w zasiegu kozy
(w zaleznosci od dlugosci sznurka)

() 1( . s "~2 s)P s = '"ii 2arc sm 2 -s V l - '"4 - s arc cos 2 .

W artykule "Atraktor i koza" (Delta 7/1982) Irena Kozlowska
obliczala dlugosc sznurka, na którym ma byc uwiazana koza.
Drugi koniec sznurka je-st zamocowany na brzegu kolistego
pastwiska, a dokladnie polowa pastwiska ma byc w zasiegu kozy.
Wynik (przy promieniu kola l) jest granica ciagu x., gdzie
x, = l, Xn+l =f(x.), a

. (n x A2 Xl , x)
f(x) = 2sm - + - 1- -- -arccos- .4 2 4 4 2

Autorka oblicza te granice za pomoca kalkulatora "najlepiej
programowanego". Ciag jest bowiem zbiezny wolno i dopiero
siedemdziesiaty piaty wyraz daje nam osiem cyfr, znaczacych.

( L"tel"l l1f0110nUI Oczywiscie p jest funkcja rosnaca. Oznaczmy s I = l, SI = V2,l
PI = P(SI); P2 = P(Sl)' Oczywiscie PI < - < P2.

2

- S2-S1 (l )
Okreslamy teraz S3 = --- - -p, +s, (zwykla interpolacja

P2-PI 2 .

liniowa) i P3 = P(S3)' I
Wstawiamy teraz S3 i P3 na miejsce SI i PI' jesli PI < - i na

2

I
miejsce S2 i P2, jesli P2 ;;. - i powtarzamy powyzsza procedure.

2

Okazuje sie, ze juz szósty wyraz ciagu daje osiem cyfr

znaczacych. (Pozostawiamy Czytelnikom udowodnienie, ze ciag
s. jest zbiezny do szukanej dlugosci s.znurka).

Kalkulatorem programowanym wygodniej jest liczyc pierwsza
metoda (znacznie krótszy program), mimo ze czas pracy
kalkulatora jest okolo dziesiec razy dluzszy. Natomiast dla
zwyklego kalkulatora przewaga drugiej metody jest wyrazna ­
dziesieciokrotnie mniej nacisniec klawiszy.

J.R.
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Wyznal'~anlJ mas gwiazd na
grawitac/lnego przesuniecia

Mgr Joanna FILIPOWICZ
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Albert Einstein w ksiazce "O szczególnej i ogólnej teorii wzglednosci" wydanej w roku 1917
napisal: "Czestosc drgan promieniowania atomu znajdujacego sie na powierzchni ciala
niebieskiego bedzie nieco mniejsza od czestosci drgan promieniowania atomu tego samego
pierwiastka znajdujacego sie w swobodnej przestrzeni (lub na powierzchni mniejszego ciala

niebieskiego)" ..
Zastanówmy sie nad mozliwoscia wyznaczania mas gwiazd przy wykorzystaniu tego efektu.
Niech kwant promieniowania elektromagnetycznego wylatuje z izolowanego ciala niebieskiego
o potencjale grawitacyjnym na powierzchni (p = GM/R, który znika w nieskonczonosci.
Kwant taki porusza sie z predkoscia swiatla c i w ukladzie zwiazanym z drgajacym atomem ma
czestosc Vo. Zgodnie z relacja E = mc2 = hvo wiazaca energie calkowita E z masa m kwantowi
takiemu mozna przypisac pewna wielkosc m = E/c2• Pole grawitacyjne opisane potencjalem (p

bedzie oddzialywac na te "mase". Aby wiec wydostac sie z potencjalu (p, kwant musi wykonac
prace równa róznicy energii potencjalnej na powierzchni ciala o masie M i energii potencjalnej

B



Temperatura efektywna Tef - jest to taka

temperatur,a, jaka mialoby cialo doskonale
czarne tych samych rozmiarów

i wypromieniowujace w jednostce czasu te

sama energie, 'eO gwiazda. Calkowite
natezenie promieniowania we wszystkich
dlugosciach fali E w jednostce czasu mozna
wyrazic przez temperature efektywna: prawo
Stefana-Boltzmanna

E = <1T:f (<1 - stala Stefana-Boltzmanna).

Zwiazek pomiedzy jasnoscia L i temperatura

efektywna Tef jest postaci: L = 4nR2<1T:f,
gdzie R jest promieniem gwiazdy. Temperature

efektywna i przyspieszenie grawitacyjne na
powierzchni gwiazdy wyznacza sie badajac
jej widmo ciagle. Równiez róznorodnosc
widm liniowych sPOWOdOW31)3 jest nie tyle

róznorodnoscia skladu chemicznego, ile
odmiennymi warunkami powstawania widma
(róznice temperatury i gestosci).

Zmiana poziomów energii atomu

spowodowana wplywem jednorodnego,
zewnetrznego pola elektrycznego o natezeniu E
nosi nazwe zjawiska Starka. Zjawisko Starka
zalezy silnie od cisnienia - im wieksze
cisnienie, tym linie silniej poszerzone, co
w przypadku bialych karlów ma istotne
znaczenie.

Wystepow~nie zjawiska Zeemana wywolane
~t energia oddzialywania momentów

magnetycznych z zewnetrznym polem
magnetycznym. Istnienie tych momentów
wiaze sie po pierwsze z ruchem orbitalnym
naladowanych elektronów. Poruszajace sie

ladunki sa równowazne pradom
elektrycznym, z których kazdy wytwarza

moment magnetyczny proporcjonalny do
momentu pedu odpowiedniego ruchu

orbitalnego. Po wtóre elektrony maja
moment magnetyczny zwiazany z ich
wlasnym momentem pedu (spinem ­

elektronu), same przypominaja pod tym

wzgledem male magnesy.

W 1974 roku Gatewood wyznaczyl masy

kazdego ze skladników Syriusza korzystajac

z faktu, ze jest to uklad podwójny. Uzyskal

on wyniki: MA = 2,03±O,1l MO' MB =
= 1,01 ± 0,06 MO' Dla naszych rozwazan
szczególnie interesujaca jest masa MB­
skladnika bedacego bialym karlem. Jak

widac z przytoczonych danych dokladnosc

tej metody jest rzedu 'kilku procent, a wiec

znacznie wieksza niz przy wykorzystaniu
efektu grawitacyjnego przesuniecia ku
czerwieni.

w nieskonczonosci (równej O). W efekcie zmniejsza on swa czestosc do wartosci v. Kwant

.. '" hvo GmM h( ) . dl b Z" ..utracI energIe 'V' --2- = --- = Vo-V I atego o serwowana przez nas na leml czestoscc R -
bedzie równa v = vo(1-f/>lc2). Efekt ten nazwano grawitacyjnym przesunieciem ku czerwieni,
gdyz zmniejszeniu czestosci drgan odpowiada zwiekszenie dlugosci fali, a wiec przesuniecie
widma ku czerwieni. Wyrazajac wielkosc tego przesuniecia w jednostkach dlugosci fali

,1). GM
otrzymujemy: --- = -- = z.

). Rc2

W przypadku ziemskiego pola grawitacyjnego efekt ten zostal potwierdzony przez doswiadczenie,

przy czym stwierdzono zgodnosc z \lrzytoczonymi tu wzorami przewidujacymi
wielkosc przesuniecia ku czerwieni z dokladnoscia do 10%. Dla zródla promieniowania
elektromagnetycznego znajdujacego sie na powierzchni Slonca wzgledne przesuniecie ku
czerwieni z wynosi: 2,115 . IQ- 6. Dla dowolnego ciala niebieskiego, którego masa jest
wyznaczana w jednostkach masy Slonca (MO) i promien w jednostkach promienia Slonca (RO),

MIMO
mamy wiec: z· = 2,115 .10-6 ----

RIRo
Powyzsze rachunki zostaly przeprowadzone bez uwzglednienia potencjalu grawitacyjnego Ziemi,
w którym to potencjale kwant przybywajacy z przestrzeni kosmicznej uzyskuje pewna energie.
Latwo jednak obliczyc, ze wplyw ziemskiego pola grawitacyjnego jest bardzo maly, bowiem daje
wzgledne przesuniecie ku fioletowi równe: z = 6,9' 10-10, co w zestawieniu z wielkoscia

przesuniecia juz chocby na powierzchni Slonc:a daje wklad zaniedbywalny.

Oczywiscie, jak widac z przytoczonych wzorów, efekt przesuniecia ku czerwieni jest tym
wiekszy, im wiekszy stosunek MIR, a wiec im silniejsze pole grawitacyjne obiektu. Szczególnie

dla bialych karlów, dla 'których MIMO jest rzedu kilkudziesieciu, mozliwe jest wyznaczenie
RIRo

grawitacyjnego przesuniecia ku czerwieni z zadowalajaca dokladnoscia. Przesuniecie to wyznacza
sie porównujac widmo gwiazdy z widmem laboratoryjnym, tj. takim, w którym dlugosci fali
odpowiadaja promieniowaniu w ukladzie zwiazanym z drgajacym atomem. Widmo
laboratoryjne dla danego pierwiastka jest wiec widmem porównania o dokladnie zdefiniowanych
dlugosciach fali odpowiadajacych liniom i wzgledem niego wyznacza sie przesuniecia z.

W przypadku bialych karlów bada sie zwyk-le linie serii Balmera Hp, Hl" Hó, H. w celu
wyznaczenia ich przesuniecia ku czerwieni, a ze znajomosci z okresla sie MIR. Majac dodatkowo
niezalezna informacje o promieniu gwiazdy np. ze znajomosci jasnosci i temperatury
efektywnej Tef lub niezalezne oszacowanie przyspieszenia grawitacyjnego na powierzchni gwiazdy
mozna wyznaczyc jej mase M.

Wyznaczenie stosunku ,1).1). jest problemem trudnym i to z wielu powodów. PrzesIe wszystkim
linie widmowe moga byc poszerzone i znieksztalcone przez szereg efektów, jak rotacja
ewentualnie pulsacja gwiazdy, wystepowanie pól elektrycznych i magnetycznych w jej wnetrzu
(efekt Starka i Zeemana), czy wreszcie poszerzenie cisnieniowe. Dla linii poszerzonych

i znieksztalconych czesto trudno wyznaczyc dlugosc fali. Ponadto ruch gwiazdy w przestrzeni
moze dawac niezaniedbywalny wklad do przesuniecia linii. W badaniach eliminuje sie wiec ruch

Slonca i ruch Galaktyki, a predkosci radialne gwiazd (tylko skladowa radi~lna predkosci ma
wplyw na wyglad widma) wyznacza sie metodami statystycznymi.

W 1954 r. Popper badal bialego karla 4OEriB. Wyznaczyl on przesuniecie w kierunku czerwieni

z = 0,7' 10-4, co odpowiada MIMO = 33,1. Promien tej gwiazdy jest równy R = 0,0132 RO,
RIRo

a wiec jej masa M = 0,44 MO. Wynik ten zostal potwierdzony w 1~71 r. przez Shipmana, który
wyznaczyl przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni oraz wartosc przesuniecia ku czerwieni.

Obliczona przez niego masa 40EriB jest równa M = 0,45 ± 0,13 MO. Ponadto wykonano
szereg pomiarów dla obiektów, dla których predkosci radialne mozna bylo wyznaczyc
statystycznie - np. dla otwartych gromad gwiazd, jak Hiady czy Plejady. W takich przypadkach
wyznacza sie srednie dopplerowskie przesuniecia ku czerwieni dla calej gromady gwiazd,
a nastepnie dla znanych wartosci promieni okresla sie masy poszczególnych skladników.

Opisana metoda jest jedynym obserwacyjnym sposobem wyznaczania mas gwiazd nie bedacych
skladnikami ukladów podwójnych i oczywiscie majacych odpowiednio silne pole grawitacyjne na
powierzchni. Szereg badan przeprowadzono jednak dla obiektów, dla których masy mozna bylo
wyznaczyc w inny sposób. Okazuje sie, ze masy wyznaczone na podstawie grawitacyjnego

przesuniecia ku czerwieni sa, w granicach bledów tej metody, zgodne z masami otrzymywanymi
przy wykorzystaniu innych metod. Jako przyklad posluzyc moze Syriusz - najjasniejsza gwiazda.

nieba pólnocnego. Jest to uklad podwójny, dla którego korzystajac z praw mechaniki Newtona­
mozna z duza dokladnoscia wyznaczyc masy kazdego ze skladników. Jednoczesnie gwiazda
slabsza - Syriusz B jest bialym karlem i dla niego wyznaczono niezaleznie mase korzystajac
z efektu grawitacyjnego przesuniecia ku czerwieni. Masa wyznaczona ze znajomosci z jest
obarczona znacznie wiekszym bledem (kilkadziesiat procent), ale w granicach tego bledu
otrzymuje sie zgodne wyniki, tj. M = 1 MO.



Paradoks czasu czekania

Pro! dr Boleslaw KOPOCINSKI

Paradoksalny jest fakt, ze jakkOlwiek wszystkie odstepy miedzy

kolejnymi sygnalami maja ten sam rozk.lad prawdopodobienstwa
z wartoscia srednia l/p, to chwila iwybrana dowolnie znajduje
sie w odstepie o roik ladzie prawdopodobienstwa z wartoscia
srednia (2/p) - l.

Srednia dlugosc odstepu, zdefiniowana wzorem p. = P I + 2P2 +
+ 3P3 + ... jest równa l/p.

Wezmy pod uwage zmienna losowa X okreslona jako odstep
czaSu miedzy kolejnymi sygnalami. Ma ona rozklad
prawdopodobienstwa zwany rozkladem geometrycznym

W dalszym ciagu przyjazd autobusu nazywamy sygnalem. Chwile
sygnalów kladziemy na osi czasu tworzac tym samym strumien

sygnalów ..Rozwazac bedziemy odstepy czasu miedzy sygnalami
i czas czekania na sygnal poczawszy od okreslonej chwili.

Wezmy na wstepie pod uwage model zajezdni autobusowej. Nie
popelnimy znaczacych niedokladnosci przyjmujac, ze autobusy
podjezdzaja na przystanek w calkowitych minutach.
Powszechnie ceni sie deterministyczne rozklady jazdy, dla nas
takie modele nie sa interesujace. Zajmiemy sie rozkladami jazdy
zaleznymi od przypadku, a wsród nich modelem czysto losowym,
wcale nie najgorszym.

(1)

00

,52 = L k2pt-J.l2.
k=l

Graniczny resztowy rozklad prawdopodobienstwa ma ciekawe
wlasnosci. Dla sformulowania jednej z nich potrzebne jest
pojecie waTiancji. Wariancja zmiennej losowej X o rozkladzie
Pk, k = I, 2, ... , nazywamy liczbe

Rozklad prawdopodobienstwa P: = r./ p., k = l, 2, ... nazywa sie
granicznym rozkladem resztowym. Formalnie mozna go
obliczyc dla kazdego rozkladu o skonczonej sredniej.
W przypadku rozkladu geometrycznego rozklad resztowy jest
taki sam. Rozklad deterministyczny P. = I dla k = ni i P. = O

dla k '" ni zostal wykluczony z rozwazan na wstepie, nie jest
takze dopuszczalny do rozwazan asymptotycznych teorii odnowy.
Formalnie mozemy jednak obliczyc: P: = l/m, k = 1,2, ... m,

P: = O, k = m+ I, m+2, ...
Wartosc srednia w rozkladzie deterministycznym jest równa m,
natomiast w odpowiadajacym mu rozkladzie resztowym jest
mniejsza i wynosi (m+ 1)/2.

Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej YI,

zdefiniowanej jak poprzednio, mozemy przedstaWic nastepujaco

(2) Pr(Y, = k) = P,+.+UIP'-1+~t-U2P'-2+.+ ... +u,P.,

k = 1,2, ...

Model ogólny. Rozwazmy teraz model laczacy cechy modelu
deterministycznego i losowego. Przyjmijmy, ze odstep miedzy

n-tym i n+ I-szym sygnalem jest zmienna losowa X. o pewnym
rozkladzie prawdopodobienstwa P. = Pr(X. = k), k = 1,2, ... ,
niezaleznym od n. Ponadto zalózmy, ze wszystkie zmienne
losowe XI ; X2, ••• sa niezalezne. wartosc srednia odstepu

zdefiniowana )ak poprzednio niech bedzie skonczona.

Niech u, oznacza prawdopodobienstwo sygnalu w chwili i.
Prawdopodobienstwa u" i = O, I, ... , spelniaja równanie
rekurencyjne

Równanie (1) nazywa sie równaniem odnowy i ma znaczenie
w teorii odnowy i teorii niezawodnosci. Tamze X. interpretuje
sie jako czas pracy pewnego elementu, a chwile sygnalów sa
chwilami elementów I)onczacych prace. W przypadku
geometrycznego rozkladu czasu pracy elementu mamy Ul = 1//1

dla i = 1,2, ... , w innych przypadkach obserwuje sie
charakterystyczne zanikajace oscylacje ciagu.

znalezienia rozkladu granicznego czasu resztowego. Oczywiscie
prawdopodobienstwo PH' dazy do zera przy; -> 00,

znalezienie granicy pozostalych w (2) wyrazów nie jest •
natychmiastowe, bo rosnie liczba wyrazów tej sumy. Mozna
pokazac elementarnie, ze u,P.+ ... +UIP'-I+k -> r./p. gdy
i -> 00, gdzie r. = p. +PH l .,. , k = l, 2, ....

Interesujaca jest asymptotyka Ul przy i -> 00. Otóz, jezeli dla
pewnego N mamy Ul > O dla i > N, to istnieje granica
liro Ul = l/p.. Ten fakt moze byc wykorzystany do

;_00

Uo = l,
u, = uop,+U,P'_1 + ... +U'_IP" i = 1,2 ...

Przy dowodzie tych zaleznosci wystarczy zauwazyc, ze ostatni
sygnal przed chwila i moze sie zdarzyc w chwili O, l, ... , i-l,
skorzystac z wzoru na prawdopodobienstwo calkowite
i zalozen dotyczacycn odstepów miedzy sygnalami.
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p. = Pr(X = k) = q.-Ip,
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Niech i bedzie ustalona chwila oraz Y, bedzie czasem czekania
na pierwszy sygnal po chwili i. Tym samym przyjmujemy, ze
pasazer nie moze odjechac bez czekania, nawet jezeli przyjscie
na przystanek i odjazd autobusu nastepuja w tej samej chwili.
Zmienna losowa Y, nazwiemy czasem resztowym. Z opisu ciagu
prób Bernoulliego wynika, ze czas resztowy nie zalezy od czasu,
jaki uplynal do chwili i od chwil~ poprzedniego sygnalu i ma
taki sam rozklad jak zmienna losowa X czasu od sygnalu do
sygnalu.

Model czysto losowy. PrzypuSCmy, ze sygnal pojawia sie w chwili
i = O, natomiast chwilami pojawienia sie dalszych sygnalów
rzadzi pewien ciag prób Bernoulliego. Ciag ten stanowia próby
niezalezne, w których mozliwe sa tylko dwa wyniki i ich
prawdopodobienstwa pozostaja te same przez caly czas prób.
Dla ustalenia uwagi mozemy przy tym myslec o serii rzutów
asymetryczna moneta, o prawdopodobienstwie orla (sukces)
równym p i prawdopodobienstwie reszki (porazka) równym
q = l-p. Mówimy, ze w strumieniu sygnalów w danej chwili
pojawia sie sygnal, jesli w odpowiednim miejscu w ciagu prób

Berno~lliego zdarza sie sukces, nie ma sygnalu w przeciwnym
razie.

Model mozna rozwazac nieco inaczej, a wniosek bedzie dalej
idacy. Aby uwolnic sie od zaklócenia wywolanego poczatkiem

czasu, rozwazmy ciag prób Bernoulliego ponumerowa~ych
liczbami calkowitymi, a wiec rozwazmy ciag sygnalów
rozciagnietych na wszystkie liczby calkowite nie wyrózniajac
sygnalem chwili i = O. Niech Z, oznacza czas, jaki uplynal do
chwili i od chwili poprzedniego sygnalu (Z, = O, jesli w chwili i
zdarzyl sie sygnal). Teraz latwo zauwazyc, ze zmienna losowa Z,
ma rozklad prawdopodobienstwa Pr(Z, = k) = q.p, k = O, l, ... ,
z wartoscia oczekiwana Cl/p)-I, oraz zmienne losowe Z, i Y, sa
niezalezne.
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Teraz obliczymy srednia w rozkladzie P: , k = l, 2, ....

I ~ i(i+l) I =_I_(Ó2+,u+,u2).= - ~ -2-P 2,u,u i= t

Paradoks. Mozna zapytac, czy istnieja rozklady odstepów
miedzy sygnalami, dla których czasy resztowe sa srednio
wieksze. Odpowiedz wynika natychmiast ze wzoru (3), wszystko
zalezy od wariancji. Dla rozkladów prawdopodobienstwa

bliskich deterministycznego (<<52male) paradoks nie jest
spodziewany. Istnieja jednakze rozklady prawdopodobienstwa,
dla których, przy danej sredniej, wariancja jest dowolnie duza
albo nieskonczona. Wówczas odpowiedz na nasze pytanie jest
twierdzaca.

Najczesciej przy losowych rozkladach jazdy autobusów
odpowiednie «52jest duze. Wówczas nie ma racji osoba, która
z zalem powiada, ze uciekl jej autobus w chwili, gdy przyszla na
przystanek. Jej sredni czas czekania jest krótszy, anizeli sredni
czas czekania osoby przychodzacej na przystanek w wybranym
na chybil trafil mometlC"ieczasu.
(Intuicyjne wyjasnienie paradoksu znajduje sie w numerze.)

_Zadania
Redaguje mgr Krzysztof S. NO WINSKI

M 355. Przypomnijmy, ze ciagiem Fibonacciego nazywamy ciag okreslony rekurencyjnie:

a, = a2 = l, an+,=an+an_, dIan;;> 2.

Wykazac, ze dla k ;;> 3 suma Sn, k = an+ I + an+ 2+ ... + anH nie moze byc liczba Fibonacciego.

Rozwiazanie na str. 8

M 356. Srednica D zbioru A nazywamy liczbe
D(A) = sup d(x, y), gdzie d(x,y) jest odlegloscia x od y.

x,YEA

Punktem srodkowym zbioru lezacego w przestrzeni euklidesowej nazywamy srodek odcinka
o koncach nalezacych do A i dlugosci D(A).

Wykazac, ze dla zbioru S(A) wszystkich punktów srodkowych zbioru A prawdfiwa jest
nierównosc

D(S(A»"; y2 D(A)
2

i ze oszacowania tego nie mozna popra~ic.

Rozwiazanie na str. 2

"-"\
OP

C

I~,,/

M 357. Niech x bedzie dowolna liczba niewymierna. Wykazac, ze istnieje takie n < 1000, ze
I

wsród ulamków o mianowniku n znajduje sie ulamek przyblizajacy x z dokladnoscia --- .
1000 n

Rozwiazanie na str. 5

Redaguje mgr Tomasz TRA TKIEWICZ

G F 148. a) W przewodzacym walcu W skupione jest pole magnetyczne (rys. a). Gietkie przewody
lacza galwanometr G ze stykajacymi sie na powierzchni walca kontaktami slizgowymi K, i K2'
ktÓre nastepnie przesuwaja sie po powierzchni bocznej walca az do ponownego zetkniecia
w polozeniu.K; i K;.

b) Walec miedziany wiruje w polu magnetycznym.
Do jego osi i powierzchni bocznej podlaczony jest za pomoca szczotek czuly miernik (rys. b).

c) Metalowa ramka ABCD wiruje wokól przewodzacego magnesu walcowego i poprzez
slizgacze A i D tworzy obwód zamkniety.

Prawo indukcji elektromagnetycznej mówi, ze sila elektromotoryczna indukcji w obwodzie

d([J

10= -k­
dr

dfP
jest proporcjonalna do szybkosci zmian strumienia magnetycznego -- obejmowanego przez

dr

obwód (k - wspólczynnik proporcjonalnosci zalezny od ukladu jednostek).

Zgodnie z tym prawem galwanometr w punkcie a) powinien zarejestrowac przeplyw pradu,
a w obwodach z punktów b) i c) prady nie powinny plynac.

Czyzby tak bylo istotnie?

Rozwiazanie na str. 2
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Prsypominamy

Kazdy. kto nadesle pod adresem redakcji rozwiazanie (wraz z zaadresowana
do siebie koperta - wieksza - z naklejonym znaczkiem), otrzyma wydruk
z komputera z komentarzem do tego rozwiazania

Mizar MSE (6)

Podalismy juz wazniejsze rodzaje konstrukcji sluzacych do
budowy poprawnych i akceptowanych przez Mizar dowodów.
Spróbujmy z podanej poprzednio aksjomatyki liniowego porzadku
dla ulamków wywiesc takie nIanie:
FOR x EX y ST NOT Nwex.y]

Nie da sie. Nic dziwnego - pll prostu z tej aksjomatyki ono
wcale nie wynika. Uzupelnijmy. wiec wstep (environ) o nastepujace
aksjomaty.
NlEOGRANICZONOSC: FOR X HOLDS <EX y ST X< >-Y & Nwex,Y]) &

<EX z ST X<)Z & NWeZ,X]);

~ESTOSCI FOR x.y ST XOY & NWeX,Y]
EX z ST NWeX,Z] & NWeZ,Y] & X<)Z & Z<)Y;

Lacznijmy dowód L nadzieja, ze nowe aksjomaty nam pomoga.
Teza zaczyna si-: od ogólnego kwantyfikatora, wiec:

PROOF
LET x' ilE ULAl1EK;

No i co dalej'! Mamy teraz udowodnic, ze ex y st not NW [x', y].

Naturalna droga dowodzenia (wprost) takiego zdania jest
wskazanie przykladu - obiektu, który zadoscuczyni
wymaganemu warunkowi. Ale skad taki obiekt wziac?
Wprowadzone swiezo aksjomaty gwarantuja nam istnienie
pewnych obiektów o pewnych wlasnosciach. Byc.moze którys
z nich ma tez takie wlasnosci, jakich poszukujemy dla
wskazania przykladu. Spróbujmy:
A: EX Y ST X'OY & NWCY,X'] IlY NIEOGRANICZONOSC;

No dobrze, ale jak skorzystac z takiego faktu. Skoro mamy juz
gwarancje istnienia obiektów o pewnej wlasnosci, to mozemy
wybrac jeden z nich, jeden konkretny, i dla wygody nazwac go.

Majac taki obiekt juz "w reku" mozemy poslugiwac sie nim
w dalszym rozumowaniu jak stala, o której juz ~s wiemy. Taki
wybór zapisujemy w Mizarze

CONSIDER v' SUCH THAT.B: X'(>Y' & NWCY',X'J BY A;

No, a teraz mamy juz pewna stala i jak sie okazuje te, która
byla nam potrzebna.

NOT Nwex' ,Y'] BY B,ANTYSYHETRIA;
HENCE EX y ST NOT Nwex', Y]

END;

Konstrukcja zaczynajaca sie ~d slowa consider (po polsku
znaczy ono "rozwazmy", "wezmy pod uwage" lub nieco luzniej
"wybierzmy") oznacza wybór i ustalenie do dalszych rozwazan
obiektu (stalej), który ma .pewne wlasnosci, a fakt istnienia
obiektów o takich wlasnosciach przyjeto lub wykazano
wczesniej. Zatem taki wybór obiektu przez consider wymaga
uzasadnienia i moze byc nim jedynie powolanie sie na
przeslanki. (Uwaga. Po consider uzycie then lub hence jest
niedozwolone).

W nastepujacym dowodzie zakladamy zdanie egzystencjalne
(tzn. z kwantyfikatorem szczególowym) i zaraz potem z niego

Jwr.lystam)!..
FOR X,Y ST <EX z ST NWeX,Z] & NweZ,Y]) HOLDS NWeX,Y]
IPROOF
LET X',Y' BE ULAMEK;
ASSUl1E EX z ST NWeX',Z] & NWeZ,Y'];
THEN CONSIDER l' SUCH THAT A: NweX',Z') &. NWCZ',Y'];

THUS NWeX',Y'] IlY A,PRZECHODNIOSC
END;

To same mozemy zrobj~ krócej:
FOR X,Y ST EX Z ST Nwex,ZJ & Nwez,Y] HOLDS NWCX,Y:J

PROOF
LET X' ,Y' BE ULAHEK;
GIVEN l' SUCH THAT A: NweX',Z'J &. NW[Z',y'];
THUS THESIS BY A,PRZECHODNIOSC

END;

t2

Konstrukcja z given zastepuje zalozenie o istnieniu pewnych
obiektów (assume ex ... ) i nastepujacy po nim wybór jednego
z tych obiektów (consider .. ,) uzasadnionego przez to zalozenie
'(then). Zwrot given such lhat ... po polsku wyrazamy tak:
dany jest ... taki, ze Uzywanie then i hence po konstrukcji
givenjest niedozwolone. ZwrÓCmy uwage: wlasnie poznalismy
jeszcze jeden sposób robienia zalozen w dowodzie.

A teraz wrÓCmy do dowodzenia nie wprost zdan ogólnych,
z którymi to dowodami w czwartym spotkaniu nie bardzo
umielismy sobie poradzic. Teraz juz umiemy skorzystac

z negacji takiego zdania. Bo czymze ono jest? Jeszcze raz
pokazemy, ze spójnosc-daje zwrotnosc; tym razem nie wprost.

FOR X HOLDS NWCX,X]
PROOF

ASSUl1E NOT <FOR X HOLDS NWeX,X]);
THEN EX X ST NOT NWeX,X];
THEN CONSIDER y SUCH HlAT A: NOT 'NWCY,y];
NWCY,YJ BY SPOJNOSC;

HENCE CONTRADICTION BY A
END;

1'''''~ZSlYdo"Ód mozna zapisa(' IJlaC/:li.: krócej:
FOR X HOLDS NW[X,X]

PROOF
GIVEN X SUCH THAT A: NOT NWCX,X];
THUS CONTRADICTION IlY A,SPOJNOSC

END;

Zadania:

(Jak zwykle o naszych ulamkach).

T17: (EX X,Y,Z ST X<)Y ~ Y<)z> Il1PLIES (EX X,Y ST X< )Y)
TIB: (EX X ST FOR Y HOLDS NWeX,y]) Il1PLIES (FOR X EX Y ST NWCY,X])
T19: FOR X,Y ST X<>Y & NWeX,Y]

EX X',Y' 5r Nor NW[X',XJ ~ NOT NW[Y',X'] ~ NOT NW[Y,Y']

dr Krzysztof PRAZMOWSKI, dr Piotr RUDNIO~J

OPIS CHECKERA W DELCIE 10 JEST URDZO POBIEZMY I II,POlNE CZYTELNICY

ZIlUV"ZYLI, ZE POSTEPUJAC ZGODNIE Z OPISEM, NIEKTORYCH ZS.DAN ROZYIAZAC

NIE MOZMA. PAN DARIUSZ DU"A UPROST NAPISAL r ZE PODEJRZEWI" IZ CHECKER

WYKORZYSTUJE JAKIES DODATKOWE AKSJOHATY. ISTOTNIE TAK JEST.

'ROWNOSC NIE PRnPAOKIEH OZNACZONA JEST INACZEJ NI2 POZOSTALE PREDYKATY

I JEST ONA INACZEJ TRAKTOWANA. CHECKER SPRAWOZAJAC POPRWNOSC KROKOW

WNIOSkOWANIA SA" UWZGlEDNIA, JAKO DODATKOWE PRZESLANKI: ZYROTNOSC,

SYHETRYCZNOSC I PRZECHOONIOSC ROWNOSCI, A TAKZE PRAWA EKSTENSJONAUlOSCI

DLA NI[Jc JEZElI JAKIES ZDANIE, W KTORY" WYSlEPUJE A, JEST PRAWDZIWE,

A A-B, TO PO ZASTAPIENIU A PRZEZ B, ZDANI[ NADAL BEDZIE PRAWDZIWE.

OTO JAK OZlAlA CHECKER ( UZASAONIENIE TEZY 16 Z DELTY 10 ) l
PO PIER"SZEI DOlACZA ZAPRZECZENI[ WNIOSkU DO PRZESLANEK ( CZYlI W TY"

WlPADKU C-E - DO ZDAN Z~tNOT NWUrn I Z2:NW(A,CJ I PROBUJE Z
TEBO UDO"DDNIC SPRZEC2NOSE. SPRAWDZA WIEC, CZY WSROD ZDAM

HOT N"U,E) , IIWtA,CJ , C-E

SA ZDANIA SPRZECZNE.

PO DRUGU, WYKORZYSTUJAC, ZE C-E WYMIENIA "SIEDZI E C NA ErTO ZNACZY

OTRZlMUJE,
NOT M"(ArE] , NWtA,EJ.

WIDliC, ZE DWA OSTATNiE ZDANIA SA SPRZEC2NE <JEDNO JEST NEGACJA DRUGIE BO) •

A ZATEM DOtACZENIE 2APRZECZEllIA WNIOSKU ( CZYlI E-C) DO PRZESlANEK

PROIIA021 00 SPRZECZNOSCI. WMIOSEK Z TEGO, ZE C NIE HOZE BYC ROWNE E,

A ZATEK WllIOSEK OSTATECZNll NOT C-E.

:.IAZNA UWAGAI STRUkTURA DOWODU U "ItARIE WlMAO'u ABY KOLEJHOSC ARGUMENTOW

11 KONkLUZJI BYtA TAKA SA"A JAK" DOWODZONY" TWIERDZENIU.

OTO POPRAWMY OOWOD TEn TlO. O PODANIE KTOREGO PROSllO KilKU CZYTElNIKOW.

TtO:FOR I,Y,I 8EINO UL_KEk ST NOT NWU,l) a. NUnrZ)

HOLDS HOT NUrX,Y)

PROor

LEl X,YrI JE UlAKEk SUCH TKAJ A.HOT tlUU,l) AMD

t,NWn,I],

C.X()Y BY 8,AI

D.MYCZ,X) Il ArSPOJMOSC,

E,WrY,I) BY a,D,PRZECHODHIOSCI

TNU! NOT M"UrYJ al C,[,AHTYSY"E1RU
EMD'

ORAZ TEZY 113.

TU. FOR X,l IEtNO UlA"EK 51 NW(lrY) HOLDS

rOR Z JE ING UlAHEK HOLDS

N"[t,n DRMW(2,n
PRoor

lET X,l BE ULAftEK SUCH TKAT 11 N,,(X,nl

lET Z BE UlAHEK,

ASSUME THAT III NOT..lIWrx,2J ANO II!,I NOT NWeZ,Vl'
:.; NWtZ, X] BY 11 ,SPOJMOSC,

~:. ""tI,Y] BY 1.2,PRZECHODNIOSCI

TNUS CONTRAQICTlON BY 22, \II.

END.

TRUDNO NIE PRACUJAC BE2POSREDNID Z KOHPUTEREH, NAPISAC CAlKOWICIE POPRAWMY

OOWOD I DLATEGO TEZ CZYTElNICY, KTOR2Y PO OTRnMANIU WYDRUKU Z BLEDNYM

ROZWIAZANI"EM PRZYSLA P1lPRAWIONY TEKST, OTRZYMAJA NOWY WYDRUK.

BlEOY WYNIKAJACE Z ZADAPIENIA SIE STARAHY SIE POPRAWIAC SAHI. PRn IMNYCH,

POWAZNIEJSZYCH BlnACH PISZEMY KOHENTARZ ZACnMAJACY SIE OD 'u·.
2INAIOA TRYBUlEC
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Rys. I. Rozklad energii (widmo) promieniowania kosmicznego.

Patrz w niebo

Patrzac noca w niebo rejestrujemy fotony emitowane przez

gwiazdy. Ale przeciez nie sa to jedyne czastki do~ierajace do
Ziemi z Kosmosu. Co najmniej tyle samo energii co fotony
z gwiazd niesie tzw. promieniowanie kosmiczne, któremu chcemy
poswiecic dzisiejszy artykulik. W wyniku oddzialywania tego
promieniowania z atmosfera Ziemi jej powierzchnia
bombardowana jest wtórnym strumieniem czastek; w ciagu
kazdej sekundy Twoja, Czytelniku, glowa przeszywana jest
przez ok. 5 mionów powstajacych przez oddzialywanie czastek
przychodzacych z Kosmosu z atomami naszej atmosfery.

Promienie kosmiczne odkryto ponad 70 lat temu (Hess, 1912).
Napisano na ich'temat wiele opaslych tomów, jednak do dzisiaj
nie umiemy z dostateczna doza pewnosci odpowiedziec na
podstawowe pytanie: skad te "promienie" sie biora?

w ciagu ostatnich kilkudziesieciu lat przedstawiono kilkadziesiat
róznych hipotez dotyczacych zródla tych ta,jemniczych czastek, od
hipotez lokalnych (np. Slonce) po kqsmologiczne (pozostalosc
po wczesnych fazach ewolucji Wszechswiata).

Poczatkowo uwa.zano, ze gros promieni kosmicznych to
wysokoenergetyczne fotony y (stad nazwa: "promieniowanie");

z biegiem czasu okazalo sie jednak, ze dla wysokich energii
(ponad l GeV ;:::0,002 erga) jedynie jedna czastka na milion
jest fotonem, pozostale to protony, elektrony (równiez
antyprotony i pozytony), jadra helu i ciezszych pierwiastków itd.

Rozklad energii tych czastek przedstawiony jest na rysunku obok.

18
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6

2

-2

-6

,-10

-11,

-18

~
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log10(energii W ergQch)
, I , l I , • ,

26 30 31, 38 1,2 1,6 50 51, 58 62

Jednym z wazniejszych wyników obserwacyjnych ,uzyskanych

w ostatnich latach jest zauwazenie, ze czastki promieniowania
kosmicznego czesciej priychodza z plaszczyzny i okolic centrum
naszej Galaktyki. Rezultat ten nie musi koniecznie swiadczyc
o galaktycznym pochodzeniu promieni kosmicznych, poniewaz
tory jonów sa niewatpliwie zakrzywiane przez wszech istniejace
w Galaktyce pola magnetyczne. Dla zwolenników hipotez
globalnych nie jest to z pewnoscia argument rozstrzygajacy.

Coraz wieksza popularnosc zdobywa jednak lokalna interpretacja
pochodzenia promieniowania kosmicznego.
Na rysunku 2 przedstawiono rózne klasy obiektów dostatecznie
aktywnych, aby móc byc zródlem tajemniczych czastek.
Wydaje sie obecnie, ze czastki o energiach ponizej 100 GeV
pochodza od wielu typów najbardziej energetycznych obiektów
w Galaktyce: tzw. gwiazd Wolfa-Rayeta, goracych gwiazd typu 0,
nowych i supernowych, zaden z tych typów nie jest jednak
dominujacy.

Rys. 2. Energia mechaniczna róznych klas obiektów, która moze byc

wykorzystana do tworzenia promieni kosmicznych. Ukosna prosta przedstawia
wymagana przez obserwacje tych promieni ilosc energii. Na osi poziomej
odlozone sa energie wytwarzane przez poszczególne obiekty, jednokrotnie lub
na rok, w zaleznosci od rodzaju' zródel. Na osi pionowej zaznacwna jest liczba
obiektów danej klasy wystepujacych rocznie w Galaktyce. Symbol O oznacza
gwiazdy typu Slonca, MK - odpowiada wybuchajacym zimnym karlom (f1are
stars), O i WR reprezentuja gorace gwiazdy typu O i Wolfa-Rayeta, CM to
chmury molekularne, CG odpowiada hipotetycznemu wybuchowi jadra naszej

Galaktyki zdarzajacemu sie raz na ok. 10 milionów lat, a PG to zespól efektow
towarzyszacych powstaniu Galaktyki.

,-
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Znacznie wieksze kontrowersje budza czastki o wyzszych energiach
(a rejestrujemy "rekordzistki" o energiach miliardy
razy wiekszych, do 102°eV - jedna taka czastka moglaby
podgrzac l g wody o kilka stopni). Wydaje sie prawdopodobne,

ze promienie te sa pochodzenia pozagalaktycznego, mozliwym
ich zródlem sa centralne czesci supergromady galaktyk w Pannie.
Sa to juz jednak raczej spekulacje i na rozstrzygniecie tego'
problemu musimy poczekac jeszcze pare lat.

dr Tomasz CHLEBOWSKI
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R~'L I. LIClh) kwadrato\\c

Rys. 2. Gnomon

Rys. 3

R.)~. -4

Kilka uwag historycznych
o równaniach kwadratowych

Doc. dr Adam WACHULKA

"Najpierw bylo koniecznym i pozytecznym stworzyc srodki pomocnicze dla naszej sklonnosci do
czystego myslenia; dla tego geometrzy szukali tej pomocy w figurach, arytmetycy w liczbach,
inni jeszcze w innych srodkach".
Erazm Bartholin we wstepie do Geometrii Kartezjusza (1659 r.)

Czlowiek. od samego zarania mysli stykal sie z koniecznoscia liczenia i jego wynikiem - liczba.
Byla to oczywiscie, jak dzis mówimy, liczba calkowita, dodatnia. Pierwsza w kolejnosci liczba
byla jedynka, przed nia nie bylo "nic". Nie bede tu wchodzil w to, jak te liczby oznaczano,
nazywano i jak nimi operowano, choc sa to niewatpliwie ciekawe zagadnienia.

Wiecej uwagi liczbom i ich wlasnosciom poswiecono w Szkole Pitagorejskiej okolo VI w.p.n.e.
Sposród róznych wlasnosci liczb znanych Pitagorejczykom chcielibysmy tu zwrócic uwage na
liczby kwadratowe, nazywac je bedziemy krótko kwadratami. Byly to takie liczby, ze gdybysmy
jednostke przedstawili w postaci malego kólka, ilosc jednostek takiej liczby wypelnilaby pewien
kwadrat (rys. I).

Ponadto wyrózniali oni dla kazdego kwadratu figure "gnomon", skladajaca sie z jednostkowego
kwadratu i dwoch równych prostokatów (rys. 2).

Dla liczby kwadratowej I gnomon wynosil 2· I + I = 3.

Dla liczby kwadratowej 4 gnomon wynosil 2·2+ l = 5.

Dla liczby kwadratowej 9 gnomon wynosil 2· 3+ I = 7 itd.

Gnomon dolaczony do odpowiedniej liczby kwadratowej dawal z nia razem nastepna liczbe
kwadrat<)wa. Mozna to tak zapisac za pomoca oznaczen literowych, których Grecy nie
stosowali,

n2-j-(2n+l) = (n+I)2.

Z biegiem czasu okazalo sie, ze warto wprowadzic uogólniony gnomon, skladajacy sie
z dowolnego kwadratu i dwóch odpowiednich, przystajacych prostokatów (rys. 3). Niech bedzie
dany kwadrat o boku a. Wyznaczamy na przedluzeniu boku a odcinek o dlugosci b; z jego
konca prowadzimy prostopadla don do przeciecia z przekatna kwadratu o boku a

i uzupelniamy rysunek do kwadratu. Powstaly tu gnomon da sie zapisac w postaci 2ab+ b2. Za
pomoca oznaczen literowych mozemy rysunek 3 opisac w taki sposób:

a2+(2ab+b2) = (a+b)2.

Jest to dobrze nam znany wzór, który w szkole wyprowadzalismy mnozac przez siebie sume
i redukujac wyrazy podobne.

Prostokaty na rys. 3 daja sie podzielic przekatnymi na dwa przystajace trójkaty prostokatne.
Pitagoras mial te trójkaty ulozyc w taki sposób, ze wierzcholki katów prostych pokryly sie
z wierzcholkaici kwadratu, a przyprostokatne pokrywaly boki kwadratu (rys. 4). W ten sposób
powstal wewnatrz pierwszego kwadratu drugi kwadrat, którego bokiem jest przekatna prostokata.

czyy przeciwprostokatna trójkata prostokatnego, która oznaczymy litera c. Kwadraty o boku
a+ b na rys. 3 i 4 sa równe. Cztery trójkaty na rys. 4 sa równe dwóm prostokatom na rys. 3.

Stad wynika, ze kwadrat zbudowany na przeciwprostokatnej jest równy sumie obu kwadratów
zbudowanych na przyprostokatnych. Jezeli zachowamy'wprowadzone przez nas oznaczenia
literowe, zapiszemy otrzymany zwiazek w postaci

a2+b2 = c2.

Jest to twierdzenie znane pod nazwa twierdzenia Pitagorasa. Stanowilo ono wiekopomne
odkrycie. Wydawalo sie niezwykle proste, a zarazem pelne tresci, ale zawieralo wiele ukrytych
problemów, które niepokoily Pitagorejczyków, a takze wszystkich ich nastepców przez wiele
stuleci. Mianowicie juz dla trójkata prostokatnego równoramiennego o przyprostokatnych
dlugosci l stwierdzono, ze liczba kwadratów na przeciwprostokatnej wynosi 2, a ta liczba nie
wystepuje wsród liczb kwadratowych. Nie ma wiec liczby calkowitej, której odpowiadalaby
liczba kwadratowa 2. Okazalo sie tez, ze gdy jednostke podzielic na pewna liczbe równych
czesci, przeciwprostokatna nie da~sie wyrazic w calkowitej liczbie tych czesci. Nie usunelo

powstalych watpliwosci nawet i to, ze Pitagoras wyprowadzil pewne wyrazenia na boki
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Paradoks, jak zwykle w matematyce, traci na

ostroki przy dokladniejszym poznaniu \

zjawiska. Los konstruujac strumien

sygnalC\w czerpie odstepy z typowego
zestawu (wedlug zadanego rozkladu

i'rawdopodobienstwa) i odklada na osi czasu

-«ez wzgledu na ich dlugosc. Gdy wariancja
jest duza, losowane sa odstepy zróznicowane,
male i duze. Wejdzmy teraz w polozenie
osoby przychodzacej w chwili wybranej na

chybil trafil na przystanek. Osoba ta inaczej'

losuje dla siebie odstep miedzy sygnalami,
niestety, wpada raczej na odstep} dluzsze.

Rys. 5

•
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.
~ l
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3

2

5

33

2 5

Rys. 7

trójkata prostokatnego, które w naszej symbolice dalyby sie zapisac w taki sposób:
najmniejsza przyprostokatna wynosi 20 + l, druga 202 + 2a, przeciwprostokatna zas 202 + 20 + I.
Jezeli w miejsce a bedziemy podstawiac liczby calkowite, wyniki tez beda liczbami calkowitymi.

Bardzo dlugo trwaly dalsze badania, chyba az do czasów George'a Cantora (1845-1918)
i Richarda Dedekinda (1831-1916), którzy podali wlasciwe wyjasnienie powstalej trudnosci, ale

bylo to w' 25 stuleci pózniej. Moze warto sobie to nalezycie uswiadomic, aby zrozumiec, jakimi
trudnosciami jest najezona droga prowadzaca do matematycznego poznania.

Jednak przeciwprostokatna trójkata prostokatnego o bokach jednostkowych istnieje jako odcinek
i to jest niewatpliwe. Geometria grecka poprzestala wiec na badaniu figur geometrycznych
i operowaniu odcinkami, a realizowala to tak umiejetnie, ze jej wyniki sa przedmiotem
zainteresowan dzis jeszcze i to nie tylko pod wzgledem 'faktograficznym.

Morris Kline w artykule "Geometria" (por. "Matematyka w swiecie wspólczesnym", Bib!.
Problemów, PWN, Warszawa 1966) mówi tak: "Na przyklad równanie algebraiczne drugiego
stopnia o jednej niewiadomej (jak x2 - 8x + 7 = O) rozwiazywano geometrycznie i rozwiazanie,
które podal Euklides, nie bylo liczba, lecz odcinkiem prostej. Zatem geometria euklidesowa
obejmowala ówczesnie znana algebre". Zbadamy blizej to sformulowanie i spróbujemy odtworzyc

rozumowanie prowadzace do rozwiazania.

Przede wszystkim Euklides nie znal symboliki algebraicznej. Równanie w postaci x2-8x+ 7 = O

nie wystepuje w jego tekscie. Moglo natomiast i.1 niego wystepowac takie zagadnienie: "Do
jakiego kwadratu nalezy dodac'prostokat o bokach 7 i l, aby powstal prostokat o bokach
równych 8 i bokowi szukanego kwadratu?". W naszej symbolice powstaloby równanie
x2 + 7· 1 = 8x. Na rysunku 3 kwadrat o boku a+b sklada sie wlasciwie z dwóch prostokatów,

a kazdy prostokat znowu sklada sie z kwadratu i prostokata. W oznaczeniach literowych, których,
jak jeszcze raz podkreSlamy, Grecy nie stosowali, mozna zapisac to w taki sposób:

(a2+ab)+(b2+ab) = (a+b)2
lub

a' (a+b)+b' (a+b) = (a+b)2.

Nie znajac wyrazen algebraicznych nie mogli Grecy ich porównywac, tak jak zrobilibysmy dzis.
Wobec tego pozostalo skonstruowac podobnie jak na rys. 3 kwadrat z uwzglednieniem danych
zadania (rys. 5).

Budujemy prostokat o bokach 7 i l. Dolaczamy do niego kwadrat o boku l, prowadzimy jego

przekatna itd., podobnie jak postepowalismy przy konstrukcji rysunku 3. Lewy prostokat sklada
sie z kwadratu l x I oraz z prostokata 7 x l i ma boki równe odpowiednio l i 8, spelnia wiec
warunki zadania. Prawy prostokat o bokach 7 i 8 sklada sie równiez z kwadratu 7 x 7
i z prostokata 7 x I, spelnia wiec równiez warunki zadania. Otrzymalismy dwa rozwiazania.

Mozna jednak rozwiazac to zadanie w nieco inny sposób. Liczba 7 da sie napisac jako 2 . 3 + l,
a wiec jest to gnomon liczby kwadratowej 9 odpowiadajacej liczbie 3. Nastepna liczba
kwadratowa odpowiada liczbie 4, a wiec polowie boku wymaganego prostokata. Latwo
sprawdzic, ze 4 - 3 = 1, 4 + 3 = 7, co stanowi rozwiazanie postawionego zadania (rys. 6). Ten
drugi sposób zbliza nas juz do regul, którymi sie dzis poslugujemy, choc nie jest jeszcze tak
ogólny.

Jeszcze bardziej do naszego rozwiazania, choc tez bez symboliki algebraicznej, zblizyl sie
matematyk arabski Muhammed ibn Musa Al'Chwarizmi, okolo r. 825, a wiec w 11 stuleci po
Euklidesie, w dziele pl: "Al-gebr w al mukabala". Dotarlo ono do Europy pózniej i okolo
XII stulecia zostalo przetlumaczone na jezyk lacinski. Autor rozwiazuje tu w naszej symbolice
równanie x2+2l = 10x, zas w terminologii geometrycznej zagadnienie: "Do jakiego kwadratu
nalezy dodac prostokat o polu 21,.aby otrzymac prostokat o bokach równych 10 i bokowi

szukaneg? kwadratu".

Stosowanie tu gnomonu 21 = 2· 10+ l nie prowadzi do wyniku. Wyznaczymy wobec tego
gnomon uogólniony dla kwadratu nie przewyzszaja~ego kwadratu 5' odpowiadajacego polowie
boku zadanego prostokata. Uogólnionym gnomonem jest tu 21 = 2· 2· 3+32, a wiec gnomon
odpowiadajacy liczbie kwadratowej 22• Wykonujac dzialania jak w poprzednim przykladzie

5 - 2 = 3 oraz 5 + 2 = 7 otrzymujemy rozwiazanie. Al!tor formuluje regule te wyraznie w takich
slowach: "Podziel krotnosc szukanego boku na polowy, otrzymasz 5. Pomnóz to przez siebie
5· 5' = 25. Odejmij od tego wyraz wolny 21, otrzymasz 4 = 2· 2. Odejmij 5 - 2 = 3, dodaj
5+2 = 7. To sa boki szukanego kwadratu .... Pamietaj, ze gdy w zadaniu kwadrat polowy
krotnosci jest mniejszy od wyrazu wolns:go, rozwiazanie jest niemozliwe. Gdy zas ten kwadrat
jest równy wyrazowi wolnemu, wówcZas rozwiazanie jest równe polowie krotnosci nieznanego
boku". Na zastosowanie tej reguly podaje autor jeszcze inne przyklady. Regule swoja uzasadnia
na drodze geometrycznej (rys. 7). Algebra slowna matematyków Wschodu byla wiec, podobnie
jak u Greków i niewatpliwie pod pewnym ich wplywem, uzasadniana geometrycznie.
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Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Wspólczynniki trudnosci zadan:

61 - 2,55 62 - 2,86 63 - 1,84

Czolówka ligi zadaniowej lI!(lub4411

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan z n~eru 9/1983

Marian Roman - Elk

Andrzej Pawlowski - Zabrze

Pawel Kaminski - Warszawa
Marek Galecki - Milanówek
Tomasz Bieganski - Lublin
Malgorzata Czerniakowska_Gdansk

Marek Prauza - Poraj
Artur Smolczyk - Tarnów Op.

47,88pkt
47,34pkt
45,11pkt.
44,73pkt
43,51pkt
39,71pkt
39,48pkt
38,68pkt

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kon~a miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan ;amieszczamy w nr n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego
zadania (katde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowoJnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od Odo I z dOkladnoscia do 0,1 Ocene mnozymy przez

coumaoccn za rozwiazania danego zadania
4 - 3 liczba osób, które nadcslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
On czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydru'kowany w nr 1/1984,

Owocna okazala sie ostatnia kolejka

ligowa. Az czterech uczestników konkursu

efektownym rzutem na tasme przekroczylo

limit 44: panowie Roman i pawlowski po
raz pierwszy. panowie Kaminski i Galecki

juz po raz drugi.

!=44

ZadJni.t nr 76. 77. 78

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 1984

76. Na plaszczyznie dany jest kwadrat o boku a, Poprowadzic dwie proste równolegle tak, by
odleglosc miedzy nimi byla równa zadanej liczbie d.;; a oraz by czesc kwadratu, zawarta miedzy
tymi prostymi, miala mozliwie najwieksze pole. Obliczyc to maksymalne pole.

71. Jaka jest najwieksza liczba czesci, na które 20 okregow moze podzielic sfere?

78. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n ;;. 2 zachodzi równosc

~.1 +_~1~_+ ... +~~1~_=2.(1+~+ ... +_1_).I'(n-l) 2·(n-2) (n-l)'1 n 2 n-I
Zadanie 78 przyslal nasz Czytelnik, pan Krzysztof Trautman z Warszawy.

Przypominamy tresc zadan:

(Wynikaja one natychmiast z rozwiniec funkcji wykladniczej
i logarytmicznej w szeregi potegowe; mozna tez je latwo
udowodnic badajac znak pochodnej róznicy lewej i prawej

64. Przedstawic liczbe 106 w postaci sumy skonczenie wielu liczb .dodatnich
tak, by ich iloczyn byl'mozliwie najwiekszy,
65. Czy mozna podzielic szes~ian na skonczona liczbe szescianów ró,Znej
wielkosci?

66, Wyznaczyc najwieksza liczbe naturalna, która ma wszystkie cyfry rózne
i która dzieli sie przez kazda ze swych cyfr,

strony), Obliczamy:

. ~ = (!!...)m: l_a )"'+ I = ~ (~)~J(m+l) m \m+l a m

ni + l ( ( l )) ni + l (( I l 'l)---"'xp mIn I + -;;; > --a- exp m -;;;-- 2m2

m+ l e ( l)= ~~_'e'e-t/2m > -(m+l) 1--- >
a a 2m

> : (m+ ~) = 10-6, e' 367879,5 >
> 0,3678795' 2,7182818 = 1,0000001494431 > I.

A zatem optymalny jest rozklad liczby a = 106 na m = 367879
równych skladników.

65. Lemat. Przy dowolnym podziale kwadratu na skonczona
liczbe kwadratów róznej wielkosci najmniejszy z nich zawiera sie
wraz z brzegiem we wnetrzu duzego kwadratu, (Latwy dowód
lematu pomijamy),
Przypuscmy, ze istnieje podzial szescianu K na szesciany róznej
wielkosci. Wybierzmy jedna ze scian K, nazwijmy ja sciana
dolna; stojace na niej szesciany dziela ja' na kwadraty. Z lematu
wynika, ze najmniejszy z tych szescianów - nazwijmy go Kt ­

jest ze wszystkich bocznych stron otoczony przez szesciany
. wieksze. Zatem szesciany stojace na górnej scianie szescianu KI

dziela ja na kwadraty, Najmniejszy z tych szescianików ­
nazwijmy go K2 - znów musi byc z czterech bocznych stron

otoczony przez szesciany wieksze od niego, Rozumowanie to
mozna powtórzyc nieskonczenie wiele razy, wbrew temu, ze
wszystkich szescianów jest skonczenie wiele. Otrzymana
sprzecznosc dowodzi, ze rozwazany podzial nie istnieje,
66. Kazda nieparzysta liczba o omawianej wlasnosci sklada sie
z samych cyfr nieparzystych - jest wiec co najwyzej

dla x> O,

hl 1983une

x2
In(1+x) > x-­

2
dla x #- O,

wi

e> l+x

64. Dla ustalonej wartosci n E N rozklad liczby a > O na sume n

skladników (a = Xt + ... +X., x, > O) jest optymal!1Y (llx, =
= max), gdy wszystkie x, sa równe (XI = a/n).; wynika to
z nierównosci miedzy srednia arytmetyczna i geometryczna,

Iloczyn llx, równa sie ~tedy (a/n)·. Nalezy teraz
zmaksymalizowac te wielkosc przy zmiennym n. Badajac znak
pochodnej funkcjiJ(t) = (a/!)' = exp(tln(a/t» w przedziale

1 .;; t < 00 stwierdzamy, ze funkcja ta rosnie w przedziale
l .;; t .;; a/e, a maleje w przedziale a/e';; t <: 00, Nas interesuje
maksimum J(n) po n E N, Moze ono byc osiagniete tylko dla n

równego jednej z dwóch liczb naturalnych sasiadujacych z a/e,

Dla a = 106 sa to liczby m = 367879 i m+ I. Pozostaje
stwierdzic, co jest wieksze: J(m) czy J(m + l), Przy uzyciu
zwyklych czterocyfrowych tablic logarytmów nie jestesmy w stanie
rozróznic tych liczb, Dysponujac znacznie dokladniejszymi

tablicami lub maszyna cyfrowa mozna problem rozstrzygnac bez
trudu. Pokazemy jednak, jak to mozna zrobic bez "sztucznych
ulatwien". Skorzystamy z nierównosci



pieciocyfrowa. Zatem jesli istnieje wieksza taka liczba, to musi
byc parzysta; wsród jej cyfr nie wystapi O (to oczywiste) ani 5
(piatka musialaby byc na koncu - wbrew parzystosci). Liczba
utworzona ze wszystkich pozostalych osmiu cyfr nie dzieli sie
przez 3 (suma cyfr 40). Stad wniosek, ze poszukiwana liczba jest
co najwyzej siedmiocyfrowa; a jesli jest siedmiocyfrowa, to musi
skladac sie z cyfr I, 2, 3, 6, 7, 8,9 (tylko ten zestaw daje
podzielnosc przez 3, 6 i 9). Poniewaz szukamy liczby mozliwie

najwiekszej, sprawdzamy, czy liczba postaci 987abcd, której
czterocyfrowa koncówka jest permutacja ukladu cyfr 1236, moze
czynic zadosc warunkowi zadania. Tylko cztery takie koncówki
daja podzielnosc przez 8; przy zadnej z nich nie uzyskuje sie
podzielnosci przez 7. Przeprowadzamy kolejna próbe, z trzema
poczatkowymi cyframi 986 : z cyfr I, 2, 3, 7 mozna utworzyc
dwie czterocyfrowe koncówki podzielne przez 8, a to 3712 i 7312.

Liczba 9867312 dzieli sie przy tym przez 7 - jest wiec liczba
szukana·

W sprawie
"paradoksu"
ekonomicznego

T'W=(C-c)'m,

gdzie: T - sredni czas dojscia do lady
z szynka (w godzinach),

W - wartosc (srednia).czasu kupujacego

(w zl/godz.),

C - cena szynki na rynku (w zl/kg).

c - oncjalna taryfa pobierana w sklepie
(w zl/kg),

m - ilosc szynki dopuszczana do
jednorazowego nabycia (w kg).

W Delcie 6/1983 dr Andrzej Pele opisal sytuacje, gdzie zwiekszenie ceny produktu wywoluje ...
zwiekszony nan popyt. Przyklad jest ladny - lecz sztuczny (tylko dwa produkty, wybrane
funkcje celu, tylko dwie cechy produktów) - ale nie o to chodzi; gdyby przyklad nie byl
sztuczny, nie byloby paradoksu.

(Gdyby sytuacje takie zdarzaly sie w rzeczywistosci, bylibysmy do nich przyzwyczajeni - i nie
nazywalibysmy ich paradoksem. Gdyby w geometrii pola dwóch czesci powierzchni nie sumowaly
sie do pola calosci, paradoksalnym nazwalibysmy taki podzial sfery, w którym pola obu czesci
daja w sumie akurat pole sfery!)

Przyklad jest elegancki - ale statyczny. Ja natomiast zajmuje sie cybernetyka, gdzie nie sa wazne
liczby, lecz kierunek i wzajemna wspólzaleznosc zmian. W slynnym przykladzie lisów i zajecy nie
jest wazne, ile jest jednych i drugich. Wazne, ze wymieranie lisów powoduje rozradzanie sie
zajecy, od czego rozradzaja sie lisy itd. Jesli proces jest oscylacyjny i nie rozbiezny, cybernetyk
odchodzi uspokojony, liczenie zajecy pozostawiajac Ksieciu-Panu z Jicina.
Pomyslmy teraz o jajach i mleku. Niech istotnie - jak w przykladzie dra Pelea - podniesienie
ceny mleka (gdzie kaloria jest tania) spowoduje ograniczenie spozycia drozszych jaj, a wzmozone
popijanie mleka. Co sie stanie?

Wzmozony popyt na mleko spowoduje dalsze podnoszenie sie jego ceny - a zatem tym
wieksze jego spozycie - a zatem tym wyzsza cene ... Jest to typowe sprzezenie zwrotne dodatnie.
Uklad taki jest niestabilny - i trwac nie moze.

Jak ten proces sie zakonczy? Wyrównaniem cen kalorii w mleku i w jajku i wówczas paradoks

przestanie dzialac. Nastapi to bardzo szybko - tym szybciej, ze jednoczesnie spadac beda ceny
nie kupowanych jaj! Po kilku dniach nawet w mleczno-jajecznym kraju byloby po paradoksie.
Dlatego wlasnie regula podazy i popytu jest prawem - a skonstruowana sytuacja paradoksem.
Jesli nawet wystapi, to w praktyce jej nie zauwazymy.

Powstaje pytanie: czy nie mozna utrzymac paradoksu ustalajac podwyzszona cene mleka - i nie
dopuszczajac do jej dalszej zwyzki? W statycznym przykladzie - tak, w zyciu - nie! Za tansze,
niz okresla to podaz i popyt, mleko, musimy tez placic.
Placimy swoim czasem w kolejkach! W szalonym okresie 1978-1982, gdy rzadzila obledna

pseudo-ekonomia, rynkowa cena szynki dochodzila do np. 500 zl - a w sklepach sprzedawano ja
po 200 (ograniczajac ilosc na glowe). W warunkach wielkomiejskich (otwarty "rynek" klientów)
przecietny czas czekania w kolejce razy srednia wartosc godziny ludzkiego czasu równy byl
róznicy ceny rynkowej i oficjalnej razy dopuszczalna liczba kupowanych kilogramów. Gdy
kierownik sklepu ograniczal te liczbe np. dwukrotnie - kolejka tez dwukrotnie malala!

Jako pozyteczne cwiczenie domowe polecam analogiczne obliczenia dzis, gdyz - wbrew
zapowiedziom prof. Zdzislawa Krasinskiego - min. Zdzislaw Krasinski nie wprowadzil, jak
dotad; cen rynkowych. Mamy wiec pole do badan naukowych!

mgr Janusz KORW IN-MIKKE

Autor powyzszego listu przedstawia mechanizmy wolnorynkowe jako uniwersalny przyrzad do
likwidowania paradoksów ekonomicznych. Odnosi sie jednak wrazenie, ze sam nie bardzo
wierzy w praktyczna i teoretyczna przydatnosc tego przyrzadu. Jak kazdy, kto sprawie sie
przyjrzy 'blizej, od ekonomii w stylu Smitha przechodzi on, w drugiej czesci listu, do ekonomii
raczej z "Kapitalu" i jako równowazny do pieniadza wprowadza czas. Idac konsekwentnie ta
droga nalezy dalej wprowadzic sily spoleczne i ich emanacje - struktury ekonomiczne
i panstwowe. W efekcie daje to (w dotyczacym nas bezposrednio przykladzie) ceny regulowane.
Takich zreszta cen dotyczyl nasz paradoks (co wyraznie napisalismy).

Ijeszcze dwie uwagi. Ceny rynkowe dalyby u nas, ze zacytujemy, "po kilku dniach" usuniecie
z rynku towarów przez dysponujacych znacznymi zapasami srodków platniczych i biologiczna
zaglade pozostalych. I druga uwaga. Paradoks to niezgodnosc ze stereotypem myslenia,
a w naszym kraju stereotyp myslenia o ekonomii wcale nie bierze sie z przyzwyczajenia. Bowiem
w ogóle do ekonomii przyzwyczajeni nie jestesmy.
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