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»1 przyjda fa%szywn prorocy
i cuda czyni¢ beda”

Jesli by kierowac si¢ takim znakiem
to koniec $wiata
dzi$ bylby blizszy niz kiedykolwiek dotad

Czyz bowiem na kazdym niemal kroku

nie spotykamy gawiedzi wierzacej gleboko

ze sila parapsychiczna poruszy¢ mozna kazdy cigzar
ze telepatycznie wpoi¢ mozna kazde przekonanie

ze wolny rynek uporzadkuje kazda gospodarke

ze bioenergetyk zwalczy kazda chorobe

Prorocy istotnie sa falszywi
bo réwnoczesnie istnieja

nie podniesione cigzary

nie podzielane przekonania

nie uporzadkowane gospodarki
nie ust¢pujace choroby

I cuda rzeczywiscie czqu

bo jak inaczej wyjasnic¢

glebokie zainteresowanie 1 sif¢ zaangazowania
w trojkaty bermudzkie

w rozdzki 1 ekrany przeciw ciekom wodnym
w nadspoleczny automatyzm rynku

w pozabiologiczna wladz¢ nad organizmem

Otdz jednak istnieje inne thumaczenie

jest nim poczucie bezsity

1 nieprawdopodobny

z instynktu samozachowawczego si¢ wywodzacy
optymizm

Gdy bowiem nic zrobi¢ nie mozemy
nie umiemy, nie mamy sit
to jakze mamy nie marzy¢
o tym wielkim cudownym
- NIEZNANYM
ktére wszystko naprawi, zaleczy, uratuje

I jakimz bestialstwem jest

otwiera¢ przymkniete w marzeniu oczy

1 brutalnie wskazywac :

ze ze wszystkim boryka¢ si¢“jednak musimy
sami

wsparci jedynym orgzem

POTEGA ROZUMU

I jakze prymitywna zda si¢ ta rada
wobec I$nien narkotycznej mgly
cudownych, pozarozumowych oczekiwan

,’ 'f“ﬁ/w“ '_'*xqujﬂ ‘_ ,&I

A jednak tej wiasnie
prym1tywnej 1 brutalnej drogi
zyczy sobie i Wam

DELTA
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Rozwigzanie zadania M 352, Zauwazmy, Ze
cykliczne przestawienie czworki wyjsciowej
(ap. (@1, by, €1, d1) = (¢4, d;, a1, By))
spowoduje jedynie analogiczne
przestawienie wyrazéw dalszych czwdrek
Zauwazmy teraz, Ze z dokladnoscia do
przestawien cyklicznych mamy

6 kombinagji parzystoici liczb a, b, ¢, d:

a3 = (n, p, p, P,

oy = (n, p, m p),

a; = (p, p, P, P);
‘y = (n, n, p, p),
as =(nnmnp), as=I(nnnn
(n — liczba nieparzysta, p — parzysta).
Wykonanie opisanej w zadaniu operacji
modyfikuje parzystoié skladnikow naszej
czworki zgodnie z grafem:

O(s\ ('__"“\I
/0(3_' o O{s_'o'{f/
O(} :

Widaé stad, ze z dowolnej czwdrki

(a, b, ¢, d) dojdziemy w najwyzej 4 krokach
do czwdérki liczb parzystych, a ogdlniej —

po najwyzej 4n krokach do czwdrki liczb
podzielnych przez 2", Wystarczy teraz
zauwazyé, Ze najwigksza z liczb

g, by, i, dy nie moze byé wicksza od
najwigckszego wyrazu czworki poczatkowej, by
zauwazy¢, ze po dostatecznie duzej liczbie
krokéw otrzymamy same zera.

Uwaga: Gdy rozpatrzymy analogiczna
konstrukcje dla trojek liczb, orrzymamy
nieskonczony cyk! (1,0,1) - (1,1,0) —
-+ (0,1,1)-— (1,0,1) = ...

Rozwigzanie zadania F 147, Przy stalej mocy
silnikdw ruch powinien odbywaé sie ze stalg
predkosdcia. W rzeczywistosci prodkosé
chwilowa podczas ruchu ,,jednostajnego’
oscyluje wokél predkodei sredniej.

W przypadku jazdy samochodem czy
rowerem flukiuacje predkodci mogg byé
niedostrzegalne ; w przypadku holowania ich
skurki staja sig¢ widoczne. Niech w pewnej
chwili lina holownicza zwisa (np. motorédwka
zostala przyhamowana uderzeniem fali),
Predkosé holowanej fodzi maleje (wskutek
dzialania oporéw muchu), natomiast predkosé
motordéwki wzrasta, gdy# ruchu jej chwilowo
nie hamuje ciagnigta na linie 16dz. Odleglosé
migdzy motordwka a lodzia rosnie 1 lina
napina si¢. Powoduje 1o przyspieészenie ruchu
todzi i przyvhamowanie motoréwki — lina
znow zwisa i cykl moze sie powidrzyé.
Holowanie ze ,,stala” predkoscia na ogot
odbywa sig opisanym powy#ej ruchem
nSzarpanym'’, Czasami jednak, jak

w przypadku holowania narciarza wodnego
przez motorowke, lina moze pozostawaé
stale napigta. Od czego to zalezy?

',,Podpieramy stary dom...”

Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne wydaly ciekawa pozycje — podreczniki
matematyki dla szkoly podstawowej wydane dla nauczycieli (jest nadruk —
wydanie dla nauczycieli).

Czym rézni si¢ podrgcznik np. dla klasy 5 ,,zwykly” od ,,nauczycielskiego™?
Otéz, przy zachowaniu identycznego ukladu, w podreczniku ,,nauczycielskim” sa
rozwigzane wszystkie zadania, zamieszczone sa odpowiedzi na wszystkie pytania.
Jest to wykonane elegancko — rozwiazania i odpowiedzi naniesione sa na tekst
tak, jakby bylo to recznie dtugopisem zrobione. I tak przy zadaniu polegajacym
na uporzagdkowaniu danych utfamkoéw od najmniejszego do najwigkszego sa
wypisane jeszcze raz te utamki juz we wlasciwej kolejnosci. Jest tez dopisane, Ze
4:9 to 0,444... i inne tego rodzaju wyniki. Uzupelnione sa wszelkie tabelki.
Dowiadujemy sig, Zze bok rombu nie wyznacza jego pola, stowem — zadnych
watpliwosci mie¢ nie mozna.

Jak kazda nowos¢, tak i ta inicjatywa, budzi zgroze u nastawionych
konserwatywnie. Rodzi si¢ bowiem obawa, Zze wydanie ,,nauczycielskich”
podrecznikow bylo konieczne. I, ze w przeciwnym razie bylaby, nie dajaca sie
zlekcewazy¢, grupa nauczycieli, ktorzy nie umieliby poréwnaé wielkodci utamkow
czy tez wypelni¢ kazdej z przeznaczonych dla uczniéw tabelek. Stowem — obawa,
ze czg$¢ nauczycieli matematyki nie moglaby uzyskaé np. w 5 klasie oceny
bardzo dobrej z matematyki.

Sa i optymisci widzacy w fakcie umozliwienia pracy w zawodzie nauczycielskim
réwniez takim ludziom przejaw postgpujacej dalszej demokratyzacji i realizacje
zasady rownego startu dla wszystkich.

Realidci ciesza sig z tej okazji, bo uczen, ktéry dobrze rozwiaze zadanie, nie
bedzie przesladowany za to przez nauczyciela, ktory uzyskat inny wynik.
Podrecznik ,,nauczycielski’ zaopatrzony jest na konicu w instrukcje dydaktyczna
sugerujaca wlasciwe sposoby prowadzenia zajeé.

Naklad ,,nauczycielskiego” podrecznika wynosi 40 tysigcy, a wigc moze zaspokoié¢
potrzeby nauczajacych (o ile nie zostanie w znacznej czgsci wykupiony przez
troskliwych rodzicow dla ich pociech ani nie stanie si¢ przedmiotem spekulacji).
Niewatpliwie podrecznik taki jest skrotowo, ale dobitnie przedstawionym
raportem o stanie polskiej oswiaty. Ale nie tylko. Jest to bowiem réwniez raport
o kierunku dziatan, jakie przedsigbierze resort o$wiaty w zwiazku z zaistniatym
stanem. Okazuje si¢, Ze nie tylko nieuswiadomieni, zagubieni w skomplikowane;j
rzeczywistosci, przygarbieni kryzysem, rozczarowani nieliczni obywatele ulegaja
filozofii nedzy.

Filozofi¢ ngdzy (w tym przypadku intelektualnej) glosi stosowne ministerstwo.
Nauczyciele matematyki w szkotach podstawowych nie opanowali materiatu,
ktérego maja naucza¢ — dajmy im sposob, by mimo to uczyli. Zgdédzmy sie na
zlo, starajgc si¢ rownoczesnie minimalizowaé jego skutki. Podpierajmy stemplami
walacy si¢ dom — moze do jutra wystarczy.

Nedza takiej filozofii (Zeby kontynuowac cytowanie) staje si¢ jeszcze lepigj
widoczna, gdy przypominamy sobie o decyzji kierujacej do szkét nowych
nauczycieli z wyksztalceniem tylko érednim, czy o nieobowiazkowej maturze

z matematyki. Pomyst odlozenia wychodzenia z kryzysu do czasu, gdy
wyjdziemy z kryzysu, okazuje si¢ nie tylko paradoksem — jest to realizowany
(przynajmniej w nauczaniu matematyki) program.

Marek KORDOS

Lenistwo ukarane, czyli historia pewnego zadania

Kiedy na egzaminie wstqpnym na mﬁatpmatyk@ (uniwersytet, lipiec 1983)
pojawito sie zadanie tresci:

Srodki sfery wpisanej w stozek i sfery opisanej na tym stozku pokrywajq sie.
Znalezé objetos¢ tego stozka, jezeli promien sfery wpisanej wynosi r;

przy ocenie wzglednej trudnosei uznano je jednogloénie za najtatwiejsze.
Ekstremisci byli nawet zdania, Ze nie nalezy bra¢ go pod uwage przy ocenie
calosci egzaminu, a co bardziej leniwi (do ktdrych nalezalem) wybrali je do
sprawdzania.
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Rozwigzanie zadania M 353. Przesuwajac
boki rownolegloboku KLMN mozemy
doprowadzi¢ do tego, by na kazdym boku
nowego, zawartego w KLMN
rownolegloboku K’'L'M'N' lezal wierzcholek
trojkata ABC.

W szczegolnodcei jeden z wierzchotkow
trojkgta (np. A) bedzie sie pokrywal

z jednym z wierzcholkow (np. K°)
rownolegloboku K'L'M’N’. Niech teraz
wierzcholek B lezy na boku L'M’.

Prowadzac odcinek BB’ || K’L’ do punktu B’

na odcinku K’'N’ zauwazymy, Ze Sqpc <

= Sapcy’ = Saps’ +S5p'c = 3 Sk'pe’L’ +

1 i i
A il i e
+2 BBN M 7 CKLMN 2

co nalezalo wykazac.

SKLMN,

No bo w koncu: :
Przekro_j plaszczyzna przechodzaca przez o$ stozka da nam trojkat oraz oqug

w niego wpisany i na nim opisany. Poniewaz $rodki tych okr@gow (jako srodk:
sfer, o ktoryeh w zadaniu mowa), pokrywaja SI@, tréjkat musi by¢ tréjkatem
rownobocznym. Wobec tego $rodki okregéw wpisanego i op:sanego pokrywaja sie
z punktem przecigcia wysokosc1 i srodkiem cigzkosci trojkata i mamy:

af

= 3r. Poniewaz w tro_]kqme rownobocznym o boku @ mamy A = ——

243 .
wiec a = - Sy Zrﬁ I Tosasinmy— —2— = rﬂ, zatem

/3

V= —;- T oty = T
Mozna oczywiscie probowa¢ wetknaé tu i Owdzie nieco trygonometrii badz
znalez¢ parg trojkatow prostokatnych i pobawic si¢ twierdzeniem Pitagorasa.
Autorowi wydawalo si¢ jednak, ze sprawdzanie bgdzie polegalo na rzucie oka na
rozwiazanie, sprawdzeniu, czy wszystkie opisane wyzej kroki rozumowania
i rachunkow sa napisane i postawieniu maksymalnej liczby punktéw.
Nie doceniliémy jednak potegi wyobrazni. Sprawdzanie okazalo si¢ cigzka praca,
w ktorej jedyna ostoda byla rosngca na tablicy tabelka, w ktorej wpisywalismy
osiggane przez autorow rozwiazan wyniki koficowe.

Oto one:

Dla przejrzystosci podzielmy tabelke na 4 czgsci. W pierwszej podamy wyniki

poprawne, choé¢ nieco oryginalnie zapisane:
ix sin 60° ;o n <
LR T RS T

3, L 3,
T
tg*—
£3
Najwigksza grupa to wyniki typu p - zr3, podamy tylko wartoéci p w takiej
kolejnosci, w jakiej ukazywaly si¢ oczom sprawdzajacych:

Bl =5 L 0
BT’ T’S*gfsiﬁ’l’?$ 'Z_’ 12!5,‘*!

V31 - V3Ps 855 a5 1)
= VT5; —;-; FV2+2)

Wydawaloby sig, skoro stozek jest bryla obrotowa, to & powinno pojawic sig
. p3

w kazdym rozwiazaniu. A_jednak: —:il r® oraz %/;% rozwialy nasze zludzenia.
Pozostaly wreszcie wyniki, $wiadczace o tym, dokad moze zaprowadzié

nieskrepowana wyobraznia: A wy3r2 - 3r; 2V/3mr?; 3Y/3nr?;

3 v
_;_.r.tg 60°(r+ rztgzma+r2);
t Yy Eesdr 2 2Ar Zrid)
3 4 e Bl
N | (2r3+2r)’ | (232
1 najpig NICJSZE --3—.31 —-—-r—z-:i-—-- — e __Mrz:,l,_,, rl.

Pozostaje tylko zaproponowaé¢ Czytelnikowi parg ¢wiczen umystowych:

1. (tatwe): Znalez¢ w drugiej grupie wynikéw ujemna objetosé. Znalezé srednia
arytmetyczng tych wynikow i porownac ja z wynikiem prawidlowym.

2. (trudniejsze): Dla jakich r wyniki ostatniej grupy daja ujemna objetosé?
Ogolniej — sprébuj, Czytelniku, zbadaé przebieg funkeji ¥(r).

3. (skrajnie trudne): Sprobowac dla dowolnego wyniku z grupy 3 lub 4 odtworzyc
rozumowanie, ktore do tego wyniku doprowadzito.

mgr Krzysztof S. NOWINSKI
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Profesorowi Jerzemu ZNOSKO,
czlonkowi korespondentowi PAN,

zadaliSmy pytanie:

Czy Ziemia jest stara,
czy miloda?

Oto, co nam odpowiedziat.

Dopiero w wieku XVIII odkryto, ze przeszlos¢ Ziemi, jej geneza
i jej wiek sa problemami naukowymi. Poglady na temat wieku
Ziemi ulegaly ciaglej ewolucji. W sredniowieczu, a nawet jeszcze
w wieku XVIII nauka $wiatowa uwazala, ze wiek Ziemi jest
zgodny z danymi zawartymi w Biblii. Pierwsza naukowa teorie
dyluwializmu, czyli wielkiego potopu, opracowat angielski uczony
James Woodworth na przelomie XVII i XVIII wieku. Wyszedt on
oczywiscie z zaloZen biblijnych, ale nasycit je obserwa'cjami

scisle naukowymi. Zdawal sobie przy tym sprawe z tego, jak
trudno jest podporzadkowac teorie dyluwializmu ramom
czasowym Biblii. Uczony nast¢pnego pokolenia Louis de Buffon
wyrazal poglad, ze wiek Ziemi nie moze wynosi¢ mniej niz

70 tys. lat. W owych czasach byla to hipoteza bardzo
zdumiewajaca. Jednak juz wtedy niektoérzy uczeni zdawali sobie
sprawg z tego, ze nawet 70 tys. lat jest czasem zbyt krotkim, aby
mogly w nim zaj$¢ wszystkie zdarzenia przyrodnicze, w tym
takze geologiczne, wynikajace z nagromadzonych faktow
eksperymentalnych. By mimo to nie wyjs¢ poza ramy czasu
biblijnego uczony francuski G. Cuvier zaproponowal thumaczenie
przeszlosci okresami przyspieszonego rozwoju — biologicznymi

i geologicznymi katastrofami, ktore odbywajac sie

w niewielkich przedziatach czasu mieécity bardzo wiele zdarzen.
Wspolczesny mu Anglik James Hutton skrytykowal teorig
Cuviera i wyrazil przekonanie, ze wiek Ziemi trzeba obliczaé bez
uciekania si¢ do zdarzen katastrofalnych. Wedlug Huttona
»»Ziemia Zyje i rozwija si¢ zgodnie z normalnymi prawami fizyki
i mechaniki’; ,,Procesy geologiczne s ze soba zwiazane-

1 przechodza jedne w drugie w okreslonym porzadku”. Uwazal
on, ze na Ziemi niegdy$ dzialaly te same sily, co i wspolczeénie.
Na tej podstawie Hutton nie tylko stwierdzil, ze Ziemia jest
starsza niz to glosita dwczesna nauka i kosciol, ale takze, iz
Ziemia nie rozpoczela swojego rozwoju od biblijnego potopu,

i Ze powstala o wiele lat wcze$niej.

W XIX wieku geolodzy zaczeli obserwowac i stwierdzaé fakty
geologiczne zapisane w poszczegolnych warstwach skalnych oraz
stawia¢ pytanie: jaki czas jest potrzebny, aby np. mogla si¢
osadzi¢ tawica piaskowca o grubosci 1 m. Zaczeto
eksperymentalnie okresla¢ czas konieczny do utworzenia sie
obserwowanej pokrywy osadowej. Uczony szwedzki de Geer
liczac w tzw. itach warwowych z epoki lodowcowej powtarzajace
si¢ na przemian warstewki jasne i ciemne, bedace wynikiem
sedymentacji okresu letniego i zimowego, ocenil czas trwania
Jjednego tylko epizodu miedzylodowcowego na 14 tysigcy lat.
Stalo si¢ to bodzcem do rozwinigcia badan sedymentologicznych,
ktore pozwolily wyznaczyé czas potrzebny do powstania calej
pokrywy osadowej — skal piaskowcowych, itowcowych,
wapiennych i dolomitycznych. Ta metoda geolodzy doszli do
przekonania, ze wiek Ziemi trzeba liczy¢ na wieleset tysiecy lat.
Lord Kelvin na podstawie badafi geochemicznych obliczyt, ze od
powstania Ziemi nie moglo uptyna¢ mniej niz 20—400 min lat.
W XX wieku B. Boltwood wykorzystujac prawo rozpadu
pierwiastkow promieniotworczych stworzyl metode oznaczania
wieku bezwzglednego skal. Okazalo sie, ze od chwili
uformowania sie skal magmowych (krystalicznych) i pierwszych
skat osadowych minglo nie mniej niz 1,5 mld lat. Dzisiaj wiemy,

<

ze Ziemia jako planeta ma okolo 4,5 mid lat, przy czym wiek ten
nie uwzglgdnia astronomicznego etapu jej rozwoju, tj. okresu,

w ktorym z rozproszonej materii zaczely sie tworzyé skupiska
mineratow. :
Aby wyznaczy¢ wiek Ziemi, musimy wiedzie¢, w jaki sposob
powstata. Od XVIII wieku wysunieto wiele hipotez
kosmogonicznych. Prébowaly one tlumaczyé powstanie planet
rozpadem mglawic (E. Kant, P. S. Laplace) lub slofic, wplywem
innej gwiazdy lub supernowej i wreszcie koncentracja materii
migdzygwiezdnej, gazowej lub stale;j.

W teoriach powstania Ziemi i innych planet z materii stalej

w wyniku zlepiania sig stalych chlodnych czastek przyjmowano
jej pozniejsze stopienie np. pod wplywem ciepta pochodzacego
z rozpadu pierwiastkéw promieniotworczych. Zalozenie to bylo
konieczne dla wyjasnienia istnienia we wnetrzu Ziemi stref

o roznej gestosci i budowie. W wigkszosci teorii przyjmowano
jednak, Zze Ziemia powstala z gazéw i par o bardzo wysokiej
temperaturze. Jednoczesnie z procesem ochladzania cicisze
pierwiastki gromadzilyby sie w §rodku, a lzejsze w partiach
zewngtrznych planety (dyferencjacja). W trakcie dalszego
stygnigcia pierwiastki mogly sig ze soba laczyé, a pary
pierwiastkow skrapla¢. Po jakim$ czasie Ziemia bylaby ciekla
kula otoczona gazowa powloka skladajacg sie pierwotnie

z wodoru, helu, pary wodnej, dwutlenku wegla, azotu i chloru.
Gdy temperatura tych gazéw byla wyzsza od 1000°C, mogly one
rozpuszczac krzem i glin. Pozniej, przy 500°C niektore substancje
ciekle i rozpuszczone zaczely krzepnac. Przelomowym momentem
bylo obnizenie sie temperatury do 374°C (temperatura
krytyczna wody). Znaczna czg$¢ pary wodnej ulegla wtedy
skropleniu i opadla na Ziemie.

W takim ujeciu mozliwe jest, by wnetrze Ziemi pozostawalo
przez pewien czas ciekle lub nawet gazowe.

“We wszystkich wymienionych hipotezach jest ogromna luka

pomigdzy stadium pregeologicznym rozwoju Ziemi i stadium
geologicznym. Wspolczesne hipotezy dotyczace powstania

i wieku Ziemi sg wlasciwie wolne od tej wady. Za podstawe
maja one coraz doskonalsze oznaczenia wieku bezwzglednego
najstarszych skal oraz astrofizyczne teorie ewolucji gwiazd typu
Storica.

W latach piecdziesiatych astrofizycy dowiedli, ze Ziemia

1 meteoryty powstaly w niskich temperaturach z mglawicy
pylowej otaczajacej niegdy$ Stonce. Poréwnanie ziemskiego

i kosmicznego stopnia rozprzestrzenienia gazow szlachetnych,
takich jak neon, argon, krypton i ksenon oraz gazow aktywnych,
takich jak para wodna, dwutlenek wegla, azot i tlen, wykazalo, ze
na Ziemi wigcej jest gazow aktywnych i mniej gazow szlachetnych
niz w Kosmosie. Poniewaz jednak wymienione gazy maja
podobne cigzary czasteczkowe, to nie jest mozliwe ich
rozdzielenie w polu grawitacyjnym tak, by gazy szlachetne
znalazly si¢ na zewnatrz formujgcej sie planety.

W stalych czastkach materii gazy aktywne mogly si¢ natomiast
chemicznie utrzymywac¢ az do momentu, gdy gestosé

i temperatura wzrosly tak, ze ich dalsze chemiczne zwigzanie
przestato by¢ mozliwe. Woda na przykiad mogla by¢ zwiazana
w mineralach uwodnionych. Ogranicza to automatycznie
temperaturg powstania i akumulacji stalych czastek do takiej,
w ktorej mineraly uwodnione sa trwale. Temperatury w czasie
powstania Ziemi nie mogly by¢ tez zbyt niskie. W bardzo
niskich temperaturach gazy szlachetne kondensowalyby sie lub
bylyby adsorbowane na stalych czastkach i ich obecna ilo$¢ na
Ziemi bylaby wigksza niz obserwowana. Tak wigc trzeba
przyja¢, ze temperatury, w ktorych powstaly czastki, byly
zblizone do temperatur w partiach powierzchniowych

i przypowierzchniowych Ziemi.

Probujac wyjasni¢ mechanizm powstawania czterech planet
wewngtrznych O. Szmidt i H. Urey przyjeli, ze zaggszczanie si¢
materii w mgtawicy, z ktorej powstalo Storice i planety,



doprowadzilo do utworzenia duzej ilosci nieregularnych skupisk
materii, przede wszystkim w postaci nitek, wldkien i cienkich
plytek. Ich wilasnosci musialy by¢ podobne do tych, ktore majg
znane nam wloskowate mineraly charakteryzujace si¢ duza
sprezystoscia i wytrzymatoscia. A zatem cechy fizyczne statych
czastek ulatwialy ich zaczepianie si¢ i zwiazywanie przy
beztadnych zderzeniach. Powstajace wigksze bryly byly porowate
i stanowity doskonala masg¢ towiaca uderzajace w nia inne
czastki.

Skiad akumulujacych sig stalych czastek zalezal glownie od
temperatury pierwotnej mglawicy otaczajacej Stonce. Wiadomo,
ze wewnatrz mglawic przy stosunkowo niskiej temperaturze
nielotne czastki stale zawieraja tlenek krzemu, krzemiany zelaza,
krzemiany magnezu, siarczki zelaza, tlenki zelaza i innych
metali. Ponadto czastki te zawieraja par¢ wodng, amoniak

i wodorotlenek amonu. Jest bardzo prawdopodobne, ze
pierwotne ziarna masy Ziemi mialy taki wlasnie skiad.
Temperatura narastajacej masy byla zasadniczym czynnikiem
determinujacym budowe Ziemi. Jednorodna mieszanina
chlodnych czastek musiala na pewnym etapie rozwoju Ziemi ulec
stopieniu, aby nastapil proces dyferencjacji i aby wydzielilo si¢
Jjadro Ziemi. -

Nagrzewanie moglo by¢ uzaleznione od przeksztalcania energii
potencjalnej i kinetycznej czastek w cieplo. Poczatkowo proces
ten byl malo efektywny z powodu niewielkiej masy i matych
predkosci czastek. Z biegiem czasu, w miare zwiekszania sie
rozmiarow Ziemi zyskiwal on coraz wigksze znaczenie i mogl

w pewnym stadium doprowadzi¢ do wysokiej temperatury na jej
powierzchni. 3

Inny mozliwy mechanizm nagrzewania to wyswobodzenie si¢
energii chemicznej akumulowanych czasteczek w reakcjach
egzotermicznych. W mglawicy niskotemperaturowej czynnik ten
mogt gra¢ duza role tylko w poczatkowym stadium akumulacji.
Nagrzewanie Ziemi moglo by¢ tez uzaleznione od pracy
wykonanej przy zageszczaniu sie¢ i zderzaniu luZnego materiatu.
Obliczenia wykazuja jednak, Ze czynnik ten nie mogt daé¢
temperatury wyzszej niz 1200 °C.

I wreszcie czwarta mozliwos¢ to rozpad radioaktywny.

W poczatkowym etapie nie mogt mie¢ on istotnego wplywu na
temperature Ziemi ze wzgledu na jej jednorodny sklad. Pézniej
jednak czynnik ten stal si¢ dominujacy. Dokladna analiza
wymienionych mozliwych mechanizméw nagrzewania Ziemi
wykazuje, Ze w jej wewnetrznej czesci nagrzewanie musiato
trwa¢ od poczatkowego stadium akumulacji i zmienialo

z biegiem czasu swoja forme. Zewnetrzna cze$¢ natomiast przez
dlugi czas miala pierwotny sklad i budowe, jednak nie dluzej niz
do momentu rozpoczecia si¢ proceséw geologicznych, kiedy to
skorupa ziemska musiala by¢ juz wyraznie zdyferencjowana.
Wynika to z pomiarow wieku bezwzglednego skal.

Kaida skala skiada sig¢ z wielu mineralow, ktore powstaly
najczesciej w roznych okresach rozwoju Ziemi. Mowigce o wieku
bezwzglednym skaly mamy na mysli albo czas, w ktorym powstat
okreslony mineral, albo tez $rednig arytmetyczng wieku jej
skladnikow.

Okoto 20 lat temu w polnocnej Tanzanii znaleziono granity
czarnokitowe o wieku 3,5 mld lat, a w dawnej Gujanie
Francuskiej oznaczono migmatyty o wieku ponad 3,9 mid lat.
Dane te zostaly uzyskane w sposob o wiele mniej doskonaly niz
to robimy dzisiaj, ale, jak si¢ okazalo, niewiele roznig si¢ od
ostatnich wynikow.

Najstarsze gnejsy biotytowe z Pélwyspu Kolskiego liczg wedlug
ostatnich danych od 3,40 do 3,48 mld lat. W Ameryce Poinocnej
cyrkony granitognejsow i migmatytow z Montany wykazuja wiek
3,5 mlid lat. Wiek granitow z okolicy Perth w zachodniej
Australii okresla si¢ na 2,7 mild lat.

Najs$wiezsze dane pochodza z Grenlandii. Okreslenie wieku
bezwzglednego gnejséw amfibolowych z okolic Godthaab

dwiema niezaleznymi metodami dalo ten sam wynik 3,7—3,8 mid
lat.

Z powyiszych danych wynika wiele wnioskow odnoszacych sig do
etapu geologicznego rozwoju Ziemi. Procesy powodujace
wyksztalcenie si¢ wielkich pni granitoidowych w Poludniowej
Rodezji i na Polwyspie Kolskim mialy miejsce nie pézniej niz
3,5 mld lat temu. Skaly granitoidowe sa przeksztalconymi pod
wplywem duzego ci$nienia i temperatury (metamorfizm) skalami
osadowymi. Zatem najstarszy cykl geosynklinalny, czyli proces
obnizania si¢ skorupy ziemskiej w pewnej strefie i gromadzenia
ogromnych ilosci osadow powstalych ze zwietrzenia skal
krystalicznych, ktore nastgpnie ulegaja czesciowemu
metamorfizmowi, mial miejsce okolo 3,5 mld lat temu. Oznacza
to istnienie w tym czasie zbiornika geosynkliny z juz
nagromadzonymi osadami podlegajacymi metamorfizmowi.
Trzeba wigc przyjac, ze poczatek pierwszego cyklu
geosynklinalnego, w wyniku ktorego powstal zbiornik, nastapit co
najmniej 4 mld lat temu.

Jezeli pierwsze zbiorniki geosynklinalne na Ziemi byly podobne
do dobrze zbadanych zbiornikow z ery paleozoicznej, to mozliwe
jest, Zze pojawily si¢ one juz 4,5 mld lat temu. Do tego czasu
musiala nastapi¢ dyferencjacja materii ziemskiej, wiec nie jest to
zapewne zawyzona ocena wieku Ziemi.

Z tego, ze Ziemia istnieje tak dlugo, niektorzy wyciagaja
wniosek, iz zamarla ona w swoim rozwoju. Zwroémy jednak
uwage na czynny stale wulkanizm i czeste trzesienia Ziemi,

w ktorych wyzwalaja si¢ ogromne ilodci energii. Zjawiska te sg
dowodem na to, ze wnetrze Ziemi ciagle jeszcze Zyje 1 Ze trwa
cykliczny proces przebudowy jej powierzchni. Przypomnijmy
wielki spor o Atlantyde. Fakty na temat Atlantydy podane

w przekazie Platona uwazam za bardzo wiarygodne, ale nie
znaleziono dotychczas jej Sladow. Wobec tego albo nasza
interpretacja jest nieprawidlowa, albo, co jest dopuszczalne

z punktu widzenia geologii, katastrofa byla tak totalna, ze

z Atlantydy rzeczywiscie nic nie zostalo.

Tego rodzaju katastrofy, cho¢ w mniejszej skali, zdarzajg sie
rowniez wspolczesnie. Przeciez katastrofalne trzesienia

w Portugalii i Chinach czy tez niedawno w Chile przebudowaly
tam wrecz powierzchnig Ziemi, zniszczyly jeziora, zmienily bieg
rzek, depresje zostaly podniesione, nieraz bardzo wysoko,

a partie gor ulegly obnizeniu.

W przeszlosci mialy miejsce jeszcze poteiniejsze kataklizmy
zwigzane z powstawaniem laficuchoéw gorskich. Obecny etap
rozwoju Ziemi jest etapem spokojnym. Za pewien czas, nawet
niezbyt dlugi w geologicznej skali czasu, dojdzie z pewnoécig do
intensywnego rozwoju jednego z laficuchéw gorskich. Géry nie
tworza sie bowiem jednorazowo, tylko etapami o réznym
nasileriu. Gwaltowne zmiany rozdzielone sa okresami spokoju

i niszczenia tego, co zostalo stworzone. Te zniszczone struktury
czasami znowu ulegaja zapadnieciu, a na nich gromadzg sie
osady, ktore nastepnie zostaja sfaldowane i wypietrzone. Jest to
Zrodlem obserwowanych w gorach tzw. niezgodnosci
strukturalnych.

Ruchom goérotworczym towarzyszy wulkanizm i wybijanie sig¢

z glebi Ziemi wielkich pni magmowych. Tak powstal np. Mount
Blanc. Wielkie obszary kontynentow moga znalez¢ sie pod woda,
a dno morskie moze zosta¢ wydzwigniete ponad powierzchnig
wody. Obszar Anglii byl niegdy$ polaczony z Francja, Belgia

i Holandia. Pradolina Tamizy i pradolina Renu to obecnie
dokladnie zbadany sondami podmorski kanion. Rzeki te lezaly
w morfologicznej depresji, ktora na skutek gwaltownych ruchow
skorupy ziemskiej ulegla dalszemu obnizZeniu.

Wszystkie te zjawiska zachodza oczywiscie w geologicznej skali
czasu. Geologiczna sekunda to dziesigtki tysigcy lat. Okres
miedzy faldowaniami, w ktérym Zyjemy, trwa od ostatniego
faldowania alpejskiego, czyli zaledwie kilka minut i réwniez
kilka minut dzieli nas od nastgpnego okresu intensywnych ruchow
gorotworczych.
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Juz dos¢c dawno, bo w kwietniu 1983 r., prasa doniosia, Ze ,,amerykanski probnik kosmiczny
Pioneer 10 dotar} poza orbite Plutona i znalaz} si¢ 3 mld km od Ziemi”. Wprawdzie 2
przytoczona tu liczba nie odpowiada rzeczywistosci (Pluton zbliza si¢ do Storca, a wigc
praktycznie i do Ziemi, nie bardziej niz na ok. 4,5 mld km), ale faktem pozostaje, ze pierwszy
aparat zbudowany przez czlowieka formalnie opuscit Uklad Sloneczny. Dokladniej sytuacja
wyglada nastepujaco. Pluton obiega Storice w éredniej odleglosci ap = 39,8 j.a. (tzw. jednostek
astronomicznych; 1 j.a. = 150 min km jest srednia odlegloscia Ziemi od Slonca i przez to jest
wygodna i powszechnie stosowana jednostka odleglosci w obrebie Ukladu Slonecznego).

. Wskutek silnego splaszczenia orbity (jej mimosrod wynosi ep = 0,255) zbliza si¢ do Storica

w perihelium na odleglo$¢ ap(1 —ep) = 29,7 j.a., a wigc bywa blizej Stonca, niz Neptun
obiegajacy je po orbicie niemal kolowej o promieniu ay = 30,3 j.a. Sytuacja taka trwa obecnie
juz prawie od poczatku 1979 r. i potrwa jeszcze kilka lat. Opuszczenie Ukladu Stonecznego

przez sonde nalezy wiec rozumie¢ w ten sposob, ze znalazia si¢ ona dalej od Slonca niz Pluton
(w kwietniu) i dalej niz Neptun (w czerwcu 1983 r.) (rys. 1). Nawiasem mowiac zarowno Neptun,
jak i Pluton znajdowaly sie w tym czasie w zupelnie innych obszarach Ukladu Stonecznego niz
sonda.

Warto tez moze przypomniec¢, Ze Pioneer 10 wystartowat z Ziemi 3 I1I 1972 i jako pierwsze
urzadzenie zbudowane przez czlowieka dokonal ciasnego zblizenia do Jowisza 4 XII 1973
przesylajac na Ziemie m.in. liczne obrazy tej planety. Po tym zblizeniu probnik leci juz tylko pod
wplywem grawitacji stonecznej po torze hiperbolicznym zmierzajac ku gwiazdozbiorowi

Blizniat.

Wiasnie, a jak mozna si¢ dowiedzie¢, po jakiej orbicie porusza si¢ interesujacy nas obiekt? Na
poczatek sprecyzujmy, co w ogole rozumiemy przez ,,znajomosé orbity” — oczywiscie bedziemy
mieli na mysli zawsze krzywa stozkowa. Intuicja podpowiada, Ze chcielibysmy zna¢ rozmiary,
ksztalt i usytuowanie orbity w przestrzeni po to, aby moc oblicza¢ polozenia naszego obiektu

w dowolnej chwili. Skadinad wiemy, Ze poloZenie obiektu w dowolnym momencie moze zostac
obliczone w wyniku rozwiazania jego réwnan ruchu (rézniczkowych) z konkretnymi warunkami
poczatkowymi. Te wlasnie warunki poczatkowe (trzy skladowe potozenia i trzy skladowe
predkosci ciata w chwili umownie uznanej za poczatkowa) calkowicie okreslaja dalszy jego ruch,
moga wigc formalnie by¢ uzywane jako parametry charakteryzujgce orbitg. Jednak

wlasciwie nic one nie moéwiq o jej mierzalnych parametrach i dlatego w astronomii stosuje sig
rownowazne im inne szes¢ tak zwanych elementow orbity, majacych bardzo przejrzysty sens
geometryczny.

Tak wigc rozmiary orbity w naturalny sposob reprezentuje jej duza polos a, ksztalt za§ —
mimosrod e. Z kolei usytuowanie plaszczyzny orbity w przestrzeni okresla sig przy pomocy
dwoch katow: i — nachylenia jej do plaszczyzny ekliptyki oraz £2 — dlugosci ekliptycznej
wstepujacego wezla orbity. Orientacje samej orbity w jej plaszczyznie okreéla tzw. dlugosc
orbitalna perihelium w (rys. 2). Wreszcié szostym elementem jest moment 7, przejscia ciala przez
perihelium.

Wyznaczanie elementéw orbit cial niebieskich na podstawie ich obserwacji na niebie bylo kiedy$
glownym problemem mechaniki nieba. Obecnie zeszlo na dalszy plan, gdyz wykonywane jest
standardowo i z reguly za pomoca komputeréw. My jednak wyznaczymy orbite Pioneera 10
niemal w pamigci, za to oczywiscie tylko w przybliZzeniu i nie z obserwacii, lecz z do$¢ skapych

i mato doktadnych danych. Mamy mianowicie o nim nastepujace informacje:

— Leci prawie w plaszczyznie ekliptyki, czyli i = 0.
— Znamy czas i miejsce jego ,,startu” z Jowisza, przy czym punkt ten jest zarazem
w przyblizeniu perihelium orbity. Oznacza to, Ze f, = 4 XII 1973, zas§ w stosownym roczniku

astronomicznym odczytujemy, ze Jowisz (a wiec i probnik) znajdowal si¢ wtedy w odleglosci
g = 5,1 j.a. od Stonca i w dlugosci ekliptycznej £2+o = 318°

— Z publikacji dowiadujemy sig, ze predkos$¢ Pioneera 10 ,,w nieskoficzonosci” wynosi

ve = 11 km/s. Stad od razu obliczamy duza poto$ orbity a = —GMg/vi £ 1,1x10* m =
= —T7,3 j.a. (G jest tu stalag grawitacji, M masa Slofica, za$ ujemne a oznacza, Ze orbita jest
hiperboliczna) oraz mimoérod e = 1 —g/a = 1,7.

W ten sposob elementy orbity mamy wyznaczone. Niestety, sa one tylko orientacyjne, poniewaz
we wszystkich danych mieli$my bardzo malo ,,miejsc po przecinku”. Polozenia sondy obliczane
na podstawie tych elementow beda, sila rzeczy, obarczone sporymi bigdami. Niemniej jednak
zarowno obliczone przez nas elementy, jak i stosowne publikacje przedstawiaja do$¢ zgodnie
orbite Pioneera 10 w przyblizeniu jak na zalaczonym rysunku. Ocenia si¢ ponadto, ze $rednig
odleglos¢ Plutona osiagnie on gdzies w 1986 r., 50 j.a. od Slonca w 1993, a 100 j.a. w 2013 r.

Cickawe, z jakiej maksymalnej odlegtosci przesle jeszcze na Ziemie informacje naukowe,
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Rozwigzanie zadania F 146. Narciarz
i motordwka w trakcie ruchu pozostajg
w stalej odleglosci, réwnej dlugosci liny.

Wynika stad, ze rzuty ich predkosci na
kierunek liny musza byé réwne (rys. 1),
a wiec

me = Vx,

Vpcosa = VFgcos g,

¥, = zig o
Sens fizyczny maja katy z pierwszej i czwariej
éwiartki (Ja] 18] < 90°).
Gdy |7 > |al, o V5 > Vp. Zatem gdy
predkosé sportowea tworzy z ling kat
wigkszy niz predkos¢ motoréwki, wiedy
narciarz porusza si¢ szybciej niz holujgca go
motorowka ; w przeciwnym przypadku
porusza si¢ wolniej, a przy rownych katach
predkosci 53 jednakowe. M

Rys. 2 przedstawia opisywang sytuacjg

w ukladzie odniesienia zwigzanym

z motorowka. W tym ukladzie predkosc
sportowca wynosi Uy = Vy+ (= Fp) i musi
byé prosiopadia do kierunku liny.

Rozwiazanie zadania M 354. Dzielq kwadrat
1
na 100 prostokatéw o wymiarach 1 x 00
odcinkami réwnoleglymi do jednego z bokow
zauwazymy, ze wewnatrz lub na brzegu
jednego z tych prostokatow znajdg si¢ trzy
sposrod punktow A, ..., Az0,. Wystarczy
teraz skorzystaé z wyniku poprzedniego
zadania, by zauwazy¢, e pole odpowiedniego
1 1

: ; 1
tréjkata nie przekracza g 1 -Tﬁﬁ = o0

\

Ankieta

Delta ukazuje sie 10 lat. Mamy juz wielu stalych Czytelnikow,
jak rowniez niemato przypadkowych kontaktéow. ChcielibySmy
dowiedzie¢ si¢ od Was wszystkich, co sadzicie o Delcie.
Pragniemy pozna¢ Wasze opinie, co pozwoli nam na
uwzglednienie wielu postulatow — i to jest cel naszej ankiety.

Forma wypowiedzi jest w zasadzie dowolna, dla redakcji byloby
jednak wygodniej, gdyby Uczestnicy ankiety odpowiedzieli na
ponizsze pytania, uzupelniajac ewentualnie swe wypowiedzi na
osobnej kartce.

Odpowiada¢ na pytania mozna w formie skreslen, stawiania
stopni (jak w szkole) itd.

Wiréd Czytelnikow, ktorzy nadesla wypelnione ankiety do
31.03.1984, beda rozlosowane nagrody rzeczowe. Oto pytania:

1. Czy Delte czytasz systematycznie czy niesystematycznie®,
od kiedy?

2. Gdzie ja kupujesz: w kiosku, prenumerujg, pozyczam*?

3. Kto zachecil Cie do czytania Delty: kolega, nauczyciel,
rodzina*,

4, Czy latwo jest dostaé Delre? tatwo, przewaznie latwo/trudno,
trudno*.

5. Czy co$ sie pod tym wzgledem ostatnio zmienito? (na lepsze,
na gorsze)

6. Najbardziej interesujaca jest w Delcie matematyka, fizyka,
astronomia*

7. Za duzo ukazuje sie w Delcie artykulow z dziedziny
8. Za malo natomiast z dziedziny

9. Co sadzisz ogdlnie o poziomie artykulow w Delcie
(a) matematyka jest: za latwa, w sam raz, za trudna*
(b) fizyka jest: za latwa, w sam raz, za trudna*®

(c) astronomia jest: za latwa, w sam raz, za trudna*

10. Co sadzisz o stalych dziatach Delty (poziom, tematyka itd.)?
(a) zadania z matematyki

(b) zadania z fizyki -

(c) liga zadaniowa ,,Klub 44

(d) Patrz w niebo

11. Jaka forme najbardziej lubisz w Delcie? artykuty, wywiady,
drobiazgi, stale dzialy*, inne (jakie?)

12. Jak oceniasz w Delcie pozycje z innej tematyki (biologia,
informatyka)? :

13. Czy wolisz numery Delty napisane na jeden temat czy
roznorodne*?

14. Czy Delta jest ciekawsza, taka sama, nudniejsza niz wtedy,
kiedy zaczynales ja czytac?

15. Jak oceniasz szate graficzng Delty?
(a) okladka

(b) ilustracje

(c) uklad graficzny



16. Ktéry z artykulow publikowanych w Delcie najbardziej Ci sie
(a) podobat
(b) nie podobat

17. Czy chcialbys przeczyta¢ w Delcie artykul na zamowiony
przez Ciebie temat?, na jaki?

18. Czy chcialbys, zeby w Delcie pojawily sie nowe stale dzialy?
Czego moglyby dotyczyc?

19. Czy ktorys z ostatnich numerow Delty szczegolnie Ci sie
a) podobat -
b) nie podobal? :

20. Czego ogodlnie oczekujesz w Delcie
21. Inne uwagi i sugestie

22, Wiek.
23. Pleé.

24, Miejsce zamieszkania (miejscowo$¢, z zaznaczeniem: duze
miasto, male miasto, osada, wies)

25, Zawod wyuczony lub rodzaj szkoly (i klasa)

26. ' Zainteresowania :

* niepotrzebne skresli¢

- \

DELTY
Koszykowa 6a 00-564 WARSZAWA

Redakcja

Lista
uczestnikow ligi zadaniowej "Klub 444

po uwzgladnieniu ocen rozwigezan
zadari = numeru 8/1983

Ryszard Pagacz - Zawadzkis 44,88pkt
Tomasz Blegarski - lublin 43,51pkt
Andrzej Fawrowski - Zabrze 42,09pkt
Pawel Kaminski - Warszawa 44 +
+ 41,35pkt
Marian Roman - Eik 40,63pkt
Artur Smoleczyk - Tarndéw Op. 38,68pkt
-Marek Gatecki - Milandwek 44 +
+ 37,48prt
Makgorzata Czerniakowska -
- Gdansk 35,69pkt
Marek Prauza - FPoraj 35,09pkt
Wojeiech Olszewski - Brwindw 29,03pkt
Kazimierz Serbin - Sanok 28,59pkt
Tomasz Rawlik - Gliwice 28,08pkt
Edward Orzechowski - Warszawa 44 +
+ 26,04phkt
Wradystaw Wasiak - Torund 25,33pkt
Jerzy Milczarek ~ Gorzdw Wkp.24,48pkt

Jerzy Tyszkiewicz - Warssawa  23,82phkt
Ryszard Mazurek - Wrociaw 22,85pkt
Adam Stadler - Rzeszdw . 22,39pkt

*Wrodzimierz Szymczyk-Zielonka 22,3 1pkt

Erzysztol Jedziniak- Katowice 21,63pkt

Zbigniew KryZow - Sopot 21,49pkt
Krzysztof [rautman - Warszawa 44 + 4

+ 21,45pkt
Janusz Prajs - Qpole 20,02pkt
Zygmunt Bartkowski - Warazawa 19,67pkt
Jerzy Janowicsz - BolestawiecB8 +

+ 19,39pkt
Jerzy Matopolski - Krakdw 19, 18pkt
krzysztof Jakubczak- Kudowa Zd, 18,26pkt
Krystyna Witek - Ostréw Maz,17,50pkt
Dezst Gross - Budapeszt 17,12pkt
Maciej Gtuszek - Wrocltaw 16,92pkt
Tomasz Mastowaki - Torwi 16,68pkt
Anna Gluza - Torun 16,3 Tpkt
Andrze] Lenarcik - Kielee 15,38pkt
Krzysztof Zygan - lLubin 15,08pkt
Jacek Uryga - Bytom 83 +

+ 14,95pkt
Dariusz Sowizdrzal - Szezecin 44 +

+ 14,93pkt
Karol Jachacy - Tiuszez 1%,86pkt
Jerzy Grazywocs - Ruda $1, 13,29pkt
Sfanistaw Wrzos - Lubin 13,22pkt
Tomasz Jézefezsyk - Poznan 12, 78pkt
Jozefl -Siwy - Laziska G. 12,44pkt
Adam Wyrwa - Nowy Wignicz
12, 39pkt
Zbigniew Bartold - Gdynia A4+
+ 12,08pkt
Andrzej Sudol - Howy Sscz 10,80pkt
Henryk Mikorajeczak - Torun 10, 18pkt
Krzysztof Piorun = Warszawa 9,36pkt
R. Salta - Wroctaw 9,23pkt
Zbigniew Zaus - Krahdw 8,51pkt
Grzegorz FKus-Taborski -
- Erakdw 8, 30pkt
Jan Styceyiski - Szeozepanki B, 19pkt
Mariusz Fiszer - Duszniki Zd.44 +
+ 8,09pkt

Zestawienie obejmuje naswiska wszystkich
uczestnikdéw, ktérzy w klasyfikacji
ligowe]j zebrali co najmniej 8 punktdw.

Pan Ryszard Pagacz jest dziesistym
cztonkiem "Klubu 44",

Wapétczynniki trudnogei zadar:
58 - 1,40 CLIC S 60 - 2,14



W ciagu dwdch przeszio lat swego

1stnienia liga zadaniowa zdazyla

okrzepna¢ i obrosna¢ w piorka. Rubryka ,,Klub 447 jest

juz stalg pozycja w naszym miesieczniku. Sam zas Klub 44 —

w chwili, gdy piszemy te stowa — liczy dziewigciu czlonkow; a do
momentu, gdy Czytelnicy dostana ten numer do rak — przekroczy
zapewne dziesigtke. Dwoch uczestnikéw: pan Jerzy Janowicz

i pan Jacek Uryga — zdazylo wykona¢ juz po dwa
czterdziestoczteropunktowe okrazenia. Co miesiac wlaczaja si¢ do
konkursu nowi uczestnicy z calej Polski, z wielkich i matych
miejscowosci.

Liga gra! :
Zdecydowaliémy sie przytoczy¢ w pelnym brzmieniu regulamin
ligi, wydrukowany dotychczas tylko raz, w numerze 9/1981.
Pragniemy zwrdci¢ uwage na punkt 7: kazde zadanie na
oddzielnej kartce; to naprawde dla nas waZne. Uczniow

i studentow prosimy o dane dotyczace szkoly lub uczelni
(oczywiscie nie ma potrzeby powtarzad tych danych co miesiac —
wystarczy podac¢ je raz, a pozniej tylko sygnalizowa¢ zmiany).
Mito nam bedzie, jesli rowniez inni uczestnicy napisza, przy
okazji, pare stow o sobie (zawod, praca, inne ciekawsze dane,
~wvedle uznania). Zdecydowanie natomiast wymagamy, aby prace
byly podpisane imieniem i nazwiskiem. Prac anonimowych badz
podpisanych tylko inicjalami — nie czytamy.

Prosimy o przestrzeganie termindw nadsylania rozwiazan.
Wprawdzie w roku 1982 terminy te byly fikcja (i wowczas
tolerowaliSmy nawet duze opdZnienia), ale byl to efekt poteznego
zaklocenia cyklu produkcyjnego, ktore, miejmy nadziejg, nie
bedzie sie powtarzaé¢. Obecnie (jesieri '83) numery ukazuja si¢

w zasadzie terminowo, co daje okolo poltora miesiaca na
rozwigzywanie kazdej kolejnej trojki zadan. Dopuszczamy wigc
jedynie niewielkie, kilkudniowe opo6Znienia, ktore moga by¢
spowodowane opieszaloscia poczty.

Jak w omowieniu sprzed roku (Delta 11/1982), pragniemy
ustosunkowac sie do prosb i sugestii powtarzajacych sig

w listach naszych Czytelnikow. Najczestszym zZyczeniem jest
obszerniejsza informacja o uzyskiwanych wynikach:
publikowanie bardziej rozbudowanej czolowki ligi, szczegolowe
podawanie ocen itp. Musimy odmowi¢: raz — z powodu braku
miejsca, dwa — dlatego, Ze nieuniknione stalyby si¢ wowczas
informacje ,,negatywne” (stabe wyniki niektorych uczestnikow),
a naszym zdaniem nie powinny by¢ one publikowane. Sklonni

za to jesteSmy ogtasza¢ obszerna tabelg ligowa, zawierajaca
kilkadziesiat nazwisk, powiedzmy, raz do roku, w numerze
styczniowym.

Wychodzac naprzeciw naturalnym zyczeniom tych uczestnikow,
ktorzy chcieliby zna¢ swoje oceny, proponujemy forme
nastgpujaca : kazdy, kto przysle nam zaadresowana do siebie
kartke pocztowa (nie list, nie kopertg) ze sporzadzong wedlug
podanego wzoru tabelka z numerami zadan, ktorych oceny chce
zna¢ — otrzyma te kartke wypelniong. Sugerujemy przysylanie
takich kartek nie co miesigc, ale co kilka'miesigcy, gdy uzbiera sig
material dotyczacy rozwigzan nie trzech, ale kilkunastu zadan.
Liczne uwagi Czytelnikéw dotycza doboru zadan, a najczesciej
powtarza sie zarzut: zadanie to a to bylo za latwe, wrecz
niepowazne... No coz — tak wlasnie mialo by¢. Naszym
zamierzeniem byla i jest duza roznorodnosc zadan: trudne

i latwe, powazne i niepowazne. Nasza liga chce by¢ przede

Zadanie nr 34 35 39 40 41 42 45

Ocena

Aktualne miejsce w tabeli:

wszystkim zabawa, dostepna i atrakcyjna dla 0sob o bardzo
roznych kwalifikacjach matematycznych — czym$ poérednim
miedzy konkursami zadaniowymi w powaznych czasopismach
naukowych-a kacikami lamiglowek w popularnych tygodnikach.
Dziekujemy Czytelnikom, ktorzy dostarczyli nam zadan

i prosimy o dalsze. Do kazdego proponowanego zadania nalezy
dolaczy¢ rozwiazanie (chocby skrotowe) lub informacje, ze
autor nie zna rozwiazania. Poniewaz autorzy zadan cz¢sto sg tez
uczestnikami konkursu, wprowadzamy do punktacji ligowej
zasadg, Ze autor zadania otrzymuje ,,z urzedu” oceng 1,0, pod
warunkiem, Ze dostarczyl zadanie wraz z rozwigzaniem (nawet
jesli rozwiazanie bylo tylko szkicowe); gdy natomiast
zamieszczamy zadanie, ktore zostalo dostarczone bez
rozwiazania, autor zadania moze uczestniczy¢ w konkursie na
zwyklych zasadach.

Niektore z przestanych nam zadan maja te wade, Ze sa zwyklymi
,.podrecznikowymi’ zadaniami z kursu uniwersyteckiego. Maja
one wprawdzie i elementarne rozwiazania, i moglyby by¢
dostepne, a przy tym ciekawe i trudne dla uczniow szkot
$rednich oraz dla innych uczestnikow bez wyksztalcenia
matematycznego. Ale jednoczesnie bylyby to zupelnie
standardowe zadania dla uczestnikoéw bedacych studentami.

Z tego wzgledu nie bardzo Sie one nadaja do naszej ligi. Zreszta,
bledu tego nie udalo sig¢ i nam uniknac i kilkakrotnie zdarzylo
sie nam zamiesci¢ zadanie tego typu.

Gdy jui o bledach mowa — dzigkujemy tym Czytelnikom, ktorzy
zwracili uwage na bledy w naszych rozwiazaniach. Uwagi
najczesciej dotyczyly ,,wpadki” w numerze 9/1982 (blednie
wydrukowane zadania 32 i 33 = niewlasciwe rozwiazania

w numerze 1/1983); przepraszaliémy juz za to Czytelnikow
(Delta 2/1983). 3

Wytknigto nam tez pomyltke w rozwiazaniu zadania 24,
wydrukowanym w numerze 8/1982; powinno tam by¢: z; =

= x,—1, z3 = x,— 1 oraz oszacowanie liczby 28 z gory i z dolu
przez liczby g*+g—6.

Pragniemy tu zaznaczy¢, ze rozwiazania, ktére drukujemy, to
najezesciej tylko szkice (oszczedno$ miejsca!). Bywaja w nich
pominigte rozne szczegoly, czasem doéé istotne; nierzadko sami
nie wystawilibysmy sobie maksymalnej oceny. Ale uwazamy te
szkice za wystarczajace do tego, by Czytelnicy mogli odtworzy¢
pelne rozwigzanie z wszystkimi detalami. Tu uwaga: nie uwaZzamy
za luke ani usterke, gdy w zadaniu konstrukcyjnym lub
»Jamiglowkowym” (zadaniu, w ktérym nalezy dac przyklad
jakiego$ obiektu lub metody) rozwigzanie ogranicza si¢ do
podania samej odpowiedzi (zadanego przykladu). W jednym

z listow zarzucono nam, Ze to za malo, ze nalezy objasnic¢ tok
poprzedzajacego rozumowania. Mimo ze rozprawka taka
moglaby by¢ dos¢ ciekawa, nie nalezy ona do rzeczy. Dac
przyklad — to da¢ przyklad. Tak samo w zadaniach ,,na
dowodzenie™ rozwiazanie polega na podaniu dowodu w jego
ostatecznym ksztalcie, bez opisywania drogi, ktora don
prowadzila.

Poswiecimy teraz troche uwagi ciekawszym z dotychczasowych
zadan ligowych. W omowieniu naszym znajda si¢ te zadania,
ktore przez nielicznych tylko uczestnikOw zostaly rozwigzane
poprawnie (lub z niewielkimi lukami — ocena = 0,8 pkt) oraz te,
dla ktorych uczestnicy konkursu podali rozwiazania istotnie rozne
od naszych rozwigzan — bardziej eleganckie lub ogolniejsze.
Brak komentarza przy informacji o rozwigzaniu oznacza, Ze jest
ono zasadniczo zgodne z naszym rozwigzaniem.

Zadanie 7 [Czy (A lim f(x/n) = 0) = (1in"lJf(x) = 0)?] okazalo sig,

jak dotychczas, najtrudniejsze (wspolczynnik trudnosci WT =
= 3,82). Jedyne poprawne rozwiazanie, i to rozne od naszego,
przysial A. Lenarcik (patrz Delta 11/1982).

Zadanie 11 [Réwnanie W(x) = py w liczbach calkowitych]
(WT = 3,14) rozwiazal poprawnie tylko M. Fiszer.



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Uniwersytetu Warszawskiego 1 Redakcji Delty

® Zadania or 73, 74, 75

Termin nadsylania rozwiazan: 31 ITT 1984

73. Dane sa liczby dodatnie x,, ..., x,. Niech s = x,+ ... +x, oraz niech s, bedzie suma
— wszystkich x,, z pominietym skladnikiem x, (k = 1, ..., n). Dowies¢, ze st'+ ... +s:7' >
& > (m+1)s7t

52
~ 74. Z talii 52 kart wybrano 13 kart. Niech N = (

13). Czy jest mozliwe (chodzi oczywiscie

o mozliwo$¢ ,,teoretyczna”, nie ,,czasowa” czy ,,techniczna”) N-krotne wykonanie operacji
polegajacej na zastapieniu jednej z 13 kart jedng z pozostalych 39 kart tak, by po N operacjach
(ale nie wczesniej) wroci¢ do konfiguracji wyjsciowej i Zeby Zadne dwa zestawy 13-kartowe,
sposrod wszystkich otrzymywanych po drodze, nie byly identyczne?

Redaguje
dr Marcin E. KUCZMA

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

oraz Redakcja miesigcznika Delta organizuja konkurs — lige zadaniowa pod

nazwg Klub 44,

2. Liga ma charakter ciagly. Zadania konkursowe s oglaszane w miesigczniku

Delta, po 3 zadania w kazdym numerze, z dwumiesigczng przerwa (nr 6 i 7

kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byé kazdy.

4, Uczestnictwo w lidze polega na rozwigzywaniu zadaf konkursowych

i przesylaniu opracowanych rozwigzan Redakcji Delty. Aby zostac

uczestnikiem, wystartzy przestaé rozwiazanie choéby jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybraé dowolnie. Nie ma

koniecznosci rozwiazywania zadan z kazdego miesigca.

6. Rozwigzania zadan z numeru n nalezy nadsylaé do konca miesigca n+2

{dodawanie modulo 12, np. termin nadsylania zadan z nr 11/1984 uplywa

31 stycznia 1985). W numerze n+ 4 podawane sg szkicowe rozwiazania.

7. Rozwigzanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu

papieru i podpisane. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku

i uczelni. Na kopercie prosimy umieszczaé dopisek: Klub 44,

8. Prace powinny by¢ samodzielne. Serie rozwiazan jednobrzmigcych nie beda

brane pod uwage.

9. Rozwigzaniec kazdego zadania jest oceniane w skaliod 0 do 1

z dokladnoscia do 0,1. Przy ocenie jest brana pod uwage nie tylko poprawnosé
. logiczna i rachunkowa, lecz takze pomystowosé metody i elegancia

rozwigzania.

75. W 1984 punktach sfery o promieniu R umieszczono rowne masy tak, ze srodek masy
otrzymanego ukladu pokrywa si¢ ze $rodkiem sfery. Obliczy¢ sumg kwadratow wzajemnych
odlegloéci tych punktow.

Zadanie 75 przysial nasz Czytelnik, pan Jaroslaw Cel z Korniskich.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspolczynnik trudnosci ustalany po uplywie
terminu nadsylania rozwigzan. Wspolczynnik ten jest liczba pomigdzy 1 a 4
ustalang wedlug nastgpujacej zasady: jezeli N oznacza liczbg osob, ktore
nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru, a § oznacza
sume ocen uzyskanych przez wszystkich uczestnikéw za dane zadanie, wowczas

: i i Ly
otrzymuje ono wspolezynnik trudnoéei WT = 4-3 N

Za nadeslane rozwigzanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przez wspdlczynnik trudnosci

(z zaokragleniem do dwédch miejsc po przecinku).

11. Punkty zdobyle przez kazdego uczestnika za rozwigzania poszczegdlnych
zadan (obliczone wedlug podanej wyzej zasady) sa sumowane. Z chwilg
osiggnigcia lgcznej sumy 44 punktéw uczestnik staje sig czlonkiem Klubu 44,
12. Po zgromadzeniu 44 punktow (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna

w dalszym ciagu bra¢ udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktdéw ponad
wartosé 44 zostaje zaliczona na poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

13. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44,
14. Czoldwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesigezniku Delta.
15,/ Czlonkowie Klubu 44 beda zapraszani na spotkania Klubu 44, ktére beda
organizowane w Warszawie raz do roku.

16. Organizatorzy zastrzegajg sobie wylaczne prawo interpretacji i moznosé
zmian Regulaminu.

Zadanie 15 [Samochodem przez pustynie] (WT = 3,58).
Zadowalajgcego rozwiazania nikt nie podal; jedynie Z. Krylow
znalaz} strategi¢ optymalnag, ale bez dowodu optymalnosci.
Zadanie 17 [W wielokat wypukly mozna wpisa¢ kwadrat]

(WT = 2,80). Maksymalna oceng otrzymat tylko J. Janowicz,
za odestanie do literatury (tw. Sznirelmana, stuszne dla dowolnej
krzywej zamknietej, niekoniecznie wypuklej); wlasnego
poprawnego rozwiazania nikt z Czytelnikow nie podal.

Zadanie 20 [Wieloscian wypukly pomalowany dwoma kolorami}
(WT = 3,77). Brak pelnego rozwigzania; jedna poprawna
odpowiedz na jedno z pytan postawionych w zadaniu:

M. Suchenek.

Zadanie 21 [Blad w dowodzie implikacji: rozniczkowalnosc¢ =

ciaglosé¢ pochodnej] (WT = 3,23). Tylko R. Drabik i M. Suchenek.

Zadanie 13 i 25 [Zbietnoéc’ ciagu x, = a* ] oraz zadanie 46
n

(patrz nizej) tworzyly pewien cykl. Zadania 13 [przypadek

a > 1] (WT = 3,61) nie rozwiazal prawidiowo nikt. Zadanie 25

[przypadek 0 < a < 1] (WT = 3,55) — tylko J. Uryga.

Zadanie 29 [Rozklad kwadratu na trojkaty ostrokatne] (WT =

= 2,37). Duio dobrych rozwigzan. M. Galecki podat rozkiad na

8 czesci i pokazal (dowdd doséé dhugi), Ze na mniej czeéci sie nie

da.

Zadanie 35 [Jakie skoficzone, nie zawarte w prostej, zbiory Z

na plaszczyznie maja wlasnos$¢: jesli dwie proste przechodzace

(kazda) przez 2 punkty Z przecinaja sie, to punkt przeciecia

€ Z7 (WT = 2,87). Rozwiazanie prawidlowe: T. Bieganski,

10

M. Galecki, P. Kaminski, K. Trautman, J. Uryga. Efektowne
rozwiazanie K. Trautmana (szkic): Wezmy trojkat

o wierzcholtkach A4, B, C € Z, o najmniejszej mozliwie

wysokosci hc; wowczas prosta 4B nie zawiera innych punktow
zbioru Z (sprawdzenie latwe). Przypu$émy, Ze poza prosta 4B
lezg jeszcze co najmniej dwa punkty P, Q € Z. Jesli PQ || AB, to
ABPQ musi by¢ rownoleglobokiem i Z = {A4,B,P,0,S}, gdzie §
jest srodkiem tego rownolegloboku; a jesli PQ . AB, to wszystkie
punkty Z, z wyjatkiem jednego z punktow A4, B, muszg leze¢ na
prostej PQ (pomijamy nietrudne szczegdly sprawdzenia).
Zadanie 39 [Rozklad jedynki na sume odwrotnosci roznych liczb
nieparzystych] (WT = 2,67). Duzo dobrych przedstawien.
Dowody tego, ze minimalng liczba skladnikéw jest 9, podali

M. Galecki, E. Orzechowski, M. Roman, K. Trautman.
Zadanie 40 [Co mozna powiedzie¢ o zespolonych pierwiastkach
wielomianu Zaz*, gdy 0 < a0 < a; < ... < a7 (WT = 2,71).
Tylko T. Bieganski, M. Czerniakowska, J. Uryga uzyskali teze:
|z]. = 1:

Zadanie 43 [W czworoscianie ABCD: A, € AD, A.D = AD|n

i analogicznie okres§lamy punkty B,, C,; P, = pl(A4., Bny1,
Cn.2) = istnieje prosta zawarta we wszystkich plaszczyznach P,]
(WT = 2,90). Wiele ciekawych metod. Sporo fadnych rozwigzan
geometrig analityczng (najzgrabniej — K. Trautman,

z uogolnieniem na k-wymiarowa przestrzen afiniczng). Niektorzy
(A. Gluza, M. Roman) wykorzystuja analityczny warunek
wspoipekowosci, inni (Z. Zaus) — pojecie dwustosunku.

R. Pagacz stosuje rachunek wektorowy. A oto szkic rozwiazania,
ktore podat A. Smolczyk: Niech X bedzie punktem przeciecia



Rozwiazania zadan z numeru 9/1983

Przypominamy tres¢ zadan:

61. Czy rownanie 13 +y3+ 23 = 135792 ma rozwiazanie w liczbach calkowitych?

62. Wykazaé, e w dowolnym tréjkacie znak wyrazenia 2R +r— p zaledy od

tego, czy trojkat jest ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny. DWA

63. Rozszyfrowaé dodawanie. Znalezé rozwigzanie: LATA

a) w ktorym DWA jest liczba mozliwie najwigksza:

b) w ktorym najwigcej razy wystepuje cyfra wyrazajaca wiek ligi. TRWA
+LIGA
DELTY

61. Uzyjemy kongruencji modulo 9. Latwo sprawdzi¢, Ze
szescian dowolnej liczby catkowitej przystaje do 0 lub +1
(mod 9). Zatem dla dowolnej trojki liczb catkowitych x, y, z
zachodzi relacja x*+y*+z* = r (mod 9), gdzie re {—3, =2,
—1,0,1,2, 3. Poniewaz m = 13579 = —2 (mod 9), wiec
m? = 4 (mod 9). Wobec tego rownanie x*+3y*+ 23 = m? nie ma
rozwiazan catkowitych.
62. Niech A, B, C oznaczaja miary katow danego trojkata ABC.
WprowadZmy oznaczenia:

A B

€
tg— =x,tg—=ptg—=z,x+y=5l—-xy=1
ghl 2 2

Zgodnie ze znanymi wzorami
A B ) 1 2z 2st

=ctg|l —4+—})=—, sinC=—-—r=——,
% cg(2 % 2 s 1422 st4r?
2x 2y

o in B 25(2—1)
sin + sin = + = z
1+ 1+y* 241
Z zaleznosci geometrycznych w trojkacie 4ABO (gdzie O jest
srodkiem kola wpisanego) wynika, ze’

P A B r r rs
=rctg—+retg—=—+—= \
. 2 g 2 x ¥ 1—1
a ze wzoru sinusow dla trojkata ABC dostajemy
/ 4Rst
AB = 2Rsin C = ——.
s +1?

Przyrownanie prawych stron otrzymanych wyrazen daje
4Rt(1—1)
e
Poniewaz wreszcie

- 5 : 4Rs
-» = R(sin A+sin B+sin C) = ——,
: L e o |
po niedlugich rachunkach dostajemy _
2R(s—1)(s+1-2) 2R(x+y)(1 —x)(1—p)(1—2)
2R+r—p = = — = 3
s2+1? (1 +x*)(14+y%)

Roéznica 1 — x jest dodatnia, zerowa, ujemna odpowiednio, gdy
kat A jest ostry, prosty, rozwarty. Podobnie jest z czynnikami
l—-yil—=z
< 0 dla trojkata ostrokatnego
Zatem 2R+r—p {= 0 dla trojkata prostokatnego
- > 0 dla trojkata rozwartokatnego

63. a) Z zapisu dzialania wynika, ze DELTY < 30000, wigc

D = 1 lub D = 2. Aby zmaksymalizowa¢ DWA, celowe jest
poszukiwanie rozwiazania, w ktorym D = 2, a W jest cyfra duza.
Proba z W = 9 szybko prowadzi do sprzecznosci. Proba z W = 8,
po rozpatrzeniu kilku mozliwoséci, prowadzi do rozwiazania (a).
b) Tym razem A = 2,skad Y = 8 oraz D = 1. Dysponujac tak
bogata informacja szybko i bez trudu znajdujemy odpowiedz (b).
Uwaga. Litery R oraz I pojawiaja sie jako skladniki jednej tylko
kolumny — sa wiec zamienne. I tak zamienne s3 w rozwiazaniu
(a) cyfry 01 1, a w rozwiazaniu (b) cyfry 3 i 9.

(a) (b)
284 152
9474 © 6242
7084 S
9134 6902
25976 17648

prostych 4, B, i A,B,,,; (proste te przecinaja si¢ — to latwe). Na
mocy twierdzenia Menelausa (patrz Delta 5/1983), zastosowanego
do tréojkata A, B, D przecietego prosta A.Bn.. 1, zachodzi rownosc¢
DA,- A\ X B3B,,, = AxA,* XB, - B,, D, z ktorej wykorzystujac
okreslenie punktow A4, i B, otrzymuje si¢ po krotkich
rachunkach: 4, X = 2 B,X. Zatem polozenie punktu X nie
zalezy od n; punkt ten nalezy do wszystkich plaszczyzn P..
Podobnie ¥, punkt przecigcia prostych 4,Cs i A.Cyy 2, jest
wspolny dla wszystkich n i nalezy do wszystkich P,. Prosta XY
jest szukang prosta.

Zadanie 46 [Liczba pierwiastkow rownania a* = log.,x] (WT =
= 3,39) rozwiazali prawidlowo: R. Pagacz, K. Trautman,

J. Tyszkiewicz, J. Uryga, W. Wasiak.

Zadanie 49 [Parzyste i nieparzyste liczby w trojkacie Pascala)
(WT = 3,20). Dos¢ duzo poprawnych rozwiazan; wickszos¢

z nich, tak jak i nasze, wykorzystuje fakt, ze liczba nieparzystych
elementow n-tego wiersza trojkata Pascala jest postaci 2™ — nie
precyzujac, jaki jest wykladnik m.

Kilku autorow (M. Gatecki, J. Janowicz, P. Kaminski,

R. Mazurek, T. Rawlik) znalazlo wartos¢ m: jest to liczba
jedynek w dwojkowym rozwinieciu liczby a.

Zadanie 50 [W czworokacie ABCD, wpisanym w kolo,

BC = CD =2 AC > AB+ AD] (WT = 1,56) nie sprawilo
uczestnikom konkursu zadnych trudnoéci. Bardzo duzo
prawidlowych rozwiazan, w wigkszosci opartych na rachunkach
trygonometrycznych albo wykorzystujgcych twierdzenie
Ptolemeusza. Warto wszakze odnotowac proste i elementarne
rozwiazania czysto geometryczne, ktore podali M. Fiszer

i J. Tyszkiewicz (rys. 1) oraz D. Gross i M. Kmita (rys. 2).
Zadanie 52 [Wierzchotki tamanej zamknietej £. mozna
ponumerowac kolejno Aq, A4,, ..., A.-, tak, by dla kazdego

m < nmie¢ AgAd,+ ... + Am_1Am = (m/n) - dlugosc £] (WT =
= 2,82) zostalo rozwigzane poprawnie przez dos¢ wielu
uczestnikow. Ale tylko dwoch (P. Kaminski, A. Pawlowski)
zauwazylo i napisalo, ze sprowadza si¢ ono prosto do
wczesniejszego zadania 31: oznaczajac dlugosci kolejnych bokow
przez d,, ..., d, (startujac z dowolnego miejsca) i przyjmujac

a; = d;—(1/n) - dhugos¢ £ oraz a;., = a; otrzymujemy ciag
okresowy (a;), w ktorym a, + ... +a, = 0; w my$l zadania 31
istnieje numer k taki, Ze ax+ ... +a; = 0 dla wszystkich / = k,
skad fatwo wynika teza zadania 52.

Zadanie 54 [Czy zbiér wypukly, nie zawierajacy polprostej, musi
by¢ ograniczony?] (WT = 3,56) bezblednie rozwiazat tylko

J. Prajs. Rozwiazania z niewielkimi lukami podali W. Wasiak

i M. Fiszer, z wiekszymi — jeszcze kilku uczestnikow.

Za rok, w przyblizeniu, zamiescimy podobne omowienie,
obejmujace dalsze zadania. Tymczasem zachgcamy Czytelnikow
do wilaczenia si¢ do ligi, ,,starych™ uczestnikow — do
kontynuowania zabawy, a wszystkim bedziemy wdzigczni za
listy z wszelkiego rodzaju uwagami na temat ligi zadaniowe]
Klub 44~

S

\! H aw A\
A\ jﬂ \\\ /f. D =
\q____; - \\\-.h__ i’ ol

Ac>pF=ABLAD oe¥ae  aasc- aenc
Rys. 1 2AC =AC+CE=>AD+DE =AD+AB Rys. 2



Wszystko juz byto

Dr Michat SZUREK

Bezposrednia przyczyna napisania tego artykulu stal sie nastepujacy fragment wydanej w 1981 r.
ksiazki ,,Wiazki wektorowe na zespolonych przestrzeniach rzutowych™ trzech niemieckich
autorow: i

Twierdzenie Grothendiecka o rozszczepianiu ma dlugq historie. Jest faktycznie réwnowazine

z twierdzeniem o holomorficznych macierzach odwracalnych, co zauwazvl Seshadri (1957). Takie
zas twierdzenie bylo udowodnione przez Birkhoffa w 1913 r., ale naprawde bylo juz znane
Plemeljowi w 1908 r. i Hilbertowi w 1905. W. D. Geyer zauwazyl, ze Dedekind i Weber
udowodnili je — w algebraicznej wersji — w 1882 r. W tej formie moze tez byé¢ znalezione

w ,, Teorii liczb™ Hassego jako lemat Witta.

. Wspomniane twierdzenie Grothendiecka pochodzi z 1956 r. i nalezy juz do klasyki geometrii
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Rys. 4

algebraicznej i geometrii przestrzeni analitycznych. Glosi, ze kazda wigzka holomorficzna
wektorowa na zespolonej prostej rzutowej (= sferze Riemanna) jest suma prosta wiazek
jednowymiarowych. Postaram si¢ dalej wytlumaczy¢ sens nagromadzonych terminow.
Aleksander Grothendieck nalezy do tytandw nowoczesnej matematyki, a jego dzialalnosé
wplynela w rewolucyjny sposob na kilka dyscyplin tej nauki. Z drugiej za$ strony wspomniana
praca Dedekinda i Webera z 1882 roku to stynna stustronicowa ,, Teoria funkcji algebraicznych
jednej zmiennej”. Zawarte tam sa nowozytne podstawy co najmniej trzech galezi matematyki:
algebraicznej teorii liczb, geometrii algebraicznej i algebry abstrakcyinej. Przegladajac ja dzisiaj
dziwimy sig, ze warto bylo pisa¢ o rzeczach tak dobrze znanych.

Czy mozliwe jest jednak, ze odkrycie genialnego Grothendiecka ma w gruncie rzeczy sto lat?
Udato mi si¢ dotrze¢ do zrodel: cytowanych prac Birkhoffa i Dedekinda z Weberem. Birkhoff
formuluje twierdzenie prawie tak, jak my tutaj (w kornicowej czesci artykutu), ale przedtem
pisze:

Doszedlem wpierw do twierdzenia stanowigcego uogdlnienie twierdzenia o rozkladzie funkcji na
szereg Laurenta poprzez badanie punktow osobliwych réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Niniejszy artykul zawiera kompletng postaé twierdzenia, a dowdd oparty jest na teorii réwnan
catkowych Fredholma. Wydaje sig, ie twierdzenie jest samo w sobie ciekawe niezaleznie od
zastosowan, jakie ma w teorii réwnan rozniczkowych liniowych zwyczajnych. Podam je w nastepnym
artykule nastepujgcym bezposrednio po tym.

Przeczytajmy j;:szcze, co pisza Dedekind i Weber: v

Wszystkie rozniczki drugiego rzedu dadzq sie przedstawic liniowo ze stalymi wspolezynnikami
poprzez p odpowiednio wybranych rézniczek drugiego rzedu, przez rézniczki pierwszego rzedu
i roZniczki wlasciwe.

Dia specjalisty jest oczywiste, Ze jest to tylko inne sformulowanie twierdzenia Grothendiecka
cytowanego na poczatku i twierdzenia Birkoffa, ktore bedzie sformulowane dalej. Wprawdzie
twierdzenie Dedekinda i Webera dotyczy tylko rozniczek (= wiazek) algebraicznych drugiego
rzedu, ale za to na dowolnej powierzchni Riemanna (dla prostej rzutowej niezmiennik p
wynosi 0), nadto uzyta metoda jest ogolna — widocznie autorzy nie czuli potrzeby badania
wyzszych rozZniczek.

Czy wigc ,,wszystko juz bylo”? Tak, tu zdecydowanie tak.

Postarajmy si¢ teraz wnikng¢ w tre$¢ twierdzenia Dedekinda-Webera-Birkhoffa-Grothendiecka,
mamy prawo je tak nazwac, prawda? Wyjasnimy najpierw pojecie wiazki. Wyobrazmy sobie, ze
do kazdego punktu krzywej (dajmy na to, okregu) doklejono odcinek ,,mniej wiecej”
prostopadie. Mozna to zrobi¢ tak jak na rys. 1 otrzymujac powierzchnie boczng walca. Mowimy,
ze powierzchnia boczna walca tworzy wiazke trywialna nad okregiem.

Ale odcinki mozemy dokleja¢ do okregu jeszcze w inny sposob, przekreeajac kazdy z nich

o pewien kat tak, Zeby po objechaniu okrggu dookota doklejany odcinek obracit sie o 180°. Co
dostaniemy? Znana kazdemu wstege Mébiusa (rys. 2). ZobaczyliSmy ja tu jako pewna wiazke
odcinkéw nad okregiem. Mogliby$my skreca¢ doklejane odcinki tak, by otrzyma¢ ,,paski
Maébiusa™ skrecone o dowolny kat k- 180°, k = +1, +2, +3, ... — za kazdym razem dostajac
inna wiazke odcinkow. Podobnie mozna sobie na przyklad wyobraza¢ wiazke plaszczyzn nad
krzywa jako schody czy wachlarz (rys. 3).

To, co jest najbardziej istotne w pojeciu wiazki: nie roznia sie one od siebie lokalnie. Kazdy
fragment wstegi Mébiusa jest latwo deformowalny do fragmentu powierzchni bocznej walca,
ale cala wstega do calej powierzchni walca juz nie. W definicji wigzki Zadamy wiasnie, by
,,Jokalnie” byla ona powierzchnig boczna walca.

Precyzyjnie: by w otoczeniu U kazdego punktu bazy X wiazka dawala si¢ utozsamic z U x F,
gdzie F jest zbiorem wklejanym (zwanym wloknem wiazki). Wyjasni to rysunek 4.

Wiokno (wklejany zbior) F decyduje oczywiscie o typie wigzki. Dla walca i wstegi Mobiusa byt
nim odcinek, dla schodoéw z rys. 3 plaszczyzna. Gdy F jest prosta, moéwimy o wigzce liniowej,
gdy przestrzenia wektorowa n-wymiarowa — o n-wymiarowej wigzce wektorowej. Ale bardziej
istotnym czynnikiem klasyfikujacym wiazki jest typ funkcji przejscia. ;
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Zbiory U, nad ktérymi wigzka jest juz postaci U x F, moga na siebie zachodzi¢. Co si¢ wiec
dzieje nad U, n U,? Nad ta czescia wspolna mamy dwa utoZsamienia — raz wiazke
utozsamiamy z kawalkiem U, x F, drugi — z kawalkiem U, x F, na czesci wspolnej te dwa
utozsamienia nie muszq byc¢ takie same. Moga sig¢ rozni¢ — wlasnie o funkcje przejscia. Mozna to
zobrazowad diagramem.

Funkcja przejécia G dziala wigc na widknie F transformujac je w pewien sposob. ,,Pogladowo”
mozna powiedzie¢, ze w punkcie x € U; n U, stoi dwoch obserwatorow: jeden z kraju U, ,

w ktorym panuje Regula Utozsamiania Nr 1, drugi z kraju U, w ktorym obowigzuje Regula
Ne 22

Funkcja przejscia G : F — F przelicza ,,obserwacje” z ukladu ,,U;” na ,,U,", thumaczy jednemu
z nich to, co mowi drugi.

Takie funkcje przejécia musza by¢ zwiazane z kazda parg zbiorow U, nad ktorymi wiazka jest
trywialna — jezeli tylko zbiory te maja niepusta czes¢ wspélng; mamy wiec do czynienia z cala
kolekcja funkeji przejscia Gi;, wszystkie dzialajg z F do F, a konkretne G;; wiaze lokalne
sklejenie wiazki z U, x F z jej lokalnym sklejeniem z U; x F. Oczywiscie G;; = Gj;' oraz

(*) G Gy = Gy

dla wszystkich wskaznikow i, j, k, dla ktorych U; n U; n Uy # @. Ta ostatnia rownosc stwierdza
bowiem, ze przejicie od ukladu wspolrzednych na U; do ukladu wspolrzednych na U;, a potem
na Uy da si¢ zastapi¢ przez proste przejscie z U; na U,.

Funkcje przejscia G;; moga by¢ rozne nad roznymi punktami u bazy, tj. przestrzeni, nad ktora
okreslona jest wiazka. Mozemy napisac¢: Gi; = Gij(u), u € U; n Uj. 1 whasnie w zaleznosci od
tego, jakiej klasy, jakiego typu sg funkcje

u— Giy(u),

mamy rozne typy wigzek; ciagle (= topologiczne), gdy sa to funkcje ciagle, rézniczkowalne —
gdy G,; sa roiniczkowalne wzglgdem u, holomorficzne (= analityczne), algebraiczne itd.
Reasumujac, z naszych okreslen wynika, Ze wiazka jest podana (okreslona), gdy

1) podane jest wiokno F i zbiory U;, na ktérych wigzka ma byc postaci U; x F,
2) wybrane sa funkcje przejécia G;: F — F, gdzie i, j sa takie, ze U; n U; # ©.

Jak juz powiedzielismy, wiazka nazywa sie¢ wekrorowa (rzeczywista czy zespolona), jezeli F jest
przestrzenia R" czy C". Funkcjami przejscia takich wiazek sa funkcje liniowe R" — R" czy
C" = C", na ktore mozna patrze¢ jak na macierze (por. uwaga na marginesie).

Twierdzenie Grothendiecka dotyczy, jak widzielismy, wigzek holomorficznych na zespolonej
prostej rzutowej P! i stwierdza, ze kazda taka wiazka jest suma prosta wiazek jednowymiarowych
(liniowych). Nie tlumaczac dokladnie pojecia sumy prostej wigzek pokazemy tylko, jakie funkcje
przejécia ma wiazka bedaca suma prosta wigzek jednowymiarowych (zgodnie z 1) i 2) wyZej
nasze okreslenie moze by¢ potraktowane jako definicja).

Otoz funkcje przejscia takiej wiazki moga by¢ wybrane w postaci

g[l_; 0

2
Ga=ho e
0 0 ..g%

gdzie (g]y), (g, ..., (g}y) sa funkcjami przej$cia wigzek jednowymiarowych, a wiec niezerowymi
przeksztalceniami liniowymi C — C.

Takie przeksztalcenia sa postaci z — az, gdzie a € C jest niezerowa liczba zespolonag. Jak
widzieliSmy Gi; = Gy;(u), zatem takze a = a(u).

' A wiec — wyjadnia twierdzenie Grothendiecka — dla kazdej wiazki holomorficznej na prostej

rzutowej mozna wybra¢ funkcje przejscia bedace mozliwie najprostszej postaci

ay g ... 0
@ el
0 0 an

gdzie wielkosci a, , a5, ..., a, zaleza (holomorficznie) tylko od wspolrzednej # prostej rzutowe;.

W naszych coraz bardziej skomplikowanych rozwazaniach mozemy poczyni¢ jedno uproszczenie.
Okreslajac holomorficzne wiazki wektorowe na prostej rzutowej mozemy uzyc tylko dwoch
zbiorow otwartych U, i U,, pierwszy z nich zlozony z wszystkich punktow wlasciwych (u # o0),
drugi z punktéow u # 0, za to wraz z ¥ = 00. Do okreslenia wiazki wystarczy wtedy jedna
macierz, bo warunek (*) dotyczy trzech zbiorow. Moglibysmy skroci¢ artykut nie wspominajac
w ogole o (*), stracilibySmy jednak pewna perspektywe. W kazdym jednak razie holomorficzna
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wiazka wektorowa na zespolonej prostej rzutowej (czy tez: na sferze Riemanna) jest wyznaczona
przez jedna macierz o wspolczynnikach bedacych funkcjami holomorficznymi przy z # 0

iz # oo. Musimy jeszcze zanalizowad, kiedy rozne funkcje przejscia daja te sama wiazke.
Twierdzenie bedace tematem artykulu powiada bowiem, ze dla kazdej n-wymiarowej wiazki
mozna znalez¢ funkcje przejécia postaci (). Otoz, jak latwo zrozumie¢, dwa wybory funkcji
przejicia G,; oraz Gy, daja te sama wiazke, gdy na kazdym U, da si¢ zgodnie zmieni¢ uklad
wspolrzednych w kazdym wioknie F = C" tak, by jeden ,,nabér” funkcji przejscia przeszedt na -
drugi. Sposob zmiany ma ponadto zaleze¢ holomorficznie od wspofrzednej ¥ na prostej

rzutowej. Korzystajac z jednego z podstawowych faktow algebry liniowej (0 zmianie macierzy
przeksztalcenia przy zmianie uktadu wspolrzednych) dochodzimy do takiego wniosku:

twierdzenie Grothendiecka jest rownowazne stwierdzeniu, ze dla kazdej macierzy (g,;)
o wspolczynnikach holomorficznych poza zerem i nieskoriczonoscia istnieja macierze (G )

i (G};) takie, ze (G- (i) - (G
uks
; ; : k2 e
jest macierzg postact . »
0 . k
N n

przy czym G, sa funkcjami holomorficznymi dla z # 0, a G|; — holomorficznymi przy z # 0.
I w prawie takiej postaci twierdzenie nasze pojawilo si¢ u Birkhoffa w 1913 roku.

Nie napiszemy juz, dlaczego twierdzenie Dedekinda-Webera wyraza to samo, co twierdzenie
Birkhoffa (jezeli tylko ograniczy¢ sie do nieco wezszego przypadku algebraicznego).
Musieliby$my bowiem znacznie wydiuzy¢ artykul wprowadzajac Czytelnika w podstawy
wspolczesnej (tak jest: wspolczesnej) geometrii algebraicznej. Warto jednak zdac sobie sprawg
z co najmniej dwoch faktow. Pojgcie wiazki wektorowej zostatlo wprowadzone w poznych
latach czterdziestych, no, moze wezesnych pigédziesiatych, XX wieku. Pokazalismy jednak, jak
zwiazane jest ono z bardziej ,,konkretnymi” pojeciami matematyki. Redukcja sformulowania

z poczatku artykulu do przytoczonego przed chwila twierdzenia Birkhoffa odbyla sie na tej
samej drodze, jaka szedl rozw6j dyscypliny. W tym artykule opisaliémy t¢ droge w przeciwnym
kierunku: od rzeczy znanych nam dzisiaj do sposobu patrzenia na te same rzeczy dawniej.

1 druga uwaga. Zaréwno Dedekind i Weber, jak i Birkhoff zdawali sobie sprawe, Ze ich
twierdzenie jest ,,waZne” i Ze ma i bedzie mialo wiele zastosowan i uogoélnien. I rzeczywiscie od
okolo dziesieciu lat holomorficzne wiazki wektorowe badaja rownie dobrze matematycy, jak

i fizycy przenoszac twierdzenie Grothendiecka na ogolniejsze przestrzenie oraz stosujac wyniki
we wspolczesnych teoriach fizycznych. Doprawdy, wszystko juz bylo...

m Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 352. Z czworki ay, by, ¢y, dy liczb naturalnych tworzymy nowa czworke a, = la;—by],

by, = |by—cil, ¢z = le,—d,|, d; = |d, —a;|. Wykaza¢, Ze powtarzajac t¢ operacj¢ dojdziemy po
pewnym czasie do czworki (an, ba, ¢4, da) = (0, 0, 0, 0).

Rozwigzanie na str. 2

1
M 353. Trojkat ABC lezy wewnatrz rownolegioboku KLMN. Wykazac, ie Sipe < ?wan.

Rozwiazanie na str. 3

M 354. W kwadracie o boku 1 wybrano 201 punktow tak, Zze zadne trzy spoérdd nich nie sa

wspolliniowe. Wykazaé, ze znajda sie wérod nich trzy wierzcholki trojkata o polu nie wigkszym
I

od —.

~ 200

Rozwigzanie na str. 7

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 146. Sportowiec na nartach wodnych moze porusza¢ si¢ szybciej niz ciagngca go motorowka.
Jak to wyjasni¢?
Rozwigzanie na str. 7

F 147. Obserwujac holowanie jednostek plywajacych (np. ciagnigcie lodzi przez motorowke)
mozna zauwazy¢, ze lina holownicza napina si¢ jedynie chwilami, na ogot zas zwisa. Dlaczego?
Rozwigzanie na str. 2
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Mizar MSE (5)

Poznali§my juz wiele roznych konstrukcji Mizara. Wiemy jak
budowac¢ zdania, jak zapisywa¢ ich uzasadnienia, czy to przez
powolanie si¢ na odpowiednie przestanki, czy to przez dowod.
Wiemy tez, jak przygotowac wstep do tekstu i sam tekst

w Mizarze. Dzisiaj poznamy pewne konwencje, ktore pozwalaja
skroci¢ zapis. Czytelnicy zauwazyli zapewne, Ze ilekroé¢
wprowadzamy pewien obiekt, to oprocz nadania mu
symbolicznej nazwy np. x, y, z musimy jeszcze dodaé ,,kim” on
jest: ulamkiem, punktem, prosta, zbiorem itp. Zapewne wszyscy
pamigtaja, jak to w szkolnych podrecznikach geometrii pisano:
»punkty bedziemy oznacza¢ duzymi literami A4, B, C, ..., a proste
malymi &, [, m, ..."". Podobnej rezerwacji nazw mozna rowniez
dokona¢ we wstepie do tekstu w Mizarze MSE. Nazywamy to
predeklaracja i piszemy:

LET X»¥ DENOTE ULAMEK

Po takiej rezerwacji nazw w dalszym ciagu tekstu zamiast pisaé
diugo:

FOR X BEING ULAMER EX ¥ BEING ULAMEK ST NELCXyY]

mozemy napisac kroce):

FOR X EX Y 8T NWLX»Y1

Nie musimy juz przy kazdej zmiennej zwigzanej pisa¢, czym ona
Jest, gdyz w predeklaracji okresliliSmy, co oznaczamy jakimi
symbolami. Predeklaracja symboli nie dziala jednak w stosunku
do obiektow wprowadzanych w dowodzie przez let.

W konstrukeji let x be ... musimy typ x podac explicite.

Znajgc juz konstrukcje predeklaracji wstep do teorii liniowego
porzadku wsrod ulamkow mozemy zapisad tak :

EMVTRON
LET Xe¥eZeX¥»Y7sZ* DENOTE ULAMEKGF
I\[JI’NfI&;f 2 FOR X HOLDE NWEX»X3F

CHODNIOSEC: FOR X»YeZ ST NWEXsYD & NWEY»Z1 Hﬂlﬂ% NUFXrZJy
' FOR XeY ST NWEXsYD & NWLCY:X1 HOLDS S
SPOJNDECE FOR Xe¥ HOLDS NWLXe¥] OR NWCY X139

A rozszerzenie tegoz wstepu, tak jak zrobilismy w odcinku 2
{Delra 10/1983) bedzie takie:
GIVEN AyEsCrDsE BEING ULAMEKF

Z1t ACHDF 225 NWCAYCIF  Z3: NWCBSCIF  Z4s NULC»DIF 258 NOT NWCASE];

A teraz podamy rozwigzania zadan z odcinka 2:
FEGIN

The NWLAD] BY Z2+Z4vPRZECHODNIOSCS

128 NWLES D0 BY 23,74, FRZECHODNIOSCS

Ta: MULA»Al BY ZWROTNOSCS

l NOT NWED»A1 BY Z1yT1sANTYSYMETRIAG

HOT s & CEL) BY Z1.732:743

S=E BY Z20255

ST NWLXeX1 EY T35

W przypadku zadania T7" musimy wprowadzi¢ pewne dodatkowe
kroki w rozumowaniu, mianowicie:

75 EX X

Liz NWLCE»AT BY ZS,SPOJNDSCH
L2: NWLEsCT BY Z2yL1sPRZECHODNIOSC S
T?7: MWLE-DI BY L2,Z4rPRZECHODNIOSCS

Pewna konwencja pozwala nam na unikniecie wprowadzania
etykiet L1 i L2, Mianowicie
MULE+A1 BY Z5,SPOJNDSCF

THEN NUCE.C] BY Z2yPRIECHODDMIOSCS
THEN T77: NWLEsD1 BY Z4yPRZECHODNIOSCH

Stowko then oznacza, ze do przestanek uzasadnienia nalezy
dolaczy¢ zdanie wystepujace bezposrednio przed zdaniem
uzasadnianym. To poprzedzajace zdanie moze by¢ jedyna
przestanka, na ktora sie powotujemy i wtedy w ogole nie piszemy
by. Uzycie then nie zawsze jest dozwolone. Dotyczy to sytuacii,
gdy badz nie ma poprzedniego zdania (np. zaraz po begin lub
proof), badz nie jest jasne, ktore zdanie jest poprzednim.

Np. wewnatrz dowodu po wieloczlonowym zalozeniu:

ASBUME THAT A: NWLArBI AND Bz NWER,AD5

nie mozemy napisac:

THEM A=} BY _ANTYSYMETRIAS

gdyZ nie jest jasne, na ktore 72 zaloZzen (A4, B czy oba) chcemy sig
powolac. Podobnie po wicloczlonowym zalozeniu postaci:

LET % BE ULAMEK SUCH THAT Af NWLA»X1 AND NWLDr X7

1S

uzycie then jest niedozwolone. Po deklaracji zmiennej bez
warunkow, a wigc np.:

LET X BE ULAMEKF

nie moZzemy uzy¢ then, gdyZ ta konstrukcja w ogole nie
..zostawia™ zdania. Natomiast takie odwotania przez then sa
poprawne: =

ASEUME NOT HWEX:Y17 THEN NWLY«X1 BY SPOJNOSECS

Konkluzja w dowodzie jest rowniez pewnym zdaniem, ktore
wymaga uzasadnienia. Jedna z przestanek moze by¢ rowniez
poprzednie zdanie. Wtedy jednak nie piszemy thus, lecz hence, co
znaczy, ze dokonali$my ,,zahaczenia”, tj. odwolaliémy sie do
poprzedniego zdania. MoZzemy zatem zamiast

A% NDT NWEC,D1 BY .7.5 THUS CONTRADICTION BY ArZ4F
napisac
NOT NWEC,DI] BY .7.5 HENCE CONTRADICTION BY 243

A teraz o jeszcze jednym udogodnieniu. W poprzednich dwu
odcinkach, gdy omawialismy dowody, wielokrotnie uzywaliémy
zwrotu ,,to, co zostalo do udowodnienia™. Otoz to ,,coé” zawsze
bylo zdaniem, ale znaczylo co innego w réznych miejscach
dowodu. Zaraz na poczatku po proof byla to po prostu cala
dowodzona teza. W przypadku implikacji po zalozeniu
poprzednika do udowodnienia pozostawal nastepnik. W Mizarze
na oznaczanie tego ,,czegos”, co mamy jeszcze udowodnié, by
zakonczy¢ dowod, uzywamy stowa thesis. Oczywiscie zdanie
kryjace si¢ za thesis moze zmieni¢ si¢ w czasie dowodu po
kazdym: zalozeniu (assume), deklaracji obiektu (let) oraz
konkluzji (thus, hence). Wezmy przyklady

MWLCE:A]1 IMPLIES NWCEsD]
FPROOF

W tym miejscu thesis oznacza po prostu W)JSC]DWE[, tezeg.
Natomiast po zalozeniu:

ASSUME NWCE»AT§

thesis oznacza NW [e, ] i nie zmieni sie po kroku
pomocniczym:

THEN NWLEYC1 BY Z2,FRZECHODNIOSCS

A teraz zamiast konkludowa¢ NW [e, ] napiszemy:

HEMCE THESIS BY Z4,PRZECHODNIOSC
END#

w przypadku dowodzenia zdania ogolnego:
FOR X HOLDS MWLX.X1
FROOF
Tutaj thesis oznacza jeszcze wyjsciowa teze. Po wprowadzeniu
pewnego dowolnego obiektu:
LET X1 BE ULAMERKS
thesis jest rowna zdaniu NW [x1, ¥1]. Nie zmieni si¢ po
MWLX1»X1d OR MUWEX1sX13 BY SPOJNOSTH
i dowod mozemy zakonczyc

HENCE THESIS
EMNDF
gdyz NW [x1, x1] wynika z poprzedniego zdania.
A jak wyglada thesis po ostatniej konkluzji w poprawnym
dowodzie, kiedy dowod jest juz w istocie zakonczony? Wtedy
thesis oznacza pewne specjalne zawsze prawdziwe zdanie (not
contradiction). Oczywiscie nie musimy go dowodzi¢. Symbolem
thesis mozemy posluiyé'siq rowniez w przypadku dowodu nie
wprost.

FOR Xs¥2Z ST NOT NWLXrY] & NOT NWEY»Z1 HOLDS X<3Z
FROOF

LET X¥»Y"sZ7 BE ULAMEK SUCH THAT

Az NOT NWEX'r¥?3 & NOT NWCY?»Z"15

w tym miejscu dowodu thesis znaczy v = > .
Zalozmy wige, 7e to nieprawda:

ASSUME NOT THESISS

HENCE CONTRADICTION BY A»SPOJNOSC

EMDE

-

Zaktadajac not thesis zalozyliSmy w istocie not x* < > z’, czyli



i

x' = z', Po tym zalozeniu pozostala do udowodnienia
sprzecznosc, trescig thesis bylo contradiction, i moglisSmy napisaé
konkluzje hence thesis z takim samym skutkiem jak hence
contradiction. Poslugujac si¢ thesis mozemy znacznie skrocic¢ zapis
dowodu, gdy mamy udowodnic teze kwantyfikatorem
szczegotowym.
FOR X EX ¥ ST NWLXsYD
FROOF

LET X' BE ULAMEK;F

NWEX" »X"1 BY ZWROTNOSCS

HENCE THESIS
END§
Uzyte w konkluzji thesis znaczylo tyle co ex y st NW [x’, y).

ktore dla checkera wynika z poprzedniego zdania.

Zadania

Pozostajemy we wstgpie napisanym w tym odcinku; mozemy
korzystac ze zdan Z1—Z5 oraz pozostalvch juz dowiedzionych.
Prosze uzasadnic, ze

Ti4: FOR Z HOLDS MWLZ,A] OR (NWCArZ] & NWLZ,D1} OR NWCD-Z33

TiS: FOR X EX Y ST X()Y
Tiés FOR X ST NWLX»AJ HOLDS NOT NWLCD»X1

Protokét pastedzenia Jury Konkursu Uczniowskich

A OTO TYPOWE BLEDY W ROZWIAZANIACH ZADAN I DELTY MR 10!

—~ NIE MALEZY UZYUWAC IMNYCH PREDYKATOW OD TYCH. DA KTORYDH
ZOSTALA PODANA AKSJOMATYKA. NIE BYLD AKSJOMATOW DOTYCZA-
CYCH PREDYEATU LT I KOMPUTER NIE WIE. CO TEN FREDYKAT ZMACZY.
ALTERNATYWA BEDACA ARGUMENTEM IMPLIKACJI HUSI BYC UJETA W NA-
MIASY OKRAGLE. ALTERMATYWA» IMPLIKACJA I ROWNDWAZNOSC MAJA
TE SAHA SILE WIAZANIA.

FOPRAWNE LOGICZNIE UZASADNIENIAZ

T7: EX X BEING ULAMEK ST NWLCX.X]1 BY ZWROTNOSC:

T7/¢% NMCEsD] BY T1,Z5,PRZIECHDDNIOSC,SPOJNOSC:
SA DA CHECKERA ZEYT SKOMPLIKOWANE. TRZEBA WPROWADRZIC POMOC
NICZE TWIERDZENIA» JAK TO ZROBIONO W TERSCIE, LUB NP?

A! NWLEsA] BY Z5,5P0JNOSCH
T7! NWLE«D1 BY A+T1,PRIECHODNIODSCH

B: NOT MWCD.E] BY T1»Z5.PRZECHODNIOSC#
T77% NWLE:D] BY E«T1,SFOJNOSCH

A DLA T7 UZYC T3.
Z.TRYBULEC

Przypominamy

Kazdy, kto nadesle pod adresem redakcji rozwiazanie (wraz z zaadresowang do
siebie kopertq — wigksza — z naklejonym znaczkiem), otrzyma wydruk
z komputera z komentarzem do tego rozwiazania.

dr Krzysztof PRAZMOWSKI, dr Piotr RUDNICKI

Prac z Matematyki

Jury w skiadzie: prof. dr Leon Jesmanowicz — przewodniczacy, dr Waclaw Wierzbicki —
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przedstawiciel Ministerstwa Oswiaty i Wychowania, dr Jerzy Bednarczuk, dr Alicja Derkowska,

) dr Marek Kordos, dr Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz, prof. dr Wojciech Zakowski na
\ posiedzeniu w dniu 24.08.1983 r. biorac pod uwagg temat pracy, jej wykonanie oraz przebieg
I } obrony postanowilo przyznac:

1) Zloty medal i nagrode w wysokosci zt 5.000. — Jackowi Kalecie z LO w Swidnicy za prace
.»Twierdzenie o pewnej szczegolnej metodzie catkowania’;

2) Srebrny medal i nagrode w wysokosci zt 5.000. — Wojciechowi Waleckiemu z XIV LO

w Warszawie za prace ,,O blonach mydlanych™;

3) Brazowy medal i nagrode w wysokosci zt 4.000. — Henrykowi Lukomskiemu z ZSZ

w Gliwicach za pracg ,,Negacje liczb n-cyfrowych oraz otrzymywanie wynikow negacji w ukladzie
dziesigtkowym bez zamiany na uklad dwojkowy™;

4) Wyréznienie i nagrode w wysokosci zt 2.000. — Marcinowi Kotulskiemu z III LO we
Wroclawiu za prace ,,Przeksztalcenia afiniczne przestrzeni w ujeciu wektorowym™;

5) Dyplom uczestnictwa w finale Dariuszowi Baranowi z Il LO w Dabrowie Gorniczej za pracg

.. Zastosowanie teorii grafow w rozwiazywaniu zagadnien fizycznych”;

JACEK ICALETA

Zloty medalista narysowany przez
przewodniczacego Jury

Skrét zwycieskiej pracy zamiescimy
wnr 3/1984,

Teresie Kozlowskiej.
Jak co roku ongt shttizu jemy Konkurs Uczniowskich Prac |
z Matematyki. Zapraszamy do wzigcia udziahu. Oto
regulamin:

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glowny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesiecznika
Delta, przy poparciu Ministerstwa O$wiaty i Wychowania.

2. W konkursie moga bra¢ udzial uczniowie wszystkich typow
szkok

‘3. Konkurs sklada si¢ z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktory w terminie
do dnia 1 maja przesle pod adresem Redakcji Delty jeden
egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dolaczy¢ nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa,
nazwa i adres szkoly, imig, nazwisko i adres nauczyciela —
opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawierac¢ samodzielny wklad ucznia i pelna
informacje o zrodtach, z ktérych korzystal jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finatu konkursu.
6. Prace nadestane na eliminacje zostang ocenione przez
Komisje Konkursu i kompetentnych recenzentow. Te sposrod
prac, ktore spelniajg warunki konkursu, zostang pr:zedstawione
Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finahu,
ktoéry odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej
Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
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6) Dyplom uczestnictwa w finale Mariuszowi Gasowskiemu z LO w Sokolce za prace ,,Kilka
uwag na temat grup ilorazowych™;

7) Nagrody pienigzne po 2.000 zt — nauczycielom uczestnikow finatu: Leszkowi Stefansklemu.
Andrzejowi Walatowi, Zbigniewowi Zwierzynskiemu, Franciszkowi Ferdekowi, Marii Mizgale,

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostang
przestane autorom prac oraz nauczycielom — opiekunom prac
przed koncem roku szkolnego.

8. Finalisci i nauczyciele opiekujacy si¢ ich pracami otrzymujg
od Zarzadu Gloéwnego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji na
koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez

ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,

referatu (trwajacego nie dhuzej niz 15 minut) i wzigciu udzialu

w dyskusji na temat, ktéremu poswigcona byla praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bgdzie bralo pod
uwage, oprocz merytorycznej wartosci pracy, rowniez
samodzielno$¢ i oryginalnosé ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny

i brazowy, wyrodznienia oraz nagrody pienigzne fundowane przez
Ministerstwo O$wiaty i Wychowania.

11. Ogloszeniewynikow finalu nastepuje w trakcie Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu otrzymuja
dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrot zwycigskiej pracy beda opublikowane
w miesieczniku Delta.

13. Komisj¢ Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje

Zarzad Glowny PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego
Delty.



Patrz w niebo

Pierwszy aparat zbudowany przez Czlowieka minal orbity
najdalszych znanych planet Ukladu Stonecznego i ,,poszybowal”
w przestrzen miedzygwiazdowa. Nie znaczy to jednak, ze
probnik ten opuscit juz granicg Ukladu Stonecznego. Jestesmy
nawet pewni, Ze nie, ale rowniez nie potrafimy powiedzie¢,
kiedy to nastgpi, poniewaz nie znamy rozmiarow tego obszaru.
Wielkos¢ ta zalezy oczywiscie od definicji rozmiaréw Ukladu
Slonecznego. Jesli sa one wyznaczone przez $rednie orbity
najdalszych znanych planet, to Pioneer wkrotce opusci juz
granice naszego ukladu. Ale kto wie, czy nie istnieja dalsze
planety? Dotychczas nie ma na to zadnych przekonujacych
dowodow, jednak istnieja przestanki, ktore spedzaja sen z oczu
poszukiwaczom sensacji.

Pluton zostat odkryty po wskazaniu na niebie miejsca
hipotetycznego ciala, ktore mogloby zakloca¢ ruch znanego juz
wtedy od ponad 80 lat Neptuna.

Jednak kilka lat temu odkryto ksigzyc Plutona. Odkrycie to
pozwolilo na dokladne wyznaczenie masy ostatniej planety

i stwierdzenie, ze... to nie tylko Pluton zakloca ruch Neptuna,
bo ma za malg mase¢. Poszukiwania rozgorzaly na nowo, cho¢ bez
wielkich nadziei — kolejna planeta moze by¢ tak stabo widoczna,
ze zarejestrowanie jej najczulszymi kamerami bgdzie niemozliwe.
Aby ulatwi¢ znalezienie ewentualnie istniejacego Transplutona,
astronomowie probuja wyznaczy¢ jego polozenie, aby bylo ono
zgodne z wynikami analizy zaklocen ruchoéw Neptuna i Plutona.
Nie jest to zadanie fatwe, poniewaz Neptun jeszcze nie obiegt

Storica nawet raz po odkryciu, natomiast Pluton nie pokonat
nawet ¢wierci swojej drogi dookola naszej gwiazdy; orbity tych
planet znane sa wigc z ograniczona dokladnoscia.

Inng metoda moze byc¢ statystyczne badanie orbit komet. Jesli
stwierdziliby$my, Ze istnieje gdzie$ okolica, w ktorej po
opuszczeniu znanej nam czgsci Ukladu Slonecznego wyraznie
zbaczaja one ze swojego eliptycznego toru przed kolejnym
powrotem w poblize Storica — mogliby$émy podejrzewaé
istnienie w tym miejscu planety przyciagajacej grawitacyjnie
zapedzajace si¢ w jej okolice komety.

Wielokrotnie juz pojawialy sie informacje, ze poszukiwana
planeta powinna znajdowac si¢ w tym czy innym miejscu. Do
odkrycia — bo jedynie bezposrednia obserwacja moze byé¢
odkryciem — dotychczas nie doszlo.

Jesli nawet nie istnieje zadna transplutonowa planeta, to i tak
granice Ukladu Slonecznego moga by¢ znacznie dalej. Niektore
komety oddalaja si¢ od Storica na odleglosci tysiace razy wigksze
niz $rednia odleglo$¢ Plutona (39,5 jednostki astronomicznej, j.a.).
Kometa 1863 VI oddali si¢ prawdopodobnie na odleglo$¢ 120
tysigcy j.a., by potem znowu przeleci¢ tuz obok naszej gwiazdy.
Odlegtosc ta to 45% odleglosci Slonca od najblizszej gwiazdy
Proximy Centauri. Mozna wigc powiedzie¢, ze Uklad Sloneczny
sigga rozmiarami tak daleko, dopdki przyciaganie grawitacyjne
innych gwiazd nie staje si¢ znaczace dla ruchu dalekich komet.
Pioneer jednak wcze$niej czy poZniej i te odlegtosé pokona.

dr Tomasz CHLEBOWSKI

Delta na ICM

W kuluarach odbywajacego si¢ w sierpniu 1983 r. w Warszawie
Migdzynarodowego Kongresu Matematykow byla spora wystawa
wydawnictw. Reprezentowane na niej bylo kilkanascie
najwigkszych firm z calego swiata (Polske reprezentowalo PWN),
a do tego Delra. Cho¢ brzmi to $miesznie, wcale jednak
$miesznie nie wygladalo. Nasze stoisko cieszylo si¢ ogromna
popularnoscig wéréd uczestnikow Kongresu. Nasi ,,subiekei’:
Jerzy Bednarczuk, Ewa Chojnacka i Malgorzata Zalewska (cho¢
wspomagani) mieli przez ponad tydzien, po osiem godzin dziennie,
pelne rece roboty. I nie tylko rece, bo uczestnicy i goscie
Kongresu zadali licznych wyjasnien (byli i tacy, ktorzy prosili

o tlumaczenie calych artykulow). Prezentowali$my Delte, Malq
Delte, Czy umiecie sig¢ dziwié, Biblioteczke Delty oraz plan lekcji

i plakat z Zygmuntem Janiszewskim.

Rozdawali$my Delte i Malq Delte z ostatniego roku oraz plakat
(poza nami tylko Springer co$ rozdawal). Ksiegarnia PKiN
sprzedawala (i sprzedala) to, co zostalo z nakladow

Biblioteczki. Na stoisku reklamowal tez swoj system (kurs jest

w Delcie od wrzeénia) zespol Mizara.

Koledzy z innych stoisk oferowali wspolprace swoich
wydawnictw. Zobaczymy, moze co$ z tego bedzie.



