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Inwersje

Przez I, gdzie s jest okregiem o $rodku O i promieniu r rozumie¢ bedziemy przeksztalcenie
plaszczyzny bez punktu O na nia sama, spelniajace nastgpujacy warunek:

Dla dowolnego, réznego od O, punktu X punkt /, (X) lezy na polprostej OX i OX- OI, (X) = r2.

Przeksztalcenie to nazywa sie inwersjg wzgledem okregu s, a czasem tez symetrig wzgledem s.
Ta ostatnia nazwa bierze sig stad, ze jest to inwolucja — czyli I; (s (X)) = X — tak jak
1 symetrie.

Dla badania inwersji dogodnie jest uzywaé nazwy faricuch, ktora tu bedzie oznacza¢ zarowno
prosta, jak i okrag. Otoz inwersje przeprowadzaja fancuchy w lancuchy (oczywiscie ewentualnie
bez punktu O0).

Aby to udowodni¢, dogodnie jest skorzystac z nastgpujacego lematu '
¥ OXY = ¥ OL (Y) L (X).

Ci z Czytelnikow, ktorzy nie umieja (badZ nie cheg) przeprowadzi¢ dowodu, znajda go

w numerze. W innym miejscu jest tez podany (oznaczony numerem 1) szkic dowodu, ze
obrazem lancucha jest lancuch. Ciekawym problemem jest tez stwierdzenie, jakie laficuchy przy
I, przechodza na siebie (choé, byé moze, ich punkty si¢ przemieszczaja). A oto odpowiedz:

Laricuch przechodzi na siebie przy I;, gdy jest to s, badzZ jest on do s orfogonalny (co oznacza
przecinanie sie linii pod katem prostym).

Szkic dowodu (z numerem 2) gdzie§ w numerze. Warto si¢ o tym przekona¢, albowiem mozna
dzigki powyzszemu twierdzeniu okresli¢ I; bez uzywania O i r? — tylko za pomocs s:

Jesli ortogonalne do s laficuchy p i g przechodza przez X, to ich drugim punktem przeciecia jest
L (X).

Istotnie, jesli X e p n g, to I, (X) € I, (p) n I (q), ale wobec ortogonalnoéci L, (p) = pi L (@) = q.
Zauwazmy, ze nasza druga definicja obejmuje obok inwersji takze symetrie osiowe.

Przy inwersji bardzo bliskie siebie punkty moga si¢ znalez¢ ogromnie daleko (np. gdy lezg tuz,
ale po przeciwnych stronach O). Jezeli to si¢ nam nie podoba, mozna ztu zaradzi¢ traktujac
inwersje na plaszczyznie jako plaski obraz pewnego przeksztalcenia sfery (czyli powierzchni
kuli), ktore tez zreszta jest nazywane inwersja. W tym celu nalezy umie¢ zrecznie przeksztalcaé
plaszczyzne na sfere i sfere na plaszczyzne.

Stosowna metoda jest rzut stereograficzny.

Dokonuje si¢ go przez postawienie na plaszczyZnie sfery i ustalenie, Zze punkt X plaszczyzny
i punkt X’ sfery odpowiadaja sobie, gdy mozna przez nie poprowadzi¢ prostg przechodzaca
przez najdalszy od plaszczyzny punkt sfery.

Rzut stereograficzny jest wiernokaqtny, co oznacza, ze odpowiadajace sobie linie na
plaszczyznie i na sferze przecinajg si¢ pod tym samym katem (szkic dowodu w numerze,
oznaczony 3). Ponadto fancuchom odpowiadaja na sferze okregi (szkic dowodu oznaczony
jest 4).

Wobec tego nasza druga definicja inwersji da nam, zastosowana do sfery, to samo co
przeniesienie inwersji z plaszczyzny na sferg. Nawet co$ lepszego — punkt O tez bedzie mégt byé
przeksztalcony i jego obrazem okaze si¢ najwyzszy punkt sfery. Co wigcej — teraz bliskie punkty
beda przez inwersj¢ przeksztalcane na bliskie. A symetrii osiowych nie bedzie mozna odrozni¢ od
,,normalnych” inwersji.

Ze wzgledu na te udogodnienia chcialoby si¢ sytuacje ze sfery przenie$¢ na plaszczyzne. W tym
celu nalezaloby doda¢ do plaszczyzny ,,dodatkowy” punkt odpowiadajgcy, z zalozenia,
najdalszemu punktowi sfery i ,,zamykajacy” wobec tego wszystkie proste. Po wykonaniu tego
uzupelnienia fanicuchy bgda wszystkie jednakowe, inwersje nie beda odroznialne od symetrii
osiowych. Taki system geometryczny nazywany jest geometria Mobiusa.

A teraz pytanie: nie mamy watpliwosci, ze inwersje na sferze sa przeksztalceniami ciaglymi; czy
(nieuzupelnione) inwersje na plaszczyZnie tez sa ciagle?

A dla tS(ch, ktorych zainteresowaly inwersje, dwa trudniejsze problemy (bez rozwigzania
W numerze):

1. Wykazaé, ze inwersje sg wiernokatne. b
2. Wykaza¢, ze kazdy punkt, ktory mozna skonstruowaé¢ z danych punktéw cyrklem i linijka,
moze by¢ skonstruowany samym cyrklem.
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Rys. 1 Widmo kwazara 3C 273. Na osi pionowej odlozono strumiert

w janskych (1 Jy = 10-22 erg cm~2 s-! Hz-!). Dla pordwnania zaznaczono
kolorem widmo ciala czarnego o temperaturze 10 tysiecy K (w do$¢ dobrym
przyblizeniu odpowiadajgce promieniowaniu gwiazdy).

rozpoczgto intensywne poszukiwania takich obiektow w juz
istniejacych katalogach optycznych badZ dokonujac
odpowiednich optycznych przegladéw nieba, Wigkszoé¢ znanych
dzi§ kwazaréw odkryta zostala w ten wlasnie sposob i okazalo sie,
ze stosunkowo rzadko (~ 10%) towarzyszy im silne
promieniowanie radiowe. Natomiast wsp6lna ich cecha, oprocz

g wspomnianych wyzej wlasnosci optycznych, jest silne

promieniowanie rentgenowskie, czego dowiodly obserwacje

przeprowadzone w latach 1978—1981 z orbitujacego dookola

Ziemi teleskopu rentgenowskiego ,,Einstein”. Kwazary swieca

. silnie takze w podczerwieni i przynajmniej niektore —

W dziedzinie gamma. Widma kwazarow sa wiec bardzo

" rozciagnigte i nie moga byé thumaczone zadnymi procesami
gwiezdnymi (rys. 1).

Rys. 2 Mapa radiowa radiogalaktyki Cyg A.
Krzyiyk oznacza pozycje jadra galaktyki.

Zardwno odlegloéei, jak i jasnodci obliczane
54 na podstawie znajomoéci przesunigé linii
emisyjnych ku czerwieni, z = AA4[4, ktére
interpretuje sig jako efekt dopplerowski
zwigzany z ucieczka kwazardw spowodowang
ekspansja Wszech§wiata, Wiekszosé

znanych kwazaréw ma z = 1 i nie mozna do
obliczania ich odleglosci stosowaé liniowego
prawa Hubble'a d = cz/H,, gdzie H, —
stala Hubble’a, lecz trzeba uzywaé bardziej
skomplikowanych formul uwzgledniajacych
nie tylko tempo, ale i dynamike ekspansji
charakteryzowang przez tzw. parametr
deceleracji g.

Jeszcze przed odkryciem kwazaréw dysponowano danymi obserwacyjnymi wskazujacymi na duzg
aktywnos¢ niektorych galaktyk. Znane byly galaktyki Seyferta, charakteryzujace sie silnymi

i szerokimi liniami emisyjnymi produkowanymi w ,,punktowych” jadrach, ktorych jasnosci
nierzadko doréwnuja jasnoéciom calych galaktyk. Znane byly tez radiogalaktyki, czyli

galaktyki, ktorym towarzysza rozlegle struktury radiowe o jasnosciach 10** — 10** erg/s (dla
poréwnania: jasno$¢ radiowa naszej Galaktyki wynosi okolo 10°® erg/s). Czesto struktury te sa
podwadjne, tzn. skfadaja si¢ z dwoch radiooblokéw lezacych po przeciwnych stronach galaktyki
(rys. 2). )

Dos¢ szybko zwrocono uwagg na liczne podobiefistwa miedzy formami aktywnosci

w galaktykach i kwazarach; ,,punktowe” Zrodla centralne i widma liniowe to jest to, co laczy
kwazary z galaktykami Seyferta, rozlegle podwojne struktury radiowe wskazuja z kolei na
zwiazek niektorych radiowych kwazaréw z radiogalaktykami. Nic wiec dziwnego, ze juz od
chwili odkrycia pierwszych kwazaréw (3C 273 i 3C 48) sporo ludzi podejrzewalo, ze znajduja si¢
one w jadrach galaktyk. Potwierdzeniem tego staly si¢ obserwacje slabych poswiat optycznych
widocznych w otoczeniu najblizszych kwazaréw. Rozmiarami i jasnosciami poswiaty te
odpowiadaja typowym galaktykom, a ostatecznego dowodu na ich gwiezdna nature dostarczylo
zesztoroczne odkrycie gwiezdnych linii absorpcyjnych w poswiacie kwazara 3C 48, Trudnoéci
zwigzane z identyfikacja populacji gwiezdnych woko6l kwazaréw biora sig stad, ze kwazary
przewaznie s bardzo odleglymi obiektami oraz ze ich jasnosci dominuja zdecydowanie nad
otaczajaca je struktura galaktyczna: od najblizszych kwazaréw dziela nas dziesiatki milionéw lat
$wietlnych, od najdalszych — ponad miliard lat §wietlnych, a jasnoéci zawieraja si¢ pomiedzy
10*5 ergfs a 10%® erg/s, $wieca wiec od 10 do 10000 razy silniej niz nasza Galaktyka.

Niemalym zaskoczeniem bylo odkrycie zmiennosci niektérych kwazarow. Z prostych bowiem
rozwazan bazujacych na zasadzie przyczynowosci otrzymuje sig, ze rozmiary obiektow
zmiennych, wyrazone w jednostkach §wietlnych (R/c), nie moga by¢ wigksze niz czas
zauwazalne;j fluktuacji jasnosci. Obserwowane czgsto zmiany jasnosci kwazardw w skali czasowej
rzgdu jednego roku ,,ograniczaja™ wige ich rozmiary do co najwyzej jednego roku §wietinego.

Znane sa rowniez kwazary wykazujace dynamiczne zmiany jasnoéci w ciggu tygodni,

a niekiedy nawet w ciggu dni i godzin. Obiekty te oznaczane s czesto skrétem OVV

(optically violent variables). Wyrézniajg si¢ one dodatkowo spoérdd ,,spokojnych” kwazardw
tym, ze towarzysza im silne, zwarte i zmienne radioZrodta pokrywajace sie pozycyjnie z obrazem
optycznym kwazar6w, a strumieri promieniowania optycznego, radiowego i w podczerwieni jest
w duzym stopniu spolaryzowany. Podobne wiasnosci maja tzw. lacertydy, obiekty, z ktérych
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Rys. 3 Ekspansja ,,ponad$wietlna’ wyrzutu
z 3C 273 (mas: mili-arc-second = 0,001")

Predkodé relatywistyczna oznacza tu predkodé
poréwnywalna z predkoscia $wiatla.
Kolimacje wiazki mozna tu okreélié jako
odwrotno$é najwiekszego z katéw miedzy
torami czastek, jakie si¢ na nia skiadajg.

Mo—m.asa Slorica(l MO = 1.99 X103 g)

Inwersje'— lemat

Poniewai OX - OI,(X) = r? = OY - OI(Y),
wigc

oY OIL,(X)

oxX =5 Ol Y)
i, wobec wspdlnego kata, tréjkaty OXYi

OI,(Y) I,(X) 53 po

czesé udalo sie zlokalizowaé w jadrach gigantycznych galaktyk eliptycznych, a rézniace sie od
OVYV jedynie brakiem silnych i szerokich linii emisyjnych. Czy jednak ograniczenia
rozmiarow kwazaro6w, wynikajace ze skali czasowej zmiennosci, stosuja si¢ w kazdej sytuacji
fizycznej, a w szczegolnosci do OVV i lacertyd?

Odpowied?Z na to pytanie zostala niejako podsunieta ,,z zewnatrz”. Astronomowie zajmujacy sie
problemem rozleglych radiozrédel zapostulowali koniecznoéé ciaglego ich zasilania, aby
unikna¢ zbyt szybkiego ich wygasnigcia. Brytyjski astronom — teoretyk prof. Martin Rees
zasugerowal, ze zasilanie to moze i$¢ ze zrodta centralnego w postaci strugi czastek.

I rzeczywiscie radioastronomowie zaobserwowali waskie, dlugie struktury radiowe (dzety)
rozciagajace si¢ pomiedzy kwazarami i jadrami radiogalaktyk a zewnetrznymi radiooblokami
znajdujacymi sie¢ w odleglosciach dochodzacych do kilku milionéw lat $wietlnych.

Nastgpnie interferometryczne obserwacje radiowe centralnych zwartych radiozrodet pokazaly, ze
ich struktury sa czesto wydtuzone tworzac swego rodzaju mini-dzety o rozmiarach rzgdu kilku
lat $wietlnych. Gdy stwierdzono, ze do$¢ dokladnie leza one na osi symetrii zewngtrznych
struktur radiowych, utwierdzono sie w przekonaniu, ze rzeczywiscie mamy do czynienia

z transportem materii z centralnego Zrodla. W migdzyczasie $wiat dowiedzial sig, ze
astronomowie zaobserwowali predkosci ponadéwietlne. O predkosciach takich doniosty
obserwacje kilku stosunkowo bliskich, silnych i zmiennych Zrodet centralnych. W ciagu kilku lat
stwierdzono u niektorych z nich zmiany strukturalne przejawiajace si¢ wzrostem separacji

dwéch ,,pikow” radiowych (rys. 3). Mnozac predkos¢ katowa rozszerzajacej sig struktury przez
jej odlegtos$é od nas otrzymano tangencjalna (poprzeczng) sktadowa predkosci kilka, a w jednym
przypadku nawet kilkanascie razy przekraczajaca predkosc $wiatla. Zjawisko to znajduje proste
wyjasnienie w modelu, w ktorym mini-dzet jest relatywistyczny (materia przemieszcza si¢ w nim
z predkoscia v > 0,7¢) i tworzy maly kat z nasza linig widzenia (patrz Delta 9/1982).
Rzeczywista predko$¢ jest (oczywiscie) mniejsza niz c. W modelu tym jeden pik radiowy zwigzany
jest z poczatkiem dzetu lub Zrédlem centralnym, a drugi — z niejednorodnoscia (zageszczenie,
fala uderzeniowa) poruszajaca si¢ wzdtuz dzetu z predkoscia nieco wigksza niz materia. Przy
powyzszych zalozeniach $wiecenie niejednorodnosci i jego fluktuacje zostaja silnie wzmocnione
efektem dopplerowskim. Pokazano, ze takie niejednorodno$ci moga $wieci¢ takze w podczerwieni,
w dziedzinie optycznej i dalszych nawet zakresach. Tak czy inaczej interferometryczne
obserwacje radiowe pokazuja, ze w obszarze centralnym o promieniu mniejszym od jednego roku
$wietlnego strugi czastek maja relatywistyczne predkosci i sa skolimowane. Ich kolimacja

i przy$pieszanie powinny wiec zachodzi¢ znacznie ,,glebiej”, dokad, ze wzgledu na ograniczona
zdolnos¢ rozdzielcza, nawet przy udziale radiowych systemow interferometrycznych o bazach
migdzykontynentalnych nie mozemy bezpoérednio zajrze¢.

Do rozszyfrowania tego czego$ w $rodku trzeba wiec dochodzi¢ drogami posrednimi, przez
poszukiwanie takich wlasnoéci kwazaréw, ktére by w istotny sposob weryfikowaly
stosowalno$¢ proponowanych modeli. Jedna z takich wlasnosci jest czas zycia kwazarow.

Z diugosci niektorych dzetéw wynika, e ich produkcja musi trwaé co najmniej 10 min lat,
nawet przy zalozeniu relatywistycznej predkosci przemieszczania si¢ materii na calej ich dtugosci.
Co wigcej, w ciagu tak diugiego okresu czasu powinno byé zachowane tempo i kierunek
wyrzutu, na co wskazuja dtugie, prostoliniowe dzety niewiele zmieniajace swa jasno$¢ na calej
swej dlugosci. Inna, nie mniej istotna wlasnoscia jest masa kwazara, Minimalna jej warto§é
mozna oszacowac z rownosci Eddingtona wyrazajacej rownowage pomiedzy sitami zwigzanymi
z cisnieniem promieniowania a sitami grawitacyjnymi, dzialajacymi na czastki §wiecacego
obiektu. Wynika z niej, ze M = (L/Lo)- M, gdzie L jest jasnoécia kwazara (w ergfs), a Ly =
= 10°® erg/s, a stad, zeby utrzyma¢ w centrum jadra materie produkujaca promieniowanie

w tempie 10** — 10*® erg/s, potrzebne sa tam masy nie mniejsze niz 107 — 10'° Mg,

Zakladajac, ze podstawowa struktura kwazara jest taka sama niezaleznie od réznic ilociowych,
a nawet jakosciowych przejawiajacych si¢ w dominacji poszczegdlnych form aktywnosci,

w modelach kwazaréw powinno si¢ daé:

— ulokowaé masg nie mniejsza niz 107 — 10'° M w obszarze o promieniu znacznie mniejszym

~od jednego roku $wietlnego,

— produkowa¢ w tym obszarze energi¢ w tempie dochodzacym do 10%® ergfs, majaca swoje

“ujscie w postaci promieniowania obejmujacego bardzo szeroki zakres widma, oraz w postaci

skolimowanej relatywistycznej strugi czastek,

— utrzyma¢ quasi-stacjonarna aktywnos$¢ i wyrdzniony kierunek wyrzutu strugi czastek
w przeciagu co najmniej 107 lat.

W ciagu 20 lat pojawily si¢ dziesiatki modeli kwazaré6w. Postulowano m.in. geste skupiska

gwiazd, w ktérych mozna by sig spodziewaé produkcji energii w takich procesach, jak wzajemne
zderzenia gwiazd, czgste wybuchy supernowych, akrecja (spadek) materii na gwiazdy
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E-Og obrotu

Rys. 4 Model grubego dysku akrecyjnego
wokét czarnej dziury (w przekroju).

Is(X)

(’3

Rys.a

neutronowe i czarne dziury pochodzenia gwiezdnego. Proponowano tez supermasywne ,,gwiazdy”’
czerpiace energie z grawitacyjnego kurczenia sie, spinary i magnetoidy bedace supermasywnymi
wariantami pulsaréw, i wreszcie supermasywne czarne dziury wraz z akreujaca na nie materiq.
W obliczu wymienionych wezesniej warunkow najwigksze szanse daje sie tym ostatnim.

W poblizu czarnych dziur mozna osiggaé nie spotykana w ,,nieanihilacyjnych’ procesach
efektywnos¢ zamiany masy spoczynkowej na energig, bo dochodzaca do 40%. Przy takiej
wysokiej efektywnosci akrecja kilkudziesieciu M [rok jest w stanie zapewnié produkcje energii

w tempie odpowiadajgcym maksymalnym jasnosciom kwazarow. '

Czarna dziura z akreujaca na nia materia jest ukladem, ktéry moze przejawiac swoja
zywotno$¢ na wiele roznych sposobow. Jest to uzaleznione od takich czynnikow, jak masa
czarnej dziury i jej moment pedu, tempo akrecji, natezenie i struktura pol magnetycznych
wmrozonych w akreujaca materig itd. Stad tez wynika caly wachlarz teoretycznych modeli
proponujacych przerozne scenariusze akrecji wraz z towarzyszacymi jej wysokoenergetycznymi

‘procesami. Akrecja moze by¢ sferyczna badz dyskowa, dyski moga byé grube i cienkie, mniej

lub bardziej stabilne, otoczone termiczng korona badz magnetosfera. W przypadku bardzo
grubych dyskéw mamy w poblizu czarnej dziury konfiguracje quasi-sferyczna z waskim
kanatem wzdluz osi rotacji (rys. 4). W kanalach takich moga by¢ kolimowane i rozpedzane
ci$nieniem promienistym strugi czastek wyrywanych z powierzchni dysku. Dzety moga byé
rowniez produkowane i kolimowane w wyniku ztozonych procesow elektromagnetycznych
zwiazanych z dyskowa akrecja materii wlokacej ze soba znaczne ilosci pola magnetycznego.

W ukladzie ,,czarna dziura — akreujaca materia” daje si¢ tez odtworzy¢ charakterystyczne dla
kwazarow szerokie widma promieniowania. W modelach dyskowych ,,optyka i ultrafiolet”

sa produkowane w samych dyskach, natomiast promieniowanie rentgenowskie i gamma —

w goracych koronach dyskowych w wyniku rozpraszania ,,fotonow dyskowych™ na
wysokoenergetycznych elektronach korony. Korony moga by¢ grzane poprzez dyssypacje
energii wynoszonej z powierzchni dysku w postaci silnych fal akustycznych,
magnetohydrodynamicznych badz w wyniku licznych rozblyskow zwigzanych z niestabilnosciami
natury magnetycznej (tak jak na Storicu). Zrodiem wysokoenergetycznych elektronow,
stanowiacych swego rodzaju wzmacniacz fotonowy, moga by¢ réwniez fale uderzeniowe
generowane w rozrzedzonym oérodku nad dyskiem w zderzeniach oblokow materii lub gwiazd
osiggajacych w poblizu czarnej dziury predkosci bliskie predkosci Swiatla. ;
Wysokoenergetyczne procesy zachodzg réwniez w dzetach, gdzie fotony radiowe i podczerwone
produkowane w mechanizmie synchrotronowym zostaja wzmacniane na relatywistycznych

 elektronach, ktére je wyprodukowaly, a wtérne rozpraszanie tych ostatnich moze daé

promieniowanie gamma. Fotony gamma moga by¢ tez produkowane w procesach rozpadu
piondéw powstajacych w rezultacie zderzerh wysokoenergetycznych nukleonéw. Warunki
sprzyjajace takim procesom panuja w bliskim otoczeniu czarnej dziury.

Nie wymienili$my tu wszystkich mozliwoéci, istotne jednak jest to, ze gleboki dot potencjalny
wokoét czarnej dziury stwarza doskonale warunki do realizowania sie najprzerdzniejszych
wysokoenergetycznych procesow zapewniajacych nam zaréwno emisje fotonéw o bardzo duzyrn
zakresie energii, jak i produkcje relatywistycznych dzetow.

Fl

Inwersje — 1

Prosta przez O przechodzi na siebie. Okrag
przez O przechodzi (oznaczenia z rys. a),
wobec lematu, na prosty przez I(X)
prostopadia do OI,(X). Prosta nie przez O,
wobec inwolucyjnosci I, przechodzi na

okrag przez 0. Okrag nie przez O (oznaczenia
z rys. b}, po dwukrotnym zastosowaniu
lematu, przechodzi na okrag o $rednicy

LX) ().

Rys. b

Inwersje — 2

Przypadek, gdy lanficuch to prosta, jest
oczywisty. Gdy okrag o jest ortogonalny do
okregu 5, styczna do o w ich punkcie
przecigeia A przechodzi przez O.

W oznaczeniach z rysunku, wobec rownosci

kata wpisanego OY A i dopisanago OAX,
trojkaty OYA4 i OAX sa podobne, a wiec
or o4
04 ox '
czyli OX -0 = 042 = r2 i ¥ = L(X).
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Solitony podmorskie?

W 1967 roku Kruskal i jego wspolpracownicy z Princeton
odkryli ogdlng metode rozwiazywania nieliniowych rownar
falowych, tzw. metode odwrotnego rozpraszania. Umozliwila ona
dokonanie wielkiego postgpu w badaniach nad tymi

Jak dotychczas postep ten ogranicza si¢ jednak do réwnan

falowych w jednym wymiarze przestrzennym, np. opisujacych

fale powierzchniowe na wodzie w waskim kanale. Nie wiadomo,
czy stabilne solitony moga si¢ pojawia¢ w ,,prawdziwym”,
wielowymiarowym $wiecie.

Tym wigksze zainteresowanie wzbudzily wigc niezwykle

rownaniami i ich szczegdinymi rozwigzaniami — solitonami. zaburzenia zaobserwowane na powierzchni morza pomigdzy

wyspa Borneo a Filipinami. S3 one widoczne na fotografiach

satelitarnych tego obszaru w postaci serii prazkéw o dlugosci

ponad 100 km, przemieszczajacych si¢ z duza predkoscia

(ok. 2,5 m/s) na odleglo$¢ ok. 400 km (rysunek). Blizsze
badania wykazaly, ze zaburzenia te s3 wtornym przejawem
przemieszczania si¢ znieksztalcen granicy pomigdzy
powierzchniowa warstwa cieplej wody a zimna warstwa
glebinowa. Maja one postaé grzbietow cieplej wody

o szerokosci 2—3 km, siggajacych dziesiatki metréw ponizej
normalnej granicy pomiedzy warstwami. Charakterystyczne jest
to, ze zaburzenia te zgrupowane sa w serie, w ktorych kazda

fala ma amplitude mniejsza niz poprzednia. Podobnie jest dla
solitonow: predkos¢ przemieszczania sig solitonu rosnie z jego
amplituda.

Zaburzenia te przenosza ogromng energi¢, powodujac powstawanie
silnych pradow podwodnych zaklocajacych prace platform
wiertniczych, z ktérych prowadzone sa poszukiwania ropy

naftowej pod powierzchnia dna morskiego (bylo to zreszta
jednym z powoddéw podjecia badan nad tym zjawiskiem). Byé
moze ma ono takze zwiazek z tajemniczym zaginieciem kilku

todzi podwodnych.

(na podstaw ie Physics Today, listopad 1980)

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

| .
M 343. Wykazad, ze jezeli a+ — jest liczba calkowita, to dla kazdego naturalnego n liczba
a

1
a"+ — jest calkowita.
e .
Rozwigzanie na str. 15

M 344, Kazda glowna przekatna szesciokata wypuklego ABCDEF potowi jego pole. Wykazaé,
ze przekatne te maja punkt wspolny.
Rozwigzanie na str. 9

M 345, Czworoscian foremny rzutujemy prostokatnie na plaszczyzng. Przy jakim jego
polozeniu pole rzutu jest najwigksze?
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 140. Mamy igle magnetyczna zamocowang w taki sposob, Ze jej osia obrotu jest
prostoliniowy nieskoniczony przewod, w ktorym plynie prad staly o kierunku takim jak na
zalaczonym rysunku. Jak zachowuje sig igta? Opory ruchu, oddzialywanie Ziemi oraz efekty
wlaczeniowe nalezy zaniedbac.

(Zadanie nadeslal p. St. Mrowczynski)

Rozwigzanie na str. 14

F 141. Wzdhluz osi symetrii przewodnika kolowego (prostopadlej do plaszczyzny petli) biegnie
nieskoriczony przewodnik prostoliniowy. Przez oba przewody przeplywa prad. Jaki ksztalt maja
linie indukcji pola magnetycznego w poblizu zwoju?

Oférodkiem otaczajacym jest proznia.

Rozwiazanie na str. 16



Klub 44

Skrot regulaminu

Liga zadaniowa Wydziatu
Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego

i Redakcji ,,Delty”

Kaidy moze nadsylad rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+ 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w nr. n+ 4. MoZna nadsylaé rozwigzania trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielne] kartce),
moina to robié co miesige lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoécia do 0,1.

CzoXdwka ligi zadaniowej "Klub 44" QesnRamony oot

po uwzglednieniu ocen rozwiazarn
zadar 2 numeru 4/1983

suma ocen za rozwiazania danego zadania

liczba osob, ktore nadeslaly chod jedno rozwigzanie z numeru

i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje on czlonkiem Klubu,

yEaoE ryia = Bytom 46,48pkt nadwyzka punkidw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Mariusz Fiszer - Duszniki 2d.46,17pkt Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, oraz nasza Redakeja. -
Artur Smolczyk - Tarnéw Op. 38,68pkt Szczepdlowy regulamin zostat wydrukowany w nr. 9/1981.

Byszard Pagace = Zawadskie 32, 41pkt

Tomasz Biegagski - Lublin 32,06kt :

Andrzej Pawrowski - Zabrze 31,76pkt  Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Marian Roman - Exk 30,16pkt

PaweX EKamiriski = Warszawa 28,88pkt

Wspdtezynniki trudnodci zadar 52, 53,543

2,82 2,17 3,56 Zadania nr 64, 65, 66

Powtdrne prgzekrocszenie bariery 44:
pan Jacek Uryga

Nowe nazwisko w Klubie 44:
pan Mariuse Fiszer

Termin nadsylania rozwigzan: 31 XII 1983

64. Przedstawic liczbg 1000000 w postaci sumy skoficzenie wielu liczb dodatnich tak, by ich

iloczyn byt mozliwie najwigkszy. (Sktadniki moga by¢ dowolnymi dodatnimi liczbami
rzeczywistymi, niekoniecznie roéznymi; liczba skladnikow nie jest zadana, nalezy ja dobraé

optymalnie).

65. Czy mozna podzieli¢ szeScian na skonczona liczbg szeScianow roznej wielkosci?

(Skonstruowaé podzial lub udowodnié jego niewykonalno$é).

66. Wyznaczy¢ najwigksza liczbg naturalna, ktéra ma w przedstawieniu dziesigtnym wszystkie
cyfry rozne i ktora dzieli si¢ przez kazda ze swych cyfr.
Zadanie 66 przystal nasz Czytelnik, pan Jerzy Janowicz z-Boleslawca.

[nv(ersje —3

Oznaczmy przez Z punkt sfery polozony najdalej od plaszezyzny a, na ktdra
rzutujemy. Poprowadzmy plaszczyzny # i v styczne do sfery odpowiednio

W Z i X', oraz plaszezyzng 6 prostopadia do «, §i 7.

W przecigeiu @ n ¥ » & mamy punkt 4, a w przecigeiu f ny v d— B,

Z zaznaczonych na rysunku a przystawan katéw wynika podobienistwo
trojkatow XAX'i ZBX'. Poniewaz tréjkat ZBX’ jest rownoramienny (dlaczego?)
wigc mamy X4 = AX’.

Jedli poprowadzimy w y dowolna prosta przez X' i oznaczymy przez C jej punkt
przecigcia z & M 3, to uzyskamy XC = XC'. Teraz moZemy juz wziaé pod
uwage styczne do dwoch przecinajgeych sie w X linii na % i styczne do ich
obrazow w X’ na sferze. Te drugie leza oczywiscie w 3. Odpowicdnie styczne
pezecinaja sie (dlaczego) na & m 3 w punktach, ktdre oznaczmy przez K i L.

W my$l poprzednicj czesci dowodu mamy XK = KX’ i XL = LX’, a wige
trojkaty KXL i KX'L sy przystajace (rys. b).-W szezegélnoici ¥ KXL =

= ¥ KX'L. 2

Rys. a 2 Rys. b



Inwersja, stozkowe 1 inni

Inwersja

Jezeli mamy na plaszczyZnie dany okrag o(A, t), to inwersja wzgledem tego okregu (lub inwersja
o $rodku A i promieniu t) nazywane jest takie przeksztalcenie plaszczyzny, przy ktorym
obrazem dowolnego punktu P jest punkt P’ nalezacy do polprostej AP, spelniajacy warunek
AP- AP = 12

Jezeli okrag inwersji ma rownanie x2+ y* = t2, to przy inwersji wzgledem tego okregu punkt
P = (x, y) zmienia wspolrzedne wedlug wzorow:
t? 2

1 X =-—— x, = - )
(1 = e ¥ e e »

Inwersja przeksztalca proste przechodzace przez A na siebie, proste nie przechodzace przez 4 na
okregi przechodzace przez A (i odwrotnie: okrggi przechodzace przez A na proste nie
przechodzace przez A), natomiast okregi nie przechodzace przez A na okregi nie przechodzace
przez A. Nie bedziemy si¢ tu jednak tym szczegdlowo zajmowac. Bardziej nas bedzie
interesowaé, jak wygladaja obrazy niektorych krzywych stozkowych, takich jak hiperbola czy
parabola, przy inwersji wlasnie.

Poniewaz niektore rachunki wygodhiej jest przeprowadzac¢ we wspotrzednych biegunowych,
przypomnijmy, jak wygladaja rownania stozkowych we wspoélrzednych biegunowych.

Wspdlrzedne biegunowe

P Obierzmy na plaszczyZnie euklidesowej dowolny punkt F i polprosta b o poczatku F. Wowczas
kazdy punkt P plaszczyzny jest wyznaczony jednoznacznie przez swoja odleglosé r od punktu F
i kat @ (rys. 1). Para (r, ¢) nazywana jest wspolrzednymi biegunowymi punktu P, punkt F
biegunem, a polprosta b osia biegunowa. ;

A b Wygodnie jest przyporzadkowaé kazdemu punktowi o wspolrzednych biegunowych (r, ¢) druga
F pare ,,wspOlrzednych”:
Rys. 1 } 2) (r, @) = (—r, p+a).
Wzory na zmiang¢ wspolrzednych biegunowych przy inwersji o $srodku 4 = (0,0) i promieniu #
maja postac:
S T g2
P B (3) ¢ =0, r=—,
r
el 5 SRR Stozkowe we wspotrzegdnych biegunowych
\ Przypomnijmy, ze stozkowa o ognisku F, kierownicy k i mimosrodzie e (¢ > 0) nazywany
jest zbidr takich punktow P, ktorych stosunek odleglosci od ogniska F do odleglosci od
kierownicy k rowny jest e (rys. 2).
g Obierzmy uklad wspélrzednych biegunowych tak, by ognisko F bylo biegunem, a 0§ biegunowa
o e byta prostopadia do kierownicy i przecinala ja w punkcie F’. Znajdziemy réwnanie stozkowej
Rys. 2 5 w takim ukladzie wspotrzednych.
Niech punkt P o wspolrzednych (r, ) bedzie dowolnym punktem stoikowej, a RF=f (rys. 3).
Wowczas r= PF=e¢:- PP = e P'F' = e(FF'—r-cos p) = e(RR'—r-cos ¢) =
RF
= e(—— —r-cos@|=f—e-r-cosg,
e
stad r = f—r-e-cos @ i ostatecznie
4) ro= ~—---f (r > 0).
5 ecosp+1
i Roéwnanie to jest rownaniem elipsy (dla 0 < e < 1) lub paraboli (dla e = 1) badz tez jednej
galezi hiperboli. Dlatego w przypadku hiperboli, gdzie punkty drugiej jej galezi leza po
przeciwnej stronie kierownicy niz odpowiadajace jej ognisko, musimy to réwnanie uzupeini¢
rownaniem drugiej jej galezi
k &) Fi= 4 (r>0),
| e cos p—1
Rys. 3 ktore otrzymujemy przeprowadzajac analogiczne rachunki,
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Rys. 4

Rys. 6

P=(r/¢)
r \
b
i
k
Rys. 9

Lemniskata Bernoulli’ego

Jesli hiperbolg rownoosiowa o réownaniu x*—y? = ¢2 przeksztalcimy przez inwersje o srodku
A = (0,0) i promieniu #, to jej obraz bedzie mial rownanie 12 (x2—y?) = (x2+3?)?, ktore
otrzymujemy stosujac wzory (1) na zmiang wspblrzednych przy inwersji. Krzywa ta to
lemniskata Bernoulli’ego (rys. 4).

Lemniskat¢ mozna otrzymac i w inny sposéb. Zbiorem pﬁnkt(’)w, ktorych iloczyn odleglosci od
dwoéch danych punktow F i G jest staly i rowny s, jest krzywa nazywana owalem Cassiniego. Na
rysunku 5 widzimy, jak wyglada owal Cassiniego, w zaleznoéci od stosunku s do d — odleglosci

punktow Fi G. Dla duzych s owal ten jest spojna krzywa i jedli s maleje, to po przekroczeniu
2

d\? d i
(E) ,,beka’ na dwie czesci. W granicznym przypadku, dla s = (E) otrzymujemy rownanie

d? d d
5 (x?—yp*) = (x2+y*)? w ukladzie wspolrzednych, w ktérym C = (_E’ 0) D= (E’ 0).

Jest to wigc po prostu lemniskata Bernoulli’ego (rys. 5).

Rozwigzmy teraz nastepujace zadanie:

Dane sg prostopadle proste k i / przecinajace si¢ w punkcie 4. Znalezé zbior rzutow
prostokatnych A’ punktu A4 na proste wyznaczajace wraz z prostymi k i / w ,,lewej” i ,,prawej”
¢wiartce plaszczyzny trdjkaty o danym polu 12 (rys. 6). :

Niech dane proste k i / maja réwnania x—y = 0i x+y = 0. Z warunkéw zadania wynika, ze
proste, na ktore rzutujemy punkt A, to styczne do hiperboli o réwnaniu x2—y? = 12, Maja
wigc one rOwnania postaci p;x—p,y = t2, gdzie punkt stycznoéci ma wspolrzedne P = (p,;,p,).
Wobec tego proste odpowiednio do nich prostopadle, przechodzace przez 4, maja rownania
P:x+py =0,

Po wyeliminowaniu z ukladu rownan

Pix—pyy = t*
P2x+py =0

pi-pi=1*

parametrow p; i p, otrzymujemy réwnanie 12(x2—»?) = (x%+4y?)?, a wiec znowu réwnanie
lemniskaty Bernoulli’ego (rys. 7). -

slimak - Pascala

Slimakiem Pascala nazywa¢ bedziemy krzywa otrzymana w nastepujacy sposob:

Na danym okregu o §rodku A i promieniu u obieramy dowolny punkt F. Przez ten punkt
prowadzimy proste, a na tych prostych odkladamy od punktdéw przecigcia z okregiem,

w obydwie strony, odcinki o danej dlugoéci s. Korice tych odlozonych odcinkéw tworza krzywa
nazywang $limakiem Pascala (rys. 8). Jesli uklad wspolrzednych biegunowych obierzemy w ten
sposob, by F byl biegunem, a o$ biegunowa przechodzita przez A, to slimak Pascala opisywaé
beda réwnania: i

(6) r = 2u-cos g+s, r = 2u-cos g—s (r> 0,995<—%,; )

Jedno z nich odpowiada koricom odcinkéw odkladanych w jedna strong od punktéw przeciecia
z okregiem, a drugie — w druga. Wobec umowy (2) warunki (6) mozna zastapi¢ przez

4] ' r = 2u-cos g+s, p€e0,2n) lub
(7 : r = 2u-cos p—s, @ €40, 27).

Przeksztalémy jeszcze raz hiperbole przez inwersje wzgledem okregu o promieniu ¢, ale tym
razem niech Srodkiem inwersji bedzie ognisko hiperboli. Rachunki przeprowadzimy we
wspolrzednych biegunowych, przy czym biegunem F bedzie ognisko hiperboli, a 0§ biegunowa
prostopadia do kierownicy, przechodzaca przez drugie ognisko (rys. 9).

Po zastosowaniu do rownan (4) i (5), opis;ujqcych obie galezie hiperboli, wzorow (3) na zmiane
wspolrzednych przy inwersji o $rodku w ognisku obraz jednej galezi hiperboli bedzie krzywa
et? i =
7 *cos g+ —f (r > 0), a obraz drugiej rownaniem r =
etr? £

= ——*COS p— ? (r > 0). Otrzymali$my wigc roOwnania opisujace $limak Pascala (rys. 10).

f

opisang rownaniem r =




Rys. 10

Owalem Kartezjusza nazywaé bedziemy zbior takich punktéw P, ktoérych odlegtosci ri ry od
stalych punktéw F i D spelniaja warunek

(8) r+sry=u lub r—sri=u,

]

gdzie s i u s3 pewnymi stalymi, przy czym s# 1, —1.

Obierzmy uklad wspotrzednych biegunowych tak, by F byl biegunem, a o$ biegunowa
przechodzila przez D (rys. 11) i niech FD = d.

Wowczas

(©) r} = r*+d*—2rd-cos g.

Podstawiajac (8) do (9) otrzymujemy réwnanie owalu Kartezjusza we wspolrzgdnych
biegunowych:

(10) r3(s*—1)—2r(ds* -cos p—u)+s*d*—u* = 0.

W zaleznosci od parametrow s, u, d owal Kartezjusza moze by¢ spojna krzywa badZ moze
rozpa$¢ sie na dwie czesci. Jezeli parametry wyznaczajace owal Kartezjusza obierzemy tak, by
u = s- d, jego rownanie przybierze posta¢: r(s>—1) = 2d?s- cos p—2sd. Porébwnujac je z (7”)
widzimy, Ze jest to rébwnanie $limaka Pascala (rys. 12), ktory jest wigc szczegélnym
przypadkiem owalu Kartezjusza.

Kardioida

Powrdémy jeszeze do réwnania (7°) §limaka Pascala. Jesli przyjmiemy s = 2u, to ten szczegdlny
przypadek slimaka Pascala nazywa¢ bedziemy kardioidg (rys. 13). Rownanie kardioidy ma wigc
we wspolrzednych biegunowych posta¢ r = 2u (cos g+ 1).

Przeksztal¢my teraz parabole przez inwersje o §rodku w jej ognisku i promieniu f. Stosujac
wzory (3) do rownania paraboli (e = 1) otrzymujemy réwnanie jej obrazu r = f(cos ¢+ 1),

a jest to, jak widzimy, rownanie kardioidy (rys. 14).

Kardioid¢ mozemy otrzymaé takze w jeszcze inny sposéb. Tym razem niczego nie bedziemy
liczy¢. Bedziemy za to toczyé. Zobaczymy, po jakim torze porusza si¢ punkt okregu, toczacego
si¢ po zewnetrznej stronie drugiego okregu o takim samym promieniu r. Niech okrag o, toczy si¢
po okregu o,. W pozycji wyjsciowej okregi te sa styczne w punkcie A4 (rys. 15). Po przetoczeniu
sie okregu o, po luku AG punkt A, ktorego drogi szukamy, znalazl si¢ w punkcie E. Poniewaz
tuki AG i EG sa przystajace, czworokat EWKA jest trapezem rOwnoramiennym. Stad za$
wynika, ze czworokat EWKI jest rownoleglobokiem. W takim razie dlugosé odcinka ET

rowna jest 2r, niezaleznie od tego, jak daleko przetoczyl si¢ okrag o, . W takim razie punkt 4
porusza si¢ po szczegblnym przypadku §limaka Pascala — po kardioidzie.

dr Jerzy BEDNARCZUK
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Rys. 15

Rozwiazanie zadania M 344,
Przypusémy, ze przeksgtne te tworzg trojkat

(LM . Z réwnosici Sgpecp = Sgcpe = 5 : P :
BE e ool ol Mnozgc trzy ostatnie rdwnosci stronami

= — S4pcpEF MAMY S4px = SKDEs oUrzymamy:
g L + LK) (BM + MK)(CM + LM)
> -~ vamyv_ &e $ i I 7= T - .
ERVRR Ao SRS = O A (DK + KL) (EK + KM) (FL + LM) =
S0 - = NS S e = DK EK- AL® FL- BM- CM, co wobec
r A ,k_:l'r‘ ¥ DKE, ¥ BMC * EMF, nicujemn KL. LM, KM jest moiliwe
£ CLD = ¥ ALF mamy:

gdy KL = LM = KM = 0.

tylko wtedsy

4K+ BK = DK- EK, CL- DL = FL- AL,

- ; czyli gdy K = L = M, co koficzy dowdd.
EM: FM = BM - CM, czyli
(AL + LK)(BM + MK) = DK -EK, H. Iwaniec w 1969 roku udowodnil, ze
(CM + LM)(DK + KL)= AL-FL, szesciokgt jest (poza czworokgtem) jedynym
(EK + KM)(FL + LM) = BM- CM. wiclokatem o takicj wlasnosci.



Solitony w optyce

Dr hab. Roza TRAUTMAN

Soliton jest szczegdlna postacia ruchu falowego. Ta
zlokalizowana fala, zachowujaca podczas propagacji swoj
ksztalt i predkos¢ zostala po raz pierwszy zaobserwowana
w 1834 roku przez Johna Scotta-Russella w ruchu wody

w kanale. W ,,Wykladzie o falach” tak opisuje Scott-Russell
wyniki swoich obserwacji:

,».Fala przyjmie swoj charakterystyczny ksztalt... i bedzie
przesuwala si¢ do przodu zachowujgc objgtosc i wysokos¢;
odrzuci zbedng materie, ktéra si¢ z nig poruszala, pozostawi ja
Z tyhu...”

O solitonach pisaliémy w Delcie 4/1976 i 1/1983.

Zjawisko to zostalo ponownie ,,odkryte” w 1965 roku przez

N. Zabusky’ego i M. Kruskala przy numerycznym badaniu
drgan nieliniowych; oni tez zaproponowali nazwg soliton.
Zainteresowanie solitonami znacznie wzrosto, gdy okazalo sig, ze
fale solitonowe moga zachowywac¢ swoj ksztalt nawet po
nieliniowym oddzialywaniu migdzy soba, tj. w pewnym sensie
zachowuja sig jak czastki.

Najprostsza fala, jaka jest fala. harmoniczna, charakteryzuje sig
stalg amplituda, czestoscia i wektorem falowym. Jej predkosé
fazowa dana jest stosunkiem czestosci do dlugosci wektora
falowego. Przez skladanie nieskonczonej liczby takich fal mozna
tworzy¢ zlokalizowane ‘w przestrzeni paczki falowe. Na ogot,
wskutek dyspersji, czyli zaleznosci predkosci fazowej od
czestoscei, paczki falowe rozplywaja sig; ich amplituda

Z uptywem czasu zanika,

Przy oddzialywaniu nieliniowym z osrodkiem fale o okreslonych
czgstosciach nie rozchodzg sie niezaleznie; nastgpuje przeplyw
energii miedzy roznymi.czgstosciami. W szczegdlnoscei-
wzmocnienie centralnej czesci paczki kosztem jej ,,skrzydel”
moze skompensowa¢ dyspersje i doprowadzi¢ do powstania
trwalej samotnej fali. Solitony olbserwuje si¢ wylacznie

w zjawiskach, w ktorych nieliniowo$¢ odgrywa istotna role,
chociaz w roznych zjawiskach mechanizmy pojawiania sig
nieliniowosci sa rozne.

W zwiazku z badaniem solitonow powstala metoda Scislego
rozwiazywania rownan rozniczkowych nieliniowych, tzw.
metoda odwrotnego rozpraszania. Pociagnelo to za soba
powstanie-nowego dziatu fizyki matematycznej, zwanego teoria
solitonow.

Zakres zjawisk, ktore opisuje sie badZ probuje si¢ opisa¢
metodami teorii solitonow, jest bardzo szeroki. Szacuje sig, ze
charakterystyczne rozmiary solitonow dla roznych zjawisk moga
réznié sie o 22 rzedy wielkosci, Na jednym krancu mamy
solitony w teorii czastek elementarnych, dalej solitony

w zjawiskach optycznych, w plazmie, nadprzewodnikach,
magnetykach, krysztalach, az po fale na oceanie, a by¢ moze
ruchy materii w gwiazdach.

W tym artykule zajmiemy si¢ solitonami optycznymi, ktore
wystepuja w zjawiskach zwigzanych z rozchodzeniem sig krotkich
impulsoéw $wiatla laserowego rezonansowo oddziatujacych

z atomami o$rodka. Jest to zagadnienie z pogranicza fizyki
klasycznej i kwantowej, bowiem pole elektromagnetyczne

mozna w tych zjawiskach traktowa¢ klasycznie, a atomy osrodka
trzeba opisywa¢ kwantowo. Opis solitonow optycznych jest
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jednym z najbardziej zadowalajacych przykladéw zastosowania
teorii soliton6w — wyjatkowo dobra jest zgodnos¢ jej
przewidywan z licznymi danymi doéwiadczalnymi.

Przezroczysto$¢ wymuszona i solitony
§wiatla laserowego

Rozwinigte w latach szesc¢dziesiatych nowoczesne techniki
optyki laserowej pozwalaja nie tylko uzyskiwa¢ impulsy $wiatla
spojnego o duzej mocy, lecz takze dzieli¢ je na impulsy bardzo
krotkie.

O formowaniu impulséw pikosekundowych pisalismy w Delcie 11/1982.

Togw™!

\J ¥

- ‘[;, >
Rys. 1 Pole elektryczne impulsu rozchodzgcego sig w kierunku osi Z mozna
zapisaé w postaci E (1, 2) = &(¢, 2)sin @(t—zn/c), gdzie w jest czestoscig fali
noinej impulsu, a n — wspdlczynnikiem zalamania. Funkcja &(¢, 2) nosi nazwe
obwiedni impulsu (linia brazowa).

Rozwazmy taki impuls i zalézmy, Ze jest on prawie
monochromatyczny, tzn. jego pole elektryczne sklada si¢ z bardzo
szybkich drgan o ustalonej czestosci, ktorych amplituda zmienia
si¢ powoli w czasie (rys. 1). Jesli czgstos¢ drgan jest rowna lub
bardzo bliska czestosci jednego z przejs¢ migdzy poziomami
energetycznymi w atomie, z ktorym takie $wiatlo oddzialuje, to
mowimy, Ze jest ono w rezonansie z atomem. Mozemy wtedy

w przyblizeniu zaniedbywa¢ przejécia migdzy wszystkimi

innymi poziomami.

Typowa

muszong uzywano impulséw

1e w laboratorium impulsy

Badanie rozchodzenia si¢ krotkich impulsow swiatta laserowego
w osrodku rezonansowym doprowadzilo w 1967 r. McCalla

i Hahna do odkrycia nowego zjawiska, ktore nazwali
przezroczystoscia wymuszong.

Prawdopodobienstwo absorpeji kwantu promieniowania przez atom jest
preporcjonalne do liczby k

intow promieniowania bedacych w rezonansie

z tym atomem, Ma mi s takze mniej oczywisty fakt — im wigeej jest

kwantow o danej energ

, tym latwiej wzbudzony atom emituje kwanty o tej
energii. Zjawisko 1o nazywane jest emisja wymuszong.

I laser % _\.\ -{_ osrodek rezonansowy \

-

Rys. 2

Rys. 2 przedstawia og6lny schemat doswiadczenia. Krotki
impuls laserowy, w postaci fali ptaskiej, pada na probke
zlozong z atomOw w rezonansie z padajacym promieniowaniem.
Obserwuje si¢ ksztalt obwiedni impulsu wyjsciowego, jego
energie, zmiany widma itp. W do$wiadczeniu McCalla i Hahna
uzyto lasera rubinowego, w ktérym aktywnymi atomami sa
atomy rubidu ®7Rb, Probka byt takze krysztal rubidu, co
zapewnilo dokladny rezonans $wiatla z osrodkiem. Aby



obnizy¢ wplyw drgan cieplnych niszczacych wzbudzenia atomowe,
ochlodzono krysztal do temperatury cieklego helu. Przy matych
energiach impulsu wejsciowego obserwowano silne thumienie,
zgodne z liniowa teoria absorpcji, wedlug ktorej natezenie

Swiatla po przejsciu w osrodku drogi L wynosi

I(L) = Le =L,

gdzie I, jest natezeniem wejsciowym, I — wyjsciowym, a « jest
tzw. stalg thumienia. Oznacza to, ze spadek natgzenia $wiatla
w cienkiej warstwie osrodka jest proporcjonalny do natezenia
Swiatla padajacego i grubosci tej warstwy, W do$wiadczeniu
McCalla i Hahna oL bylo rowne 5, stabe impulsy byly wiec
prawie calkowicie tlumione.

Zwigkszajac natezenie wchodzacego impulsu zaobserwowano,
powyzej pewnej progowej wartosci [,, gwattowny spadek
absorpcji. Impuls przechodzil prawie bez strat energii, tak jakby
osrodek byt przezroczysty. Jednoczesnie znacznie wydluzat sie
czas przebywania impulsu w o$rodku. Impulsy powyzej mocy
progowej przyjmowaly ksztalt symetryczny i wykazywaly duza
stabilno$¢, a wigc mialy charakter solitonowy. Teoria i dalsze
doswiadczenia w pelni potwierdzaja obecnos¢ solitondow w tym.
zjawisku. : :
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Rys. 3 Przepuszczalnosé w zjawisku wymuszonej przezroczystosci obserwowanej

. wparach Rb. Krzywa ciagla przedstawia wyniki teoretyczne, kropki — wyniki
doswiadezen. Kropkami brazowymi zaznaczone sa dane dla impulséw
przedstawionych na rys, 4. '

W pozniejszych doswiadczeniach zaobserwowano
przezroczysto$¢ wymuszona w wielu substancjach gazowych

i stalych.

Najdokladniejsze wyniki uzyskali R. Slusher i H. Gibbs w 1972 r.
badajac przezroczysto$¢ wymuszona w parach rubidu
wzbudzanych laserem rteciowym. Atomy rteci 202Hg emituja
linig o diugosci 79944,66 A, krotsza o 3 A od linii absorbowanej
przez atomy 87Rb. Dokladny rezonans uzyskano przez
rozszczepienie poziomow w atomach probki polem
magnetycznym o odpowiednio dobranym natezeniu. Z pracy
Slushera i Gibbsa pochodza wyniki przedstawione na rys. 3i4.
Kluczowa wielkoscia charakteryzujaca zachowanie sig impulsu
w osrodku okazala si¢ nie jego energia, a wielkosé
bezwymiarowa zwana powierzchnia impulsu

m AR =P § 6@, 24,

=0

gdzie & jest obwiednig impulsu (patrz dalej), a P stalg
charakteryzujaca przejicie atomowe.

natezenie —

Krzywa na rys. 3 przedstawia przepuszczalnosé probki

w zaleznosci od energii wejsciowej impulsu. Przy ustalonym
czasie trwania impulsu kazdej wartoéci energii odpowiada
okreslona wartos¢ jego powierzchni zaznaczona u gory wykresu.
Prog przezroczystosci przypada dla powierzchni bliskiej 7.
Gwaltowny wzrost przepuszczalnosci o$rodka $wiadczy

o nieliniowym charakterze zjawiska. Krzywa wykazuje
charakterystyczne przegiecia dla powierzchni 2x, 4, 6. Z teorii
zjawiska, o ktorej bedzie mowa dalej, wiadomo, ze odpowiadaja
one obecnosci odpowiednio jednego, dwu, trzech solitonow.

Krzywe na rys. 4 przedstawiaja obwiednie przed i po przejéciu
probki. Na krzywych die widaé rozpadanie si¢ impulséw na
2 i 3 pojedyncze impulsy, Widoczne jest tez op6Znienie impulsu
w os$rodku i typowo nieliniowe wzmocnienie wierzcholka
impulsu. Warto§¢ maksymalnego natezenia impulsu
wyjsciowego jest wieksza od maksimum na wejéciu. Towarzyszy
temu zwezenie impulsu, bo calkowita energia jest zachowana.

ey ———————

o

5 15 20 5

czas {nsec) czas (nsec) 5

Rys. 4 Ksztalty impulsdw wchodzacych (linia czarna) i wychodzacych (linia
brazowa) dla aL = 5. Krzywe a—e przedstawiaja wyniki doswiadczalne,
a krzywe a’—e’ przewidywania teorii wyliczone numerycznie.

Mechanizm zjawiska

Aby wyobrazi¢ sobie mechanizm wymuszonej przezroczystosci,
przypomnijmy warunki obserwacji tego zjawiska, Padajacy
impuls musi by¢ fala plaska, spojna, jego czas trwania musi byé
krotki, a energia musi przewyZzszaé pewna warto$¢ progowa.
Ofrodek musi by¢ w stanie rozrzedzonym lub, gdy jest to cialo
stale, utrzymywany w niskiej temperaturze, aby oslabié¢ procesy
niszczace wzbudzenie atoméw. W atomach oddziatujacych
rezonansowo z promieniowaniem odgrywa role tylko jedno
wyrbznione przejécie energetyczne. Dobrym modelem takiej
sytuacji jest uklad kwamowx_o dwoch poziomach
energetycznych, '

Plaska fala spojnego promieniowania wzbudza atomy oérodka

w sposob koherentny. Oznacza to, ze funkcje falowe opisujace -
stany poszczegdlnych ukladéw dwupoziomowych maja zgodne
fazy. Z tych funkcji falowych zbudowane sa mikroskopowe
dipole, ktore promieniuja oddajac energie fali $wiethnej. Jesli
impuls jest krotki, to w czasie jego trwania spojnos$é miedzy
poszczegolnymi atomami nie ulega zniszczeniu, Procesy takie jak



zderzenia atomow czy spontaniczne wypromieniowanie energii sa
wtedy tak powolne, Ze nie zdaza zadziala¢ w czasie trwania
impulsu. Pole elektromagnetyczne oddzialuje wigc z jakby
,zamrozonym’ ukladem atomoéw. Uklad taki odpowiada na
wzbudzenie jak jeden wielki dipol oddajacy na drodze emisji
wymuszonej energie polu. Jesli impuls jest tak silny, ze

pierwsza jego polowa powoduje pelne wzbudzenie (decyduje

o tym powierzchnia impulsu), to druga polowa moze jedynie

odebra¢ energie pobrana w pierwszej czesci i impuls odbudowuje

sig. Taki impuls bedzie rozchodzil si¢ bez zmiany ksztattu, jak
soliton, oddajac atomom osrodka dokladnie tyle energii z czgsci
czolowej, ile pobiera od nich w drugiej czesci. W efekcie
osrodek oddziatujacy z polem bedzie przezroczysty. Predkosé
impulsu zmaleje przy tym istotnie ze wzgledu na czas potrzebny
do tej wymiany energii.

Trochg teorii

Jak wspomnieliSémy na wstepie, warunkiem istnienia rozwiazan
solitonowych jest dyspersja i nieliniowos¢ rownan opisujacych
dany proces. Zastanéwmy si¢ nad Zrodlem nieliniowosci

w zagadnieniu propagacji rezonansowej. Rozchodzenie sie pola
elektromagnetycznego w oSrodku opisuja rownania Maxwella,
ktore sa liniowe, gdy polaryzacja osrodka jest stala lub jest
liniowa funkcja pola. Polaryzacja osrodka z kolei jest wynikiem
skladania polaryzacji poszczegdlnych atomow, ktore sa
wyznaczone przez liniowe rownania mechaniki kwantowej.

W zagadnieniu propagacji chcemy jednak jednoczesnie znaé stan
osrodka i pole wywolujace zmiany tego stanu. Trzeba wiec
rozwigzywaé réwnania dla pola i réwnania kwantowe dla
atomow wzajemnie sprzgzone. To sprzezenie dwoch problemow
liniowych prowadzi do ukiadu réwnan wykazujacych silng
nieliniowos¢.

Przy pewnych ograniczajacych zalozeniach mozna wyeliminowaé

z tego ukladu zmienne atomowe i zredukowac go do jednego
rownania dla chwilowej powierzchni impulsu

t
o(t,2) =P | 8@, 2adr.
—o

Obwiednia impulsu jest pochodna ¢ wzgledem czasu, a wielkosci
atomowe wyrazaja si¢ przez trygonometryczne funkcje ¢. Na
przyklad inwersja obsadzen, czyli roznica prawdopodobienistw
obsadzenia stanu wzbudzonego i podstawowego jest
proporcjonalna do cosg.

Chwilowa powierzchnia spelnia proste rownanie nieliniowe

* &g 3
= —sing,
dToé
W zmiennych u r+ & v = v— & réwnanie to przyjmuje postaé tzw. réwna
sin-Gordona —~ - 2% _ sing.
cu* cu?
Rownanie to jest scisle calkowalne i wystgpuje w wiclu innych zastosowaniach

teorii solitonow.

gdzie T = Q(t—z/c), £ = Q z[c, a 2 jest stala o wymiarze
czgstosei. Szukajac rozwigzan zachowujacych ksztaltt mozemy
zalozy¢, ze @ zalezy tylko od jednej zmiennej 7 = 2 (1—z[v),
gdzie v jest predkoscia propagacji impulsu. Rownanie (*)
przechodzi wtedy w rownanie wahadla matematycznego

d’p —r

—— = T57sing,

dn

: c
gdzie 13 = ——1.
v

Kat ¢ odpowiada przesunigtemu o x katowi wychylenia wahadla
z polozenia rownowagi. Zwykle rozwazajac ruch wahadla
matematycznego linearyzujemy to rownanie, co odpowiada
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ograniczeniu si¢ do malych wychylen z polozenia réwnowagi.
Rozwiazanie interesujace w optyce musi spetnia¢ warunki
p(—00) = -
dg h=-w
obserwacji) pole impulsu znika dla duzych ujemnych czasow.
Rozwigzanie takie opisuje bardzo szczeg6lny, zdegenerowany
ruch wahadla, ktore wychylone maksymalnie (poczatkowy kat
wychylenia ) po nieskoriczonym czasie wraca do polozenia
wyjsciowego.

= 0, bo przy ustalonym z (punkt

Rownanie wahadla z powyzszymi warunkami poczatkowymi latwo
jest rozwigzac. Jego calkg pierwsza, tj. zaleznosc typu

d
f (!p, d—:) = const, otrzymujemy mnozac obustronnie przez

d .
% i catkujgc wzgledem 7. Rownanie, ktore dostajemy, jest po
prostu zasada zachowania energii dla wahadla

1

d 2
5 (Tij:;) —75*(1—cosg) = 0.

d 1
Z rownoéci tej mamy d—q, +275'sin 5 p=0,
n

2 : dx
a stad i z tego, ze S s
1n .x

X
= Intg o3 wynika juz rozwigzanie

@ = 4arctgex (t—z/v)/%],

Dla duzych ujemnych czaséw znika tylko rozwiazanie ze znakiem
plus.

12
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Rys. 5

Obwiednia otrzymanego impulsu

5 o

Pé(t,z) = ¥ A 275" sech[(r—2z/v)/ 7]
ma typowy ksztalt symetrycznego dzwonu o szerokosci 7,
i powierzchni 2m. Jest to jednosolitonowe rozwiazanie naszego
problemu, zwane w optyce impulsem 27 Przy zmianie funkcji
@ 0 2z funkcje trygonometryczne ‘nie zmieniaja swoich wartoéci, _
a wigc inwersja obsadzeri i polaryzacja, po przejSciu impulsu,
wracaja do swoich wyjéciowych wartosci. Jest to zgodne
z jakosciowym obrazem propagacji solitonu.
1

chx [

Pelna teoria przewiduje, ze kazdy impuls po przebyciu
dostatecznie dlugiej drogi w o$rodku rozpadnie si¢ na uklad
pojedynczych impulsoéw 2z. W procesie rozpadu cze$¢ energii
przechodzi nieodwracalnie do osrodka. Znajac ksztalt impulsu na
wejsciu mozna Scisle obliczy¢, na ile solitonow on si¢ rozpadnie

i jakie beda straty energii. :

Na zakoniczenie pragne wyjasnié, ze solitony zwiazane

- Z propagacja rezonansowa, oméwione w tym artykule, nie s

jedynymi solitonami optycznymi. Z solitonami spotykamy sie

w teorii efektu Ramana, w zjawisku samoogniskowania wiazek
$wietlnych i w propagacji $wiatla w $wiatlowodach. Te ostatnie
znajda prawdopodobnie juz niedlugo zastosowanie praktyczne,



Mizar MSE (2)

Formulujac wstgp do pracy podajemy aksjomaty i twierdzenia,
na ktore bedziemy si¢ powolywaé. Jak je napiszemy w Mizarze,
pokazalisSmy w poprzednim numerze.

Czesto wystepuje potrzeba (chociazby dla wygody) wprowadzenia
stalych obiektow dla dziedzin, ktorymi si¢ zajmujemy. Na
przyklad w geometrii, jesli juz mamy pojecie kata, taka stala
moze by¢ kat prosty. W Mizarze do wprowadzenia takich

stalych shuzy konstrukcja zaczynajaca si¢ od given, na przykiad

GIVEN FUSTY BEING ZBIOR

A oto poczatek wstgpu pewnej pracy
ENVIRON

GIVEN 0rs1,2 BEING LICZBAF

AX1: FOR X BEING LICZBA ST PLX] HOLDS GELX,01F

AX2: FOR XrYrZ BEING LICZBA ST LTCXrY] & LTCY»Z] HOLDS LTCX,Z315
AX3: PL1] &FLC235F

(RN R}
Uzywane pr
P [Xx]
GE [X, ¥1- j
BT IE. Y] —.

Kto sig ddmyé]i jakiej dziedziny dotyczyla ta praca? W dalszym
ciggu tego odcinka bgdziemy uzywall pojec, ktore wystapily
w tym wstepie.

Jako si¢ rzeklo, Mizar ma sprawdzaé¢ poprawno$¢ wnioskowan.
Opisali$my juz jak budowa¢ poprawne (w tym jezyku) zdania.
Nadszedt czas, by wyjasni¢, jak w Mizarze przeprowadza sie
rozumowania.

Dzisiaj przedstawimy najprostszy sposob uzasadniania
stwierdzen. Ogolnie rozumowania skiadaja sie z ciagu kolejnych
przejé¢ — krokow. Kazdy poszezegolny krok powinien byé
uzasadniony. W wyniku takiego przejécia uzyskujemy pewne
stwierdzenie (wyrazone zdaniem) — aby komputer mogt je
zaakceptowad, musimy przedstawi¢ dlaczego, naszym zdaniem,
jest ono prawdziwe. W najprostszym przypadku wystarczy podaé
przestanki, z jakich si¢ w danym kroku rozumowania korzysta.

Regut logiki uzywanych przy przejsciu od przestanek do
wniosku nie trzeba wyjasnia¢ maszynie (a w Mizarze nawet nie
ma tego jak zrobic). Popatrzmy na przyklady

A: PC1] IMPLIES GEC1,0] BY AX1F
B: PL11 BY AX3j5

Cs GEC1+01 BY AsB}

- Stéwko by (,,z uwagi na...””) oznacza wlasnie powolanie si¢ przy
uzasadnianiu zdania C na przestanki oznaczone A4 i B. Innym
przykladem moze by¢ nastepujace rozumowanie

D: PCX] OR LTCX»01
- Es NOT LTCX,13 & NOT LTCX-.031
F: NOV- PLX] OR GELCXs21

G2 GECXr2] BY DsEsFF

Przy takich samych przeslankach D, E, F mozemy tez nasz
wniosek uzyska¢ w dwu krokach.

H: PLX] BY DrE?
I: GECX:2] BY HsFj§

W tym przypadku oba rozumowania zostang zaakceptowane
- przez system Mizara, dokladniej przez ten jego modul (czesc),
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ktory sprawdza takie wiasnie uzasadnianie (w naszym zargonie
nazywamy go checkerem — ,,sprawdzaczem™).

Istnieje pewna klasa zdan, ktore dla checkera sa oczywiste, to
znaczy nie wymagaja zadnego uzasadnienia.

Na przyklad

((PCX] IMPLIES GELXr01). & PLX1) IMPLIES GECX»015

Stwierdzenie powyzsze nie potrzebuje uzasadnienia (nie ma by,
$rednik umieszczony bezposrednio po tym zdaniu oddziela je od
nastepnego stwierdzenia). Zdanie oznaczone etykieta A uzyskano
z pewnego ogdlnego prawa jako konkretny przypadek. Checker
akceptuje takie uzasadnianie. Co wigcej, akceptuje rowniez
nastepujacy krok rozumowania

J: GELC1.0] BY AX1.4AX33

Majac udowodniony szczegolny przypadek mozemy stwierdzic
ogolniej _

L: EX W BEING LICZBA ST GECW,01 BY Jj

i checker z tym sig¢ zgodzi.

W przypadku, gdy checker nie akceptuje jakiego$ rozumowania,
zaznacza to na wydruku sprawdzanego tekstu, ktory oddaje po
sprawdzeniu i daje nastgpujacy komentarz:

,»Twoje rozumowanie nie zostalo zaakceptowane. Jest mozliwe, ze
logicznie to rozumowanie jest poprawne. Niestety checker nie
umial znale#¢ sprzecznosci miedzy negacja wniosku

i przestankami. Jezeli nie jest jasne dlaczego checker odmowit
akceptacji, prosze przejrzec ,,opis checkera™ lub skontaktowac sig
z autorami”,

Pewien opi; checkera bedzie zawarty w kolejnych odcinkach.

Wiecie juz, jak w Mizarze dokonuje si¢ najprostszych

-uzasadnien. Przyszla pora, byécie wyprébowali samodzielnie

swoje sity. Sprobujcie uzupelni¢ ponizsze rozumowania —

z jakich przesltanek trzeba korzysta¢, aby otrzymac¢ podane
wnioski. Wstep do pracy sformulujemy od razu. Dziedzing
badana jest zbior utamkow, predykat niewigkszosci dla dwu
ulamkow Ul, U2 bedziemy zapisywaé¢ NW [Ul, U2] (co ma
intuicyjnie znaczy¢, ze Ul jest nie wigksze od U2).

.Zeby sformulowa¢ zadania, zaloézmy, ze wyr6zniliSmy pewne

stale i przyjmijmy o nich pewne zalozenia (we wstgpie)

ENVIRON

ZWROTNOSC: FOR X BEING ULAMEK HOLDS NWLXeX31F

PRZECHODNIOSC: FOR XsY»Z BEING ULAMEK ST NWLCXsY] & NWLY.Z31
a HOLDS NWLX»Z31F

ANTYSYMETRIA: FOR X.Y BEING ULAMEK ST NWLXrY1 & NULY X1

HOLDS X=Y§
SPOJNOSC: FOR X»Y BEING ULAMEK HOLDS NWCX:Y] OR NWLCY»X1%

GIVEN ArBsCsD-E BEING ULAMEKF

Zi: A{DS Z2: NWLASCIF Z3: NWCBrCIF  Z4z NWLC,DIF
Z5: NOT NWCACEJF

EEGIN
A oto dowodzone tezy

Ti: NWCA.D1 BY 7%

T2: NWCB»DI BY 7§

T3: NWCArA] BY 75

T4: NOT NWLCDrAd BY 7§

TS: NOT (A=C & C=D) BY 7§

T&: NOT C=E BY 73 . ¥

T7: EX X BEING ULAMEK ST NWLXsX1 BY 77
T77: MWLE,D1 BY 73

Prosze uzupelni¢ miejsca wskazane przez znak zapytania tak, by
wnioskowanie byto akceptowane. Oczywiscie mozna dopisac¢
dodatkowe kroki pomocnicze.

Przypominamy

Kazdy, kto nadesle pod adresem redakcji rozwiazanie (wraz z zaadresowana do
siebie koperta — lepiej wigksza — z nakleionym :!n;'.czk:.:r.r:\__ otrzvma wydruk

z komputera z komentarzem do tego rozwiaZania.
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model matem
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styczna do lini
sil maja rowne warlc lecr roznig sig
zwrotami. Ponadto réwne sz ze ich
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i wypadkowy moment sily d jace na
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z symétrii. A jak zachowalaby si¢ igla, gdyby
otwor byl umieszczony niesymetrycznie, np.

blizej bieguna poludniowego?

Rys. 2 Standardowe ¢

Okrag Feuerbacha jest styczny do okrggu wpisanego w tréjkat
1 do okregdéw dopisanych '

A fRGaes B

Rys. 1 Okrag Feuerbacha i prosta Eulera trojkata
Wsrod wielu ciekawych zaleznosci, jakie mozna znalez¢ w kazdym trojkacie, warto zwrocié¢
uwagg na okrqg Feuerbacha (zwany czasem okregiem Eulera lub okregiem dziewigciu punktow),
Przechodzi on przez $rodki bokow trojkata, spodki jego wysokosci i $rodki odcinkow wysokosci
migdzy wierzchotkami a ortocentrum H (rys. 1). Jest — jak latwo spostrzec — obrazem
jednokladnym okregu opisanego na trojkacie; srodek jednokladnosci jest w ortocentrum H,
a skala wynosi 1/2. Wynika stad oczywiscie zalezno$¢ pomigdzy promieniami

R = 2f,
gdzie znaczenie R i flatwo zgadnaé.

Warto tez zwréci¢ uwage na inna jednoktadnosé¢ — o $rodku w S (Srodku cigzkosci trojkata)
iskali — 1/2. Przeprowadza ona — jak wida¢ z rysunku 1 — ortocentrum H na srodek O
okregu opisanego. Zatem w kazdym trojkacie punkty H, S, O sg wspolliniowe (bo punkt, obraz
i srodek jednokladnosci zawsze leza na jednej prostej); ponadto SH = 20S. Wyznaczajg one
prosta (o ile tylko trojkat nie jest rownoboczny) — tzw. prostq Eulera (rys. 1). W polowie
odcinka OH lezy na niej i srodek F okregu Feuerbacha.

Autor artykulu postawil sobie dwa cele. Pierwszy: opisa¢ ciekawa i chyba malo komu znang
wiasnos¢ okregu Feuerbacha. Drugi: przedstawi¢ kilka jej dowodow i zada¢ Czytelnikom
pytanie (w pojeciu autora retoryczne): ktory jest najladniejszy? Wspomniana ciekawa
whasnos$¢ okrggu Feuerbacha jest juz wymieniona w tytule:

Okrag Feuerbacha jest styczny wewnetrznie do okregu wpisanego w trdjkaqt i zewnetrznie do trzech
okregow dopisanych do tréjkqta.

*hE
Tym sposobem zrealizowany zostat cel pierwszy; rysunki 3 i 4 ilustrujg opisang wilasnosé.
PrzejdZmy do dowodéw. Przedstawimy je w pewnym skrocie, bardzo starajac si¢ nie naduzy¢

nigdzie wy$wiechtanego zwrotu ,latwo sprawdzi¢” (bo stowo musi byc¢ $wiete, jak $piewal kilka
lat temu Wiestaw Michnikowski).

Rys. 3 -

P45



Rys. 4

W dowodzie I skorzystamy z inwersji (patrz artykuly na str. 11 7).

Wygodnie bedzie wprowadzi¢ proste pojecie. Powiemy, ze

wspotliniowe punkty A4, B, C, D tworza czworke harmoniczna, gdy BA/BC = DA[DC.
Skorzystamy z prawie oczywistego faktu, ze rzutowanie rownoleglte zachowuje harmonicznos¢
czworek punktow. Punkty 4 i K na rysunku 3 sg $rodkami jednokladnosci przeprowadzajacych
okrag wpisany na dopisany. Stad szybko wynika, ze A, I, K, I’ tworza czworkeg harmoniczna,

a wiec tworza ja takze D, X, K, X’ —rzuty A, I, K, I’ na przediuzenie boku BC. Umiarkowanie
trudno pokazuje sig, ze proste laczace wierzcholki trojkata z punktami stycznosci okregow
dopisanych polowia jego obwod; w naszym przypadku AC+ CX’ = X'B+ BA, skad szybko
wynika, ze XB = CX, tj. A’ jest Srodkiem nie tylko BC, ale i XX".

Dokonamy teraz inwersji wzgledem okregu o srodku A’ i promieniu A’X = A’X". Okrag
Feuerbacha przechodzi przez A’, a wigc odwzoruje si¢ na prosta. Ta prosta przejdzie przez obraz
inwersyjny punktu D — a wigc punkt X (D, X, K, X’ tworza czworke harmoniczng). Dowod
nasz bedzie zakonczony, gdy przekonamy sig, ze

1) ta prosta jest m (rys. 3),

2) wspomniana inwersja przeksztalca okrag wpisany na ten sam okrag i okrag dopisany na ten
sam okrag dopisany.

Obydwa te fakty mozemy zostawi¢ Czytelnikom jako zadanie. W pierwszym z nich trzeba
bedzie sprawdzi¢, ze styczna do okrggu Feuerbacha w punkcie A’ jest prosta réwnolegla do m
(rys. 3). To za$ otrzymamy z kilku rownosci katow na rys. 3, a w gruncie rzeczy z tego, ze A'C”
jest rownolegla do AC, A'B’ do AB, za§ B’C’ do BC. Aby wykaza¢, ze nasza inwersja
przeksztalca okrag (wpisany) w siebie, zauwazmy, ze jest on prostopadly do okregu, wzgledem
ktorego wykonujemy inwersj¢. Problem sprowadzi si¢ zatem do wykazania, ze

Jezeli dwa okregi sa prostopadtle, to inwersja wzgledem jednego przeksztalca drugi w siebie.

To za$ stanie si¢ zupelnie proste, jezeli przypomnimy sobie jakikolwiek sposob konstruowania
punktu inwersyjnego wzgledem danego (np. Inwersja — 2).

ZakonczyliSmy dowod I. W drugim bedziemy korzystac tylko ze znanych lub fatwo osiagalnych
w tablicach wzorow planimetrii (lista ponizej). Wszystko sobie obliczymy (autor cytuje tu

swojg szescioletnig corke, ktora odezwala sig kiedys$; ty masz, tatusiu, dobry zawod, bo wszystko
mozesz sobie obliczyc¢).

Oto potrzebne wzory (oznaczenia — patrz rys. 2 i 4):

1. Dla dlugosci srodkowej boku trojkata mamy

1 e |
2 = —(b*+c*)——a’.
o)



i 2. Promien okregu wpisanego w zaleznosci od promienia okregu opisanego:
o
r = 4R sin — sinE sin Z
2 2 2
3. Promien okregu wpisanego w trojkat laczacy spodki wysokosci trojkata:
[ -g = 2 R coswx cosf cosy.

o
4. BI, = 4R sin — cos E sin f-—
2 2 2

5. HH; = 2 Rcos f cos y.
6. Odleglos¢ srodka okregu opisanego od wpisanégo:

OI?* = R*—2Rr.
7. Odleglosc srodka kola opisanego od ortocentrum:

OH? = R*—4Rp, gdzie p jestjak w 3.

8. IH?* = 2r*—2Rop.

Uporzadkowalismy wzory wedlug (subiektywnej) wzrastajacej skali trudnosci w ich dowodzie;
dowiedziemy tylko 8. Moze tylko jedno zdanie na temat 7: wzo6r ten wynika z podobiefistwa
trojkata HLH, i BA'C, gdzie L € pr. H, H, n pr. CH3, a A’ jest punktem na okregu opisanym,
polozonym po przeciwnej stronie $rednicy niz A4.

Dowdd wzoru nr 8 zacznijmy od zastosowania 3 i 4:
e, ZIRT Sy ;
I,H, = BI;,—BH, = 4R sin ?cos-i— sin 5 —2R cosfisiny = p,

wo o fone g
r—HH, = 4R sm?sm ?sm ?_ZR cosf cosy = gq.

Patrzac na trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej IH mamy IH? = p?+42. Podnoszac pi g
do kwadratu, po dlugich i zmudnych obliczeniach mozemy doj$¢ stad do zaleznosci

o o
IH? = 16R?*sin? = sin? % —16R? sin T sin % cosﬁ(cos —i—sin}r+ sin —g; cosy) +4R? cos?f.

Dalsze rachunki (standardowe przeksztalcenia trygonometryczne) doprowadza do

= 32R? smz - sin? %sm —;—41«2’ cosa cos f cosy,

co na. mocy 3 i 4 jest inng tylko postacig wzoru 8.

Z nagromadzonych wzorow teza wynika juz bardzo prosto Wlemy, z2e OF = FH, a wn:c FI jest
srodkowa w trojkacie OHI. Zatem 1 daje

1 1 1 1 1 £
IF? = — (OI*4+JH®)— —0OH?*= — R*—Rr4+r*—Ro—— R? =|—R-—
5 OP+IHY)—— 5 R +r*—Ro—— R*+Re (ZR r),

1 ach. 1
podpowiada (i potwierd wige IF = 5 R—r; a to znaczy, ze odlegloé¢ srodkéw okregu Feuerbacha i wpisanego jest

obliczenia), e przy okreslonych st

pradow linia indukcji moze n

rowna roznicy ich promieni. S3 wigc one styczne wewngtrznie.
Oplata wiedy dokiadnie po
Czy nie jest to jednak sprzeczn " Dowod zmieni si¢ trochg dla trojkata rozwartokatnego, a jeszcze bardziej, gdy bedziemy
Ampére’a? A jaki jest ksztaht linii indukcji dowodzi¢, ze okrag Feuerbacha jest styczny do okregu dopisanego. Zmiany polegaé beda
w obszarach bardziej odleglych od petli? . At % 5 - = e
wprawdzie tylko na zastapieniu niektorych znakow + przez — lub odwrotnie, ale wlasnie

dlatego, ze niektorych — dowody trzeba bedzie przesledzi¢ od nowa.
* ¥ ¥

A obiecany trzeci dowod? Sprobujmy. Przypiszmy wierzchotkom trojkata wspolrzedne
Z . A= (x1, 1), B= (x2, ), C= (x1, y3) i zabierzmy si¢ do wyliczenia wszystkiego w tych
wspotrzednych. Oto wzor na wspolrzedne srodka okregu Feuerbacha:

7 i+ 2 —y3)+ (33 + ) (ra—y )+ (3 + 3D (1 —r2)
2[y1(xz—x3)+ y2(x3—x1)+y3(x1—x3)]

- (407 (x2—x3)+ (3 4+ ¥3) (x3 —x) + (3 +¥3) (1 —x3)
2[x1(y2—y3)+ x2(y3—y)+ x3(y1—¥2)]

Dokoniczenie dowodu autor zlosliwie pozostawia Czytelnikom.

dr Michal SZUREK



Patrz w niebo

Odleglosci dalekich kwazarow i galaktyk wyznaczane sa ze
znajomosci przesunigc ich linii widmowych ku czerwieni (patrz
artykul Marka Sikory w tym numerze Delty). Przesunigcia te
mierzy si¢ parametrem z = AA/A. Pozwala on od razu obliczy¢
zarowno predkosc obiektu (v = cz, gdzie ¢ — predkosc swiatla),
jak i odleglos¢ (d = v/H, gdzie H — stala Hubble’a) dla

niezbyt duzych wartosci z (z < 0,5).

Najblizsze galaktyki maja oczywiscie z = 0, najdalsza (odkryta
w tym roku) 3C 324 ma z = 1,21. Kwazary sa obiektami
czesto znacznie odleglejszymi, najdalsze kwazary maja wartos$é
z =~ 5 (tu juz nie mozna stosowac liniowego prawa Hubble’a).

Jesli Czytelnik na podstawie artykulow publikowanych w Delcie
sadzi, ze tak wyznaczane odleglosci sa powszechnie akceptowane
wsrdd astronomow, jest On, niestety, w bledzie. Obecnie trwa
zazarta dyskusja miedzy przedstawicielami ogromnej wigkszosci
»ortodoksyjnych” astronoméw a grupka ,,walczacych

z wiatrakami odszczepienicow”. Ci ostatni maja (znowu niestety)
jednak kilka powaznych argumentéw $wiadczacych o tym, ze
przynajmniej niektore galaktyki i kwazary nie znajduja si¢

w odleglosciach przypisywanych im na podstawie prawa
Hubble’a, ale znacznie blize;j.

Galaktyki czgsto grupuja sig¢ w gromady. Roznice predkosci
poszczegolnych cztonkow gromad wyznaczone z efektu

Dopplera sg rzedu 100 km/s (4z =~ 0,0003), ale co zrobié

z bliskimi parami galaktyk majacymi 4z = 0,08 (NGC 1232
AiB), 4z = 0,11 (NGC 53 + anonimowy towarzysz) albo

z parami galaktyka — kwazar np. NGC 4319 — Markarian 205
(4z = 0,06) czy 1107 + 036 (4z = 0,93! kwazar oddala si¢ od
galaktyki z predkoscig prawie rowna predkosci swiatla!)?
Przypadkowa koincydencja polozen? Nie, bo te pary wyraZnie ze
soba oddzialujg!

Dyskusja miedzy zwolennikami dwoch nierdwnych frakcji jest
bardzo gorgca, czesto konczy sie¢ wymachiwaniem rekoma
iizolacja ,,poszukiwaczy sprzecznosci”” w skadinad spojnym
wyobrazeniu o Wszechéwiecie. Ostatnio jednak ukazal sig artykul
autorstwa przedstawicieli obu grup bedacy krokiem do
zespolenia wysitkow dla porozumienia.

=N
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Autorzy ci tak wyobrazaja sobie dyskusje

(w stylu starozytnych filozofow i do$¢ dowolnym tlumaczeniu)

na temat jednej z takich dziwnych par (1107 + 036).

X: Przyznaje, ze nie mozna wyciagaé wielu wnioskow na
podstawie obserwacji jednego obiektu [1107 + 036 ma
najwieksza warto$¢ Az)]. Jednak prawdopodobienistwo
przypadkowego znalezienia jasnej galaktyki w odleglosci nie
wigkszej niz 20" od kwazara [tyle wynosi separacja tej pary]
wynosi ~ 0,006. Nie jest to rozstrzygajacy argument, jednak
wyglad galaktyki, jak i jej wydluzenie w kierunku kwazara
sugeruja mozliwe oddzialywanie.

Y: Ale nie wida¢ bezposredniego polaczenia pary,

a prawdopodobieristwo zostalo wyznaczone a posteriori. Na
podstawie tej oceny mozna jedynie stwierdzi¢, ze wirod
znanych kwazaroéw powinnismy obserwowac ok. 10 takich
przypadkowych par.

X: Zgoda, jesli rozwazac¢ liczbe Zrodel radiowych, takich
koincydencji jest znaczaco wigcej niz ilo$¢ spodziewana
z ocen probabilistycznych.

Y: Jednak, jak wiesz, w dwoch przypadkach odkryto linie
absorpcyjne w widmach kwazaréw w takich parach,
odpowiadajace odleglosci galaktyki, co $wiadczy o tym, ze
kwazar jest za galaktyka (jego $wiatfo jest w drodze ku nam
czesciowo absorbowane) i rzeczywiscie jest w odleglosci
zgodnej z prawem Hubble’a.

X: Nie, to swiadczy jedynie o tym, ze kwazar jest za galaktyka,
ale nic nie mowi o tym, jak daleko. Mozliwe, ze kwazary sa
jakimis tworami wyrzuconymi przez galaktyki z duzymi
predkosciami. W tych dwoch przypadkach zostaly one
wyrzucone w kierunkach przeciwnych niz do Ziemi.

Y: Twierdzisz, ze kwazary rzeczywiscie znajduja sie blisko
galaktyk? To dlaczego wszystkie te inne kwazary wyrzucane
s3 w kierunku od Ziemi? Czyzby$my byli w §rodku
Wszechswiata? A poza tym znamy wiele zjawisk wyrzutow
materii z galaktyk i kwazarow, wszystkie maja predkosci
ok. 0,1c, a tu mamy do czynienia z predkoscia bliska
predkosci $wiatla.

Autorzy ci zgadzaja si¢, ze dotychczas nie osiagnieto
porozumienia (co nie jest rzeczg latwa). Ale proby trwaja.

megr Tomasz CHLEBOWSKI

Inwersje — 4
Na sferze opiszmy stozek o wierzchotku Q. Jest on styczny do sfery wzdluz
okregu. Wykazemy, 2e okregowi temu odpowiada na plaszczyZnie okrag
o $rodku S bedacym punktem przecigcia prostej ZO (por. 3) z plaszczyzng.
Nalezy wigc wykazaé, ze SX nie zalezy od wyboru punktu X’ na okregu na
sferze. W my$l 3 proste X'O i SX przecinajg si¢ w takim punkcie L, 2e X'L =
= LX. Prowadzac przez O réwnolegla do SX uzyskujemy w przecieciu z XX*
punkt M. Trojkaty X'LX i X'OM sa podobne, wigc X'0O = OM. Podobne sg tek
trojkaty ZOM i Z5X, a wigc

SX oM

RE O

SZ-OM _ SZ:-OX'
0z = o e
na okregu, wiec SX tei nie zaleiy od wyboru X',

Stad SX = - , 4 poniewaz OX’ nie zalety od wyboru X’



