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Uniwersalny domo·wy

integrator beztranzystorowy
produkcji ZTS

Planimetr model UDBTt
Instrukcja 'obslugi

x

Rys. l

Informacje ogólne. Skonstruowany przez inzynierów zrs Uniwersalny
Domowy Integrator Beztranzystorowy inaczej zwany Planimetrem
UDBT 1 jest prosta w obsludze maszyna analogowa sluzaca do
pomiaru pól figur plaskich ograniczonych krzywymi zamknietymi.

b

Pamietajac o tym, ze ~f(x)dx jest polem figury zawartej miedzy
a

osia x-ów a wykresem funkcjif(x) (por. rys. 1) mozemy uzywac
planimetru do numerycznego obliczania calek (tzn. do calkowania).
Ze wzgledu na swoja wyjatkowo przystepna cene Planimetr UDBT 1
jest w zasadzie dostepny dla kazdego.

8ullo"a Plllnimelru UDBT 1 Planimetr UDBT l sklada sie z dwóch ramion o dlugosci r polaczonych przegubem P oraz bieguna B

i kólka liczacego KL umocowanego prostopadle do ramienia (rys. 2). Kólko liczace moze obracac sie swobodnie dokola swojej osi.

Poslugiwanie sie Planimetrem UDBT 1 Aby zmierzyc pole figury !F ograniczonej krzywa ~, wbijamy biegun B w dowolnym miejscu, tak
jednak, by cala figura. !F znalazla sie w zasiegu ramion planimetru, OIaz umieszczamy kólko liczace w dowolnym punkcie krzywej ~
(rys. 3). Nastepnie nie zmieniajac polozenia bieguna B, suwamy kólkiem wzdluz krzywej ~ w kierunku zgodnym z ruchem wskazówt-k
zegara, tak by po przejsciu calej krzywej ~ wrócic do punktu wyjscia ..

. Rys. 2: Planimetr UDBT l; r - ramiona, P - przegub, B - biegun, KL - kólko liczace Rys. 3

Rys. 4

~

(0

Odczytywanie wskazan kólka liczacego. W trakcie suwania kólka liczacego wzdluz krzywej,

obraca sie ono raz w jedna raz w druga strone. Obroty kólka w kierunku zgodnym z ruchem
wskazówek zegara nalezy liczyc ze znakiem plus, a obroty w strone przeciwna - ze znakiem
minus (rys. 4). Odczytanie wskazan kólka liczacego polega na obliczeniu wielkosci

'W= 0+-0_,
gdzie O r jest iloscia obrotów kólka w kierunku zgodnym z ruche!ll wskazówek zegara,
tzn. doJatnim, a 0_ jest iloscia obrotów w kierunku przeciwnym, tzn. ujemnym. W praktyce
najlatwiej jest liczyc o ile wiecej bylo obrotów w kierunku' dodatnim niz w kierunku ujemnym.

Uwaga. Wielkosc W jest iawsze dodatnia!

Dokonyltanie pomiarów pól Pole figury !F obliczamy ze Wzoru Planimetru:

Pole !F = JV. r . d,

gdzie r jest dlugoscia ramienia planimetru, a d jest obwodem kólka liczacego.

Przyklad. Podczas pomiaru pola pewnej figury /F planirretrem o ramieniu 15 cm i obwodzie kólka liczacego 3 cm kólko liczace obrócilo sie najpierw

k' k' 2 2 b . 1 . k d d' k . 1 k' k .
w lerun u Ujemnym o 3" o rotu, nastep me o 4"2 w ,~Ierun u o atmm, a na oncu o "4 w lerUD u Ujemnym.

Zatem W = -2 ~+4.!_.!= l !.... _ Ze Wzoru Planimetru
3 2 4 12 .

7 1
Pole./F = 112.15 cm· 3 cm = 714'cm2•

Piotr M ANKIEWICZ
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Ta przestrzen nie jest geometrycznie
dopuszczalna. Dlugosci kolejnych luków
"sinusoidy" pOmiedzy dwoma kolejnymi
grzbietami sa wieksze od odpowiednich
wyrazów rozbieznego szeregu harmonicznego.
Zatem dlugoSCwidocznej na rysunku krzywej
jest nieskonczona.

Dla tej przestrzeni mozna wskazac e > O

i punkt x takie, ze w kazdym otoczeniu x
istnieje y o wlasnosci Q.4(x, y) ;. t. Nie jest
ona zatem geometrycznie dopuszczalna.

geometrii wewnetrznej

Pro! dr Karol BORSUK, czlonek rzeczywisty PAN
Przestrzen metryczna A (z metryka e) nazywamy geometrycznie dopuszczalna (symbolicznie
A e GA), jesli spelnia warunki: dowolne dwa punkty x, y E A mozna polaczyc lukiem L
o skonczonej dlugosci zawartym w A oraz dla do·,volnego li > O kazdy punkt x E A ma otoczenie
U takie, ze kazde y E U mozna polaczyc z x lukiem L c A ° dlugosci iLI < li.
Polózmy

q.• (x, y) = kres dolny dlugosci L, gdzie L jest lukiem zawartym w A zawierajacym x i y.
Otr7ymamy t,ak metryke zwana metryka wewnetrzna w A. Zauwazmy, ze e(x, y) ~ !!.4 (x, y) i i.e
takie pojecie metryki wewnetrznej jest zgodne z potocznym znaczeniem terminu odleglosc.

Przeksztalcenie/przestrzeni A z GA na druga przestrzen B E GA nazywamy izometria wewnetrzna,
jesli

!!.1(x, y) = eh(fx,ly) dla dowolnych x, y E A.

Teorie niezmienników izometrii wewnetrznych (to znaczy tych wlasnosci przestrzeni GA, które sa
zachowywane przy izometriach wewnetrznych) nllzywamy geometria wewnetrzna. Nalezy
podkreslic, ze w klasycznej geometrii rózniczkow(:j znaczenie tego pojecia jest inne z uwagi na
warunki regularnosci nakladane w niej na rozpatrywane przeksztalcenia i przestrzenie.
W szczególnosci krzywizna Gaussa, która jest jednym z najwazniejszych niezmienników geometrii
wewnetrznej rozumianej klasycznie, nie jest niezmlennikiem wewnetrznym w znaczeniu
zdefiniowanym powyzej. Celem pracy jest podanb szkicu dowodu nastepujacego

Twierdzenia: Istnieje izometria wewnetrzna / przeksztalcajaca cala n-wymiarowa przestrzen

euklidesowa En na podzbiór /(En) przestrzeni E2~ o dowolnie malej srednicy.

Niech "I bedzie liczba dodatnia. Oznaczmy przez D kwadrat lezacy w E2 o wierzcholkach (O, O),

(O, 7]), ("I, O) i (I], "I) - jego srednica jest równa fj Y2.Kazdej liczbie calko'vitej k
przyporzadkujmy punkt

ak = (~TJ ( 1 + __k ), O) E El.2 \ Ikl+l

Mamy ak E D c E2 i !!«O, O), ak) < e«O, O), ak+l)' Niech bk bedzie takim punktem D, ze

e(ak' bk) = e(bk, ak+i) = "I i przez h oznaczmy odcinek <k··Y}, (k+1)'1> c P. Wówczas p = Uh
k

i oznaczajac dla kazdego k J2k = "ak/h, J2H i = bkaH i z latwoscia stwierdzamy istnienie takiej
izometrii wewnetrznej g;,

g;: El -!- U Jk,
k

ze f{!(2k' 7]) = ak, rp«2k+ 1)"1) = bk dla kazdej Hczby calkowitej k.

Zauwazmy, ze przestrzen En mozna przedstawic jako sume wszystkich n-wymiarowych kostek
postaci

DIA!, ..• .!'n = [il-'X .•• xIp..,

gdzie Ili, ... , !-tn przebiega zbiór wszystkich n-tek zlozonych z liczb calkowitych. Kladac dla kazdego
x E En /(x" ... , xn) = (g;(Xi), ... , g;(Xn) otrzymujemy homeomorfizm En na pewien otwarty
podzbiór kostki 2n-wymiarowej przeprowadzajacy kazda kostke Dl''' ... , {.ln izometrycznie na
JIA, x ... xJp. .

Ostatni zbiór Jest podzbiorem C, produktu karte.;ianskiego kwadratów o srednicy "I Y2.
Nietrudno pokazac, zefjest izometria wewnetrzn?.. Jesli 7] jest dostatecznie male, to i srednica C,
a zatem i srednica obrazu/CEn) moze byc dowolnie mala, tak, jak i.adaJismy.

Uwaga 1. Zgodnie z naszym twierdzeniem przestrzen E3, która w klasycznej mechanice jest
traktowana jako matematyczny odpowiednik calego uniwersum kosmicznego, moze byc tez
rozpatrywana jako dowolnie maly podzbiór przestrzeni E6 .z nie zmieniona metryka wewnetrzna·
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Definicja przewodnictwa wlasciwego

Jaka wielkosc fizyczna zmienia sie w najwiekszym zakresie wielkosci?
Odpowiedz na to pytanie wydaje sie byc prosta. Jezeli obliczymy bowiem stosunek przypuszczalnej
masy Wszechswiata (ok. 1050 kg) do masy elektronu (ok. 10-30 kg), otrzymamy 80 rzedów

wielkosci. Stosunek promienia Wszechswiata (ok. 1026 m) do promienia nukleonu (ok. 10-1.5 m), .
czy tez stosunek czasu zycia Wszechswiata (ok. 1018 s) do czasu zycia niektórych czastek
elementarnych (ok. 10-23 s) daja nam po 41 rzedów wielkosci.
W obu przypadkach porównujemy jednak wlasnosci najwiekszego znanego obiektu fizycznego
(Wszechswiata) z wlasnosciami najmniejszych znanych obiektów (czastek elementarnych).
Istni'.:Jc jednak makroskopowa wielkosc, która mozna mierzyc w laboratorium, zmieniajaca sie
o ponad 50 rzedów wielkosci. Jest nia przewodnictwo wlasciwe cial stalych. Obecnie uwazamy,
ze zakres zmian przewodnictwa wlasciwego rozciaga sie co najmniej od 1024 (!km)-l do
10- ~o (f.lcm)-I, jednakze w miare rozwoju badan. granice te moga ulec dalszemu poszerzeniu.

Ponad 50 rzedów wielkosci,
czyli przewodnictwo cial stalych
Dr Andrzej HENNEL

gdz:c l jest dlugoscia, a S przekrojem poprzecznym przewodnika, natomiast (J - stala
nntedalowa nazywana przewodnictwem wlasciwym i wyra:r.ana w (f.lcm)- l.

R=~.~
a S'

Przewodnictwo wlasCiwe wprowadzila juz fizyka XIX wieku ustalajac, ze opór przewodnika mozna
wyruic wzorem

Uwaga 4. W geometrii wewnetrznej jest jeszcze wiele otwartych problemów. W szczególnosci nie

wiadomo, czy znane "Einbettungssatz" Mengera i Nobelinga mozna l'rzeniesc do geometrii
wewnetrznej w postaci twierdzenia orzekajacego, ze kazda n-wymiarowa GA-przestrzen jest
wewnetrznie izomorficzna z podzbiorem E2n+ I.

Uwaga 3. Podana powyz.ej izometria wewnetrzna f, która przeksztalca En na podzbiór E2n

o dowolnie malej srednicy, skla~a sie z przeksztalcen nie bedacych dyfeomorfizmami. Jednakze
przez drobna modyfikacje konstrukcji mozna otrzymac tu iz()metrie wewnetrzna uzywajaca
jedynie funkcji, które maja pochodne wszystkich rzedów.

Uwaga .2. J. Oledzki i S. Spiez udowodnili ostatnio mocniejsze twierdzenie, które glosi, ze En jest
wewnetrznie izometryczna z podzbiorem En+1 o dowolnie malej srednicy. Glówna idea dowodu
jest podobna do opisanej powyzej, ale dowód wymaga bardziej skomplikowanych uza!ii!dnien.
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ATOM LITU KRYSZTAl LITU

n=2 //D
_D a 'II 'li' 'II - ,

\J Ipasmoprzewo­
~dnictwa

IELu-.--_

Korzystajac z mikroskopowego wzoru na natezenie pradu elektrycznego

1= ',qvS,

gdzie njest koncentracja nosników pradu, q ich ladunkiem, a v srednia predkoscia ruchu wywola.neg(
przez przylozone pole elektryczne, mozemy znalezc

(]= Ilqp"

gdzie p, jest tzw. ruchliwoscia nosników, czyli srednia predkoscia uzyskana w jednostkowym polt
elektrycznym. W wielu cialach stalych ruchliwosc p, jest \Vprost proporcjonalna do sredniej drogi
swobodnej, jaka przebywaja nosniki miedzy zderzeniami.

Rys. t

ATOM WEGLA DIAMENT

CJpasmoprzewo-
n=2 / dnictwa
--ISIS~

,,_pasmo
\ wa,len-

cYJne

n=1

Rys. 2

r---_

Struktura energetyczna cial stalych

Istnieja dwa' zasadniczo rózne rodzaje cial stalych. Sa to substancje, któn: mozna dobrze

charakteryzowac tzw. modelem pasmowym, oraz substancje, które nalezy traktowac jak zbiór

izolowanych atomów, jonów czy czasteczek. W pierwszym przypadku naleiy sobie wyobrazac, z~
elektrony walencyjne atomów wchodzacych w sklad krysztalu naleza do wszystkich atomów
krysztalu. Poziomy energetyczne atomów zostaja przy tym zastapione przez pasma
energetyczne zlozone z takiej samej ilosci poziomów, jaka jest ilosc atomów

w krysztale (okolo 1023 w l cm3). Parzysta liczba elektronów na danej powloce
atomowej prowadzi na ogól do pasm calkowicie wypelnionych elektronami,
natomiast nieparzysta liczba elektronów do pasm czesciowo wypelnionych. Rozwazmy dwa
przyklady cial stalych wykazujacych istnienie pasm energetycznych: atom litu oraz atom wegla.
Maja one zapelniona pierwsza powloke elektronowa, natomiast na drugiej powloce lit ma jeden,
a wegiel cztery elektrony. Prowadzi to do struktury pasmowej przedstawionej na rysunkach l i 2.
Elektrony z pasm calkowicie,zapelnionych sa to elektrony skupione wokól jader atomowych lub
tworzace wiazania w ciele stalym. Nie moga one przewodzic pradu elektrycznego. Z kolei pasma
czesciowo zapelnione sa utworzone przez elektrony, które moga swobodnie poruszac sie po

krysztale, a wiec mO[q przewodzic prad elektryczny. Srednia droga swobodna takich elektronów
jest setki, a nawet i tysiace razy wieksza od odleglosci miedzy dodatnimi jonami, wynos7.acej
ok: 10-1 nm (2-;-.3 A). Pasma takie nazywamy w zwiazku z tym pasmami przewodnictwa.

Metale

Rys. 3

~ ~

W~72/7.ff~m
~ ~

~Yff4W$~~
vJ Ir.

Rys. 4

W metalu kazdy atom dostarcza do pasma przewodnictwa co najmniej jeden elektron.
W zwiazku z tym koncentracja tych elektronów jest bardzo duza (ok. 1023 cm-3) i mozna mówic

o gaziF elektronowym wypelniajacym metal·(rys. 3). Ruchliwosc elektronów w metalu jest
mniejsza od 100 cm2 IV . s w temperaturze pokojowej, co w najlepszych przewodnikach, takich jak
Cu, Ag czy Al, daje przewodnictwo r,zedu'106 (Ocm)-I. Jak wiadomo opór metalu rosnie
z temperatura. Poniewaz koncentracja elektronów w pasmie przewodnictwa jest stala, efekt ten
tlumaczymy zmniejszeniem ruchliwosci. Nalezy wyobrazac sobie, ze drgania dodatnich jonów
utrudniaja ruch elektronów. Drugim czynnikiem hamujacym ruch elektronów sa defekty struktury
krystalicznej. Eliminacja tych efektów (mozliwie najczystsze przewodniki i niskie temperatury)
pozwala osiagnac w przypadku miedzi rekordowa wartosc (] = 1010 (Ocm)-I, co odpowiada

drodze swo1:~odnejelektronu l = 1 mm.

Pólprzewodniki samoistne

Ciala stale o strukturze analogicznej do struktury energetycznej diamentu nazywamy
pólprzewodnikami. W materialach tych w niskich ',emperalurach brak elekt,onów swobodnych
(rys. 4). Podwyzs7.enie temperatury umozliwia przeskok elektronów z najwyzszego pasmll
zapelnionego (walencyjnego) do pierwszego pasma pustego (przewodnictwa). Odlegl9sc miedzy
tymi pasmami nazywamy przerwa energetyczna. Wynosi ona dla typowych pólprzewodników
(Ge, Si) ok. 1 eV. Niezwykle interesujaca wlasnoscia pólprzewodników jest fakt, ze po
przejsciu elektronów do pasma przewodnictwa w pasmie walencyjnym pozostaja wol,ne miejsca,
które równiez biora udzial w przewodnictwie-. Nazywamy je dziurami. Dziurze przypisuje sie
dodatni ladunek i mozna ja sobie wyobrazac jako "pecherzyk" w "cieczy" elektronowej
poruszajacy sie pod wplywem pola elektrycznego w kierunku przeciwnym 'liz elektrony.
W czystym pólprzewodniku mamy jednakowa liczbe elektronów w pasmie przewodnictwa i dziur
w pasmie walencyjnym. Energia termiczna drgan atomów w ciele stalym jest w temperaturze
pokojowej bardzo mala (okolo 0;<>4eV), wiec liczba swobodnych elektronów i dziur jest równiez

niewielka (okolo IOlOcm-3). Nawet stosunkowo duze wartosci ruchliwosci ,u = 1000 cm2/V' s
prowadza do przewodnictwa miliard razy mniejszego nii: przewodnictwo metali, ()'= 10-6 (Ocm)-I.
Przewodnictwo to bardzo szybko rosnie z temperamra.

4



Rys. 5

WARTOSC PRZEWODNICTWA IQem}"

Pólprzewodniki domieszkowe

Przyczyna, dla której pólprzewodniki zrobily w ostatnim dwudziestoleciu oszalamiajaca kariere,
jest przede wszystkim fakt, ze mozna zmieniac ich wlasnosci za pomoca domieszek. Jei'.eli do
krysztalu czterowartosciowego germanu wprowadzimy domieszke pieciowartosciowego fosforu

(rys. 5), wówczas piaty elektron walencyjny fosforu nie wchodzi do wiazan i pozostaje
"bezrobotny". Okazuje sie, ze niezwykle mala energia (ok. 0,01 eV) wystarczy, aby oderwal sie
on od swojego atomu macierzystego i stal sie elektronem przewodnictwa. Atom taki nazywamy
donorem, a oderwanie elektronu - joniz.acja donoru. W temperaturze pokojowej wszystkie
donory sa zjonizowane - oznacza to, ze juz wprowadzenie jednego atomu domieszki na miliard
atomów krysztalu macierzystego daje nam 1023/109 = 1014 nosników w l cm3• Powoduje to
wzrost przewodnictwa krysztalu 10000 razy (!) do wartosci a = 10-1 (ilcm)-1. Poza
domieszkami donorowymi mozna jeszcze wprowadzic do krysztalu tzw. domieszki akceptorowe.
Sa to np. w przypadku krzemu atomy trójwartosciowe B, Al itd. Domieszki te wychwytuja
elektrony z pasma walencyjnego wywolujac pojawienie sie swobodnych dziur. W chwili obecnej
potrafimy zmieniac koncentracje domieszek, a wiec i przewodnictwo pólprzewodników, w zakresie
okolo 10 rzedów wielkosci zarówno w przypadku donorów, jak i akceptorów.

Nadprzewodnictwo

Szereg metali i zwiazków ponizej pewnej temperatury, zwanej temperatura krytyczna T;, wykazuje
gwaltowny spadek oporu elektrycznego. Co ciekawe, nadprzewodnictwo wystepuje w metalach,
które sa dosyc kiepskimi przewodnikami (olów, cyna czy rtec). Temperatura krytyczna jest na
ogól rzedu kilku kelwinów, najWyzsza jak dotad Tt = 23 K wykazuje zwiazek Nb3Ge. Przez
wiele lat uwai'.ano, ze opór nadprzewodnika jest równy zeru. W latach szescdziesiatych
przeprowadzono eksperymenty, w których przez ponad rok obserwowano prad plynacy
w nadprzewotlniku z odlaczonym zródlem i oszacowano jego mozliwe trwanie na kilkadziesiat
tysiecy lat. Pozwolilo to na oszacowanie przewodnictwa wlasc.iwego na a :::::1014 (ilcm)-1.
Jednym z ciekawych wniosków wyplywajacych z teorii nadprzewodnictwa jest fakt, ze prad

nadprzewodzacy wywolany jest nie przez elektrony, ale przez pary elektronowe. Energia wiazania
tych par jest niezwykle mala i podwyzszenie temperatury powyzej Tt powoduje ich rozerwanie.
Okazuje sie, ze pary elektronowe moga poruszac sie w sieci krystalicznej nie napotykajac
praktycznie zadnego oporu.

Krysztaly jonowe

Jak juz wspomniano poprzednio, istnieja ci;da stale, których wlasnosci nie moga byc
schar?kteryzowane modelem przewodnictwa pasmowego. Do takich krysztalów zaliczamy
krysztaly jonowe (np. NaCI czy KJ). Krysztaly te wykazuja pewne przewodnictwo a = 10- 7 +
+ 10-12 (ilcm)-l zwiazane z ruchem jonów, czyli z transportem substancji w krysztale. Efekt ten

jest identyczny ze zjawiskiem elektrolizy i moze byc opisywany ilosciowo za pomoca znanych
praw Faradaya. Przewodnictwo krysztalów jonowych wzrasta wykladniczo z temperatura, az do
punktu topnienia krysztalu.

Przewodnictwo przeskokowe

W krysztalach niejonowych (kowalentnych) nie wykazujacych przewodnictwa pasmowego, takich
jak siarka, fosfor bialy, jod czy krysztaly gazów szlachetnych, zaobserwowano istnienie bardzo

niewielkiego przewodnictwa a = 10-10+ 10-10 (ilcm)-l (dla porównania: powietrze
w warunkach normalnych wykazuje przewodnictwo a ~ to-B (ilcm)-1). Przewodnictwo w tych
krysztalach nazywamy przeskokowym. Wyobrazamy sobie, ze elektrony lub dziury znajdujace
sie w krysztale moga pod wplywem dodatkowej energii (drgan termicznych, oswietlenia)

przeskakiwac pomiedzy sasiednimi atomami, domieszkami lub defektami. Przypomina to dziecieca
labawe w komórki do wynajecia - czas przebywania nosnika na centrum jest o wiele dluzszy
niz czas przeskoku. Przewodnictwo to oczywiscie silnie zalezy od temperatury i koncentracji
domieszek.

Zakonczenie

Rys. 6

l t--.t l '7tl------<Pb Cu HgTe Si NoCi S
(nadprz) powietrze
PJry elektronowe elektrony i dziury jony hoping

10" 'lO'

Na koniec warto popatrzec na schematyczne zestawienie wartosci przewodnictwa a w niektórych
substancjach oraz rodzajach nosników pradu w cialach stalych (rys. 6). Widac, ze ogromna
zmiennosc wartosci przewodnictwa cial stalych zwiazana jest z czterema zasadniczo
róznymi mechanizmami przewodnictwa - nadprzewodnictwem, przewodnictwem pasmowym
elektronowo-dziurowym, przewodnictwem jonowym i przeskokowym. '
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Ramiona spiralne

Doc. dr Jerzy STOD6LKIEWICZ

W ramionach gestosc materii jest wieksza dlatego, ze przeplywajacy przez nie gaz zwalnia swój
bieg i czesciowo plynie wzdluz nich. Ale tego rodzaju ruch materii w ramionach spiralnych
spowodowany jest wlasnie tym, ze w ramionach gestosc jest nieco wieksza niz w obszarach
miedzy nimi. Teraz latwo juz okreslic, dlaczego w ramionach spiralnych nie skupiaja sie gwiazdy
starsze. Oczywiscie przy kazdym obiegu wokól centrum Galaktyki trafiaja i one do ramion. Ale
ich predkosci sa znacznie wieksze niz obloków miedzygwiazdowych. Dlatego nie poddaja sie tak

latwo jak materia miedzygwiazdowa potencjalowi grawitacyjnemu, ramion i prawie nie odczuwajac
go przebiegaja w poprzek ramion.

Najlepiej tlumaczy zjawiska zachodzace w ramionach spiralnych teoria, która traktuje je jako
zjawisko falowe: jako obszary w Galaktyce, przez które przeplywa materia miedzygwiazdowa
i gwiazdy. Same ramiona obracaja sie jak ramiona wiatraka wokól centrum Galaktyki ze stala
predkoscia katowa, okolo dwukrotnie mniejsza niz predkosc Slonca. Dokonuja one pelnego
obrotu w ciagu 400 milionów lat. Materia miedzygwiazdowa i gwiazdy biegna szybciej. Doganiaja
wiec ramie spiralne, przez pewien czas w nim przebywaja i uchodza znów z niego, by po
200 milionach lat dotrzec do nastepnego.

Ramiona spiralne sa jak gdyby olbrzymimi falami plynacymi przez Galaktyke, w których
nastepuje sprezanie sie gazu miedzygwiazdowego, az do stanu, w którym moga w nim
powstawac gwiazdy. Jednoczesnie te nowe gwiazdy, które poczatkowo moga wspóldzialac
w dalszym zageszczaniu materii i tworzeniu sie nowych gwiazd, przerywaja 'ten proces: ogrzewaja
materie i powoduja jej rozproszenie w przestrzeni. Ramiona spiralne sa wiec klinika polozniCza
naszej Galaktyki: w nich nastepuje stale, choc powolne przetwarzanie materii rozproszonej we
wciaz rodzace sie mlode gwiazdy, rozsiewane nastepnie w obrebie dysku galaktycznego.
Wzajemnie sprzezone procesy decyduja o istnieniu ramion spiralnych w dysku galaktycznym.

Struktura spiralna jest bardzo powszechna wsród galaktyk. Okolo 50% wiekszych galaktyk
posiada wyraznie zarysowane ramiona spiralne. A wiec tworzenie sie ramion spiralnych nie jest

cecha szczególna naszej Galaktyki, lecz musi byc bardzo naturalna wlasciwoscia dysków. Wydaje
sie to tym bardziej dziwne, ze dyski obracaja sie nie jak cialo sztywne, lecz z rózna predkoscia
katowa w róznych odleglosciach od jadra ich macierzystej galaktyki: najszybciej w poblizu
jadra, coraz wolniej w obszarach zewnetrznych. Gdyby wiec ramiona potraktowac jako twory
skla~:ajace sie stale z tej samej materii, to wskutek tego nierównomiemego obrotu dysku powinny
sie one stale nawijac, jak nic na szpule w coraz wieksza liczbe zwojów, a po paru obrotach
galaktyki (po kilkuset milionach lat) ich kontury powinny ulec zatarciu. Przeczyloby to jednak
mozliwosci obserwowania w przyrodzie tak duzej liczby galaktyk spiralnych.

, Jest paradoksem, ze latwiej poznac wyglad odleglych galaktyk niz tej, w której zyjemy. Uwiezieni
w plaszczyznie Drogi Mlecznej, otoczeni przez nieprzezroczysta materie miedzygwiazdowa,
z trudem zdobywamy wiadomosci o rozmieszczeniu w dysku galaktycznym róznych typów
gwiazd. Bardziej szczególowe informacje odnosza sie jedynie do polozenia wodoru neutralnego.
Wiemy, ze skupia sie on w poteznych ramionach spiralnych o szerokosci rzedu kiloparseka,
przebiegajacych przez caly dysk Galaktyki. Znacznie mniej wiemy o polozeniach gwiazd,
dostrzegamy tylko blizej lezace, a pomiary iCh odleglosci obarczone sa znacznymi bledami.
Dlatego nasza wiedza o ich przynaleznosci do ramion spiralnych ograniczona jest jedynie do tych
czesci, które przebiegaja w poblizu Slonca. Na podstawie obserwacji tej ograniczonej próbki
gwiazd mozemy wnioskowac o tym, ze ramiona spiralne naszej Galaktyki to nie tylko skupiska
materii miedzygwiazdowej, ale takze siedlisko mlodych gwiazd narodzonych nie dawniej niz
kilkanascie milionów lat temu. Widziana z odleglosci okolo 10 kiloparseków Galaktyka

rozposcieralaby sie jak olbrzymia tarcza na niebie, rozjarzajaca tYSIacami blyszczacych punktów
i swiecacych obloków zjonizowanego gazu wieksza czesc firmamentu. Na tle jasnego dysku
dostrzeglibysmy wówczas rozciagajace sie od odleglosci okolo 3-4 kilo parseków od swiecacego
jak mglista, niewielka plamka goracego gazu jadra Galaktyki, olbrzymie ramiona siegajace az po
brzeg ukladu. W obrebie ramion dominowalyby olbrzymie, swiecace obloki zjonizowanego
wodoru i tysiace goracych jasnych gwiazd. Obszary miedzy ramionami niknelyby w swietle
ramion, iCh blada poswiata pochodzilaby od miliardów chlodnych gwiazd niewidocznych juz
golym okiem, gdzieniegdzie zaledwie blyszczalyby pojedyncze jasne gwiazdy lub obloki.
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Przekrój przez ramie .piralo. Galaktyki

I Slonce powMaloniegdys,w jednym z'ramion spiralnych naszej Galaktyki. Od tego czasu
regularnie co' 200 milionów lat przebiega ono przez ramiona spiralne. Powoduje to, ze warunki
w przestrzeni miedzygwiazdowej wokól Slonca zmieniaja sie w tym dlugim okresie. C7.asami
biegnie ono w prawie kompletnej pustce, kiedy indziej, gdy wchodzi w ramie spiralne, dostaje sie
w obszary o znacznie wiekszej gestosci gazu i pylu. A moze to miec istotny wplyw na' warunki·
klimatyczne panujace na Ziemi. Opadajacy na Slonce pyl miedzygwiazdowy powodowac moze
jego ogrzanie. Ten sam pyl docierajacy do atmosfery Ziemi moze stac sie przyczyna zmniejszenia
jej przezl.Jczystosci, a opadajacy na- powierzchnie Ziemi moze zwiekszyc jej zdolnosc odbijania
promieni slonecznych. W ten sposób wynikiem przejscia Slonca przez ramiona spiralne Galaktyki
moga byc cyklic:r.ne zmiany klimatu na 1laszej planecie. Pozwala nam to przypuscic, ze istnieniu
ramion spiralnych zawdzieczamy nie tylko powstanie naszego Ukladu Slonecznego. ale nawet
wplyw na rozwój zycia na Ziemi.

Powstanie Ziemi 4500

o Przejscie Ziemi przez ramie spiralne Galaktyki.
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Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 235. Pewne pola szachownicy zamalowano tak. ze król nie moze przejSC od lewego do
prawego jej brzegu po polach zamalowanych. Udowodnic. ze po nie zamalowanych polach moze

od dolnegó do górnego brzegu szachownicy przejSC wieza.
Rozwiazanie na str. t2.
M 236. Z kwadratu [O. t] x [O, t] zrobiono szachownice o nZ polach. Niech F" Fz beda
dowolnymi przeksztalceniami tego kwadratu w odcinek '[O. t]. Oznaczamy F(x) = (F,(x). Fi(X)).
Wykazac. ze istnieja cztery punkty p, q, r. 5 (p = (pl, pz) itd.) lezace w jednym polu szachownicy
i takie, ze F,(p) ~ P,. F, (q) ;:;.q" Fz(r) ~ rz i Fz(5) ;:;.5z. Wskazówka: patrz M 235.
Rozwiazanie na str. 12.
M 237. Udowodnic twierdzenie Brouwera: Jezeli F jest przeksztalceniem ciagly.'11domknietego
kwadratu w siebie, to istnieje punkt x taki, ze F(x) = x. Wskazówka: patrz M 236.
Rozwiazanie na str. t2.

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 77. Dwie równolegle plyty zanurzono pion9wo do polowy
(a) w cieczy zwili.ajacej material obu plyt.
(b) w cieczy nie zwilzajacej zadnej z plyt oraz
(c) w cieczy zwilzajacej jedna i nie zwilzajacej drugiej plyty.
Jaki beJzie kierunek sil dzialajacych miedzy plytami w kazdej z opisanych sytuacji'?
Rozwiazanie na str. t1.
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b: przywiazujemy sznurki

c: zawieszamy odwazniki

Mierzymy cisnienie atmosferyczne

Wiesz na pewno, ze na kazdy przedmiot w twoim
otoczeniu dziala cisnienie atmosferyczne. Dzieje sie tak
dlatego, ze szybko poruszajace sie czasteczki powietrza
bezustannie "bombarduja" powierzchnie kazdego ciala.
A jednak cisnienia tego prawie nie zauwazamy. Jezeli
wyobrazilismy sobie, ze w powietrzu znajduje sie na
przyklad blaszka metalowa, to czasteczki uderzaja w nia
z obu stron, a wiec srednia dzialajaca sila równa jest
zeru (rys. la). Gdybysmy jednak potrafili z lewej strony
blaszki usunac czasteczki, czyli wytworzyc próznie
(rys. lb), wtedy bombardowanie zachodziloby tylko
z prawej strony i powinnismy móc zaobserwowac
i zmierzyc dzialanie sily. Aby zrobic doswiadczenie, które
to wykaze, potrzebne sa:
1. Strzykawka najlepiej zuzyta plastykowa do
jednorazowego uzycia (inna latwo stluc).
2. Sznurek.
3. Plastelina.
4. Odwazniki (do kilku kg).
Doswiadczenie najlatwiej wykonac w dwie osoby.
l. Zatka.jcie szczelnie wlot strzykawki kawalkiem plasteliny
(rys.2a).
2. Do tloczka strzykawki przywiazcie sznurek (rys. 2b).
3. Jedno z Was niech trzyma strzykawke pionowo, wylotem
ku górze (rys. 2c), a drugie niech przywiazuje kolejno do
sznurka odwazniki. Przy jakiej ich masie uda sie tlok
odciagnac?

Jerzy GINTER



Konstrukcje z zapalek

Dla wykonania ciekawego doswiadczenia~ które chcielismy
Wam zaproponowac, zaopatrzcie sie w duza liczbe cienkich
listewek o dlugosci okolo 25 cm i przekroju np. 2 x 3 mm.
Moga to byc duze zapalki "kominkowe".
Czy umielibyscie teraz zbudowac z nich szkielet dachu nad
hala o wymiarach 1,5 x 1,5 m, nie klejac, nie wiazac ani
nie laczac listewek w inny sposób ze soba?

Rys. I

Ajest to mozliwe. Aby dopiac tego, zauwazmy najpierw,
ze jesli ulozymy Ull klockach cztery listewki jak na rys. l,
to listewki nie spadna.

Jesli taki "wezel" zapewnia utrzymanie w powietrzu
jednego konca kazdej dochodzacej do niego listewki,
to dlaczego klocków, które podpieraja pozostale konce,
nie zastapic takimi samymi "wezlami"?

Nasuwa nam to pomysl ogólnego przepisu na budowe
szkieletu dachu nad placem tak rozleglym, jak tylko
zechcemy. Widok z góry dwóch takich szkieletów
przedstawia rysunek 2.
Budowa nie powinna sprawic Wam trudnosci, jesli tylko
przeprowadzicie ja stopniowo, dodajac po jednym
"wezle" .

Widok z góry

k~ock.i pod­
pleroJqce

Rys. 2

Czy sa mozliwe inne samotrzymajace sie "wezly"? Tak,
na rysunku 3 widzimy" wezel" z 3 listewek i widok z góry
szkieletu zrobionego z takich wezlów. Spróbujcie
skonstruowac jeszcze inne "wezly" i szkielety dachów.
Nie wszystkie "wezly" w jednym szkielecie musza byc
jednakowe; szkielet zlozony z dowolnych "wezlów"
utrzyma sie w powietrzu, jesli tylko wszystkie konce
listewek nie lezace w wezle beda podparte.

Ci z Was, którzy bawia sie czasem "budowaniem" z kart,
natkneli sie byc moze na problem pokrycia dachem
Colosseum (rys. 4). Dach taki, nawet o bardzo duzej
rozpietosci, nietrudno skonstruowac tlumaczac na jezyk
kart szkielet z rysunku 2.
Podobnie jak szkielet z rysunku 2, tak i dach z kart
z rysunku 4 nie musi byc kwadratowy; mozna go
dopasowac do ksztaltu pokrywanej hali, a takze wiec
do Colosseum.
Jesli karty sa nowe, to dach wychodzi lekko wypukly,
wielospadowy i naprawde ladny.

Na koniec proponuje Wam
rozwiazanie jeszcze dwóch zadan:
- Przerzucic, naturalnie bez klejenia, szkielet mostu
z listewek o dlugosci 25 cm, ponad rzeka o szerokoscil m;
- Dla karciarzy: przetlumaczyc na jezyk kart jakis inny,
wymyslony przez Was, typ szkieletu.

Aleksander RUSIECKI

Rys. 3

R~. 4



o polu prostokata

P:<O, +oo)x<O, +(0) .....•<°. +(0).

P(al+az,b) = P(al. b) + P(az, b),

P(a, hl +bz) = P(a. bl)+P(a, bz).

(1)

(2)

(3)

Pole prostokata o bokach a i b wyraza sie wzorem: P = a' b. Dlaczego? Czy wzór ten zostal nam

narzucony przez autorów podreczników i zalezy wylacznie od ich wyboru? Czy tez moze jest on
koniecznoscia i nie ma innej mozliwosci; innymi slowy moze mozna go udowodnic?
Aby móc na te pytania odpowiedziec. musimy wpierw dobrze zdac sobie sprawe z tego. czym
wlasciwie jest pole prostokata. Mozemy powiedziec. ze jest to miara wielkosci prostokata.
Zauwazmy jednak. ze zdanie to nie jest bynajmniej definicja. gdyz zastepuje tylko jedno
niesprecyzowane pojecie (pole) przez inne (miara wielkosci). Niemniej pozwala ono odwolac sie
do ihtuicji geometrycznej. Jakiez zatem wlasnosci powinna miec taka miara wielkosci prostokata?

Intuicja geometryczna sugeruje nam. ze powinna ona spelniac nastepujace trzy warunki:

A. Kazdy pTostokat ma jednoznacznie okreslone pole. które wyraza sie liczba rzeczywista
nieujemna.

B. Przystajace prostokaty maja równe pola.

C. Jezeli prostokat podzielimy na dwie czesci odcinkiem równoleglym do któregokolwiek z boków,
to suma pól powstalych w ten sposób prostokatów jest równa polu wyjsciowego prostokata.

Zanim posuniemy sie dalej w naszych rozwazaniach. trzeba jasno stwierdzic. ze powyzsze
postulaty, aczkolwiek dyktowane intuicja geometryczna. nie sa bynajmniej konieczne i w znacznym
stopniu przyjecie ich zalezy od naszej woli.

Zgadzamy sie. ze miara powinna byc liczba nieujemna. ale sa przeciez wielkosci (np. temperatura,
czas). których miare wyrazamy w liczbach wzglednych.

Dwa przystajace prostokatne poletka gruntu moga miec rózna cene (a cene wszak tez mozemy
uwazac za pewna miare) w zaleznosci od polozenia. gleby itp.
Wreszcie np. dwie pieciodekowe paczki kawy kosztuja wiecej niz jedna paczka dziesieciodekowa.
Tak wiec w pewnych okolicznosciach miara nie musi spelniac zadnego ze sformulowanych
powyzej postulatów A. B. C. W przypadku pola prostokata wydaja sie nam one rozsadne i zgodne
z nasza intuicja. zatem jestesmy gotowi przyjac je bez zastrzezen. Zalezy to jednakze od naszej
woli. od naszego wyboru.

Zgódzmy sie zatem, ze przyjmujemy postulaty A. B. C i postarajmy sie teraz przetlumaczyc je na
jezyk matematyczny. Poniewaz prostokaty o bokach odpowiednio równych sa przystajace. wiec
z postulatów A i B wynika. ze pole prostokata zalezy wylacznie od jego boków (czy tez.
dokladniej, od dlugosci jego boków). Scislej mówiac, pole to jest funkcja: P = P(a, b). okreslona
w pierwszej cwiartce ukladu wspólrzednych i przyjmujaca wartosci w zbiorze <0, + (0):

Najistotniejsze informacje zawiera jednak postulat C. DOkónujac opisanych podzialów (patrz
rysunek) widzimy, ze funkcja p musi spelniac nastepujace dWi'..zwiazki:

Prof dr Marek KUCZMA
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Zwiazki (2) i (3) musza byc prawdziwe dla wszystkich nieujemnych a. b. al. az. bl, bz; sa zatem
tozsamosciami. Nasze zadanie mozna wiec sformulowac nastepujaco:

znalezc funkcje (1), dla której zwiazki (2) i (3) sa spelnione tozsamosciowo wzgledem wszystkich
wystepujacych tam zmiennych.

Tego typu zadania, w których problem polega na wyznaczeniu niewiadomej funkcji na podstawie
zadanej tozsamosci, która funkcja ta ma spelniac, nosza nazwe równan funkcyjnych.

Zwiazki (2) i (3) sa' wlasnie przykladami równan funkcyjnych.
Zostawmy na chwile problem wzoru na pole prostokata i zajmijmy sie 'równaniami funkcyjnymi. Jednym
z najwazniejszych równan funkcyjnych jest równanie Cauchy'ego~ a?
(4) [(x+y) = [(x)+[(y).

b
Postarajmy sie wyznaczyc funkcje[: <O, + 00) -+ <O, + 00) (tj. (unkcje o wartosciach nieujemnych, okreslona dla
nieujemnych wartosci zmiennej niezaleznej) spelniajaca zwiazek (4) dla wszystkich nieujemnych x, y. W szczególnosci (41
ma zachodzic dla x = y = O.
Zastepujac w (4) x i y przez zero otrzymamy [(O) = 2[(0), skad wynika, ze

a (5) [(O) = O.

Przez indukcje latwo udowodnic, ze

[«k+l)x) = [(x+kx) = [(x)+[(kx) =f(x)+k[(x) = (k+l)[(x),

dla wszelkich x nieujemnych i wszelkich n calkowitych nieujemnych. Istotnie. dla n = Oprawdziwosc zwiazku (6)
wynika z (5). Zakladajac, ze zachodzi dla pewnego calkowitego n = k ;. Oi dla wszelkich x ;. O, mamy dla n = k + l
i dowolnego x ;. O:

1----
h ----- b

____ ,,1

~

(6) [(nx) = n[(x)

a gdzie'po drodze wykorzystalismy wlasnosc (4) dla y = kx. Tak wiec zwiazek (6) zoslal udowodniony.
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gdyz[(1) = e.

Udowodnimy teraz, ze zwiazek (8) zachodzi nie tylko dla r wymiernych, ale dla dowolnych r rzeczywistych nieujemnych.
W tym celu utwórzmy nowa funkcje

Oznacza to, ze funkcja g jest okresowa, o okresie l, czyli g(x+ l) = g(x). Poniewaz wartosci funkcji [sa nieujemne,
a wartosc wyraz~niaex dla x E (O, l) nie przekracza c, wiec z (9) widzimy, ze funkcja g spelnia warunek

[(r) = er

[(rx) = r[(x)

P(a, b) = cab.

g(x) = [(xl-ex,

P(a, b) = c(b)a.

I(-x) = -/(x) ,

g(x) '" -e dla x E (O, l).

(7)

(8)

dla wszystkich nieujemnych rwymiernych.

(9)

(10)

(11)

Z okresowosci zas wynika, ze nierównosc (10) jest sluszna dla wszystkich x'" O. Wezmy teraz dowolne x E (O, l). Na
podstawie wzoru (9) oraz równania (4), gdzie przyjmujemy y = l-x, mamy

g(x)+g(l-x) = [(x)-ex+[(I-x)-e(l-x) = [(I)-e = O, tj.
g(x)+g(l-x) = O.

(13)

(14)

(15)

Pokazemy z kolei, ze zwiazek (6) pozostaje równiez sluszny dla n wymiernych nieujemnych. Wezmy dowolne liczby
calkowite p", O, q > O oraz dowolna liczbe rzeczywista x'" O. Mamy na podstawie (6):

p[(x) = [(px) = [(qf x) = g[(f x). skad [(f x)= f[(x).
Innymi slowy, funkcja [spelnia zwiazek

Jezeli teraz podstawimy wzór (13) do równania (3) i przyjmiemy, ze a = l, to otrzymamy e(b, +b,) = e(b,)+e(b,),
co oznacza, ze funkcja c równiez spelnia równanie (4). (Nie jest istotne czy zmienne niezalezne oznaczymy przez x. y,

czy przez b" b,). Musi byc zatem e(b) = cb, gdzie w,p6lczynnik e jest juz teraz staly. Podstawiajac znaleziona postac
funkcji c do wzoru (13) otrzymamy

gdzie, jak wyzej, e = [(I).

Uwzgledniajac fakt, ze funkcja[sp,lnia równanie (4) w szczególnosci dla y = l, otrzymamy

g(x+ l) = [(x + I)-e(x+ l) = [(x)+[(I)-ex-e = [(xl-ex = g(x),

Mozemy obecnie rozwiazac równania (2) i (3). Ustalajac na chwile w (2) zmienna b i piszac [(x) = P(x, b) widzimy,
ze funkcja[sp,lnia równanie (4). Musi byc zatem postaci (12), gdzie wspólczynnik e moze jednak zalezec od ustalonej
chwilowo wartosci zmiennej b:

co oznacza, ze1jest funkcja nieparzysta. Poniewaz przy wyprowadzaniu zwiazku (7) nie

korzystalismy z nieujemnosci ani x, ani I, wiec zwiazek ten jest sluszny i w obecnym J?fzypadku,
a z (15) wynika, ze (7) zachodzi dla wszystkich x rzeczywistych i r wymiernych. Dalszego
rozumowania, prowadzacego do wzoru (12), nie da sie jednak powtórzyc, gdyz korzystalo ono
w bardzo istotny sposób z zalozenia o nieujemnosci funkcji f Jezeli zalozymy dodatkowo, ze1
jest funkcja ciagla lub monotoniczna, to ze wzoru (8) (waznego teraz dla dowolnych wymiernych
r) wyniknie wzór (12) (wazny dla dowolnych rzeczywistych x). Jesli jednak nie zalozymy o funkcji
nic wiecej ponadto, ze spelnia ona równanie (4), to czy moze miec ona inna postac niz (12)?

Pytanie to nurtowalo matematyków przez wiele lat, a odpowiedz okazala sie zupelnie
nieoczekiwana: zalezy ona od tego, jaka matematyke przyjmiemy. Gdyz matematyka jest
systemem dedukcyjnym i zalezy od przyjetego ukladu aksjomatÓw. Tak, jak mozemy miec rózne
geometrie (geometria euklidesowa i rózne geometrie nieeuklidesowe), tak tez mozemy miec

Chcemy pokazac, z, funkcja g jest id,ntycznie równa zeru. Gdyby w jakims punkcie x E (O, I) wartosc funkcji g byla
rózna od zera, to jak wynika ze zwiazku (II) d~k!adnie jedna z wartosci g(x) i g(l - x) bylaby ujemna. Niech Xo bedzie
takim punktem przedzialu (O, I), ze g(xo) <O. Na pod,tawie (6) mamy dla dowolnych n naturalnych

g(nxo) = [(nxo)-enxo = n[(xo)-nexo = n[[(xo)-exol = ng(xo).

Zatem dla dostatecznie duzego n naturalnego bedziemy mieli g(nxo) < - c, co jest sprzeczne z (10). Funkcja g musi
wiec byc tozsam")sciowo równa zeru, w przedziale (O, l), a wobec okresowosci musi byc ona tqzsamosciowo równa
zeru w calym przedziale (O, + (0). Oznacza to (por. (9», ze '

(12) [(x) = ex dla wszystkich x E (O, (0).

Tym samym wyznaczylismy funkcje f. a wiec rozwiazalismy równanie (4).

WrÓCmy teraz do równania (4), ale zalózmy tym razem, ze funkcja niewiadoma/jest typu
1:(-00, +00) -> (-00, +00). Mozemy wówczas polozyc w (4) y = -x i biorac pod uwage
zwiazek (5) otrzymamy

dla wszystkich nieujemnych x rzeczywistych i r wymiernych. Kladac w (7) w szaególnosci x = 1 i oznaczajac [(I) = e,
otrzymujemy

Co robi we wzorze (14) w,pólczynnik e? Jest on zwiazany z jednostka pomiaru pola. Jesli umówimy sie, ze kwadrat
o boku l ma pole jednostkowe, to wówczas e = I. Jesli jednak np. boki prostokata mierzyc bedziemy w metrach, pole
zas w centymetrach kwadratowych, to e = 10000. Tak wiec nasze rozumowanie dalo nam na pole prostokata wzór (14),
ogólniej)zy, niz klasyczny wzór P = ab, bo uwzgledniajacy jednostki pomiaru.

Z:lrazem otrzymalismy odpowiedz na pytania postawione na poczatku artykulu. O ile przyjmiemy postulaty A, B, C.
to wzór (14) jest jedynym m~zliwym wzorem na pole prostokata. Przyjecie tych postulatów, aczkolwiek dobrze
umotywowane intuicja geometryczna, zalezy jednak od naszej woli.p k"'--_-1 q<p-q- -- -.::-F>~,----=.- -

q >p

-- p- :q.: ----- - - --- ---- - --- --- - ---
p>q

"

p<q' I p _t-~"
~ -L-cf_-

Rozwiazanie zadania F 77
Cisnienie w powietrzu oraz w cieczy na jej
poziomej powierzchni jest równe cisnieniu

atmosferycznemu p. W zwiazku z tym
cisnienie wywierane na zanurzona czesc plyty
przez cIecz tworzaca menisk wklesly jest
mniejsze od cisnienia atmosferycznego, zas
przez ciecz twor'l.aca menisk wypukly musi
byc wieksze od cisnienia atmosferycznego.
Dzieki zjawisku wloskowatosci nie ma

równowagi cisnien dzialajacych na zewnetrzne
i wewnetrzne plaszczyzny plyt. Widac to latwo
na rysunku, którego analiza przekonuje, ze
plyty w przypadku (a) i (b) przyciagaja sie,
podczas gdy w przypadku (c) odpychaja.
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Rozwiazanie zadania M 137
Mozemy zalozyc, ze cIIUIlOSCboku kwadratu
Wynosi t. Przeprowadzajac konstrukcje
opisana w zadaniu M 136 dla
n = 2,4,8 •... 2t, ...przekonamy sie, ze
istnieja ciagi (Pt), (gt), (rk), (Sk) takie, ze Pk,
qk, Tk, St leza w jednym kwadracie o boku 2-k
oraz F,(Pk) '" Pk,,, F,(gk) ~ qk.lo
F,(Tk) '" Tk,20 F2(St) ~ Sk,,; dolne wskazoiki
l, 2 <>znaczajanumery wspólrzednych.

Z ciagu (Pk) mozna wybrac podciag (Pk,)
zbiezny do pewnego punktu x kwadratu. Ale
do tego samego punktu beda zbieZ!'e ciagi
~,), (Tkl) i (Ski)'

Poniewaz teraz F, i F. sa funkcjami ciaglymi,
wiec

F,(x) =I~~ F,(Pt,) "'I~~ Pkl" = x,

i analogicznie FI (x) ~ x,, F.(x) '" x. oraz
F.(x) ~ x., skad wynika, ze F,(x) = XI

i F.(x) = X2, czyli F(x) = x, c.b.d.o.

--

Rozwiazanie zadania M 136
Zamalujmy na czerwono te pola, ·dla których
F,(x) < x, dla wszystkich x lezacych we
wnetrzu lub na brzegu p-Ola~a na zielono

pola, dla których F,(x) > x, dla wszystkich
punktów pola domknietego. Poniewaz na
lewym brzegu nie moga lezec pola czer.vone,
na prawym - pola zielone i dwa pola róznych
kolorów nie moga sie dotykac, król nie moze
przejsc od lewego brzegu szachownicy do
prawego nie wcbodzac na pole nie
zamalowane. Wobec tego (p. zad. M 135)
wieza moze przejSCod górnego brzegu do
dolnego po nie zamalowanych polach.
Zamalujmy teraz na niebiesko te pola na jej
drodze, których wszystkie punkty spelniaja
warunek F.(x) > x. i na zólto te pola, ze
wszystkie ich punkty sa przesuwane" w dól":
F.(x) < x •. Rozumujac analogicznie, jak to
pok.aza.lismy powyzej~przekonamy sie, ze co

najmniej jedno pole na drodze wiezy i teraz
pozostanie nie zamalowane. Znaczy to, ze
istnieja w tym polu punkty p, q, T, s spelniajace
warunki zadania.

AlIt-

...•

y.........
...•....

•.• pola zielone
- pola czerwone

~ droga wiezyl pola zóltel pola niebieskie

rg pole znalezione

rózne matematyki. Jezeli do ukladu aksjomatów, na których oprzemy nasza matematyke,
wlaczymy tzw. pewnik wyboru, to - jak pokazal w 1905 roku matematyk niemiecki G. Hamel­

równanie (4) ma równiez rozwiazanie nie wyrazajace sie wzorem (12). Istnieja jednak matematyki,
w których funkcje (12) sa jedynymi rozwiazaniami równania (4).

Oczywiscie istnieje duzo innych równan funkcyjnych, postacia i wlasnosciami nieraz bardzo

rózniacych sie od podanego tutaj przykladu. Niektóre typy równan funkcyjny~h, jak np. równania
rózniczkowe czy calkow::, wyodrebnily sie dzis w osobne dyscypliny matematyczne. Obecnie pod
nazwa "równania funkcyjne" rozumie sie takie równania funkcyjne, w których nie wystepuja
pochodne ani calki. Nawet po tym ograniczeniu bogactwo i rozmaitosc róznych rodzajów i typów

równan funkcyjnych sa pgromne. Jesli dodamy ponadto, ze równania funkcyjne pojawiaja sie
w niemal wszystkich dziedzinach matematyki, stanie sie jasne, ze stanowia one fascynujacy
przedmiot badan naukowych. Wsród pionierów tych badan znajduja-sie równiez najwybitniejsi
matematycy polscy, jak Waclaw Sierpinski czy Stefan Banach. A dzisiaj w badaniach nad

równaniami funkcyjnymi matematycy polscy odgrywaja czolowa role na swiecie.

Rozwiazania równania (4), rózne od funkcji (2), sa bardzo nieregularne i maja bardzo osobliwe

wlasnosci. Nie sa one ograniczone ani z góry, ani z dolu na zadnym przedziale, ich wykresy sa
geste na plaszczyznie i nie dadza sie one zapisac efektywnym wzorem.

o
~

Rozwiazanie zadania M 13S
Powiekszmy szachowni<e, dodajac przy jej
dolnym brzegu jeden rzad pól nie
zamalowanych. i rozpatrzmy obszar A zlozony
ze ws,zystkichpól, do których moze dotrzec
wieza wychodzac z dodaoego r~du i.nie
pnechodzac przez pola Zlmalowaoe. Teza
naszego zadania jest równowazna tem~ ze A

zawiera pewne pole przy górnym brzegu
szachownicy. Przypuscmy, ze tak nie jest.
Dolaczajac do A wszystkie poh lezace
calk.owicie wewnatrz niego, otrzy'mamy nowy
obszar B, równiez nie zawierajacy pól przy
górnym brzegu szachownicy, którego brzegiem
jest zamknieta lamana.. Niech teraz a i b beda
punktami tej lamanej lezacymi odpowiednio
na lewym i prawym boko szachownicy i
najblizszymi górnemu jej brzegowi (gdyby na
bocznych kra wedziach szachownicy takich pól
nie bylo, wieza moilaby przejsc z dolu do
góry). Lamana ta zawiera droge laczaca a i b
przebiegajaca powyzej dolnego brzegu
szachownicy i rozdzielajaca pola zamalowane
od nie zamalowanych. Król mole przejSCod
lewego do prawego brzegu szachownicy po
zamalowanych.Dolach przyleglych do tej
drogi - wbrew zalozeniu.

--

_ pole zamalowane8 obszar~ B
~ droga króla
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Artykul ten oparty jest na wspomnieniach
przedstawionych przeze mnie w jednej
z audycji telewizyjnych w roku l971. Materialy
te udostepnilem rÓwniez wydawnictwu
Towarzystwa Naukowego Plockiego,
p!. Notatki plockie (3 - 1973).

Pierwsze hiperjadro odkryte w roku 1952
w fotograficznej emulsji jadrowej
p - tor czastki pierwotnej (wysokiej energii)
promieniowania kosmicznego,
A - miejsce oddzialywania z jadrem bromu
lub srebra napotykanym w emulsji
fotograficznej,
s - pek torów szybkich czastek wtórnych,

- tory fragmentów rozbitego jadra,
h - tor fragmentu hiperjadrowego,
B - miejsce rozpadu hiperjadra i wychodzace
z niego tory produktów rozpadu.
Powiekszenie: 400 razy

Jak odkrylismy hiperjadra atomowe

Pro! dr Jerzy PNIEWSKI, czlonek rzeczywisty PAN
W wieku atomu nie wypada nie wiedziec, ze jadra atomowe sa zbudowane z protonów
i neutronów; tlumaczenie tego faktu mam wiec z glowy. Poniewaz w ciagu ostatnich dwudziestu
paru lat fizycy odkryli wielka liczbe nowych czastek uznanych za elementarne; chcialoby sie
zadac pytanie, czy któras z tych czastek na równi z protonem i neutronem nie moglaby równiez

stac sie cegielka materii jadrowej. Jak sie okazuje, moze nia byc jeszcze tylko jedna czastka,
zwana hiperonem lambda. Tak wiec mamy 3 podstawowe cegielki tworz.ace jadra atomowe,
z tym ze jadra zawierajace ów hiperon nazywane sa hiperjadrami. Te ostatnie sa nietrwale, zyjace
krótko. W roku 1952 liczba podówczas znanych czastek elementarnych nie byla jeszcze duza,
w istocie bylo ich zaledwie kilkanascie, znany juz byl jednak hiperon lambda. Mozliwosc istnienia
materii hiperjadrowej i pierwszy przypadek hiperjadra wykrylismy wspólnie z Marianem
Danyszem w tymze roku 1952. Marian Danysz wracajac w roku 1952 z Bristolu przywiózl blok
emulsji fotograficznej naswietlonej promieniami kosmicznymi w locie balonowym do stratosfery,
zorganizowanym przez osrodek bristolski. We wrzesniu tego roku przegladalismy wieczorem pod
mikroskopem przywiezione przezen 'klisze,..powiedzialbym niezbyt systematycznie, raczej orientujac
sie, jaki material jest do dyspozycji i co ciekawego da sie zauwazyc.

Chyba byl t~ piatek, a zatem 19 wrzesnia, kiedy pod mikroskopem ujrzelismy przypadek
reprodukowany na zalaczonej fotografii. Wysokoenergetyczna czastka promieniowania
kosmicznego, znaczaca tu swój slad niklymi plamkami, rozbija jadro bromu lub moze srebra,
jakich jest wiele w kazdej emulsji fotograficznej. Widoczny jest caly pek jakichs czastek, równiez
szybkich, oraz wiele czarnych torów czasteczek powolnych, na ogól drobnych fragmentów
uderzonego jadra. Jednak jeden z torów, bardziej czarny, swym wygladem wskazywal, ze jest to
slad fragmentu ciezszego, fragmentu, który po przebiegnieciu drogi 90 mikronów (tzn. okolo
1/10 mm; na fotografii mikroskopowej droga ta jest wielokrotnie powiekszona) 7.atrzymal sie
i rozpadl z wydzieleniem bardzo znacznej energii. Fakt ten wydal nam sie niezwykly. Kazdy
fragment rozbitego jadra jest równiez jadrem, tylko mniejszym; jesli ten przebiegl droge 90
mikronów, to musial "zyc" co najmniej tyle czasu, ile potrzeba na przebycie tej drogi, a ze sie
prawdopodobnie zatrzymal, to mógl "zyc" nawet znacznie dluzej, o czym nie mielismy juz zadnej

informacji. Wszystkie znane podówczas fakty fizyki jadrowej wskazywaly, ze wysokowzbudzone
jadra zyja co najmniej miliard razy krócej.

Rozpoczelismy dlugie dyskusje prowadzone przez wiele dni w kazdej wolnej chwili. Przede
wszystkim 7.aczelismy zastanawiac sie, czy to nie jest zlosliwy przypadek nalozenia sie dwóch
niezaleznych zdarzen mamiacy nas swa niezwykloscia. Szybko jednak oszacowalismy, ze taka
przypadkowa koincydencja w warunkach owego naswietlania bloku jest niezwykle malo
prawdopodobna.

Dyskusje trwaly Ijednoczesnie wykonywalismy pomiary, które podówczas nie mialy tej precyzji,
co obecnie. W kazdym razie ustalilismy, ze nawet przy niekorzystnym zalozeniu wydzielona
energia jest co najmniej 10 razy wieksza niz najwyzsze energie wzbudzenia spotykane w procesach
jadrowych analizowanych powszechnie.

W tej nie wyjasnionej sytuacji dwa razy dziennie chodzilismy na kawe do nowo Qtwartej
w Warszawie kawiarni. I wlasnie tam, przy którejs z rzedu kawie, nagle zaswitala nam mysl, ze ta
energia niewiele sie rózni od energii odpowiadajacej anihilacji masy spoczynkowej mezonu pi,
czastki elementarnej odkrytej pare lat wczesniej. Wtedy wzielismy pod uwage nowa hipoteze, ze
mezon pi zwiazany silami elektrycznymi jak elektron w atomie jest wyniesiony razem
z fragmentem, a nastepnie unicestwia sie wyzwalajac wlasnie tak duza energie. Hipoteza byla
niezwykle atrakcyjna, ale szanse wyniesienia tak zwiaz.anego mezonu wydaly nam sie znów zbyt
male, choc nie bylismy w stanie tego wówczas dobrze obliczyc.

Od tej jednak hipotezy juz tylko krok dzielil nas od zaloi'.enia, ze to hiperon lambda rozpadajacy
. sie na mezon i proton jest niezaleznym trzecim skladnikiem jadrowym w zaobserwowanym

fragmencie. I tu otwarcie trzeba przyznac, ze zalozenie nasze bylo ryzykowne, bo wedlug
ówczesnych przewidywan sadzono, iz ów hiperon wyprodukowany w szybkim akcie zderzenia,
powinien równie szybko rozpasc sie po znalezieniu sie w innym jadrze.
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Znów przyznam sie, ze troche. zlekcewazylismy te obawy, moze dlatego, ze tak niewiele
wiedziano wówczas o czastkach elementarnych, a moze dlatego, ze wszystkie inne wyjasnienia
wydawaly sie nam znacznie mniej sensowne. Slusznosc naszego 7.1ekcewazenia mozliwosci
szybkiego rozpadu hiperonu znalazla wkrótce uzasadnienie w pieknych pracach Paisa
i Gell-Manna, którzy zauwazyli, iz hiperony maja pewna specjalna ceche chroniaca je
od szybkiego rozpadu. To chyba zamyka historie.
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Wielosciany z minimalna liczba powtórzen

M algorzata ZALEWSKA

W artykule tym bedziemy zajmowac sie wieloscianami wypuklymi. Ustalmy najpierw
terminologie. Bedziemy mówili, ze sciany sa tego samego rodzaju, gdy maja te sama liczbe
boków. Jezeli oznaczymy liczbe scian wieloscianu "II' przez sU!'''), a liczbe rodzajów scian przez

r('/fI), to sefY) - r(iY) nazywac bedziemy liczba powtórzen w tym wieloscianie.
Jak mozna wykazac, kazdy wieloscian ma dwie sciany tego samego rodzaju. My udowodnimy
nawet wiecej - a mianowicie: dla kazdego wypuklego wieloscianu "II/'

s('/fI)-r('/Y) ;;. 3.

Dowód: Zalózmy, ze w danym wieloscianie "fi/' sciana o najwiekszej liczbiekrawedz(jest
k("fI/')-- kat. Scian w tym wieloscianie musi byc co najmniej k(iY) + 1, wiec s(#") ;;. k("If/')+ l.

Rodzajów scian moze byc co najwyzej k(#")- 2, gdyz i-kat moze byc sciana tego wieloscianu
tylko dla i = 3,4, ... , k("fI/'), wiec

r(#") ~ k("fI/')-2, stad

s("fI/')- r("fI/') ;;. k('/fI)+ 1- (k('/fI)- 2) = 3,

a wiec w kazdym wieloscianie sa co najmniej trzy powtórzenia. Postaramy sie znalezc wszystkie
(z dokladnoscia do homeomorfizmów, zachowltiacych wlasnosc "byc wierzcholkiem" i "byc

krawedzia") wielosciany z trzema powtórzeniami. Poniewaz dalej bedziemy zajmowac sie tylko

wieloscianami z trzema powtórzeniami, mówiac "wieloscian" bedziemy mieli na mysli taki _
wlasnie wieloscian. Umówmy sie, ze wieloscian, w którym sciana o najwiekszej liczbie boków
jest k-kat, bedziemy nazywac "wieloscianem z k-katem". Z powyzszych rozwazan latwo wynikaja
nastepujace wlasnosci:

1. Dla wszystkich i = 3, 4, ... , k wieloscian z k-katem zawiera sciany, bedace i-katami.

2. W wieloscianie z k-katem kazda sciana ma krawedz wspólna z k-katem.

3. W wieloscianie z k-katem dokladnie jedna sciana nie ma krawedzi wspólnej z (k-1)-katcm.

Nastepne wlasnosci sa nieco mniej oczywiste, dlatego dla przykladu przytoczymy dowód jednej
z nich:

4. W wieloscianie z co najmniej dwomil k-katami (oznaczmy je A1Az ... Ak, Bl Bz .. _Bk)

a) wielokaty te maja wspólna krawedz (np. Al = Bl' Az = Bz),

b) sciana zawierajaca krawedzie A l Ak i Al Bk jest trójkatem, podobnie jak sciana zawierajaca
krawedzie AzA3 i AzB3 (wl. 2).

5. Jezeli Al AzB3 ... B'-l jest sciana wieloscianu z dokladnie jednym k-katem Al Az ... A., to
sciana zawierajaca krawedzie ,AzA~ i AzB3 lub Al Ak i Al Bk-l jest trójkatem (wl. 2 i 3).

6. W wieloscianie z dokladnie jednym k-katem Al Az ... Ak kazda sciana, która nie ma krawedzi
wspólnej z (k -1)-katem A l A 2 B3 ... Bk_ l jest trójkatem.
Dowód: Oznaczmy k-kat i (k- l)-kat jak na rys. l.
Sciana zawierajaca krawedz A1.4;+1 nie ma krawedzi wspólnej z (k-1)-lr.atem Al Al B3 ... Bk-l•
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l(if/) = k+(k-l)-Hl = 2k-2

Jest to jedyna sciana nie majaca krawedzi wspólnej z ta sciana (wl. 3), wiec sciany
zawierajace krawedzie AtAt_t oraz At+tAI+2 maja krawedzie wspólne z (k-l)-katem
AtA2B3 ... B.-t (p. wl. 3) oraz z k-katem (wl. 2) i wspólny wierzcholek BJ. Gdyby bowiem

sciana o krawedzi At+1At+2 zawierala np. krawedz BJBJ+t, a sciana o krawedzi At_tAt krawedz
BJ-2BJ-t, to sciana o krawedzi BJ-tBJ nie mialaby wspólnej krawedzi z "'-katem i otrzymalibysmy

sprzecznosc z wl. 2.

7. Jezeli w wieloscianie z dokladnie jednym k-katem wierzcholek P nie nalezy do k-kata ani do
(k-l)-kata, to istnieje trójkat o wierzcholku P i podstawie bedacej równoczesnie krawedzia
k-kata, a wiec nie majacy punktów wspólnych z (k-1)-katem. (W dowodzie korzysta sie z wl. 2
i3).

8. W wieloscianie z dokladnie jednym k-katem co najwyzej jeden wierzcholek nie nalezy do
k-kata ani do (k-l)-kata (wn. z wl. 3 i 7).

Korzystajac z powyzszych wlasnosci mozemy podac, dla jakich k moga istniec wielosciany z
k-katem:

9. Jezeli w wieloscianie if/', z dokladnie jednym k-katem istnieje wierzcholek nie nalezacy do
k-kata ani do (k-l)-kata (por. wl. 8), to 1('II/') -liczba wierzch olków w tym wieloscianie jest
równa

i ponadto 6 .;;;k.;;; 7.

Rys. 3 Jezeli wierzcholek taki nie istnieje, to [('ir) = 2k- 3 i 4 .;;;k .;;;6 (wn. z wl. 2~3 i 7).

10. W wieloscianie ir z co najmniej dwoma k-katami 1(iY) = 2k-2 i 3 .;;;k.;;; 5 (wn. z wl. 2).

11. Jedynym wieloscianem z dokladnie trzema k-katami jest graniastoslup o podstawie trójkatnej
(p. wl. 2 i 4).

12. Jedynym wieloscianem z czterema k-katami jest czworoscian (p. wl. 4).

Skoro okreslilismy, dla jakich k moga istniec wielosciany z k-katem, postaramy sie je zbudowac.
1° Dla k = 3 otrzymujemy tylko jeden wieloscian z trzema powtórzeniami- jest nim
czworoscian (rys. 2).
2° Dla k = 4 jedynym wieloscianem z trzema k-katami jest graniastoslup o ,podstawie trójkatnej.
Oprócz tego istnieje wieloscian z jednym k-katem - jest nim ('stroslup o podstawie czworokata
(rys. 3).
3° Dla k = 5 wieloscian z k-katem moze miec. dwa k-katy lub tylko jeden (wI. 9, 10, 11, 12).
Wezmy dwa k-katy AtA2A3A4AS i AtA2A6A7AS' SCiany zawierajace krawedzie AtAs i AtAs

oraz A2A3 i A2A6 musza byc trójkatami (p. wl. 4) - wstawiamy trójkaty L'1A1i4sAs i L'1A~A3As

(rys. 4). Mozemy teraz wstawic dwie sciany. Jedna z nich zawiera krawedzie A3A •. i A6A7,

a druga A4AS i A7AS (wl. 2) - sciany te musza przecinac sie wzdluz krawedzi A4A7 - sa wiec

czworokatami. Po "wstawieniu" tych scian otrzymujemy wieloscian przedstawiony na rys. 5.
Ze sposobu konstrukcji wynika, ze nie mozna zbudowac inn'ego wieloscianu z dwoma
pieciokatami, natomiast poslugujac sie podobna metoda konstrukcji wieloscianu mozna zbudowac
wieloscian z dokladnie jednym pieciokatem (rys. 6).
4° Dla k = 6 mozemy zbudowac tylko wieloscian z jednym k-katem (p. wl. lO, 11, 12).
Z wlasnosci 9 wynika, ze wieloscian z szesciokatem moze miec 2k-3 = 9 lub 2k-2 = 10
wierzcholków. Jezeli zalozymy, ze wieloscian z szesciokatem ma 9 wierzcholków, to otrzymamy
dwa wielosciany, przedstzwione na rys. 7. Jedyny wieloscian z szesciokatem majacy 10
wierzcholków przedstawiony jest na rys. 8.
5° Niech k = 7. Z wlasnosci 9, 10, lI, 12 wynika, ze moze istniec jedynie wieloscian z jednym
siedmiokatem i moze on miec 2k- 2 = 12 wierzcholków. Ze sposobu konstrukcji wynika, ze
istnieja dwa wielosciany z siedmiokatem, przedstawione na rys. 9.
Z wlasnosci 9, 10, lI, 12 wynika, ze nie istnieja inne wielosciany z trzema powtórzeniami.
Znalezlismy 10 klas wieloscianów. Maja one pewna ciekawa wlasnosc: kazdy wieloscian z
k-katem mozna otrzymac przez "obciecie" pewnego wieloscianu z (k-1)-katem, a wiec kazdy
wieloscian z trzema powtórzeniami mozna otrzymac przez obcinanie czworoscianu otrzymujac
po drodze wylacznie wielosciany z minimalna liCzba powtóruó.

Rys. 6

Rys. 5

Rys.4

Rys. 2

Rys. 7 Rys. 8 Rys. 9
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Laboratorium w lesie

Na tropie czastek

Jak wyjasnic to zdumiewajace zjawisko?

Mme PlPSZTYCKA

l
c2• tlm . tlI ~ - fi .

2

Czastki wirtualne

Nie wszystkie zjawiska daja sie zaobserwowac naszym nieuzbrojonym okiem. Tak np., aby
zaobserwowac przeplyw pradu, poslugujemy sie amperomierzem, aby zmierzyc dlugoSC danego
obiektu, uzywamy przymiaru (nieslusznie nazywanego linijka).
Postarajmy sie zaobserwowac

W lesie czy zagajniku, w szczególnosci jesli sa to tereny podmiejskie, przesuwaja sie miedzy

drzewami chwiejne postacie. To nietrzezwi. Pamietaj~,ze prawdziwy badacz nie cora sie przedniczym, przystapmy do obserwacji (m'ozemy i sami .·arunkach domowych zrobic

nietrzezwego, przeznaczajac okolo 0,5 litra 40% roztworu wodnego C2HsOH na 50 kg wagi
trzezwego i doliczajac odpowiednia ilosc na kazde 10 kg jego wagi). Obserwujac wnikliwie trase,
po której porusza sie nietrzezwy, spostrzegamy dwie ciekawe prawidlowosci:

1 - Nietrzezwy zmienia kierunek marszu napotykajac przeszkode (w naszym przypadku drzewo).

2 - Nietrzezwy zmienia kierunek marszu rówpiez i bez widocznego powodu, tak jakby napotkana
przeszkoda byla dla naszego oka niewidzialna.

\

Otóz najwidoczniej nietrzezwy w swej wedrówce po lesie zderza sie z obiektami, których w zaden
.sposób nie mozna zaobserwowac (rozpraszanie nietrzefwych na czasteczkach powietrza nie gra tu

zadnej roli ze wzgledu Tjabardzo mala mase tych cz.asteczek). Obiekty te musza miec stosunkowo
duza mase (rzedu l kg lub wiecej) na to, by w zauwazalny sposób zmienic kierunek ruchu

nietrzezwego. Taka sama sytuacje spotykamy w swiecie czastek elementarnych. Wystarczy, jesli
na miejsce nietrzezwych podstawimy np. elektrony, zamieniajac przy okazji drzewa na ciezkie

jadra atomowe. Wtedy owe niewidoczne obiekty przejda we wspomniane na poczatku czastki
wirtualne.

Przypomnijmy pokrótce podstawowe wlasnosci czastek wirtualnych. Po pierwsze, nie moga one,
z definicji, zostac zaobserwowane w zaden bezposredni sposób. Mozemy jedynie badac skutki ich

obecnosci poprzez obserwacje zmiany kierunku 'lotu czastek rzeczywistych - w naszym przypadku
nietrzezwych. Po drugie, masa czastki wirtualnej moze byc zupelnie dowolna i wiaze sie z czasem
trwania oddzialywan poprzez znana zasade nieoznaczonosci

Przystepujemy do pomiarów. Z grupy nietrzezwych wybieramy jednego lagodnego (w braku
lagodnego mozemy posluzyc sie pomoca starszego brata) i obserwujemy jego ruch w okreslonym
(dosc duzym)czasie, liczac skrupulatnie liczbe zderzen z drzewami (czastkami!) wirtualnymi.
Pomiary wykonujemy wielokrotnie dla róznych czasów, notujac otrzymane wyniki w naszym'
dzienniku pomiarów. Nastepnie, 'dla kaidego pomiaru obliczamy liczbe zderzen na j~dnostke
czasu i wyciagamy srednia arytmetyczna. Otrzymamy w ten sposób srednia liczbe drzew (czastek)
wirtualnych zjawiajacych sie w jednostce czasu. Pomiary mozemy wykonac w lesie o rÓZnym
zageszczeniu drzew, badajac w ten sposób zaleznosc liczby drzew wirtualnych od gestosci

zadrzewienia. Odpowiada t? oczywiscie róznej gestosci jader atomowych (np. protonów), przy
czym maksynialna mozliwa gestosc opisuje sytuacje calkowicie zdegenerowanego gazu jadrowego,
w którym czastki wirtualne praktycznie wcale nic wystepuja. Mozemy to latwo sprawdzic w lesie
tak gestym, ze nasz nietrzezwy z tru(j.em przeciska sie pomiedzy drzewami.
Wreszcie mozemy wykonac nasze badania na otwartej przestrzeni (w prózni!). W ten sposób
bedziemy w stanie ocenic liczbe czastek wirtualn"ych w prózni, czego nie udalo sie dotychczas
osiagnac zadnymi innymi metodami.

Na koniec propozycja dla eksperymentatorów bardziej z.aawansowanych: Przy pomocy naszego
nietrzezwego (tu-koniecznie lagodnego) mozecie sprawdzic wyzej wypisana zasade nieoznaczonosci.
Wystarczy znac mase czastki wirtualnej i czas trwania zderzenia z nia. Iloczyn tych wielkosci

powinien byc wiekszy od zamieszczonej w tablicach wartosci stalej Plancka h. Zastepujac w tym
iloczynie otrzymana z pomiarów mase czastki wirtualnej l'rzez mase protonu, a czas trwania
zderzenia przez typowy czas jadrowy (l0-24S) powinniscie otrzymac liczbe niewiele rózniaca sie
od wartosci h. Wynik ten jest jeszcze jednym argumentem na rzecz wirtualnosci obiektów,
z którymi zderzaja sie nietrzezwi.

A jak z obserwacji ruchu nietrzezwego wyznaczyc mase owych czastek i czas trwania zderzenia '1

Spróbujcie poglowic sie sami. Napiszcie do nas, jak sobie poradziliscie. Najciekawsze wypowiedzi
opublikujemy. Powodzenia!
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System Mizar zostal stworzony w Sekcji
Zastosowan Matematyki Towarzystwa
Naukowego Plockiego. Jego autorem jest
autor artykulu, a system opracowali: Piotr
Rudnicki (IPI PAN), Czeslaw Bylinski, Roman
Matuszewski, Stanislaw Zukowski (UW).
Towarzystwo Naukowe Plockie jest
najstarszym polskim stowarzyszeniem
naukowym. Jest towarzystwem regionalnym,
ale jak widac zajmuje sie nie tylko historia,
kultura i geografia Mazowsza.

"for x, y, holds [x, y] in R or [y, x] in R"
"dla dowolnych x, y jest prawda, ze (x, y)
lub (y, x) nalezy do R"

Mizar

Dr Andrzej TRYBULEC

Przeprowadzane sa próby takiego zaprogramowania maszyny cyfrowej, by potrafila ona dowodzic
twierdzenia matematyczne. Dzialajace juz systemy nie zastapily (póki co) matematyków.
Nasz zespól postawil sobie latwiejsze zadanie: opracowanie systemu, który wykrywa bledy
w dowodach napisanych przez czlowieka.

Sprawdzajac, czy nasz system sprawdza dowody, przepisalismy czesc pracy prof. Wandy
Szmielew "Oriented and non-oriented linear orders". Miedzy innymi trzeba bylo pokazac, ze
relacja spójna zawarta w antysymetrycznej jest jej równa. A oto wydruk:

ENVIRON GIVEN U BEING NONEMPTYSET;
TYPE RELATION DENOTES SUBSET OF [U,U];
LET X,Y DENOTE ELEMENT OP U;

BEGIN
FOR R,S BEING RELATION PRED R <= S DENOTES

FOR X,Y HOLDS [X,Y] IN R tMPLIES [X,Y] IN S;
DEFINITION LET R BE RELATION;
PRED R IS CONNECTED DENOTES

FOR X,Y HOLDS [X,Y] IN R OR [Y,X] IN R;
PRED R IS ANTISYMMETRIC DENOTES

FOR X,Y ST [X,Y] IN R ~ [Y,X] IN R HOLDS X=Y
END;
FOR R,S BEING RELATION

ST R IS CONNECTED ~ R <= S ~ S IS ANTISYHMETRIC
HOLDS S <= R

PROOF LET R,S BE r~ELATION SUC~ THAT
Zl: FOR X,Y HOLDS [X,Y] IN R OR [Y,X] IN R,AND
Z2: rOR X,Y ST [X,Y] IN R HOLDS [X,Y] IN S AND
Z3: FOR X,Y ST [X,Y] IN S ~ [Y,X] IN S HOLDS X=Y;

LET X,Y BE ELEMENT or U SUCH THAT A: [X,Y] IN S;
NOW ASSUME B: [Y,X] IN R; THEN [Y,X] IN S BY Z2;
THEN X=Y BY A,Z3; HENCE [X,Y] IN R BY B END;

HENCE [X,Y] IN R BY Zl END END

THANKS,O.K

Nie bylo bledów - komputer podziekowal za wspólprace. A jesli by byly ...

ENVIRON TYPE POINT; TYPE RELATION;
BEGIN
FOR R BEING RELATION ST R IS CONNECTED ~ ;

11** *59 *37,31
FOR R,Rl BEING RELATION HOLDS R<>Rl;

**** *82
END

SORRY

Maszyna jest wtedy bardziej energiczna (*59 niezadeklarowana relacja, *37 brak zdania
skladowego po spójniku, *31 zdanie niepoprawne syntaktycznie, *82 to zdanie nie jest oczywiste).
Aby przekazac maszynie tekst do sprawdzenia, potrzebny jest odpowiedni jezyk. Tu uzyty nazywa
sie Mizar. Tak samo jak system, który go uzywa.

System Mizar jedynie sprawdza dowody. Ale i to moze sie przydac. Studentom - nie tylko
matematyki - chcacym sprawdzic czy poprawic swoja umiejetnosc dowodzenia. Informatykom ­
przy dlugich i zmudnych dowodach, ze ich programy dzialaja tak, jak dzialac powinny.
A i matematyk woli miec pewnosc, ze drobne luki w dowodzie, na które sobie czesto pozwala,
nie kryja powaznych bledów.

Nie sposób w krótkim tekscie opisac jezyk. Objasnic wszystkie skróty i angielska terminologie.
Czytelnikom Delty obiecujemy krótki kurs Mizara, juz od wrzesnia. Kazdy, kto przysle nam
tekst w tym jezyku, otrzyma odpowiedz. Nie od nas, od komputera. Na ile bedzie uprzejma, to
juz od niego zalezy.
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