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Automat do dowodzenia twierdzen

Dr Michal SZUREK

—

W szkolnych programach geometrii — nawet w klasach z rozszerzonym programem
matematyki — nie znalazlo si¢ miejsca dla twierdzenia Cevy. Autor artykutu
pragnie wykazaé, Ze niezashuzenie. Proste do zapamigtania, przyjemne w dowodzie

i obfite w ciekawe konsekwencje — czyZ moze by¢ lepsze twierdzenie?

A 8 Twierdzenie Cevy najlepiej taczy¢ z twierdzeniem Menelausa:

Rys. |. Twierdzenic Menelausa

Jezeli prosta p przecina boki tréjkata lub ich przedtuzenia (nie przechodzac przez
zaden z wierzcholkéw ani nie bedac réwnolegla do zadnego z bokodw), to
w oznaczeniach jak na rys. 1 mamy
AD: BE CF _ =
DB EC F4 '

Prosciej (i bez wektoréw): kazdy z mnoZonych utamkow. to stosunek dlugosci
odpowiednich odcinkéw wzigty ze znakiem plus, gdy punkt podziatu lezy
wewnatrz boku, a minus, gdy lezy na zewnatrz.

_Banalny dowdd twierdzenia Menelausa widzimy na rys. 2a i 2b.
Prawdziwe jest teZ twierdzenie odwrotne:

Jesli punkty D, E, F lezace na prostych zawierajacych (odpowiednio) boki 4B,
BC, CA tréjkata ABC spelniaja réwnosé

0o oo
DB EC FA :
Rys. 2a, b. Dowdd twierdzenia Menelausa: =10 1624 one na jednej Pl'OStej—
zastosuj twierdzenie Talesa do kata D
azagacia m;;ku "f“m Dowdd. Gdyby bowiem prosta DE przecinata AC w punkcie F’ (rys. 3) réznym
i 7 Nl od F, to w mysl twierdzenia Menelausa byloby

4D BE CF
DB EC F4

co wraz z zaloZzona réwnoscig datoby

2y

FA FA4 G- = A’
a to jest niemozliwe, gdyz jeden z tych ulamkéw jest wigkszy, drugi zas
b~ mniejszy od jednosci.

Rys. 3
A teraz tytulowe:

g Twierdzenie Cevy: Przy dowolnym wyborze punktu O wewnatrz lub na
zewnatrz trdjkata (jak na rysunku 4) mamy
8 AD BE CF
DB EC FA
Dowdd twierdzenia Cevy moZna zamkna¢ krétkim: zastosuj dwukrotnie
twierdzenie Menelausa — najpierw do tréjkata 4CD przecigtego przez BF,

A 2 8 poiniej do tréjkata BCD i tej samej prostej BF. Otrzymane dwie réwnosci
Rys, 4. Twierdzenie Cevy pomnoéz stronami.

= 1.




Otrzymujemy tez (po identycznym jak dla odwrotnego twierdzenia Menelausa
rozumowaniu)

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy: Jesli punkty D, E, Flezace na
prostych zawierajacych odpowiednio boki 4B, BC, CA tréjkata ABC spelniaja
rownos¢

Rys. 5. Trygonometryczna postaé twierdzenia

ol to proste AE, BF i CD przecinaja si¢ w jednym punkcie.

sinay sin fiy sinyy

sina; sin f; sinys

Odnotujmy jeszcze trygonometryczna postaé twierdzenia Cevy i twierdzenia don
odwrotnego: w oznaczeniach jak na rysunku 5 proste AE, CD i BF s3
wspdlpekowe wtedy i tylko wtedy, gdy

5
sina; sinf, siny;
= sina, sinf, siny,
Wynika ona z wersji ,,geometrycznej’’ np. przez zastosowanie twierdzenia
N\ sinuséw. I oto koniec pracy. Teraz zbieramy owoce.
__.-""""‘-/
B Twierdzenie 1. Trzy dwusieczne katéw trojkata przecinaja sig w jednym

A o B punkcie.
Rys. 6. Trojkaty ABF i ACD sa podobne,
wiec 4% = 4% Trsjkaty ABE i DBC sa Dowéd — natychmiast wynika ze znanego twierdzenia o stosunku podziatu boku

iF  BE przez dwusieczng i twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy!
podobne, wiec —— = —— . Tréjkaty BFC

BC DB
1 AEC 8 podobne, wiw_:ig_ 2 :;é zwen  Twierdzenie 2. Trzy $rodkowe bokéw tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie.
trzech proporcji wynika, ze AF- BD - EC = :
= AD- BE- FC, a wigc wysokosci tréjkata Dowé6d — blyskawiczny.

przechodza przez jeden punkt!

Twierdzenie 3. Trzy wysokosci trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie.
Dowéd — szybki; znoéw stosujemy twierdzenie odwrotne do Cevy (rys. 6).

Twierdzenie 4. Proste faczace wierzchotki tréjkata z punktami stycznosci okregu
wpisanego przecinaja si¢ w jednym punkcie (jest to tzw. punkt Gergonne'a).

Dowod — bagatelka (patrz rys. 7).

Twierdzenie 5. Proste laczace wierzcholki tréjkata z punktami stycznosci okregow
iHacd s Bunkt: Gergonne'a trojkata AHC dopisanych (rys. 8) przecinaja si¢ w jednym punkcie (zwanym punktem Nagela).

Dowéd — juz jest.

Twierdzenie 5a. Podobnie, tylko troche inaczej (rys. 9).
Twierdzenie 5b. I jeszcze troche inaczej (rys. 10).

Rys. 8. Poniewaz AF = BE, AD = CE

i FC = DB, wigc proste laczace wierzchotki
trojkata z punktami stycznodci okregow
dopisanych przecinajg si¢ w jednym punkcie N.

Rys. 10



Rys. 11. Z réwnosci zaznaczonych katéw
itrygonometrycznej postaci twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia Cevy wynika, ze
trzy symediany tréjkata przecinaja sie

w jednym punkcie.

Twierdzenie 6. Nazwijmy symedianq (symetryczna mediana, mediana =

= Srodkowa) odbicie symetryczne srodkowej w dwusiecznej wychodzacej z tego
samego wierzchotka tréjkata, Wéwczas:

Trzy symediany tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie (zwanym punktem
Lémoine’a lub punktem Grebesche'a).

Dowéd. Samo wychodzi z twierdzenia odwrotnego do Cevy w wersji
trygonometrycznej (rys. 11). '

I o tak slicznym twierdzeniu nie wspomina si¢ teraz w szkole! Stowo ,,teraz”’
zostalo uzyte rozmySlnie: prawie polowe artykutu ,,sciagneliémy”’ ze znanego
w latach dwudziestych i trzydziestych podrecznika Jana Zydlera.

A teraz nieco trudniejsze zadanie: udowodnié nastepujace twierdzenie Pascala:

Jesli przeciwlegle boki szesciokata 4 BCDEF wpisanego w okrag przecinaja sig
w punktach L, M, N, to punkty te leza na jednej prostej.

Dowdd. Oznaczmy przez U punkt przecigcia prostych EF i CD, przez ¥V — punkt
przecigcia AB i EF, przez W punkt przecigcia AB i CD. Stosujac twierdzenie
Menelausa do trojkata UVW i, kolejno, prostych ED, AF, BC, a potem mnozac
otrzymane réwnosci otrzymujemy, ze dziewie¢ ulamkow daje w iloczynie {—1).
Poniewaz jednak

VA-VB = VE-VF
™ WA- WB = WC- WD

UE- UF = UC- UD,

VL WM UN , : :
wiec —E_—. : —H-’_ﬂ. z i_r = —1. Punkty L, M, N w my§l odwrotnego twierdzenia
LW MU NV

Menelausa leza na proste;j.

Sadzimy, Ze Czytelnik potrafi przeprowadzi¢ dowdd w przypadku, gdy rysunek
wyglada inaczej niz rys. 12 i wie, skad wziely si¢ réwnosci (*).

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 331. Uogélni¢ znany wzér |4 v B| = |A| + |B| — |A n B| na przypadek sumy r zbioréw.
(Symbol |X| oznacza liczbg elementéw skoriczonego zbioru X).
Rozwigzanie na str. 13

M 332. Niech ¢(n) bedzie liczbg mniejszych od # liczb naturalnych wzglednie pierwszych z
n(n > 1). Niech py, ..., pn beda czynnikami pierwszymi n. Wykazaé, ze

o=t 2.

M 333. Udowodni¢, ze jezeli o(n) jest suma wszystkich naturalnych dzielnikow liczby n (n > 1),
to g(n)a(n) < n®. Wykazaé, ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje n takie, ze g(n)o(n) > n*(1— &).
Rozwiazanie na str. 12

Rozwigzanie na str. 11

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 136. Na poziomej powierzchni z tarciem (wspolczynniki tarcia statycznego i kinetycznego sa
rowne i wynosza f) spoczywa klocek (masa m) przytwierdzony do sprezyny o stalej

sprezystosci k. Drugi koniec sprezyny jest unieruchomiony, a ona sama zajmuje polozenie
poziome i nie jest napigta. O ile nalezy przesuna¢ klocek wzdluz osi sprezyny, aby po

puszczeniu powrdcit do pierwotnego polozenia? Op6r powietrza oraz tarcie wewnetrzne sprezyny
mozemy poming¢.

Rozwiazanie na str, 15



Pojecie wymiaru w topologii

Doc. dr Teodor PRZYMUSINSKI

Teoria wymiaru jest jednym z najpigkniejszych dzialow
topologii. Bedace przedmiotem jej badan pojecie wymiaru
przestrzeni topologicznej ma gleboko intuicyjna tresc,
prowadzac jednocze$nie do wielu ciekawych i trudnych
twierdzen.

Ktoz z nas nie zastanawial sie kiedys nad sensem pojecia
wymiaru figury geometrycznej i nie zadawat sobie pytania,
dlaczego intuicja podpowiada nam, ze jedne figury sa
jednowymiarowe, inne dwuwymiarowe, a jeszcze inne
trojwymiarowe. Latwo si¢ kazdy zgodzi, ze cienki (tzn. taki,
ktorego grubos¢ mozna pominad) kawalek drutu, prosty lub tez
dowolnie powyginany, czy tez uformowany w okrag lub inng
figure zamknigta, jest tworem jednowymiarowym. Podobnie, nie
budzi watpliwosci dwuwymiarowos¢ powierzchni otrzymanej

z kawalka cienkiej blachy powyginanej w dowolny sposob lub
np. zwinigtej w rurke. Za dwuwymiarowa uznamy réwniez bez
wahania powierzchnie balonika o dowolnym ksztalcie. Nikt
rozsadny nie bedzie negowal tréjwymiarowosci szescianu czy tez
kuli.

ktore nie rozcina tej figury ani nie powoduje sklejenia zadnych
jej punktow. A zatem, przeksztalcenie polegajace na sklejeniu
(zlutowaniu) konfcow odcinka (drutu) w okrag homeomorfizmem
nie jest, podobnie jak nie jest nim przeksztalcenie polegajace na
rozcigeiu papierowej rurki i otrzymaniu z niej plaskiego
prostokata. Homeomorfizmem jest jednak kazde przeksztalcenie
polegajace na dowolnym wyginaniu, rozciaganiu lub kurczeniu
figury. Dla zrozumienia pojecia homeomorfizmu wygodnie jest
wyobrazac sobie, Zze wszystkie figury wykonane sa z
nieskoriczenie elastycznej gumy.

Dwie figury nazywamy homeomorficznymi, gdy istnieje
przeksztalcenie homeomorficzne jednej z nich na drugg. Na
przyklad prosty kawalek drutu jest homeomorficzny

z powyginanym kawalkiem drutu dowolnej dlugosci, okrag jest
homeomorficzny z elipsa, a nadmuchany balonik z balonikiem
pozbawionym powietrza. Nietrudno wykaza¢ natomiast, ze
odcinek nie jest homeomorficzny z okrggiem, bo otrzymanie
jednej z tych figur z drugiej wymaga rozcinania badz sklejenia.
Z punktu widzenia topologii dwie figury homeomorficzne s3
uznane za identyczne lub topologicznie nierozrdznialne.
Topologia za§ — jak juz powiedzieliSmy wyzZej — zajmuje sig¢
badaniem niezmiennikéw homeomorfizmdw, tj. badaniem tych
wlasnosci figur, ktore zachowujg sig, tzn. nie ulegaja zmianie

" przy przeksztalceniach homeomorficznych. Przykladem takiej

wlasnosci jest np. spdjnosé, czyli — mowiac prosciej — wlasnosé
tworzenia przez figur¢ jednej calosci. W szczegolnosci zatem

Rys. 1. Przykiady figur jedno, dwu i tréjwymiarowych

A jednak znalezienie wlasciwej definicji wymiaru, mimo iz jest
to pojecie tak bardzo intuicyjne, okazalo si¢ trudne. Zaczeto
zajmowac si¢ tym zagadnieniem juz w latach osiemdziesiatych
XIX wieku, a dopiero w latach dwudziestych i trzydziestych
naszego stulecia powstala poprawna teoria wymiaru.

Zastanoéwmy si¢ nad przyczynami tych trudnosci. W tym celu
musimy najpierw wyjasni¢, co to jest fopologia, bo przeciez nie
bez powodu moéwimy tutaj o pojeciu wymiaru w topologii.
Otodz topologia jest naukg o niezmiennikach homeomorfizmow.
To brzmi jeszcze bardziej skomplikowanie niz samo stowo
,,topologia®®, ale dos¢ latwo jest wyjasni¢ intuicyjny sens tych
pojec. Dowolny podzbidr n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej E", a zatem w szczego0lnosci dowolny podzbior
trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej E* bedziemy nazywali
figura. Otoz, homeomorfizmem lub przeksztalceniem
homeomorficznym nazywamy (nieformalnie) kazde takie
przeksztalcenie jednej figury (przestrzeni topologicznej) na druga,

odcinek — bedacy figura spdjna — nie jest homeomorficzny

Z niespojna figurg zlozong z dwoch rozitacznych odcinkow.
Mozemy teraz sformulowaé podstawowe warunki, ktére powinna
spelnia¢ prawidiowa definicja wymiaru.

(1) Kazda taka definicja powinna by¢ zgodna z intuicja, a w
szczegOlnosci wymiar n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E”
musi by¢ rowny n.

(2) Wymiar winien by¢ okreslony dla dowolnej figury
(przestrzeni topologicznej).

(3) Wymiar powinien by¢ niezmiennikiem homeomorfizmow,
tzn. dwie homeomorficzne f igury powinny mie¢ ten sam wymiar.

Przyjrzyjmy sie teraz, na trzech przykladach, trudnosciom, ktore
pojawiaja si¢ na drodze do sformutowania takiej definicji. Bodaj
pierwszym narzucajacym si¢ sposobem zdefiniowania wymiaru
jest uznanie za jednowymiarowe tych figur, ktore maja dodatnia
diugosé, a nie majg powierzchni, za dwuwymiarowe tych figur,



ktore maja powierzchnig, a nie maja objetosci itd. Otoz taka
definicja, nawet jezeli pomina¢ znaczne trudnosci z whasciwym
okresleniem pojec dtugosci, powierzchni i objetosci (czym
zajmuje si¢ tzw. teoria miary), okazuje si¢ przydatna tylko
w bardzo specjalnych przypadkach. Nie spetnia ona bowiem
zadnego z warunkow (1)—(3). Dla ilustracji tej tezy
wspomnijmy tylko, ze stosunkowo latwo mozna skonstruowaé
' na prostej dwie homeomorficzne figury, z ktorych jedna ma
dlugos¢ dodatnia, a nawet nieskonczong, a druga zerowa.

A oto inna, réwniez narzucajaca sig, ,,definicja” wymiaru.
Przyjmijmy, ze figura jest jednowymiarowa, gdy kazdy jej punkt
ma pewne ,,otoczenie’’, ktore jest homeomorficzne z odcinkiem;
dwuwymiarowa, gdy kazdy jej punkt ma otoczenie
homeomorficzne z kolem itd. Dla przykladu, okrag jest
jednowymiarowy, gdyz kazdy jego punkt ma otoczenie, ktore po
wyprostowaniu staje si¢ odcinkiem. Podobnie, powierzchnia kuli
(globusa) jest dwuwymiarowa, gdyz kazdy jej punkt ma otoczenie,
ktore po odpowiednim wygladzeniu (przeniesieniu na mape)
staje si¢ kolem. Taka definicja spetnia warunki (1) i (3), ale nie
spefnia warunku (2). Figury, ktérych kazdy punkt ma

otoczenie homeomorficzne z odcinkiem (kolem, kula etc.)
nazywaja si¢ rozmaitosciami.

(Rozmaitosciami sa wszystkie figury przedstawione na rys. 1.)
Rozmaitosci tworzg jednak waska, choé ciekawa klase
przestrzeni (por. rys. 3).

A oto jeszcze jedna nieudana, lecz pouczajaca proba
zdefiniowania wymiaru. Wydaje si¢ intuicyjnie oczywiste, ze
figura lezaca na prostej euklidesowej jest jednowymiarowa tylko
wtedy, gdy zawiera pewien odcinek. Pozostatefigury nazwiemy
zerowymiarowymi (zerowymiarowy jest np. zbior liczb
wymiernych, a takze kazdy zbi6r skoriczony). W ten sposob
okreslilismy wymiar dla dowolnego podzbioru prostej. Podobnie
postepujemy w przypadku podzbiordow plaszczyzny. Zgodnie
. zintuicja, figurg lezaca na plaszczyZnie nazwiemy dwuwymiarowa
tylko wtedy, gdy zawiera ona pewne koto. W przeciwnym razie
rozpatrujemy dwa przypadki: jezeli figura jest homeomorficzna
z zerowymiarows figurg lezacg na prostej, to naturalnie rowniez
. przypisujemy jej wymiar zero, a jezeli tak nie jest, to
uznajemy ja za jednowymiarowg. Okazuje si¢, ze taka definicja
wymiaru figur lezacych na plaszczyznie jest absolutnie poprawna.
Niestety, proba okreslenia w podobny sposéb wymiaru
podzbioréw trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej E3 konczy
sig niepowodzeniem. Przyczyna tkwi w tym, Ze nie kazda
jednowymiarowa figura lezaca w E? jest homeomorficzna z
pewna figurg lezaca na plaszezyznie. Nie mamy zatem w tym
przypadku metody pozwalajacej na odroznienie figur jedno-
i dwuwymiarowych (zob. nizej oraz rys. 3).

Zanim przejdziemy do podania wilasciwej definicji wymiaru,
zauwazmy jeszcze, ze z warunkow (1) i (3) wynika, ze jezeli

w ogole istnieje prawidtowa definicja wymiaru, to przestrzenie
euklidesowe E" i E™ nie moga by¢ homeomorficzne dla réznych
liczb n i m. Istotnie, wymiar pierwszej z nich musialby by¢ n,

a drugiej m, podczas gdy figury homeomorficzne maja ten sam
wymiar. Fakt niehomeomorficznosci réznych przestrzeni
euklidesowych, cho¢ wydaje sie intuicyjnie oczywisty, nie jest
weale prosty i udowodniony zostat dopiero w 1911 roku, na kilka
lat przed powstaniem teorii wymiaru. Eatwo natomiast
wykazac, ze prosta euklidesowa E! nie jest homeomorficzna

z plaszczyzna E2. Wynika to stad, Ze po wyjeciu dowolnego
punktu z prostej przestaje ona byé spojna, co nie zachodzi

w wypadku plaszczyzny (zob. nizej).

Przejdziemy teraz do podania poprawnej definicji wymiaru.
Najpierw jednak wyjasnimy pojecie domknietego podzbioru danej
figury. Zamiast podawania formalnej definicji powiemy tylko
niezbyt {cisle, ze podzbior danej figury (przestrzeni
topologicznej) jest domkniety, gdy zawiera wszystkie punkty tej
figury lezace na jego brzegu. Na przyklad, na plaszczyznie
kwadrat wraz z brzegiem (obwodem) jest domkniety. Po
wyjeciu z niego ktoregokolwiek punktu lezacego na brzegu
otrzymujemy juz jednak zbior niedomknigty. Zauwazmy, ze
kwadrat — bedacy figurg dwuwymiarowa — mozna tak pokry¢
dowolnie malymi zbiorami domknietymi, by zaden punkt nie
nalezat do wigcej anizeli trzech zbiorow (rys. 2b). Wydaje sie
rowniez intuicyjnie oczywiste, Ze takiego pokrycia na ogot nie
mozna poprawi¢ w ten sposob, by zaden punkt nie nalezal do
wigcej anizeli dwoch zbiorow.

Podobnie, szescian — bedacy figura trojwymiarowa — mozna
tak pokry¢ dowolnie malymi zbiorami domknigtymi, by kazdy
punkt nalezat do co najwyzej czterech zbioréw (rys. 2c). Nie
mozna jednak ich liczby zmniejszy¢ do trzech.

Analogicznie, jednowymiarowy odcinek mozna pokry¢ dowolnie
matlymi zbiorami domknigtymi tak, by kazdy punkt nalezat do
co najwyzej dwoch zbiorow (rys. 2a). Nie mozemy jednak zadad,
by te zbiory byly rozlaczne. '

() (b) S g

Rys. 2. Pokrycia matymi zbjorami domknigtymi

Powyisze rozwazania, ktore oczywiscie wymagaja $cislego
dowodu, prowadza do nastepujgcej definicji wymiaru.

Definicja wymiaru. Wymiarem figury nazywamy taka
najmniejszg liczbe naturalng n, Ze istnieje pokrycie tej figury
dowolnie matymi zbiorami domknigtymi o tej wlasnosci, ze
kazdy punkt nalezy do co najwyzej n+ 1 zbiorow.

Okazuje sig, Ze tak okreslone pojecie wymiaru spelnia wszystkie
warunki (1)—(3), a zatem w szczegdlnosci prawdziwe jest
nastepujace

Zasadnicze twierdzenie teorii wymiaru. Wymiar przestrzeni
euklidesowej E" jest rowny n.

Prawdziwe sa rowniez nastgpujace twierdzenia.

Twierdzenie o monotonicznosci wymiaru. Jezeli figura A4 jest
zawarta w figurze B, to wymiar figury 4 nie przekracza wymiaru
figury B.

Twierdzenie o sumie. Jezeli figura 4 jest suma dwoch
domknietych figur Bi C, to wymiar figury 4 nie przekracza
wiegkszego z wymiardw figur Bi C.




Mowimy, ze figura daje sie zanurzyé w n-wymiarowa przestrzen usunigciu z przestrzeni E" pozostala czg$¢ przestaje byc¢ spdjna,

euklidesowa E”, gdy jest ona homeomorficzna z pewng figura tzn. rozpada si¢ na kilka kawatkow. Na przyklad okrag i prosta

lezaca w E". Nie kazda figura jednowymiarowa daje si¢ zanurzy¢ rozcinaja plaszczyzne E? (rys. 4a). Zauwazmy, ze sa to figury

w prostg E! (na przyklad okrag). Istnieja takze figury jednowymiarowe. Okazuje si¢, ze zadna figura zerowymiarowa

jednowymiarowe, ktore nie dajg si¢ zanurzy¢ w plaszczyzng E? nie rozcina plaszczyzny. Podobnie, powierzchnia kuli, a takze

(rys. 3). Okazuje sie jednak, ze kazda figur¢ jednowymiarowa dowolna plaszczyzna rozcina trojwymiarowa przestrzer

mozna zanurzyé w trojwymiarowa przestrzen euklidesowa E3. euklidesowa E3 (rys. 4b). Zadna jednak figura jednowymiarowa

Wynika to z nastepujacego waznego i glgbokiego twierdzenia. nie ma tej wlasnosci. Fakty te wynikaja z nastgpujacego
twierdzenia.

Twierdzenie o zanurzeniu. Kazda figura n-wymiarowa daje sig
zanurzy¢ w (2n+ 1)-wymiarowa przestrzen euklidesowa E2"+!, Twierdzenie o rozcinaniu. Zadna figura domknigta wymiaru
mniejszego niz n— 1 nie rozcina E".

Rys. 3. Jednowymiarowe figury nie dajace sie zanurzyé w plaszczyinie

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja figura jest zerowymiarowa

X g = Rys. 4. Rozcinanie przestrzeni E2 | E3
tylko wtedy, gdy ma ona pokrycie dowolnie matymi i

rozigcznymi zbiorami domknigtymi. A zatem zerowymiarowa Wymienilismy zaledwie kilka twierdzen skladajacych sie na

jest na przyklad kazda figura skoniczona, a takze zbior liczb piekna i bogata teori¢ wymiaru. Wszystkich zainteresowanych ta
wymiernych (lub niewymiernych) na prostej lub na teorig odsylamy do interesujacej i przystgpnie napisanej
plaszczyznie. Powiemy, Zze domknieta figura lezaca w #-wymiarowe;j ksiazeczki R. Dudy pt. ,,O pojeciu wymiaru” (Biblioteczka
przestrzeni euklidesowej E" rozcina tg przestrzen, gdy po jej Matematyczna 31, PZWS, Warszawa 1972).

Ruchy Browna (II)

Dr Bogdan CICHOCKI

W poprzednim numerze ,,Delty’’ opisali§my zmagania fizykéw XIX wieku

z problemem tzw. ruchéw Browna. Przypomnijmy podstawowe fakty. W roku
1827 Robert Brown odkryl zygzakowate ruchy wykonywane przez drobne
ziarenka zawieszone w cieczy. Ruchy te obserwowano dla wszystkich substancji,

o ile zostaly one tak rozdrobnione, Ze ziarenka miaty $rednice co najwyzej kilku
mikronéw. Préby wyjasnienia przyczyn ruchéw Browna napotkaly powazne
trudnosci. Wszystkie hipotezy sprowadzajace owe przyczyny do dziatania
czynnik6éw zewnetrznych po konfrontacji z do§wiadczeniem musialy zostaé
odrzucone. Wyjasnienie zagadki na gruncie teorii kinetyczno-molekularnej
rowniez wydawalo si¢ niezadowalajace. Jezeli bowiem przyjmiemy, Ze ruchy
Browna s3 wynikiem zderzeni molekul cieczy z zawieszonymi w niej ziarenkami,
to: po pierwsze, proste oszacowanie wykazuje, ze predkosé, jaka uzyska ziarenko
na skutek jednego zderzenia z molekulg cieczy, ma niezwykle malg warto$é; po
drugie, jak sugerowali przeciwnicy hipotezy atomowej, ziarenka sa bombardowane
rownomiernie ze wszystkich stron i w rezultacie nie powinny w ogoéle si¢

poruszaé. Co wigceej, jezeli wyliczymy $rednia predkosé ziarenek na podstawie
zasady ekwipartycji energii, to uzyskamy wartos$é¢ ok. 10 tys. razy wigksza niz
obserwowana w eksperymentach. Tak wygladala sytuacja na przetomie X1X i XX
wieku. Wiek XX przyniést jednak rozwigzanie zagadki. A oto, jak do tego doszlo.

Pierwszym waZnym momentem bylo skonstruowanie przez Siedentopfa

i Zsigmondy’ego w roku 1903 tzw. ultramikroskopu. Zasada dzialania tego
przyrzadu byla bardzo prosta. Od 1868 roku znano zjawisko Tyndalla polegajace na
rozpraszaniu $wiatla przez osrodki me¢tne — osrodki, ktére sg wlasnie omawianynii
przez nas zawiesinami drobnych czasteczek w cieczach i gazach. Wiazka $wiatla
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Preez dwa lata (1977/78 1 1978/79)
Polskie Radio nadawalo prowadzong
przez nas audycje Radiodelta,

Dzis Radiodelty juz nie ma,

Piszemy o tym dlatego, e niestety
nie ma jut tet wérdd nas

Redaktora Jana Maltkowskiego,

ktéry nauczy® nas "jak to sie robi¥,
jak przygotowaé audycje, jJak méwié,
jak nagrywaé.

I za te troskliwg opieke
Jestedmy Mu wdzieceni.
I zawsze bgdziemy.

Redakeja Delty

Dokladne omoéwienie tego przykladu znajdzie
Czytelnik w artykule ,,Rzué monete, rzué
monete ..." w Delcie 1/1983,

Schemat ultramikroskopu

padajaca na taki osrodek jest rozpraszana przez czasteczki zawiesiny. Dla
czgsteczek kulistych o rozmiarach duzo mniejszych od dlugosci fali padajacej 2
natezenie Swiatla rozproszonego jest, zgodnie z prawem Rayleigha,
proporcjonalne do kwadratu objetosci czasteczki i odwrotnie proporcjonalne do
czwartej potegi 4. W ultramikroskopie naczynie z zawiesina oswietlane jest

z boku przez bardzo silng wigzke $wiatla, a obserwowane przez zwykly mikroskop
w kierunku prostopadtym do wiazki. Do obserwatora dociera wiedy tylko $wiatlo
rozproszone. Na ciemnym tle widoczne s3 jasne punkciki wszedzie tam, gdzie
znajduja sig ziarenka zawiesiny. W ten spos6b mozna obserwowa¢é ziarenka

o rozmiarach nawet rzedu kilku nanometréw (Inm = 10~ um). Niektérych
Czytelnikéw moze ten fakt zaskoczyé. Przeciez wiadomo, Ze zdolnoéé rozdzielcza
mikroskopu jest co do rzedu wielkosci réwna dlugosci fali $wietlnej, a ta zawiera
si¢ w granicach ok. 0,3 um do 0,7 um. Nie ma w tym zadnej sprzecznosci.
Ultramikroskop nie pozwala bowiem dostrzec ksztaltoéw ziarenek, lecz jedynie
stwierdzi¢ ich obecno$é w danym punkcie przestrzeni. Jest to jednak calkowicie
wystarczajace, by §ledzi¢ ich ruchy. Przypomnijmy, Ze intensywno$é ruchéw
Browna wzrastala wraz ze zmniejszeniem si¢ rozmiaréw czasteczek zawiesiny.
Tymczasem ultramikroskop pozwolit na obserwacjg ziarenek o $rednicy ok.

100 razy mniejszej od Srednicy tych, ktoére widziano przez zwykly mikroskop.

Fksperymentatorzy drugiej potowy XIX w. mieli powazne trudnosci z uzyskaniem
ilosciowych wynikéw dla ruchéw Browna i postugiwali si¢ w zwigzku z tym
glownie subiektywnym pojeciem ich intensywnosci. Teraz dysponowali przyrzadem,
ktéry umozliwil im precyzyjne pomiary, Brakowalo tylko teorii.

Pelng teorie ruchéw Browna sformulowano niebawem. W 1905 r. A. Einstein
opublikowal bowiem pracg, w ktérej podat prawidlowy opis tych ruchéw traktujac
je jako szczegblny przypadek procesu dyfuzji i otrzymujac w rezultacie wzér na
przesunigcie czasteczek zawiesiny. Einstein postugiwat si¢ jednak abstrakcyjnym
jak na owe czasy sformulowaniem fizyki statystycznej i nie wnikal w mechanizm
zjawiska. Mechanizm ten pozostawat w zwiazku z tym dalej niejasny. Ale w rok
pozniej pod wplywem pracy Einsteina wyniki swoich przemyslen przedstawit

M. Smoluchowski. UZywajac prostych argumentéw ostatecznie rozwiklat zagadke.
PrzesledZzmy szczegoly jego rozumowania.

Swoje rozwazania rozpoczat Smoluchowski od odparcia zarzutéw Naggliego.
Stwierdzil, Ze rzeczywiscie przyrost predkosci ziarenka na skutek zderzenia z jedna
molekulg cieczy jest bardzo maty, ale wyciaganie z tego wniosku, iZ ziarenko
bedzie stalo w miejscu to blad. Jak sam pisze: ,,Jest to taki sam btad
rozumowania, jak gdyby czlowiek uprawiajacy gre hazardowa (np. rzucanie
kostki) sadzil, ze nigdy wigkszej straty ani tez wigkszego zysku mieé nie bedzie,
niz wynosi stawka na jeden rzut. Wiemy dobrze, ze szczescie i nieszczescie
swykle niezupelnie si¢ réwnowaza; ze im dluZej gra trwa, tym wigksza jest
przecigtna suma albo wygrana, albo stracona’.

Aby uscisli¢ ten argument, Smoluchowski przytoczyl proste obliczenie. Niech
prawdopodobienistwa rzutéw korzystnego i niekorzystnego sa réowne 1/2.
Prawdopodobienstwo P, otrzymania w n prébach m wynikdw korzystnych

i n—m niekorzystnych, a zatem nadwyzki 2m —n jednych nad drugimi, dane jest
przez rozklad Bernoulli‘ego

1 n! v L
Pu = 2" min-m)! E'-'*(m)



Dila duiych n : n! =~ (2m)1/3 pn+1i2 g=n

W rzeczywistosci, na skutek zastosowania
szeregu przyblizen koncowa wartosd
sredniego kwadratu przesuniecia, ktéra
otrzymat Smoluchowski w pracy z 1906 r.,
réknila sie od wyniku Einsteina o czynnik

—2-3—. W péiniejszych pracach
64
Smoluchowskiego rozbieznoéé ta juz nie

wystgpowala.

Poloienia czgsteczek Browna o srednicy ok.
1um rejestrowane co 30 sekund. Kolejnoéé
zaznaczono laczac punkty odcinkami, Odeinek
czerwony to calkowite przesuniecie czasteczki
Browna,

Stad znajdujemy, ze srednia » = {|2m —n|) wartosci bezwzglednej tej nadwyzki
wynosi

S : (2m—n) (1 capf U e
p=12 Z 2 \m) = 77 \np2)’ gdzie n jest parzyste.

m=n(2

Dla bardzo duzych n stosujac wzor Stirlinga mozna sprowadzié¢ powyzsza srednia
do :

p =

2n
ﬂ »

czyli » jest proporcjonalne do pierwiastka kwadratowego z liczby préb.

Ziarenko zawiesiny uderzane jest przez molekuly cieczy srednio 102° razy w ciagu
sekundy. Zatem przecietna nadwyzka uderzen z jednej strony nad uderzeniami

z drugiej strony bedzie w tym czasie 10'°. Je$li nawet wynik pojedynczego
zderzenia jest bardzo maly, to sumaryczny efekt moze byé znaczny. Ziarenko
bedzie si¢ poruszac!

Pozostala do wyjasnienia sprawa sredniej predkosci. Aby rozwiklaé ten problem,
Smoluchowski postawit na poczatek pytanie: jaki jest tor ruchu czasteczki Browna?
Zauwazmy, stwierdzil, Ze czasteczka ta ma ogromna mase w poréwnaniu z masa
pojedynczej molekuly cieczy. Réwniez §rednia wartos¢ jej predkosci jest zgodnie

z zasadg ekwipartycji energii bardzo duza. W zwiazku z tym jedno czy kilka
uderzen ze strony molekul cieczy nie jest w stanie zmieni¢ kierunku ruchu
rozpgdzonej czasteczki Browna. Bedzie si¢ ona porusza¢ po linii prostej przez
bardzo dlugi okres czasu w poréwnaniu ze $rednim czasem migdzy kolejnymi
zderzeniami, ktory jest rzgdu 10~2%. Bedzie si¢ tak poruszaé praktycznie az do
momentu zatrzymania. Po czym, na skutek fluktuacji liczby zderzen z réznych
stron zostanie rozpgdzona w innym kierunku itd. Zatem tor jej ruchu bedzie sig
skladal z prostych odcinkéw ukierunkowanych w sposéb chaotyczny. Jezeli
chceieliby$my zmierzy¢ predkos¢ ziarenka i poréwnad ja z wartoscia wynikajaca

z zasady ekwipartycji energii, to musieliby$my zrobié to na jednym z tych
odcinkéw. Tymczasem, jak oszacowal Smoluchowski, $redni czas ruchu
czgsteczki Browna po prostej jest rzedu 10~%s. Ruchu o tak krétkim czasie trwania
nie jestesmy w stanie obserwowaé nawet pod ultramikroskopem. Stad '
Smoluchowski wyciagnat natychmiast wniosek, Ze nie pomiar sredniej predkosci,
ale pomiar $redniego oddalenia si¢ ziarenka od polozenia poczatkowego moze byé
ilosciowym testem przewidywan teorii kinetyczno-molekularnej. W celu
wyznaczenia tego oddalenia Smoluchowski przyréwnat ruch czasteczki Browna do
procesu, ktéry dzi§ zwiemy bladzeniem przypadkowym. W rezultacie otrzymat
nastepujacy wzor, poprzednio wyprowadzony przez Einsteina,

TR i
<r > o 3 T n a X
gdzie {r?) — $redni kwadrat przesuniecia ziarenka w plaszczyznie obserwacji
W czasie ¢, a — promien ziarenka,  — wspolczynnik lepkoéci cieczy, T —
temperatura, ks — stata Boltzmanna réwna R/N, (R — stala gazowa, N, —
liczba Avogadro).‘
Juz wstepna analiza tego wzoru przekonuje nas, ze Einstein i Smoluchowski
znalezli wlasciwe rozwiazanie. Przecigtne przesuniecie czgsteczki Browna, ktére
mozZna utozsamia¢ z intensywnoscia jej ruchéw, jest bowiem proporcjonalne do
temperatury, odwrotnie proporcjonalne do lepkosci cieczy i rozmiaréw czasteczki
oraz nie zalezy od substancji, z ktorej czgsteczka jest zbudowana. Dokladnie tak,
jak wynikalo to z éwczesnie dostepnych jakosciowych wynikéw obserwacji. Nie
musiano ograniczac si¢ jednak tylko do stwierdzenia tego rodzaju zgodnosci.
Dysponujac ultramikroskopem eksperymentatorzy mogli natychmiast przystapié
do precyzyjnych pomiaréw.

Pierwsze rezultaty ilo$ciowe, jakie otrzymal Swedberg w 1907 roku,
potwierdzaly przewidywana przez wzor Einsteina — Smoluchowskiego zaleznosé
od lepkosci osrodka i promienia czasteczek. Decydujace znaczenie mialy jednak
wyniki prac Perrina z roku 1908. Perrin udoskonalit znacznie metody pomiaréw
opracowujac m.in. metode sporzadzania zawiesin skladajacych sie z ziarenek

o jednakowych rozmiarach. Przyjmujac, ze wzér na éredni kwadrat
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Schemat eksperymentu Kapplera ze
zwierciadetkiem Smoluchowskiego

przesunigcia czasteczki Browna jest prawidlowy, wyznaczyl za jego pomoca na
podstawie danych eksperymentalnych liczbe Avogadro. Uzyskany przez niego
wynik: N, = 6,85 - 1023, Znane 6wczesnie wartosci liczby Avogadro
otrzymywane na zupelnie innej drodze, m.in. przez samego Perrina, wahaly si¢
w granicach od 6 - 1022 do 7 1023 (obecnie znamy te liczbe z duza dokladnoscia,
jest ona réwna 6,023 - 1023), Taka zgodno$¢ rezultatéw musiala przekonaé
najzagorzalszych przeciwnikow hipotezy atomowej. Tak tez si¢ stalo. Jeden
z gléwnych oponentéw W. Ostwald napisat w 1909 r.: ,,Doszedlem do
przekonania, ze od niedawna posiadamy dos$wiadczalny dowod dyskretnej czy
ziarnistej natury materii, ktérego od setek, a nawet tysi¢cy lat daremnie szukalfa
hipoteza atomistyczna’’.
Rozwazania Smoluchowskiego znalazly jeszcze jedno potwierdzenie w pigknych
doswiadczeniach wykonanych w latach trzydziestych XX w. przez E. Kapplera.
Ot6z Kappler przeprowadzil szereg eksperymentdw ze zwierciadelkiem zawieszonym
na sprgzystej nici. Zwierciadelko takie bombardowane przez czasteczki powietrza
- wykonuje niewielkie, chaotyczne drgania, ktére sg niczym innym jak
odpowiednikiem ruchow Browna. Mozemy je obserwowaé w prosty sposéb
kierujac na zwierciadetko promien swietlny i rejestrujac na ekranie $lad promienia
odbitego. Teorig tego zjawiska opracowal juz wczesniej Smoluchowski.
W poréwnaniu z teoria ,,klasycznych’’ ruchéw Browna wymagala ona
uwzglednienia sily sprezystosci nici. W oparciu o rezultaty Smoluchowskiego
i wyniki pomiaréw Kappler wyznaczyl liczbe Avogadro z dokladnoscig do 19%,.
Ale nie tylko, W miejsce ekranu wstawil bowiem klisze fotograficzna.
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Typowe wyniki eksperymentu Kapplera,
Predkosé przesuwania kliszy:

a) 0,046 cm/s, b) 0,416 cm/s. Odstep miedzy
sgsiednimi liniami poziomymi: a) 4r = 3,5 s,
b) At = 0,553s.

Przesuwajac klisze uzyskiwal na niej obraz drgan zwierciadetka w postaci
zygzakowatej krzywej. Im wigksza byla szybkosé¢ przesuwania kliszy, tym wigcej
szczegOldw w postaci coraz mniejszych zygzakow bylo rejestrowanych. Ale po
osiggnieciu pewnej szybkosci dalsze jej zwiekszanie nie powodowalo juz
wykrywania nowych zwrotéw zwierciadetka. To, co Smoluchowskiemu wydawato
sig niemozliwe, stalo si¢ faktem. Kappler rejestrowal elementarne ruchy
zwierciadetka — odpowiadajace prostoliniowym ruchom czasteczki Browna!

Modgt zatem wyznaczy¢ ich §rednia predkosé. Wynik zgadzal si¢ doskonale

z zasadg ekwipartycji energii.

Warto wskazaé czynniki, ktére umozliwily ten pomiar. Po pierwsze, osrodkiem
byl bardzo rozrzedzony gaz (ciSnienie p = 0,01 mmHg), co spowodowalo

w stosunku do cieczy drastyczne zmniejszenie czgstosci zderzen molekul osrodka

z jednostka powierzchni umieszczonego w nim ciala. Poza tym intensywnos$¢
ruchéw Browna zwierciadetka zalezala jédynie od momentu skregcajacego nici.
Zwierciadetko moglo by¢ zatem bardzo duze (jedyne ograniczenie to wytrzymatos¢
nici) i w konsekwencji moglto mie¢ duzy moment bezwladnosci. W przypadku
ziarenka zawieszonego w cieczy tor zakreslany w ciagu 1 sekundy skladat si¢

z okoto 108 prostych odcinkéw. W doswiadczeniu Kapplera opisane czynniki
spowodowaly, ze tych odcinkéw byto bardzo mato, srednio jeden na kilka sekund.
Mozna je bylo zatem obserwowac.



Model Friedmana opisalismy w Delcie
5/1982,

Parametr £2 okredla stosunck efektywne)
energii potencjalnej £, do energii
kinetycznej ekspansji ex: 2 = |ep|/ex.

Przy 2 > 1 W. jest grawitacyjnie zwigzany;
ekspansja po pewnym czasie zostaje
wyhamowana i rozpoczyna si¢ etap kurczenia.
Przy 2 < 1 W. posiada nieujemng energi¢
calkowits i ekspansja trwa wiecznie. Model
2 = 1 nosi nazwe ,,plaskiego’, poniewaz
geometria powierzchni stalego czasu w
takim modelu jest plaska (euklidesowa).
Fakt, Ze przedzial, w ktérym zawarta jest
warto$é 2, ,,zacieénia" si¢ wokol jednosci
przy ¢ —+ 0 jest zrozumialy, bowiem z
definicji |2— 1| = |ex + ep|/ex = const/ex.
Ekspansja jest h przez gr i
a zatem przy f — 0, ex — o0 i wobec tego
-1,

Pierwsze dojrzale teorie kosmologiczne (mdéwiace o powstaniu i rozwoju
Wszechéwiata) pojawily si¢ w latach dwudziestych naszego stulecia. Za swa
podstawe mialy ogélng teori¢ wzglednosci, a dokladniej modele Friedmana z tej
teorii wyprowadzone. Ogromna popularno$¢ tematu i wielka ilo$¢ odkryé
astronomicznych sprawily, ze podstawa taka przestala wystarcza¢. Zaczeto coraz
jawniej postulowaé, aby kosmologig oprzeé na calej fizyce i by za stan, od
ktorego odtwarzamy wstecz minione dzieje Wszechswiata az do jego poczatku,
uznaé calosé naszej wiedzy o Wszechéwiecie, a wigc nie tylko istnienie galaktyk
czy gwiazd, lecz takze by nie zapomina¢ o tym, Ze na Ziemi pojawilo sig¢ Zycie.
Stowem, zazadano od kosmologii, aby jej modele byly na tyle precyzyjne, by
przewidywaly réwnieZ zaistnienie kosmologéw. Nizej przedstawiamy artykut

o tym, jak ten postulat jest omawiany wéréd astronomoéw.

Zasada Antropiczna,

lub o tym, co zdaniem niektérych wynika z faktu istnienia Zycia na Ziemi oraz
o braku dowoddw na istnienie zycia na Marsie i innych ciekawostkach
przyrodniczych

Dr Roman JUSZKIEWICZ

Problem warunkéw poczgtkowych

Z obserwacji astronomicznych wnioskujemy, ze Wszechswiat rozszerza sig, tj. Ze
gromady galaktyk oddalaja si¢ od siebie z pregdkoscia H,r, gdzie r oznacza
odleglosé migdzy dang para gromad, a H, — tzw. parametr Hubble’a (H jest
funkcja czasu kosmologicznego ¢, a wskaznik ,,0’’ oznacza obecna wartos¢ tego
parametru). Wiemy réwniez, ze ze wszystkich kierunkéw na niebie dociera do nas
promieniowanie elektromagnetyczne ciala doskonale czarnego o temperaturze 3 K,
oraz ze Wszechswiat sklada sig w 25% z helu i w 75% z wodoru (pomijajac
sladowe ilosci pierwiastkow cigzkich).

Jedynym modelem kosmologicznym, ktéry pozwolit wyttumaczy¢ (i przewidziec!)
te obserwacje, jest model Friedmana, oparty na zaloZeniu, Ze cala przestrzen
wypelniona jest materia w sposob jednorodny i izotropowy. Zgodnos¢ tych
przewidywan z obserwacjami przemawia za tym, Zze nasz Wszechswiat
rozpoczal swoje istnienie od wielkiego wybuchu 1/H, ~ 20 miliardow lat temu,
oraz Ze materia rozmieszczona jest w przestrzeni niezwykle réwnomiernie — o
tym, ze wielkoskalowy rozklad materii jest rzeczywiscie jednorodny $wiadcza
réwniez bezposrednie obserwacje. Najwicksze zageszczenia i ,,dziury”’

w rozmieszczeniu galaktyk w obszarze o promieniu 10 miliardéw lat swietlnych,
ktore udato nam sie wykryé, nie przekraczaly swymi rozmiarami 200—300
milionow lat swietlnych. Wielkoskalowej symetrii towarzysza odstgpstwa od
izotropii i jednorodnosci w ,,malej” skali (< 300 mln lat §wietlnych) w postaci
gromad galaktyk, galaktyk i gwiazd.

Model Friedmana wyjasnia, skad wzial si¢ hel, skad promieniowanie tla oraz
dlaczego ekspansja odbywa sig¢ zgodnie z prawem Hubble’a, nie tltumaczy jednak
dlaczego Wszechswiat jest jednorodny i izotropowy. Symetria jest jednym z
warunkéw poczatkowych modelu. Poza tym, w ramach okreslenia warunkow
poczatkowych nalezy zadaé wartosci H oraz tzw. parametru £ w jakiej$ ustalonej
chwili czasu.

Problem horyzontu spowodowany jest tym, ze w modelu Friedmana odleglos¢ r
pomiedzy dwiema czastkami rosnie w miare ekspansji jak }/7, podczas gdy
,,;odlegtosé do horyzontu™ ry, okreslajaca droge przebyta przez swiatlo od chwili
t = 0 rosnie jak ¢. W szczegdlnosci, w chwili wybuchu

dr | dr H

—_— = 00, [ = const.
del s dii |-,
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Rys. 1. Wzrost odleglosci czastek (r)i
odleglosci do horyzontu (ry;) w czasie
ckspansji

Zasada przyczynowosci mowi, iz zadna
informacja ani oddzialywanie nie moze byé
przekazane z jednego punktu w przestrzeni
do drugiego z predkoscig przewyiszajyca
predkosé swiatla.

Roawigzanie zadania M 332

Niech n = pfl * ... * plm bedzie rozkiadem n
na czynniki pierwsze. Poniewaz zawsze
Pl - " Pig | 1, wige oznaczajac przez A

zbidr {py, 2pj, ..., n} mamy |4y, A ... NnAyl=

Wrynika stad, ze liczb podzielnych przez
jedng zliczb py, ..., pm jest |4, U ... U Ay| =
= ‘ 2 (- |)k+l ®
k=11<j<...<jzsm
o _1_
Ply oo Piy
(patrz zadanie M 331). Wystarczy teraz
zauwazyé, ze

' (lw-p%"(iw%)-... -(l—;:: =

(_nh-l.x

k=l1<ji<...<fesm

1
® ——————, by uzyskaé poszukiwany wzér.

PIy By

Innymi slowy, ekspansja po wybuchu nastgpowata z ,,predkosciami
nadswietlnymi”’ (patrz rysunek),

Fizycy nie przepadaja za takim sformutowaniem, jako Zze maksymalng
dopuszczalng predkoscia jest predkos¢ Swiatla. Na szczescie nie ma tu Zadnej

sprzecznosci, gdyz w scistym ujeciu wielko$é %, odnoszaca si¢ do obszaréw

wigkszych niz horyzont, nie moze by¢ traktowana jak potocznie rozumiana
predkos¢ liniowa. Jednakze do naszych celéw takie jej wyobrazenie w zupelnosci
wystarczy.

Konsekwencja zachowania sig r(t) i ry(¢) jest fakt, ze np. w chwili £ = 1 s

kazdy z przyczynowo rozlacznych obszaréw, bioracych udziat w globalne;j
ekspansji, mial masg barionowa (proton6w i neutronéw) nie wigksza niz 0,1 Mg!
Naturalnie z uplywem czasu ry zaczyna dopedzaé r, ale mimo to, jeszcze do chwili
obecnej, odlegle przestrzenie Wszechswiata obserwowane przez nas w jakims
kierunku, nie zdotaly skomunikowa¢ si¢ z obszarami znajdujacymi sie

w przeciwnym kierunku.

Trudno jest wymysli¢ proces fizyczny, ktéry mégiby zsynchronizowaé
zachowanie wszystkich tych obszaréw nie popadajac w konflikt z zasada
przyczynowosci. W tej sytuacji wielkoskalowa izotropia i jednorodnosé
Wszechswiata (powodujaca, iz np. gromada znajdujaca si¢ w odlegtosci 101° lat
swietlnych nad nami oddala si¢ z dokladnie taka sama co do wartosci i
przeciwnie skierowang predkoscia, jak réwnoodlegla gromada na antypodach)
wyglada dosé¢ tajemniczo.

Problem ,,plaskosci’’. Nie znamy dokladnej wartosci £2,, obserwacje pozwalaja
jednak na ustalenie, ze 0,01 < £, < 10. Oznacza to, Ze we wczesnym
Wszech$wiecie parametr £ mégt tylko bardzo nieznacznie réznié sie od
jednosci, np. przy ¢ = 1 s bylo | 2—1| < 1075, Innymi stlowy, we wczesnym
Wszechswiecie z catkowicie nieznanych powddow energia kinetyczna ekspansji
byta w kazdym punkcie przestrzeni dokladnie réwna grawitacyjnej energii
potencjalnej.

Mogtoby si¢ wydawac¢, Ze przedstawione powyzZej problemy sa czysto akademickie.
W koncu zadaniem fizyki powinno by¢ poszukiwanie lokalnych praw, ktérym
podlegaja réine wielkosci fizyczne. Prawa te zazwyczaj formulowane sa w postaci
rownan rozniczkowych i nie jest oczywiste, Ze teoria fizyczna powinna réwniez
ustalaé jakie$ reguly wyboru warunkdéw poczatkowych (brzegowych) dla tych
rownan. Zasady mechaniki Newtona pozwalaja np. na wyznaczenie toru kamienia,

. rzuconego pod katem 30° do poziomu z predkoscia poczatkowa 10 m/s, prézno

by jednak w ramach mechaniki szuka¢ odpowiedzi na pytanie dlauczego warunki
poczatkowe byly takie, a nie inne.

Przy takim podejsciu wszystkie pytania dotyczace warunkéw poczatkowych,
stawiane na gruncie kosmologii, wydaja si¢ wykraczaé poza obreb tej nauki

w sfere metafizyki i religii. Jest to stara pozytywistyczna sztuczka — gdy nie
wiesz, jak odpowiedzie¢ na pytanie, powiedz, ze jest Zle postawione.

Zdaniem Stevena Hawkinga z Uniwersytetu w Cambridge (W. Brytania)
zwolennicy takiego pogladu na problem warunkéw poczatkowych podobni sg do
tych, ktérzy w minionych stuleciach zwalczali badania naukowe twierdzac, iZ
wszystkie zjawiska zachodzace w przyrodzie sa dzietem Boga i jako takie sa
niemozliwe do ogarnigcia naszym marnym rozumem. Na szczescie wigkszo$é
kosmologéw, podobnie jak Hawking, uwaza, Ze ,,... poczatkowy stan
Wszechs$wiata jest tak samo odpowiednim obiektem dla badan naukowych, jak
lokalne prawa fizyczne i nie bedziemy mieli kompletnej teorii dopdty, dopoki nie
potrafimy wyj$¢ poza ttumaczenie w rodzaju: rzeczy sa takie, jakie sa, poniewaz
byly takie, jakie byly”’.

Pierwsza powazna proba pokonania problemu warunkéw poczatkowych
podjeta zostala przez Charlesa Misnera z Uniwersytetu w Maryland (Stany

.
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Rozwigzanie zadania M 333
Niech n = p:‘l *... *plm bedzie rozkladem

n na czynniki pierwsze, Kaidy dzielnik liczby
n pojawi si¢ dokladnie raz jako skladnik

sumy otrzymanej przez wykonanie mnozenia
k
s=(14pi+ . +2:) ooo (14 pm+
1
+ it 2o}
i wobec tego
1 1
=
oM =s=phill+ —+ ... +—} ...
i & ( P PILJ
1

vyl -
x p'_"'(l-i- T i 5 Pim)
m

(1= 5o~ 7m)

EEIE A
P Pm
S0 1 1

Poniewaz ¢(n) = n(l— ——)...(l- —,

P Pm
wigc mamy stad nierdwnosé ¢(n) o(n) < n2,

Czyli

o{n) =n-

' 1
Réwnoczeénie, gdy 2% > —, to ¢(2%) -
&

- a(2%) > 23%(1 — ), co koriczy dowéd
drugiej czedei zadania.

Zjednoczone) przed kilkunastu laty. Zauwazyt on, iz klopoty z modelem
Friedmana moga wynikac z nieuzasadnionego ekstrapolowania tego modelu
wstecz oraz z przekonania, iZ znajac obecny stan Wszech§wiata mozna ze
wszystkimi szczegolami odtworzy¢ jego stan poczatkowy. W rzeczywistosci nie
zawsze jest to mozliwe. Wie o tym doskonale kazdy, kto w dziecifistwie
budowal zamki z piasku na brzegu morza. Wyglad brzegu po kilku godzinach
Jest taki sam niezaleznie od tego, jaki byl ,,stan poczatkowy”’ ukladu (tj. od
tego, ile zamek miatl wiez, jak gleboka byla fosa itd.). Pigknym przykiadem
scierania pamieci w ukladzie sa gwiazdy: ich struktura wewnetrzna jest
niezalezna od wielu szczegotéw zwiazanych z warunkami, w jakich powstaja.

Misner doszedt do wniosku, iz niezaleznie od tego, czy wczesny Wszechswiat byt
izotropowy 1 jednorodny czy tez nie, wskutek (jakichs) procesow

nieodwracalnych (takich jak lepko$¢ neutrinowa czy silne mieszanie) rozklad
materii zostalby ,,wygladzony’’ — zapanowalaby obserwowana pelna izotropia

i jednorodno$¢. Zadanie fizykéw polegaloby zatem na odszukaniu takich proceséw.
Niestety, programu Misnera nie udalo si¢ zrealizowaé, co spowodowalo wzrost
zainteresowania pomystem, znanym jako

Zasada Antropiczna

Okoto 20 lat temu Robert Dicke z Uniwersytetu w Princeton (New Jersey,
Stany Zjednoczone) zastanawiajac si¢ nad pytaniem: ,,Dlaczego Wszech$wiat
jest taki stary?” doszed! do dos¢ nieoczekiwanego wniosku, Ze jest tak dlatego,
poniewaz ... my istniejemy! Rzeczywiscie: pierwiastki cigzkie produkowane sg we
wnetrzach gwiazd, ktdére po uplywie czasu rzedu kilku miliardéw lat (a wiec
poréwnywalnego z 1/H,) eksplodujg jako supernowe, rozsiewajac wkolo tlen,
azot i wegiel. Zatem, gdyby wiek Wszechswiata byl znacznie mniejszy od
obserwowanej wartosci 1/H, — nie byloby pierwiastkow ciezkich, bez ktérych
powstanie zycia byloby niemozliwe. Gdyby natomiast Wszechswiat byl
znacznie starszy od 1/H,, cala materia zostalaby zamieniona w bezuzZyteczny
zuzel i trudno byloby wykrzesaé Zycie z kosmicznego $mietnika, zawierajacego
jedynie gwiazdy neutronowe, biate karly i czarne dziury.

Dicke zauwazyl réwniez, Zze w podobny sposdb mozZna ,,wyttumaczyé”’

poczatkowa wartosé £2 oraz izotropie i jednorodnos¢ Wszechswiata, Okazuje sig
przy tym, ze gdyby w chwili 7=1s byto 1 —2 > 10~¢, czyli inaczej méwiac, gdyby
energia kinetyczna byla zaledwie o jedna milionowa wigksza od potencjalnej, to

w epoce odpowiadajgcej T = 4000 K energia kinetyczna ekspansji zdominowalaby
energi¢ potencjalna tak dalece, iz uniemozliwitoby to powstanie galaktyk, poniewaz
catkowita energia oblokdw bedacych ,,zarodziami’’ galaktyk bylaby dodatnia.

W takim modelu rowniez gwiazdy nigdy nie moglyby powstac i nie zostatyby
wytworzone pierwiastki cigzkie, bez ktérych nie jesteSmy w stanie wyobrazié

sobie zycia.

Gdyby natomiast w chwili f = 1s parametr £2 byt wigkszy od 1 zaledwie o jedng
milionowa, to Wszechswiat zaczalby si¢ kurczy¢ juz po uplywie 100 tysigcy lat od
wielkiego wybuchu. Ekspansja zostalaby zatrzymana przy temperaturze rzedu
10*K, po czym rozpoczalby si¢ etap kurczenia i ponownego wzrostu
temperatury. W takim Wszech$wiecie byloby nam zdecydowanie za goraco,

a poza tym rowniez nie moglyby w nim powstaé gwiazdy i pierwiastki cigzkie.

Wszech$wiat silnie niejednorodny i anizotropowy bytby rowniez nieprzyjazny
zyciu: w okolicy roiloby sig¢ od czarnych dziur o wielkich masach, fal
uderzeniowych i strumieni twardego promieniowania gamma.

Problem wyboru warunkow poczatkowych zblizony jest do problemu wyboru
odpowiednich wartosci dla stalych fizycznych. W obu przypadkach znane obecnie
prawa fizyki nie dostarczaja kryteridw wyboru. Nie wiadomo na przykiad,

dlaczego stala struktury subtelnej « = e?/hc (gdzie e oznacza fadunek

elektronu, a i — stala Plancka) okreélajaca sile oddzialywan elektromagnetycznych,
jest rzedu 10~ 2. Oddzialywania grawitacyjne opisa¢ mozna przy pomocy
analogicznej ,,stalej sprzezenia” ag = G mj/hc (gdzie m, oznacza masg
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Zachodzi nastepujacy wzor
*)

Jdir v dzu ... udyl =

n

el
L o
o

= Y =081 1Ay, A

= k=1ll<ji<...<frgn
ARl

gdzie drugie sumowanie jest po wszystkich
takich ukladach wskaznikéw j,, ..., jx, Ze
1=/, <f3<..<jx<n przy czym
przecigcia nieparzystej liczby podzbioréw
bierzemy ze znakiem plus, a parzystej ze
znakiem minus. Dla n = 3 wzor (%)
wyglada tak
|4 wBuUC|=|Al+|B|+|C|-|4 ~ B|-
=|BNC|=|AnC|+|An B~ C|,
p. rysunek. Latwy (indukeyjny) dowdd
wzoru (*) opuscimy.

protonu, a G — stala grawitacyjna) rownej 10~28. Oddzialywania

grawitacyjne sa znacznie stabsze od elektromagnetycznych: stosunek sity
grawitacji do sity kulombowskiej dzialajacej pomigdzy dwoma protonami wynosi
xg/o = 10736, Czy moZna to ,,wyjasni¢’’ postugujac si¢ Zasada Antropiczna?
Okazuje sig¢, ze odpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca. Wykazal to na poczatku
lat siedemdziesiatych Brandon Carter z Uniwersytetu w Cambridge (W. Brytania).
Ot6z nasze Slonce zajmuje na diagramie H-R polozenie pomigdzy blekitnymi
olbrzymami (ktére zyja krocej) a czerwonymi kartami (Zyjacymi diuzej). Jedynie
gwiazdy typu Slorica spelniaja jednoczesnie dwa warunki, ktére wydaja nam sig
niezbgdne do tego, aby w ich otoczeniu moglo rozwina¢ si¢ Zzycie: posiadaja
tempo ewolucji bardziej powolne od tempa ewolucji biologicznej (przynajmnie;j
nam znanej) i $wiecg dostatecznie jasno, aby planeta znajdujaca si¢ na stabilnej
(a wigc dostatecznie odleglej) orbicie mogla by¢ ogrzana na tyle, aby

umozliwi¢ spontaniczne tworzenie si¢ czasteczek organicznych.

Carter zauwazyl, ze gdyby warto$¢ « byla o 19 wigksza od wartosci
obserwowanej, wszystkie gwiazdy bylyby czerwonymi karlami, gdyby natomiast
byla o tyle mniejsza — Wszechswiat wypelniony byiby jedynie blekitnymi
olbrzymami. Podobny efekt wystapitby, gdyby warto$¢ « byla rowna
obserwowanej, natomiast o bylaby odpowiednio mniejsza o rzad wielkosci od
wartosci obserwowanej (czerwone karty) lub wigksza (blekitne olbrzymy).

Szczeéliwych koincydencji, takich jak obserwowany stosunek o/xg, jest wigcej.
Na przyklad, gdyby stala sprzezenia dla oddzialywan jadrowych byla nieco
stabsza od obserwowanej, okazalaby si¢ niewystarczajaca do tego, aby zwigzac
protony i neutrony. Istnienie pierwiastkow cigzszych od wodoru byloby wéwczas
niemozliwe. Stabilne pierwiastki cigZkie nie istnialyby rowniez, gdyby roznica
mas neutronu i protonu nie byla w przyblizeniu réwna podwojonej masie
elektronu. Tak precyzyjne dostrojenie warunkow poczatkowych oraz stalych
fizycznych, umozliwiajace powstanie Zycia stwarzaja poczucie celowego dzialania.
Z wrazeniem tym Carter poradzil sobie tak, jak Darwin poradzit sobie z

¢ Lamarckiem. Wprowadzit on pojgcie ,,zespolu statystycznego'’ wszechswiatow,

ktére Dicke i Peebles interpretuja nastgpujaco:

,,Proszg¢ sobie wyobrazi¢ zabawe w rosyjska ruletke, w ktorej bierze udziat bardzo
duza liczba osob uzywajacych losowo rozdanych nabitych i nie nabitych
rewolwerow. Pod koniec tej morderczej zabawy znakomity probabilista po
dokonaniu wyczerpujgcej analizy statystycznej dojdzie do wniosku, Ze
prawdopodobienstwo przypadkowego wyciagnigcia nie nabitych rewolwerow przez
pozostalych przy zyciu graczy jest bardzo wysokie. A teraz prosz¢ sobie

wyobrazi¢ zesp6t wszech$wiatéw wszystkich rodzajow. Nie powinno nas

dziwié, ze nasz Wszechswiat nie jest ,,typowy’’, poniewaZ usrednione po zespole
cechy takiego wszeché$wiata z powodzeniem moga okazaé sie wrogie Zyciu. Mozemy
by¢ obecni jedynie w takim wszechswiecie, ktory czyni zados¢ naszym
potrzebom®.

Inaczej méwiac, gdyby warunki poczatkowe i stale fizyczne nie byly dobrane
w sposob wiadciwy, to nie mialby kto zadaé pytania: ,,dlaczego Wszechswiat
jest taki, jakim go widzimy?*".

Wyglada na to, ze postugujac si¢ Z. A. (Zasada Antropiczng) mozna udzieli¢
odpowiedzi na wszystkie klopotliwe pytania. Czy rzeczywiscie? Wré¢my do
rozumowania Dicke’go, przedstawionego na poczatku tego rozdzialu.

Z rozumowania tego wynika, ze wiek Wszechswiata nie moze by¢ dowolny.
Zmniejszanie stopnia dowolnosci w wyjasnianiu zjawisk przyrody zawsze bylo
celem nauki, i w tym sensie w takim rozumowaniu nie ma nic niezwyklego; tym
co odrodznia jego sposéb myslenia od konwencjonalnego jest struktura logiczna
jego argumentow.

Dicke nie wyprowadza swoich wnioskow z zadnej fundamentalnej teorii ani nie
przewiduje wynikow przyszlych doswiadczen, lecz przeciwnie, ,,odwraca kota
ogonem”’, uzywajac naszej wiedzy 6 obecnym stanie Wszech§wiata (istnienie
zycia) jako wyjasnienia faktow zwiazanych z jego przeszloscia (wartos¢ H,).

Jest to zatem rodzaj przewidywania przeszlosci, opartego na przyszlosci tej
przeszioéci. Wyglada to bardziej na blgdne kolo, niZz na wyjasnienie czegokolwiek.
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Rys. 2. ,Kanaly' na Marsie

Teoria Wielkiej Unifikacji przewiduje, ze

w dostatecznie wysokiej temperaturze (kT >
> 1015 GeV, gdzie k jest stalag Boltzmanna)
oddziatywania slabe, elektromagnetyczne

i silne majq jednakowsy stalq sprzeienia, tj.

ulegaja ,,ujednoliceniu”. Temperatury takie
panowaly przy ¢ < 10-2%s,

Zamiast powiedzieé ,,rzeczy sa takie, jakie sa, poniewaz byly takie, jakie byly”
moéwimy, Ze rzeczy sa takie, jakie sa’’. Czy zatem nie sg to po prostu, jak
mawial Kubu$ Puchatek, ...

Wielkie my$li o niczym?

Liczba zarzutéw, ktére mozna skierowa¢ pod adresem Z. A. jest doprawdy
imponujaca. Po pierwsze, sa to zarzuty, o ktérych byla mowa przed chwila
(metodologiczne). Po drugie, Iwia czg$¢ argumentow, ktorymi postuguja sie
zwolennicy Z. A. oparta jest na watpliwym zalozZeniu, iz znamy ogolne warunki,
niezbedne do powstania Zycia, podczas gdy w rzeczywistosci cala nasza (bardzo
skromna!) wiedza na ten temat dotyczy jedynie mozliwosci powstania Zycia tu,
na Ziemi. Wreszcie, po trzecie, Z. A. (a zwlaszcza jej najbardziej radykalne
wersje) oparta jest na zaloZeniu, Ze istnieje wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$¢ pomiedzy istnieniem swiadomych obserwatoréw a warunkami
poczatkowymi oraz stalymi fizycznymi. O tym, Ze tak nie jest, moZna si¢
przekonaé wymyslajac wszechswiaty, ktore powinny wyprodukowaé takich
samych obserwatoréw, mimo iz ré2nia si¢ od siebie pod wzgledem warunkéw
poczatkowych lub statych fizycznych. Jeden z takich modeli zostal
zaproponowany przez Peeblesa i Dicke’go, ktérzy doszli do wniosku, Ze jak na
wymagania Z. A. ,,... Wszechswiat jest przesadnie rozbudowany; wlasciwie
pojedyncza galaktyka zanurzona w asymptotycznie plaskiej przestrzeni powinna
wystarczy¢’.

Mimo tych wszystkich zarzutéw trudno jest uzna¢ rozwazania oparte na Z. A.

za calkowicie jalowe. Nawet gdyby cala ,,ideologia’’ dorabiana do tej zasady
okazala si¢ w koncu falszywa, pozostana zagadkowe koincydencje, na ktore jej
zwolennicy zwrécili uwage i ktore tak czy owak wymagaja uzasadnienia.

Dalsze losy Z. A. beda zalezaly od tego, czy i w jakim stopniu koincydencje te
uda si¢ wytlumaczy¢ wychodzac od ,,pierwszych zasad”’ jakiej$ (nieznanej
obecnie) fundamentalnej teorii. Jezeli program taki si¢ powiedzie, to udzialem

Z. A. bedzie to samo, co stalo si¢ udzialem koncepcji vis vitalis, eteru, flogistonu,
cieplika itd ...

[stnieja juz pierwsze oznaki przemawiajgce za tym, iz tak wlasnie si¢ stanie.
Mam tu na mysli migdzy innymi prace Jakuba B. Zeldowicza z Uniwersytetu
Moskiewskiego (ZSRR), poswigcone badaniu proceséw kreacji czastek,
zachodzacych w silnie anizotropowym Wszechéwiecie w tzw. erze Plancka, 7., >
> 1043 5. Wedlug Zeldowicza energia zgromadzona w anizotropowym polu
grawitacyjnym jest tak wydajnie przekazywana produkowanym czastkom, iz
anizotropia zanika juz po uplywie czasu tego samego rzgdu wielkosci, co f.,,.

Przed rokiem pojawila si¢ rowniez niezwykle interesujgca praca Alana Gutha
(Uniwersytet w Stanford, Stany Zjednoczone). Zauwazy! on, Ze odstgpstwo od
adiabatycznej ekspansji w epoce ¢t > 10~3%s, spowodowane przez przemiang
fazowa (ktorej fizycy spodziewaja si¢ na podstawie teorii Wielkiej Unifikacji)
doprowadzi do ,,rozdecia’’ horyzontu (w czasie przejscia fazowego odlegios¢ do
horyzontu bedzie rosta wykladniczo, rg ~ exp (¢/10~33%), a nie potegowo, jak
w modelu standardowym). Efekt ten pozwala rozwiazaé problem horyzontu, choé
nie podaje konkretnego mechanizmu izotropizujacego. Najciekawszg
konsekwencja przemiany fazowej zachodzacej w epoce Wielkiej Unifikacji jest
,,wyplaszczenie’” Wszech$wiata — po przejéciu £ = 1 z konieczng dokladnoscia
przy ,,dowolnych" (tj. | 2—1| rzedu 1) odstepstwach od jednosci przed
przejsciem. W ten sposob problern horyzontu i problem ,,plaskosci”
Wszechéwiata zostalyby rozwigzane ,,za jednym zamachem™!

Aby wszystko, co zostalo tutaj powiedziane o konsekwencjach istnienia Zycia na
Ziemi nie zostalo potraktowane powazniej, niz na to zastuguje, pozwole sobie
zakonczy¢ ten artykut zartem wymyslonym przez pewnego zlo$liwca (mogt to
byé G. B. Shaw, ale glowy nie dajg), ktory zastanawiajac si¢ nad pytaniem: ,,czy
fakt, ze wloskiemu astronomowi Schiaparelliemu udalo si¢ zaobserwowa¢ kanaty
na Marsie dowodzi istnienia Zycia na tej planecie?’’ doszedt do wniosku, ze
chyba nie. Tym natomiast, czego odkrycie kanaléw dowodzi jego zdaniem z cala
pewnoscig jest ... istnienie wloskiego astronoma Schiaparelliego.
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ﬂ: Rozwigzanie zadania F 136
Rozwazmy zachowanie klocka po uzyskaniu swobody ruchu. Nadajmy osi

wspoirzednych zwrot od punktu zamocowania sprezyny do klocka i obierzmy
poczatek ukladu w poloieniu poczatkowym klocka. Gdy wspdirzedna
poczatkowa x, jest mala
k|x,| = fmg,
sile sprezystodci rownowazy tarcie statyczne i nie wystapi ruch. Gdy k pri >
> fmg, wystapi ruch, ktérego rownanie ma postaé:
—fmg gdy ve > 0
i i e { +fmg gdy ve < 0.

Nasz klocek zachowuje sig wigc jak oscylator harmoniczny z przesunietym
(i zmie__r!i_:a_jacym sig przy zawracaniu) poloZeniem réwnowagi x, i czgstodcia
w = Vkim:
f*ot = —fmglk gdy ve >0
Xg =
: lxo— = +fmglk gdy v, <0.
Réwnanie ruchu klocka mozna zapisaé jako
may = —=k(x—x,) lub
ay = —wix—xq),
ktérego rozwigzaniem jest zaleznoié wspotrzednej od czasu
(n x(1) = xg+ Asin (o1 + @),
a dokladniej
—fmglk+ A sin(en+ @) gdy ve > 0
x(1) = .
® +fmglk+ A_sin(wr+¢)  gdy ve < 0.
A, i A_ zmieniajg sie w trakcie kolejnych zawrécen klocka. Rys. 1 przedstawia
przyktadowy wykres x(t) dla dodatniego wychylenia i zerowej predkosei
poczatkowej, Widzimy, iz jest on ,,zszyty” z poléwek sinusoid o tym samym
okresie i malejgcych amplitudach. Sa to w swoisty sposéb gasnace drgania,
a tlumienie przejawia si¢ w kolejnych zmianach polozenia réwnowagl, mimo
Ze utrata energii nastgpuje w sposéb ciggly! Ostatecznie klocek zatrzymuije sie
gdzied w przedziale [xg,, x5_], @ punkt koficowy zalezy od warunkéw
poczatkowych. Do analizy tego ruchu $wietnie nadaje sie wykres v, = fi(x)
(tzw. wykres fazowy).
Z (1) otrzymujemy predkoéé klocka:

AKX (@) vz = Aw cos (wt+ g).

Rys. 2

Kacik Czytelniczy

Eliminujae z (1) i (2) czynnik trygonometryczny otrzymuje sie:
v 2
(‘) +(x—xp)? = A%,
w

Rysunkowi | odpowiada wykres fazowy przedstawiony na rys. 2. Tworzg go
polokregi ze srodkami ulokowanymi na przemian w punktach (xy-, 0)

i (xo4, 0), o promieniach 4_, 4.. Ruchowi klocka odpowiada tor punktu na
plaszczyznie fazowej (tzw. trajektoria fazowa).

Rozwigzanie zadania otrzymujemy natychmiast wykreélajac trajektorig fazowsy
»od tylu” (tj. od punktu zatrzymania sie klocka: (0, 0)).

Gdy klocek dociera do punktu x = 0 od strony wspdlrzednych ujemnych, jego
kolejnymi punktami zawracania sq:

X3 = 4 |xl

| x = —2|xg|
x3 = —6|xl, itd.

Ogolnie: x =1~ 1)"2n &:g , ReN,

Puszczenie klocka w takich poloZeniach gwarantuje powrdt do polozenia
poczgtkowego, Z nie napigta sprezyng.

Jako éwiczenie pozostawiamy uzyskanie rozwigzania w drugim przypadku.
Warto rowniez przeéwiczyc¢ kreslenie wykresdéw fazowych zadajac inne, niz na
rys. 1 1 2 warunki poczatkowe. A jak zmienia sie ksztalt trajektorii fazowej,
gdy oporu ofrodka nie mozna zaniedbaé?

Gdak, gdak ...

Pierwsze cztery paragrafy (z szesciu ogdlem) 26-stronicowej pracy Keenana Lie
,,Kosymplicjalny kowymiar koalgebr (Nagoya Math. Journal, 47, 1972) maja
tytuly: 1. Koalgebry i komoduly, 2. Abelowe obiekty kogrupowe w (4, C),

3. Kosymplicjalne kohomologie, 4. Kosymplicjalne koalgebry.

Nie brzmi to mozZe tak ladnie jak tytul pracy Waclawa Sierpinskiego: ,,O pewnym
dowodzie pewnego twierdzenia i pewnym zagadnieniu tyczacym si¢ pewnych
przypadkow blednego stosowania pewnych zasad do rozkladu pewnych liczb
catkowitych na pewne sumy potrdjne’’. JednakZe ten drugi tytut jest tytulem
fikcyjnej pracy Sierpiniskiego, wspomnianej w primaaprilisowym ,,Przewodniku
bibliograficznym’’, nr 13 z 1925 r. Praca Keenana Lie jest zas autentyczna!
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Uwaga. Zgodnie z zapowiedzia (patrz

Regulamin, ,,Delta” 9/1981), w numerach

6 i 7 zadania ligowe nie ukazuja sie
(przerwa wakacyjna). W numerze 6
zamieszczone beda rozwiazania zadaf

z numerow 2 i 3 (tj. zadan 47—51), a w

numerze 7 w ogodle nie bgdzie rubryki

»Klub 44", Nastepne zadania ligowe ukaza

sie w numerze 8,

Klub 44

Redaguje dr Marcin EXUCZMA

CzoXdwka ligi zadaniowej "Klu

po uwzglednieniu ocen rozwia
zadai z numeru 10/1982

Jacek Uryga - Bytom
Zbigniew Bartold =~ Gdynia
Edward Orzechowski - Warszawa
Pawel Kamirski = Warszawa
Marek GaZecki - Milandwek

Dariusz Sowizdrgal - Szcgecin
Ergysgtof Trautman - Warszawa

Wepblczynniki trudnodci sadan 34, 35, 363

2,57 2,87 1,33

b 44n

gan

48,82pkt
40,29pkt
39,06pkt
36,52pkt
29,55pkt
28,92pkt
22,09pkt

Witamy w Klubie 44 pana Jacka Uryge

g Bytomia, ktéry = nadwyika 4,82
prezekrocsy? barierg 44 punktdw

w sifdmej kolejee swoich startdw,
Gratulujemy !

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego 1 Redakcji ,,Delty”

Skrét regulaminu ligi zadaniowej

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kosica miesiaca n+ 2. Szkice
rozwiazaf zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania trzech, dwoch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez

4 suma ocen za rozwiazania danego zadania

liczba osob, ktore nadestaty choé jedno rozwigzanie z numeru

i tyle punktow otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje
on cztonkiem Klubu, a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego
oraz nasza Redakcja.

Szczegotowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981,

Zadania nr 55, 56, 57 Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 1983

55. Dane s liczby dodatnie a, b, c. Ile pierwiastkow rzeczywistych ma réwnanie a*+b* = ¢*?

56. Wykaza¢ prawdziwos¢ lub nieprawdziwos$¢ nastepujacych stwierdzen:

a) Jezeli zbior wierzcholkow wielokata ma o$ symetrii, to wielokat ma 0§ symetrii.

b) Jezeli zbiér wierzchotkdéw wielokata ma $rodek symetrii, to wielokat ma $rodek symetrii.
Gdy ktores z nich okaze sie falszywe, zaproponowaé takie wzmocnienie zaloZen, by uzyskaé¢
twierdzenie prawdziwe.

57. Dla danej liczby naturalnej obliczamy iloczyn jej cyfr, to samo robimy z otrzymang liczba
i kontynuujemy to postepowanie tak dlugo, az dojdziemy do liczby jednocyfrowej. Wyznaczy¢
wszystkie liczby, dla ktérych w wyniku opisanej procedury dostajemy cyfre 1.

Zadanie 56 przysial nasz Czytelnik, pan Jerzy Janowicz z Boleslawca.

Rozwiazania zadan z numeru 1 / 1983 43. Lemat. Jeéli prosta przechodzaca przez wierzcholek N

réwnolegloboku KLMN dzieli bok KL w stosunku 1 :k
(k naturalne), to ta sama prosta dzieli przekatna KM
w stosunku 1: (k+1).

M Dowod lematu tatwo odczytaé z rysunku 1.
Przystepujemy do wlasciwego rozwigzania. Uzupeliamy
trojkaty DAB i DBC do rownoleglobokéw DABX i DBCY
(rys. 2). Ustalmy n. Na mocy lematu prosta XA, przecina
odcinek DB w punkcie B,.,, a prosta YB,,, przecina
odcinek DC w punkcie C,, . Ze wspotliniowosci trojek

L punktow A,, Byy,, X 0raz Bayy, Cuyz, Y wynika, 7ze X € P,
Y € P,. Zatem prosta XY lezy w plaszczyznie P, (dla dowolnego
n)

Rys.1  44. Podnie$my réwnanie 'y = J/500 — J/x stronami do
kwadratu: y = 500+ x— }/ 2453y, Wyrazenie podpierwiastkowe
musi by¢ pelnym kwadratem, wigc x = 5k2, skad y = 500+ 5k*—
—¥Y/2%5%k2 = 5(10— k)*. Podstawiajac za k wartosci catkowite

od 0 do 10 dostajemy wszystkie rozwiazania danego w zadaniu
roéwnania.

Rys. 2

45. Z zalozen wynika, ze kazdy z punktow x; (i = 1, ..., n) jest
punktem stalym funkcji f(x) = cos (cos(... (cos x) ... )) (zlozenie
n-krotne). Roézniczkujac te funkcje otrzymujemy iloczyn n—1
czynnikow postaci (—sin(cos(...))) i jeszcze czynnik (—sin x).
Wszystkie czynniki, z wyjatkiem tego ostatniego, sa co do
modulu niewieksze od sin 1, wiec | f'(x)| < 1 dla wszystkich x e R
(jesli tylko n = 2). Punkty stale funkcji f to miejsca zerowe
funkcji A(x) = x—f(x). Ale h'(x) = 1 —f"(x) > 0, wiec funkcja A
moze mieé tylko jedno miejsce zerowe. Zatem x; = ... = X,.
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Patrz w niebo

Wez dowolny obiekt astronomiczny. Jego moment pedu podziel przez mase
podniesiong do potegi 1,7, a zawsze otrzymasz t¢ sama liczbe!

Czy to jakis hokus-pokus? Wydaje sig, Ze jest to uniwersalne prawo przyrody
dotyczace wszystkich ciat niebieskich. Na rysunku pokazano te zaleznosé.

Na osi pionowej zaznaczono logarytm momentu pedu podzielonego przez mase,

' na osi poziomej — logarytm masy (w jednostkach cgs). Kwadracikami

- zaznaczono planetoidy, satelity planet i planety, krzyzyki ( x) oznaczaja gwiazdy
pojedyncze, kropki — gwiazdy podwdjne, gwiazdki — gromady gwiazd, tréjkaty —
galaktyki eliptyczne, plusy — galaktyki spiralne, a kétka — Grupg Lokalng
Galaktyk i gromade galaktyk w Pannie.

Nikt nie potrafi wyjasnié¢ tej zagadki odkrytej w 1963 r. przez Broschego. Co
mogloby powodowa¢ istnienie tej samej zaleznosci dla gromad galaktyk

(o masach ~ 10'® M), ,,statecznych’ wielkich tworéw, prawie nie tknigtych
przez ewolucj¢ Wszechswiata i dla planetoid o masach 10~!2 M, przezywajacych
burzliwe dzieje (zderzenia z meteorami, zblizenia do planet itd.) w Ukladzie
Stonecznym?

N
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Jedna z dyskutowanych hipotez jest mozliwos¢, Ze w czasie tworzenia si¢ wszystkich
cial niebieskich w stosunkowo miodym Wszechswiecie istnial pewien staly

rozklad energii rotacyjnej (w stosunku do grawitacyjnej) materii, z ktorej obiekty

te si¢ tworzyly. Jesli tak, to zadziwiajacy jest fakt wspanialej ,,pamigci’’ ciat
niebieskich o warunkach, w jakich powstawaly.

y ;
N (Opracowano na podstawie Carrasco i in. 1982, Astronomy and Astrophysics
WS 106, 89)
{\. ' mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Zaleznoéé miedzy wlasciwym momentem
pedu (J/M) a masa réznych obiektow 4 4 . v A ” . h .
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