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Rozwigzanie zadania M 327.
Oznaczmy przez & diugoéé boku kwadratu.
Woéwezas suma pol calych pélkeli wynosi
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Narodziny teorii kwantow (II)

Prof. dr Iwo BIALY NICKI-BIRULA, czionek korespondent PAN

Za poczatek drugiego okresu w rozwoju teorii kwantow przyjeto uwazac rok 1913, w ktérym
ukazala si¢ obszerna, zlozona z trzech czeéci praca Nielsa Bohra zawierajaca nowa, kwantowa
teorie budowy atomow i molekut. Juz wezesniej ukazalo sig bylo kilka prac, w ktorych
probowano wprowadzi¢ kwant dzialania Plancka do teorii atomu. Byly to proby oparte na
koncepcji drgan harmonicznych elektronow w atomie i wykorzystujace z reguly model atomu
Thomsona. Wedlug Thomsona atom przypomina placek z rodzynkami; ciasto to dodatni
ladunek, za$ rodzynki obrazujg ujemnie naladowane elektrony. Poniewaz sila dzialajaca na
tadunek ujemny zanurzony w jednorodnie natadowanej dodatnio kuli jest proporcjonalna do
odleglosci elektronu od Srodka kuli, bgdzie on wykonywatl drgania harmoniczne. Zgodnie

z elektrodynamika klasyczng tylko harmoniczny ruch fadunku moze byé zrodtem
monochromatycznego promieniowania, ktore obserwuje si¢ w postaci linii widmowych.

Bohr przyjat za punkt wyjscia nowy planetarny model atomu, zaproponowany dwa lata

 wczesniej przez Rutherforda, i powiazal ten model z koncepcjami Plancka i Einsteina.

W okresie, w ktorym powstawala praca Bohra, dane doswiadczalne dotyczace liniowych widm
pierwiastkow byly stosunkowo bogate i dokladnos¢, z jaka wyznaczano dlugosci fal linii
widmowych, byla duza. Bledy doswiadczalne w niektorych przypadkach byly rowne zaledwie
jednej stutysigcznej czesci. Wyniki doswiadczen nakladaly wiec silne ograniczenia na teorie.
Pewnym ulatwieniem dla fizyka pragnacege odgadnac prawa rzadzace promieniowaniem
$wiatla przez atomy mogla by¢ znana wowczas empiryczna zasada kombinacyjna
Rydberga-Ritza, bedaca czyms$ w rodzaju rozszerzenia wzoru Balmera, obowiazujacego dla
wodoru, na widma innych pierwiastkow. Wedlug tej zasady czgstosci linii widmowych daja
sig przedstawic jako roznice tak zwanych termow widmowych:

K K
¥ = - 2
n+a,) (mtog)?

gdzie K jest stalg uniwersalng (stata Rydberga), n i m sa liczbami naturalnymi, za$ «,, oy, — stalymi
zaleznymi tylko od pierwiastka. Wzor Balmera i zasada kombinacyjna odegraty
pierwszoplanows rolg przy powstaniu teorii Bohra.

Planetarny model atomu, rozwazany na gruncie klasycznej mechaniki i elektrodynamiki —

jak na to wskazuje Bohr we wstepie do swojej pracy — nie wystarcza do opisu budowy
rzeczywistych atoméw. Nie ma bowiem w tym modelu zadnej wielkosci, kiora moglaby postuzyé
do okreslenia rozmiarow atomu (z tadunkoéw i mas nie mozna zbudowa¢ wielkosci o wymiarze
dtugosci). Potrzebna jest do tego jeszcze jedna wielkos¢ wymiarowa, za ktora Bohr przyjat stala
Plancka. Podstawowe wyniki pracy Bohra opiszemy jego wiasnymi stowami przytaczajac
tlumaczenie fragmentu zakoniczenia historycznej pracy z Philosophical Magazine.

W pracy tej wprowadzono nastgpujace podstawowe zalozenia:

1. Energia promienista nie jest wysylana (lub pochlaniana) w sposob ciagly, jak to przyjmuje
si¢ w zwyklej elektrodynamice, ale tylko podczas przechodzenia ukladu miedzy réznymi
,,stacjonarnymi’’ stanami.

2. Dynamiczna rownowaga ukladu w stanach stacjonarnych rzadzona jest zwyklymi prawami
mechaniki, podczas gdy prawa te nie obowiazujg dla przej$¢ uktadu miedzy réznymi stanami
stacjonarnymi.

3. Promieniowanie wyslane podczas przechodzenia uktadu migdzy dwoma stanami
stacjonarnymi jest jednorodne (monochromatyczne — przyp. [.B.B.) i zwiazek migdzy czestoscia
v 1 calkowita wypromieniowang energia E jest dany wzorem E = hyw, gdzie h jest stata Plancka.

4. Rozne stany stacjonarne prostego uktadu skladajacego si¢ z elektronu krazacego wokot
dodatniego jadra sa wyznaczone przez warunek, ze stosunek catkowitej energii :
wypromieniowanej przy tworzeniu sie tej konfiguracji (energii wiazania — przyp. 1.B.B.) do
czestosci obiegu elektronu jest catkowita wielokrotnoscig h/2. Przy zalozeniu, ze orbita
elektronu jest kolowa, postulat ten jest rownowazny warunkowi, iz moment pgdu elektronu
wokot jadra jest rowny catkowitej wielokrotnoéci h/2m.

5. ,,Trwaly” stan (stan podstawowy — przyp. I.B.B.) kazdego ukladu atomowego, to znaczy

stan, dla ktérego energia wypromieniowana jest najwieksza, jest wyznaczony przez warunek,
iz moment pedu kazdego elektronu woko! srodka jego orbity jest rowny h/2x,
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Rozwiazanie zadania F 131.

Whykreslajac krzywe dyspersji (polozenie linii

widmowej w zaleinoéci od dlugosci fali) na

podstawie obu widm lub choéby pobieinie
lizujgc rozmis ie linii

przekonaé si¢, e dla widma I linie rozloione

sg réwnomiernie, dla II w

zageszczenie w obszarze dlugofalowym.

Pierwsze z widm pochodzi wiec ze spektrografu

siatkowego, a drugie z pryzmatycznego.

Dla siatki dyfrakcyjuej polozenia kolejnych

maksimdéw wyraza wzor

dsin® = mai,

gdzie d— stala siatki,

A — dlugoéé fali,

m — rzad widma,

# — kat odpowiadajacy maksimum.
Ograniczajgc si¢ do matych katdw ugiecia
i majac na uwadze, 2e x = htg® 2 k® (h—
odleglosé siatki od ekranu) otrzymuje sig

xum—a—.

Whynika stad, 2e Ax jest proporcjonalne

do 44,

Dla pryzmatu, przy biegu promieni zblizonym
do symetrycznego, obowiqzuje zalenosé

sin %2
* P ——
*) n s "
2
gdzie £ — kat odchy

n — wspdlczynnik zalamania materialu,
z ktbérego wykonany jest pryzmat,
@ — kat lamigcy pryzmatu,
Wielkodci & i n zalezg od alugosci fali.
Réiniczkujac wzgledem dlugosei fali

otrzymujemy
o e+
dn - i de
3 —_—
" 2sin i o4
2
Uwzgledniajac (*) i r #ajgc skoficzone
roznice mamy
2sin -

2
Ax ~ de 2 ——- -—— dn;
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'/! Asin? —

gdzie i — fredni wspélczynnik zal
dla zakresu optycznego. Dla pryzmatdw
uzywanych w spektroskopii typowy wykres

n = f(%) przed iar k, z ktbreg
wynika zageszczenie linii w zakresie
diugofalowym.

n
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Pokazano, 7e przy tych zaloZeniach z pomoca modelu Rutherforda mozna wyjaénié prawa
Balmera i Rydberga wiazace czestosei roznych linii w widmach liniowych™.

ZaloZenie Bohra o istnieniu stanow stacjonarnych i o tym, Ze atom wysyla promieniowanie
tylko przy przejsciach miedzy dwoma takimi stanami, jest bezposrednim odzwierciedleniem
zasady kombinacyjnej. Stanowi stacjonarnemu odpowiada okreslony term widmowy, zas
przejsciu promienistemu — dwa takie rermy. Mogloby si¢ wydawa¢ nam obecnie, Ze zasada
kombinacyjna wrgcz narzuca tak interpretacje, ale wlasnie to genialnie proste spostrzezenie
Bohra stanowi o istotnej roznicy migdzy jego teoria a teoriami wczesniejszymi, w ktorych
starano si¢ wigza¢ promieniowanie i jego czesto$¢ z jednym tylko, drgajacym i jednoczesnie
promieniujacym stanem atomu.

Podstawowe zalozenia teorii Bohra, jak juz podkreslalismy poprzednio, byly niewatpliwie
dopasowane do wzoru Balmera, ale za duzy sukces tej teorii uznano wynikajaca z niej wartosé
stalej Rydberga, bardzo bliska wartosci otrzymywanej z pomiarow dlugosci fal linii widmowych.
Drugim, chyba jeszcze wigkszym sukcesem bylo wyiasnienie przez Bohra na gruncie swej teorii
pochodzenia serii widmowej odkrytej pod koniec XIX wieku przez amerykanskiego astronoma
Pickeringa w promieniowaniu gwiazdy { Puppis. Dlugosci fal tej serii mozna bylo opisa¢ wzorem
zblizonym bardzo do wzoru Balmera i dlatego przypisywano linie Pickeringa wodorowi
znajdujacemu si¢ w wysokiej temperaturze. Wedtug Bohra zrodlem tego promieniowania byly
zjonizowane atomy helu. Przeprowadzone w roku 1914 doswiadczenia laboratoryjne nad widmem
helu otrzymywanym metoda ‘iskrowych wyladowan w gazie potwierdzily te teze. Dodatkowym
pigknym argumentem za nowa teorig bylo wykazanie przez Bohra, ze drobne roznice migdzy
danymi doswiadczalnymi a teorig znikaja, gdy uwzgledni¢ ruch jadra wokot srodka masy, to

znaczy uzy¢ we wzorach tzw. zredukowanej masy elektronu.
i

Dzigki swoim niewatpliwym sukcesom teoria Bohra szybko zyskata szerokie uznanie, cho¢ wielu
fizykow uwazalo — jak wiemy dzi$§ zupelnie stusznie — Ze jest to teoria nazbyt fragmentaryczna

i zawierajaca zbyt wiele wzajemnie niepowigzanych zalozen na to, izby mogla stanowi¢ pelna
teorig wszystkich zjawisk atomowych. Z braku jednak nowych idei nastepne dziesieciolecie
uplynglo pod znakiem starszej teorii kwantow, jak dzi§ nazywamy rozbudowana i ulepszona nieco
teorig, ktora powstala na gruncie postulatéw Bohra.

Rozbudowa teorii Bohra polegala przede wszystkim na podaniu ogdlnej postaci warunkow
kwantowych, stusznej dla szerokiej klasy uktadow atomowych, a nie tylko dla atomu wodoru.

Warunki takie podat Arnold Sommerfeld, a takze niezaleznie od niego W. Wilson

i J. Ishiwara. Warunki te, zwane obecnie warunkami Bohra-Sommerfelda, mozna nalozy¢ na
ruch dowolnego ukladu zachowawczego (tzn. ukladu, dla ktorego obowiazuje zasada
zachowania energii), odbywajacy si¢ w ograniczonym obszarze przestrzeni, tylko wtedy, gdy
rownanie Hamiltona-Jacobiego daje sie rozwiaza¢ metoda rozdzielenia zmiennych. Z grubsza
mowigc warunek ten oznacza, ze ruch uktadu mozna uwazac za zlozenie niezaleznych ruchow,
z ktorych kazdy scharakteryzowany jest wspolrzedna g, i pedem p;.

Warunki Sommerfelda majg posta¢:

§Pkd€h = mh,
gdzie calkowanie rozciaga si¢ na taki obszar zmiennej g, ktoremu odpowiada petny cykl ruchu
w danej zmiennej.

Warunki Sommerfelda byly uogolnieniem zarowno warunkow Bohra, jak i wczesniejszych jeszcze
rozwazan Plancka na temat kwantowej teorii jednowymiarowego oscylatora harmonicznego.

Planck zauwazyl byl bowiem, ze prawidlowy wzér na kwantowe poziomy energii oscylatora
harmonicznego mozna otrzymac zadajac, by pole elipsy bedacej obrazem ruchu oscylatora
w przestrzeni fazowej bylo wielokrotnoscia stalej h

S dpdg = nh, gdzie W — wnetrze elipsy ruchu.
W

Catka ta, po podstawieniu do niej wyrazenia na pgd oscylatora harmonicznego przedstawia
wlasnie pole elipsy ruchu

Gmax

=

=dqmax

Gmax _———
mmig? 2nE
pdg =4 DS qu?.m(E "_"i'"")' =

Przyrownujac te wielkosé do nh otrzymujemy wzor Plancka:
E = nhv.

2



Z kolei warunek Bohra otrzymujemy rozwazajac ruch elektronu po orbicie koltowej w atomie
opisany przy pomocy zmiennej katowej p. Pedem stowarzyszonym z katem ¢ jest moment
pedu mro. Z warunku kwantowego

2n

S mrodp = nh,

0 : : >
po wyrazeniu r i v w ruchu jednostajnym po kole pod wplywem sily kulombowskiej
otrzymujemy wzor Bohra na poziomy energetyczne atomu jednoelektronowego

272 me*

E, = -
Sommerfeld nie tylko podat ogoine warunki kwantowe, lecz takze zastosowal je do
wyznaczenia poziomow energetycznych atomu wodoru z uwzglednieniem dynamiki
relatywistycznej. Byl to bodajze najbardziej efektywny wynik otrzymany w starszej teorii
kwantow. Wzor na poziomy energetyczne wodoropodobnego atomu o jednym elektronie i fadunku
jadra Ze, otrzymany przez Sommerfelda, zawieral tym razem dwie liczby kwantowe, gdyz
ruchu w relatywistycznym problemie Keplera nie mozna opisaé¢ przy pomocy jednej tylko
zmiennej. We wzorze tym pojawila si¢ tez po raz pierwszy stala subtelnej struktury o = 2ne?/hc,
ktora odtad bedzie zawsze symbolem relatywistycznej i kwantowej teorii zjawisk
elektromagnetycznych. Ze wzgledu na to, iz stala subtelnej struktury jest mata (rowna okolo
1/137), wzér Sommerfelda

En = me*{[1 +m222(n—k+]/m)"2]_”3— 1},
po rozwinigciu na szereg wzgledem o?, dawal jedynie niewielkie poprawki do wzoru Bohra:
2n*mZ%e* aAZ ol
Ep = — PR [l+ 7 (?—:)+ ]
a przez to tylko niewielkie poprawki do czgstosci linii widmowych. Opisywane tym wzorem

niewielkie, proporcjonalne do «2, rozszczepienie linii widmowych wodoru zgadzalo sig
doskonale z odkryta jeszcze w 1891 roku przez A. A. Michelsona struktura linii widmowych

ﬁg serii Balmera. Rozszczepienie to nazywano subtelnym i stad nazwa: stala subteinej struktury.
Rozwigzanie zadania F 132. Mimo sukceséw w opisie widm atomow wodoropodobnych, starsza teoria kwantow ciagle
W plaszezyinic ogniskowe] lunetki pozostawiala wiele do zyczenia pod wzglgdem zaréwno ogoélnosci sformulowania, jak i tez

pektros| wstaja wielokrotne ob: B P . h T . > i
- k“. “R5H ROWAIE witio il mozliwosci opisu rozwoju ukladéw w czasie. Warunki kwantowe mozna bylo bowiem stosowac
szczeliny (proste czy odwrécone 7); kazdy

odpowiada innej dhugosci fali, a ich zbibr jest tylko do uktadow dajacych si¢ opisaé przez rozdzielone zmienne. Wiadomo jednak bylo, ze

widmem analizowanego $wiatla. Natezenie rzeczywiste uklady fizyczne nie spehniaja tego warunku, gdyz wzajemne oddziatlywanie (na

linii wzrasta zo wzrostem odwictlenia szezeliny przykiad oddzialywanie miedzytomowe w gazie) czyni ruch zbyt nieregularnym.

odpowiedniy dlugoécis fali, Gdyby podczas Probe obejécia tej trudnosdci stanowila zasada adiabatyczna sformutowana przez Bohra

eksperymentu interferencyjnego uzyto $wiatla ; 3 ‘ # . g " - y
d i Ehrenfesta, ktorej zadaniem bylo otrzymywanie zwiazkéw miedzy poziomami energetycznymi

naty , wiedy lina bylaby
w pewnych miejscach mocno o§wietlona ukladow bardziej skomplikowanych i uktadéw prostych, pod warunkiem, Zze uklady ztozone
(jasne prazki), w innych weale (ciemne mozna otrzymaé z prostych przez powolne (adiabatyczne) odksztalcenia (zmiany parametrow).

prazki). ,,Linia widmowa" bedzie obrazem
prazkow i skladaé si¢ bedzie z lezacych na

. przemian jasnych i ciemnych obszarow.
Odlegloéé ciemnych obszaréw, jak wynika
z warunkow interferencji destruktywnej, musi
wzrastaé wraz z dlugoscig fali uzytego $wiatla.

Zastosowania zasady adiabatycznej okazaly si¢ jednak bardzo ograniczone.

Starsza teoria kwantow nie opisywala takze w ogole rozwoju ukladu w czasie, polegajacego
w mysl koncepcji Bohra na owych zagadkowych przeskokach miedzy roznymi stanami

W przypadku $wiatla bialego obrazy dozwolonymi przez warunki kwantowe. Brak bylo jakichkolwiek informacji na temat
szczelin zlewaiq sig tworzac widmo ciagle. mechanizmu tych przeskokow, a jedyne przewidywania co do rodzajow i czestotliwosci tych
1 tle kiGrego wystepnia ciemne, Zakezywione przeskokéw mozna bylo otrzymaé przy pomocy tzw. zasady odpowiedniosci sformutowanej

linie (patrz rysunek).
przez Bohra.

Trudno jest dzi§ poda¢ jednoznaczne sformulowanie tej zasady, gdyz sam Bohr zmienial swoje
poglady na jej temat. W najbardziej ograniczonej postaci glosila ona, Zze wszedzie tam, gdzie
mozna poming¢ stala Plancka i zwigzany z niag skokowy, ziarnisty charakter przemian
atomowych (na przykiad, gdy liczby kwantowe sa tak duze, ze ich zmiana o jeden jest
niedostrzegalna), prawa kwantowe winny przechodzi¢ w prawa fizyki klasycznej. Dzigki swojej
genialnej intuicji Bohr potrafit jednak wykorzysta¢ zasade odpowiedniosci w duzo wigkszym
zakresie, wyprowadzajac z niej wnioski stuszne takze dla niewielkich liczb kwantowych.

W $lad za Bohrem poszli inni fizycy. Zasada odpowiednioéci stala si¢ dla nich drogowskazem
pozwalajacym wyjs¢ z labiryntu starszej teorii kwantow na otwarta przestrzen mechaniki

% ; kwantowej. Sommerfeld nazwal zasade odpowiedniosci magiczna rozdzka, majac chyba na myéli
:’::::ami: WIE aig;nait masiepuiacyny zarobwno jej troche mglista tre$¢, jak i ogromna pomoc w dociekaniach na temat poprawnej
a:‘hkie zr;'niany w obrazie zauwazylibyimy, teorii, jak% dawata wtajemniczonym.
gdyby soczewke zastapiono inng — o wigkszej

zdolnoéci skupiajacei? iy : ; : Py
hJDCl:: poli:w;z:;ai’w e, Zasada odpowiedniosci wydatnie ulatwila odkrycie w latach 1925—1926 mechaniki

zamianie szczelin ua siatke dyfrakcyjna? macierzowej, ktora okazala si¢ pozniej by¢ jedng z rownowaznych form mechaniki kwantowej.

czerwien frolet
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Odkrycie to bylo dzielem przede wszystkim Maxa Borna, Paula Diraca, Wernera Heisenberga
i Pascuala Jordana.

Pierwsze zarysy mechaniki macierzowej odkryl Heisenberg latem 1925 roku. Jego artykul na ten
temat zawieral podstawowe dla mechaniki macierzowej przyporzadkowanie wielkosciom
fizycznym ukladow liczb, numerowanych przez dwie liczby calkowite, podlegajacych pewnym
dos¢ dziwacznym operacjom. W ukladach liczb Born i Jordan rozpoznali skladowe macierzy,
za$§ dziwaczne operacje okazaly sie¢ by¢ po prostu mnozeniem macierzowym. W pracy Borna

i Jordana, w niezaleznej pracy Diraca oraz we wspolnej pracy Borna, Heisenberga i Jordana
sformulowane zostaly ogélne podstawy mechaniki macierzowej. W odrdznieniu od starszej
teorii kwantow byla to teoria wewnetrznie spdjna, o wyraznie sformulowanych logicznych
podstawach. Udalo si¢ to osiggnac¢ przez calkowite wyeliminowanie takich klasycznych poje¢,
jak orbity elektronéw, okresy ich obiegu wokot jadra itp.

Pelna eliminacja wszelkich poje¢ uzywanych dotad w fizyce atomowej, ktorych nie mozna
powiaza¢ bezposrednio z danymi doswiadczalnymi, stanowila podstawg programu naukowego
i filozoficznego Heisenberga. W liscie do Wolfganga Pauliego z czerwca 1925 roku napisal on
o nowej teorii: ,,Podstawowa zasada brzmi: Przy obliczaniu jakichkolwiek wielkosci takich jak
energie, czestotliwosci itp. nalezy korzysta¢ wylacznie ze zwigzkow zawierajacych wielkosci

w zasadzie obserwowalne’.

Mechanika macierzowa byla logicznie zwarta i prosta, ale rachunkowo bardzo skomplikowana.
Wynikajace z niej zwiazki miedzy nieskornczonymi macierzami nie poddawaly si¢ latwo dalszej
obrébee. Co prawda Pauliemu i Diracowi udalo sig¢ rozwigzaé problem wodoru i otrzymadé

wzor Balmera-Bohra, ale trudnosci rachunkowe zwolnily wyraznie rozwoj zastosowan mechaniki
macierzowej. Pomoc przyszla z nieoczekiwanej strony. Przyniosta ja odkryta w 1926 roku przez
Erwina Schrédingera mechanika falowa.

- Punktem wyjscia teorii Schrodingera byla idea ,,fal materii’’, ktorej autorem byt Louis-Victor

de Broglie. W swojej pracy doktorskiej zakonczonej w 1924 roku de Broglie przyjat jako
podstawowe zalozenie istnienie pewnego periodycznego zjawiska zwiazanego z ruchem kazdej
porcji energii. Bylo to jakby odwrdcenie koncepcji fotonow, ktore sa porcjami zwigzanymi

z rzeczywistymi falami elektromagnetycznymi. Nie wiedzac jaka interpretacje fizyczna nalezy
przypisa¢ owym falom, de Broglie proponowal, aby traktowac je na razie jako pewng formalng
konstrukcje matematyczng. Nawet nazwa ,,fale fazowe’’, ktorej de Broglie uzywal w swoich
pierwszych pracach, swiadczyla o braku fizycznego obrazu owego ,,periodycznego zjawiska'’.
Za najwazniejszy wynik swojej teorii uznal de Brogiie otrzymanie przez niego warunkow
kwantowych Sommerfelda jako warunkéw rezonansu fal fazowych. Strescimy ponizej
rozumowanie de Broglie’a, ktore doprowadzilo go do tego wyniku.

Powigzanie fal z ruchem czastek bylo najlatwiejsze dla ruchu swobodnego. Ruch czastki
scharakteryzowany jest przez energi¢ E i ped p. Z kolei najprostsza fala — fala plaska —
scharakteryzowana jest przez czesto$c » i wektor o kierunku rozchodzenia sie fali i o dlugosci
rownej odwrotnosci dlugoscei fali 4. De Broglie zalozyl, ze fala plaska jest zwigzana z ruchem
swobodnym czastki i ze charakterystyczne wielkosci dla fali powiazane sa z charakterystycznymi
wielkosciami dla czastki zwigzkami, ktore sa rozszerzeniem zwigzkow Plancka

E=hr,  p= -2-—3,
gdzie n jest wektorem jednostkowym w kierunku rozchodzenia si¢ fali. Dla czastek
poruszajacych si¢ pod wplywem zewngtrznych sit de Broglie przyjal, ze promienie ,,fal
fazowych’ pokrywaja si¢ z trajektoriami czastek. Podstawiajac zaleznoé¢ migdzy pedem
i diugoscia fali do warunku kwantowania Bohra dla orbit kolowych otrzymat de Broglie
warunek rezonansu

27Rh h
- = nh.

§rda = §dg =
A
Na zamknietej orbicie kolowej winna sie zmiesci¢ catkowita liczba a dlugosci fali.

Teoria de Broglie’a byla pierwsza proba ujednolicenia wszystkich znanych dotad teorii
kwantowych. Wszystko co kwantowe mialo si¢ charakteryzowa¢ dualnoscia wiasnosci
korpuskularnych i wlasnosci falowych. Zwiazki migdzy tymi dwoma aspektami zjawisk
kwantowych zawieraly stala Plancka — symbol teorii kwantowej. Teorii de Broglie’a
brakowalo jednakze dwoch istotnych elementow: rownan okreslajacych propagacje fal

oraz, oczywiscie, interpretacji fizycznej tych fal, bez ktorych teoria ta byta jedynie ciekawym
dodatkiem matematycznym do istniejacych teorii kwantowych. Obu tych elementow
dostarczyla mechanika falowa.

h
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Odkrywca jej byl Erwin Schrodinger. Réwnanie noszace jego imie stanowi podstawe
mechaniki falowej i jest jednym z kilku najwazniejszych rownan fizyki wspolczesne;.
Opisuje ono w calej ogdlnosci zachowanie si¢ w czasie i w przestrzeni ,,fal fazowych’

de Broglie’a. W cyklu swoich epokowych prac, ktore ukazaly si¢ w 1926 roku, Schrédinger
nie tylko wprowadzit swoje rownanie i pokazal, e z jego teorii wynikaja warunki
kwantowania Bohra-Sommerfelda, ale takze udowodnit rownowazno§¢ nowej teorii

z mechanika macierzowa Heisenberga, Borna i Jordana.

Uderzajace jest to, ze Schrodinger odkryl poprawne rownanie dla fal materii i zbudowat
formalizm matematyczny mechaniki falowej ciagle nie znajac interpretacji fizycznej tych fal.
Owo brakujace ogniwo odnalazt Born juz w kilka miesigcy po ukazaniu sig artykulow
Schridingera. Jest nim probabilistyczna interpretacja fal fazowych. Zgodnie z ta

interpretacja fale de Broglie’a — Schrodingera wyznaczaja tylko prawdopodobieristwo
znalezienia elektronéw i innych czastek atomowych w przestrzeni i czasie. W ten sposéb w 1926
roku powstala jednolita teoria zjawisk kwantowych, zwana obecnie mechanika kwantowa.
Teoria ta przetrwala do dnia dzisiejszego w niezmienionej postaci, cho¢ zostala rozszerzona

na wiele dzialow fizyki. Obecnie przy pomocy mechaniki kwantowej opisujemy nie tylko
widma atomowe, ale réwniez inne wlasnosci atomow, a takze wlasnosci fotonow, jader
atomowych, molekul, gazéw, cieczy, krysztalow, plazmy.... W ciggu po6l wieku, ktore

uptynelo od odkrycia mechaniki kwantowej, podjeto wiele prob wykrycia zjawisk, ktorych opis
w ramach mechaniki kwantowej bylby niezgodny z obserwacjami. Jak dotad wszystkie te
proby zakoniczyly sie niepowodzeniem, ale w przysztosci zalamanie si¢ mechaniki kwantowe;j

w dotychczasowej formie na pewno zostanie wykryte, bo nie ma teorii absolutnych.

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 325, Z wierzcholka A kwadratu ABCD zakresiono cyrklem luk BD. Wykazac, ze dla
dowolnego punktu P tego luku, jesli Q jest jego rzutem prostokatnym na BD, R — na BC
i §—na CD (rysunek 1), to PQ jest érednig geometryczng PR i PS.

Rozwigzanie na str. 15

M 326. Na przeciwleglych bokach prostokata ABCD oparto dwa pélokregi przecinajace sig
w punktach P i Q (rysunek 2). Niech R bedzie takim punktem odcinkgu DC, ze AB = BR i niech
S bedzie punktem przeciecia odcinka BR z polokregiem opartym na AB. Wykazaé, ze jesli luk

1
PR jest zakre$lony promieniem = AB, to:

a) pola figur zielonych sa rowne,
b) figura zakreslona na czarno jest polowa soczewki zawartej miedzy polokregami.

(nadeslat R. Bublewicz)
Rozwiazanie na str. 15

M 327. Na rysunku 3 mamy okrag opisany na kwadracie i polokregi oparte na bokach tego
kwadratu. Wykazaé, 7e pole ,,zielonej’” figury jest rowne polu kwadratu.
Rozwiazanie na str. 1

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 131. Rysunek przedstawia widma optyczne pewnego obiektu. Rozstrzygna¢, ktore zostato
otrzymane za pomoca pryzmatu, a kiore za pomocg siatki dyfrakcyjnej.
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Rozwiazanie na str. 2

F 132. Obraz interferencyjny od dwoch, oswietlonych bialym swiatlem, szczelin (doswiadczenie
Younga) zrzutowano na szczeling spektroskopu tak, ze prazki sa do niej prostopadie.

Co mozna zobaczy¢ w polu widzenia okularu?

Rozwiazanie na str. 3

S



Patrz w niebo

:

Kilka razy w tym miejscu opisywaliémy rozne ciekawe podwojne i wielokrotne uklady
gwiazd (np. w Patrz w niebo, Delta 7/1979, 11/1979, 3/1980, 7/1982). Pisalismy przy
tym, Ze orbity skladnikéw tych ukladow sa dobrze znane, rysujac widome orbity jednego
ze skladnikow wzgledem drugiego. Oczywiscie znajomos$¢ orbity widomej nie jest
jednoznaczna ze znajomoscia orbity w przestrzeni, bo pozostaja nieznane takie elementy,
jak m.in. nachylenie plaszczyzny prawdziwej orbity do ,,promienia widzenia”, stosunek
mas decydujacy o wielkosci elips okrazajacych si¢ gwiazd i polozeniu $rodka ciezkosci
ukladu.

Typowe widome orbity pokazane sa na rys. la i b. Na pierwszy rzut oka sg to elipsy

i trudno byloby co$ powiedziec¢ o nachyleniu plaszczyzn tych orbit. Tak, ale przyjrzyjmy
si¢ jednak im uwaznie. Orbita z rys. la jest bardzo wydluzona, a wiec jej ognisko powinno
by¢ bardzo blisko jednego z jej konicow (znacznie mniej niz 1 mm!), a gwiazda, wzgledem

ktorej rysowano te orbitg, jest duzo blizej $rodka. Jeszcze gorzej jest na rys. 1b — tu
,,0gnisko”” — gwiazda nie lezy wcale na osi wielkiej elipsy. Jedyny wniosek, Ze jest to

N

Rys. 1 Widome orbity dwéch podwéjnych ukladow
wizualnych. Zaznaczone sa orbity skladuika slabszego
wzgledem jaséniejszego. Czarne kropki nie s3
indywidualnymi obserwacjami, a jedynie poloZzeniami
slabszego skladnika w niektorych latach.

db wynik rzutowania na ,,sfer¢ niebieska™”. Istnieje wiele metod uzyskiwania kata nachylenia

% orbity do promienia widzenia tylko z wygladu orbity widomej. W przypadku ciasnych

i bliskich wizualnych ukladéw podwojnych (Patrz w niebo, Delta 7/1982) z pomoca

przychodza spektroskopowe obserwacje skladnikow. Korzystajac z dopplerowskiego

i przesuniecia linii widmowych skladnikow mozemy wykresli¢ zaleznos¢ zmian predkosci

E  fos radialnych od czasu. Uzyskujemy w ten sposob (przez calkowanie) niejako rzut ruchu
skladnikéw na ,,promiert widzenia”’. Kilka przykladowych krzywych predkosci
radialnych (V,) dla réznych orbit pokazano na rys. 2. Sprobujcie przesledzic, ze
krzywe te musza by¢ wiasnie takie (trzeba tu wykorzysta¢ Il prawo Keplera).

Korzystajac z tych wszystkich pomocy mozemy juz podac wszystkie parametry orbit
skladnikéw. Na rys. 3 pokazano orbite ukiadu « Centaura. Oba skladniki obiegaja si¢
po orbicie 0 mimosrodzie e & 0,52 (czyli o stosunku polosi b/a = 0,85) w czasie 80,1 lat.
Periastron i apoastron sa to miejsca na orbicie, w ktorych gwiazdy znajduja sie

odpowiednio najblizej i najdalej od siebie. Znaki £ i J oznaczaja punkty, w ktorych
skladnik mniej masywny ,,przebija’’ plaszczyzne styczna do sfery niebieskiej.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Rys. 2 Krzywe predkosci radialnych uzyskiwane przy obserwacjach ukladow
podwéjnych o réznych mimosrodach (e) i orientacjach osi wielkiej elipsy
wzgledem plaszczyzny stycznej do sfery niebieskiej (w).

Rys. 3 Widoma orbita najblizszego ukladu podwojnego — o Centaura.
Skladnik B o masie 0,39M0 obiega skladnik A (1,08M O) w ciagu 80,1 lat.



ERNEST PASZYCKI (Technika
Molodiozy, 6/1981)

... Czlowiek nie rozumial, co sie z nim dzieje. Lezal plackiem

na gladkiej plaszczyZnie migoczacej odbiciem gwiazd i nie potrafii
ruszy¢ si¢ z miejsca. Brak mu bylo jakiegokolwiek punktu
zaczepienia. Wszystko slizgato sig i uciekato, odplywajac spod
beztadnie rozrzuconych rak i nég. Okragly blyszczacy kamien,

o ktory chcial sie oprze¢, wyslizgnal mu sie i zniknal za
niedalekim horyzontem. Byl bezradny, zupelnie jakby wisial

w przestrzeni w stanie niewazkosci. Ale jednoczesnie czul, ze

sila cigzkosci przyciska jego cialo do powierzchni chwiejnego,
sliskiego gruntu. Byla to jakas dziwna, jakby dwuwymiarowa
niewazkosc. ;

Staral si¢ przypomnie¢ sobie wszystko, co si¢ z nim dzialo po
wyladowaniu na tej chlodnej, pozbawionej zycia planecie, ktora
nie wiadomo skad znalazla si¢ w przestrzeni migedzygwiezdnej.
Kiedy wlozywszy skafander wydostal si¢ ze statku i wyszedt

poza obreb ciemnego krggu wypalonego i stopionego silnikami
gruntu, stalo si¢ z nim co$ niezrozumialego. Poslizgnat sie i stracit
rownowage. Nie zdolal utrzymac sie na nogach, upadt na plecy

i zaczal coraz szybciej zeSlizgiwac sie w dot. Z poczatku bylo

to nawet przyjemne. Zapierajacy dech coraz szybszy zjazd, ktory
przypominal mu dzieciistwo; zjezdzanie z lodowej gérki na

czym popadto... Ale potem poczut si¢ nieswojo: wcigz oddalal

sie od statku, a predkos¢ nieustannie rosta. Zaczelo nim obracaé
coraz szybciej i szybciej, i nie bylo korica tej zwariowanej jezdzie
i karuzeli. Statek juz dawno znikngl mu z oczu, kiedy poczut,

- ze szybkos¢ stopniowo maleje, a obroty ustaja. Czul sie tak,
jakby sita rozpedu wjezdzal na inng lodowa gorke. Potem na
moment zatrzymal sie, jakby zamarl i znow zaczgl zeSlizgiwac
sie w dol, ale juz do tylu. Znoéw wzrastajgca szatanska szybkosé,
znow doprowadzajace do mdlosci wirowanie, potem wjazd na
gore, zwalnianie... Zdazyl zauwazy¢ statek, do ktorego niosta go
bezwladnos¢, ale niedaleko od miejsca, w ktorym upadt, znowu
sie zatrzymal. W chwile poZniej ponownie pojechal w dot, coraz
dalej od statku. Nie mozna si¢ bylo zatrzyma¢, nie bylo za co
si¢ chwyci¢. I znoéw gorka, | znow karuzela.

Nie pamietat, ile czasu trwalo to szalenstwo, ile razy

przyblizal sig do statku i oddalat. Prawdopodobnie na jakis

czas stracil przytomnosc i teraz lezal zmeczony i bezradny jak
przewrdcony na grzbiet zolw, na dnie fagodnej, ale glebokiej
kotliny z absolutnie gladkimi i $liskimi zboczami. Statku nie bylo
stad widac i nie wiadomo nawet, w jakim kierunku go szukad.
Sytuacja byla glupia i zdawala si¢ nie mie¢ wyjscia. Niestety,

nie wzial ze sobg drugiego pilota na ten zwykly, nie zapowiadajacy
7zadnych niespodzianek patrol. Oczywiscie naruszy! instrukcje,
kategorycznie zabraniajaca opuszczania statku w przypadku,

gdy pilot jest sam. Ale kto mogt przypuscic, Zze ta martwa, niczym
nie wyrozniajaca si¢ planeta zgotuje mu tak chytra putapke? Tak,
w kosmosie zawsze trzeba miec¢ sig na bacznosci.

rd

NizZej zamieszczamy opoWiadanic', ktérego pojawienie sie w redakcji wywolalo
wiele zamieszania. Ale nie uprzedzajmy faktow. Bardzo jesteSmy ciekawi, co
Czytelnicy beda o nim sadz

—

ic.

Postanowil skoncentrowac sig i raz jeszcze oceni¢ sytuacje.

Co w istocie wiedzial? Ze powierzchnia planety jest §liska jak
lod? Ale powiedzenie ,,Sliska jak 16d’’ nic w sumie nie znaczy.
Wszak ona jest niesamowicie sliska. W tym zapomnianym przez
Boga $wiecie tarcie w ogole nie wystgpuje. Po prostu go nie ma!
Chwileczke ... przeciez zatrzymal sig. Przeciez skoficzyly si¢ te
nie do zniesienia, wytrzasajace duszg i odbierajace rozum
wahniecia o rozpietosci kilku kilometrow, zupetnie jak na
gigantycznej hustawce. Znaczy to, Ze tarcie, cho¢ mizerne, jednak
istnieje. Alez tak, przeciez planeta ma atmosfere. Przy duzej
szybkosci odczuwal nawet lekki napor. To wlasnie ten staby
opor hamowal go i w koncu zatrzymal. Ale powierzchnia gruntu
jest absolutnie $liska i nie ma zadnych szans, zeby wsta¢ lub
probowaé przepelznaé cho¢ centymetr...

A to co znowu? Obok niego lagodnym lukiem przemknat jakis
podtuzny przedmiot. Zaledwie zdazyl rozpoznac swoj laserowy
promiennik, ktéry ot tak, na wszelki wypadek, zabral ze soba
wychodzac ze statku i ktory upadajac wypuscil. Bron do tej

pory $lizgala sig w tej diabelskiej jamie. Zreszta na co mu ona
teraz? Trzeba cos wymysli¢, co$ zrobi¢ ... Noz! Calkiem zapomnial
0 ostrym tytanowym nozu, przy pomocy ktérego mozna wyrabac
stopnie i wydostaé sig z pulapki.

Noz latwo wchodzit w grunt, ale jeszcze latwiej wyslizgiwal sie

z otworow, ktore natychmiast wypelnialy sig, zaciggaly i1 znikaly
bez sladu. Noz byl zupehie bezuzyteczny. Co robi¢? Zrozumiat,
Ze nie uda mu sig stad wydosta¢, dopoki nie rozgryzie do korica
zagadki tej lodowatej planety.

Zacznijmy wobec tego od poczatku. Nieznana planeta blaka sie
z dala od gwiazd, to znaczy, Ze jej powierzchnia nie jest ogrzewana
ich promieniami. Planeta dawno ostygla i wchiongla w siebie
wieczny chlod wszechswiata. Wobec tego temperatura na
planecie nie jest wyzsza niz 3 kelwiny. Panuje na niej straszliwy
mroz ... STOP!

Niemal absolutne zero! A przy takich temperaturach wiasnosci
substancji zmieniajg si¢ w sposob zdumiewajacy. W tych
warunkach mogag wystapic¢ szczegblne kwantowe ciecze. Na
przykiad ciekly hel w temperaturze ponizej dwoch kelwindow
swobodnie, bez zadnego tarcia, przeplywa przez najciensze
rurki-kapilary, przesacza sig przez najmniejsze otwory

i mikroskopijne szczeliny. Latwo tez wyplywa po pionowych
sciankach naczynia Dewara. Nie bez powodu nazywaja go
nadciektym. Podobne wiasnosci maja tez kwantowe krysztaly,
ktore latwo topnieja przechodzac ze stanu stalego w nadciekly ...
Przypomnial mu sig film popularnonaukowy wykonany

w kriostacie z cieklym helem, w ktorym rosly kwantowe krysztaly.
Od najlzejszego dotknigcia lub wstrzasu powierzchnia tych
krysztatow drzala i burzyta sig jak zywa. Poruszaly sie po niej
fale topnienia i krystalizacji, w ktorych chaos cieczy i surowy
porzadek krysztalu kolejno po sobie nastepowaly.

I w tym moemencie zagadka wyjasnila si¢: wierzchnia warstwa
tajemniczej planety jest w istocie jednolitym ... kwantowym
krysztalem! To jest kwantowa planeta! Czlowiek poczut si¢

teraz lekko, swobodnie i wesolo. Wszystko bylo juz jasne

i oczywiste.



Lod topi sie pod tyzwa i cienka warstewka wody, odgrywajac go zlapie. Ale znow jestesmy gotowi do walki i oczekujemy na

role smaru, stawarza znakomite warunki do $lizgania. Zupelnie blyskawiczny atak. Krazek mknie teraz z przeciwnej strony,
tak samo, nawet przy najlzejszym nacisku, topi si¢ kwantowy blizej prawej reki. Mozna si¢ wigc zawczasu przygotowac,
krysztal, Tylko ze teraz rolg smaru odgrywa nie woda, ale oczekiwac uderzenia.

‘nadciekly, kwantowy plyn calkowicie pozbawiony lepkosci. Oto
dlaczego powierzchnia gruntu jest tak gladka i §liska.

A swoja droga ciekawe, z czego sklada si¢ sam krysztal?
Oczywiscie nie jest to zestalony hel. Krystalizuje on tylko

przy wysokim cisnieniu, a atmosfera jest tu zbyt rozrzedzona.
Moze z atomowego wodoru? Taki wodor (w odroznieniu od

Uderzenie bylo straszne i nawet skafander nie byt w stanie go
zlagodzi¢. Od ostrego bélu w ramieniu wszystko pociemnialo.
Zawirowalo w oczach ... Kiedy przyszed! do siebie, wszystko
woko6l — gwiazdziste niebo, 1$niace i migoczace zbocza doliny —
krecilo sig dalej. Zrozumial, Ze to on sam sig obraca, rozkrgcony
zwyklego, skladajacego sig z czastek dwuatomowych) w stanie DEn omna enersn kmet;f ernd prfn"menn‘lka‘ S?o_lrzal_w bok 1.ze
skroplonym moze byé nadciekly. Zamarzajac przy bardzo niskiej zdznwu?mem zoba.czy'l, ze laser Slizga si¢ w kotko razem e,
temperaturze staje si¢ on kwantowym krysztalem. Tylko ze S G e O peava reke. Sp{rébo.wal PLEYCIAEUHC BU
otrzyma¢ ciekly, a tym bardziej zestalony atomowy wodér jest . b,]'z?-" ale tylko krz.y knat i o 1:naio U 2o e zemdlat na skutek
niezwykle trudno. Pojedyncze atomy wodoru w kazdych wémeklfago ?6]“ hid n!Fnaturalnfe \?ryquconej -r@ce.'Po 'Ch“"l!"
warunkach daza do zwiazania sie w molekuly. Przeszkodzi¢ oblewajac sie potem i tracac niekiedy oddech z bo.!u i tvysllku,‘
temu moze jedynie niezwykle silne pole magnetyczne. Ale przy lewa reka, CeRimeir ot centymetrenx za'cqu. RERYCIREAC k'_“ sobie
podchodzeniu do planety przyrzady zarejestrowaly istnienie PREWH. Gdy w koncu. dosl?gnql mm}?ma, _s'ly m!af pl:aww

bardzo stabej magnetosfery. Skad wigc wziat si¢ atomowy wodor? catkiem wyczerpane i musiat pozwoin? ?Oble 11?. krotki odpoczynek.
Czyzby pole magnetyczne planety bylo kiedy$ znacznie silniejsze? Na\,vet zapad.l w drzemke, ale po Chw'i_' zbudzila g? "“iom
Zreszta czas na zastanawianie si¢ nad tym pytaniem przyjdzie myst o tym, 26 grunt pod statkiem moze ostygnc i zaciagnac
poZniej, gdy przyleci tu specjalna naukowa ekspedycja. A teraz A5 Warsiwg krysztatu. a Wtefllf’ PrEy NRIMBILITHN TAwWEL
e - ik vaiiybeits sie stad wydoshad: \ nachyleniu, statek zacznie zeslizgiwa¢ si¢ po nadcieklym smarze.

Po pierwsze, nalezy ztapa¢ promiennik laserowy, ktory juz Potem wywrci si¢ i — koniec.

kilkakrotnie przelatywal obok, coraz bardziej zblizajac si¢ do Lewa reka '.szybko chwycil kolbe promiennika, skierowat go lufa
dna jamy. Po drugie, za jego pomoca sprobowaé roztopié w dol i nacisnat spust. Rubinowe, oslepiajace blyskawice kolejno
i odparowa¢ wierzchnia warstwe kwantowego krysztatu i dostaé roz.?met!aly szezroc:.:ysta, m'elonq c:emna.sc, az wreszcie zobaczyl
sie do normalnego podloza z tak niezbednym tarciem. Zeby tylko ) Jésn?-' powierachni lodu cn:rpne, e Sl [:.)]al'l:l)’ =
ten przeklety pancerz tu, na dnie kotliny, nie byl zbyt gruby. k_amlemstego grur.ttu. Jeszcze kilka wyladowan i mogl przesunaé
Aha_jest i promiennik! Znéw przybliza sie coraz szybciej. si¢ na tak upragniony kawalek szorstkiego, twardego
Sprobujmy wige zgrabnie sig ulozy¢ i schwytaé go. Ech, zdobycz - budzqce.g(? r}a.daleje podl‘oza.. PofdmbS} sie na.ko]ax.la, 2 PO
wymknicla mu sie, zwinnic przedlizgngwszy sic pod lews reks. przezwycigzajac bol w zwichnigtej rece stanat i torujac sobie
Zupehnie jak na meczu: blyskawiczny rzut kraska i opéZniona, droge laserowym promieniemn powlok! sie waska Sciezkg wsrod
zwolniona reakcja bramkarza. Gol! Wynik na nasza niekorzysc. élls"“’?‘ kwantowej pustyni w strong statku widocznego za

Jest tylko drobna roéznica. Tutaj krazek ma ze czterdziesci razy brzegiem parowu ...

wieksza mase i jeszcze nie wiadomo co bedzie, kiedy bramkarz Tlum. Ewa i Dariusz MILERSCY
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No wilasnie. Nasze zdania (tj. redaktorow ,,Delty’’) byly wlasciwie zgodne: ale
bzdury! PostanowiliSmy nawet, na przykladzie tego opowiadania, wyrazi¢ nasz
poglad o mnozacej si¢ ostatnio jak kréliki (kosmiczne ma si¢ rozumieé) rzeszy
autorow i kibicéw (nie pomijajac trenerow) science-fiction. A poglad ten jest
wcale niepochlebny.

Podstawowg sprawa byl oczywiscie sam pomyst czy tez raczej projekt planety

i sytuacji fizycznej, w jakiej znalazl si¢ bohater opowiadania. Dla pewnosci
zwrdciliSmy si¢ do kilku znanych specjalistéw (nazwiska i adresy znane redakcji)
z pytaniem, czy przypadkiem czegos takiego by¢ nie moze. Odpowiedz byla jasna
i pewna: to sg ahsolutnie nonsensowne sytuacje i sprzeczne z fizyka zjawiska.

No wigc napisalismy blyskotliwy komentarz nie zostawiajacy suchej nitki na
autorze: ze w zalozeniu bzdura, a 1 szczegoly tez nieszczegdlne. Mimo wszystko
jednak poszperalismy po publikacjach o ,,podchodzacej’’ tematyce. I wtedy
okazalo si¢. Ze nasz blyskotliwy, dowcipny, chtoszczacy komentarz trzeba
wyrzucié¢. Szczegdly opowiadania sg, owszem, nieszczegolne, ale gtéwne zalozenie
si¢ broni.

I tak redakcja ,,Delty” zapoznala si¢ z pojeciem krysztal kwantowy.



Wyijasnijmy na poczatek, czym rodzni si¢ krysztal kwantowy od
,.klasycznego”.

Z punktu widzenia mechaniki klasycznej w stanie o najnizszej
energii (temperatura absolutnego zera) atomy czy czasteczki,
z ktorych sklada sie krysztal, powinny byé zlokalizowane
dokladnie w wezlach sieci krystalicznej. Symetria tej sieci
okreslona jest przez strukturg elektronowg atomow. Kiedy
krysztal ogrzewamy, atomy zaczynaja wykonywac chaotyczne
drgania wokot swoich polozen rownowagi. Ze wzrostem
temperatury amplituda tych drgan roénie i gdy staje si¢
poréownywalna z odleglosciami miedzyatomowymi, krysztat
przechodzi w stan ciekly.

Klasyczny obraz stanu podstawowego krysztalu (minimum
energii), w ktorym kazdy z atomoéw ma jednoczesnie okreslony
ped (p = 0) i polozenie (w minimum potencjalu), jest jednak
sprzeczny z fundamentalng w mechanice kwantowej zasada
nieoznaczonodci Heisenberga. Zgodnie z ta zasada iloczyn
nieokres$lonosci pedu i nieokre$lonosci polozenia jest zawsze
wiekszy od stalej Plancka. Przy probie dokladnej lokalizacji
atomu jego energia szybko przekroczylaby energi¢ oddzialywan
miedzyatomowych (nie bylby juz zwiazany w wezle sieci
krystalicznej), a zazadanie znikania pedu spowodowatoby
,,rozmycie’’ kazdego z atomow w calym dostgpnym obszarze.
Ani w jednym, ani w drugim przypadku krysztal nie moglby
powstaé, Istnienie moze mu zapewnié¢ jedynie kompromis —
niewielki ped i ,,rozmycie’’ polozenia. Wynika stad, ze nawet
w stanie podstawowym atomy krysztalu musza wykonywac
drgania, tzw. drgania zerowe. Energia tych drgan,

w przeciwiefistwie do drgan cieplnych, nie moze by¢ nigdy przez
krysztal oddana.

Krysztaly, w ktorych amplituda drgan zerowych jest
poréwnywalna z odlegtosciami migdzy wezlami siatki
krystalicznej, to wlasnie krysztaly kwantowe.

Okazuje sie, ze niewiele krysztalow speinia ten warunek. Zgodnie
z zasada Heisenberga silne oddzialywania mi¢dzyczasteczkowe
(silne zwigzanie atomu w krysztale) dopuszczaja duzg energie
drgan zerowych. Z kolei amplituda tych drgan jest mata, czyli
atomy sa dobrze zlokalizowane w wezlach. Slabsze oddzialywanie
to oczywiscie gorsza lokalizacja.

Biorac pod uwage zalezno$¢ energii i pedu fatwo jest takze
pokazaé, ze dla mniejszych mas atomow amplituda drgan
zerowych jest wigksza.

Dla krysztatow helu (stabe oddzialywanie Van der Waalsa

i niewielka masa atomow) stosunek amplitudy drgan zerowych
(=~ 1A) do odlegloici migdzyatomowych (~3,8 A) wynosi

A ~ 0,3. Dla krysztaléw wodoru (H,) natomiast silne wigzanie
catkowicie kompensuje wplyw jego malej masy i drgania zerowe
sa w nich zaniedbywalnie male. Krysztaly ciezszych gazow
szlachetnych (dokladniej: pierwiastkow grupy zerowej) sa takze
kwantowe, ale duzo ,,stabiej’’ — np. dla kryptonu A =~ 0,08.
Krysztaly innych pierwiastkéw mozemy natomiast traktowac jak
,,klasyczne' krysztaly z atomami zlokalizowanymi w wezlach
sieci krystalicznej (A <€ldlaT< Tmpaienia)t

W krysztalach kwantowych duza amplituda drgan zerowych
powoduje, ze klasyczny obraz malych drgan cieplnych atomow

wokot polozen rownowagi traci sens. Krysztat helu-4 na
przyklad nie moze powsta¢ przy cisnieniach mniejszych niz

30 atm (25 atm dla helu-3) nawet w temperaturze absolutnego
zera. Silne korelacje miedzy bliskimi atomami w krysztale helu
powoduja, ze jest on ,,migkki’’, latwo ustepuje pod naciskiem,
a nawet regeneruje odksztalcenia sieci krystalicznej.

Wréémy teraz do proby odpowiedzi na pytanie, czy mozliwe jest
istnienie kwantowego krysztalu o wlasnosciach opisanych

w opowiadaniu. Oto nasze wnioski (w nawiasach podajemy
zrodio):

1. Hel jest jedynym obserwowanym w do$wiadczeniu

krysztalem kwantowym, jednak to nie helem pokryta jest
kwantowa planeta, bo krystalizuje on dopiero przy wysokich
ci$nieniach (np. S. Trickey, W. Kirk, E. Adams, Rev. Mod. Phys.,
44, 668 (1972)).

2. Duze drgania zerowe powoduja, ze w krysztalach kwantowych
defekty struktury nie sa zlokalizowane, a moga poruszaé sie

z latwoscia po calym krysztale (podobnie jak elektrony
przewodnictwa w metalach). Poza tym teoretycznie mozliwe jest
powstanie idealnie periodycznej sieci krystalicznej z liczba
weztéw wieksza niz liczba atomow. Defekty w takim krysztale

to ,,puste miejsca’’. W krysztale np. helu-4 moga si¢ one

w pewnym Sensie zachowywac¢ jak ciecz nadciekla.

Krysztal z takimi defektami mialby wlasnosci posrednie migdzy
ciecza i cialem stalym, a wiec wlasnosci opisane w ,,Kwantowej
planecie” (A. F. Andreiev, I. M. Lifshitz, ZETF, 56, 2057 (1969)).

3. Wprawdzie w czystych krysztalach wodoru (tworza je
czasteczki H,) drgania zerowe sa niewielkie, ale moga by¢ istotne,
gdy atomy wodoru sa malymi domieszkami w krysztatach

gazow szlachetnych. Byé moze domieszki te, podobnie jak
defekty w punkcie 2, spelniaja warunki konieczne do przejscia

w stan nadciekly (B. T. Geilikman, Fizyka Twierdowo Tiela,

15, 2293 (1973)).

4. Nie obserwujemy nadcieklego wodoru, bo wodér molekularny
krystalizuje juz w temperaturze 14 K, a przejscie w stan
nadciekly spodziewane jest dopiero w temperaturze okolo 6 K.
Rozwazana jest jednak mozliwos¢ obnizenia temperatury
krystalizacji przez wprowadzenie domieszek, ktore
powodowalyby zwigkszenie drgan zerowych. Najlepszymi
domieszkami z tego punktu widzenia bylyby atomy wodoru.
Aby zwigkszy¢ koncentracjg atomow wodoru w wodorze
molekularnym, stosuje si¢ silne pola magnetyczne ustawiajace
spiny w czasteczce wodoru w tym samym kierunku, co prowadzi
do rozerwania wigzania chemicznego. Taki zdomieszkowany
wodor teoretycznie mogiby krystalizowa¢ w temperaturze
nizszej niz 6 K, a topiac sie mogiby przechodzi¢ w ciecz nadciekla
(B. T. Geilikman).

Z tego pobieznego przegladu wynika, ze mozliwo$¢ istnienia
krysztalu kwantowego przy ci$nieniu kilku atmosfer

i temperaturze 3 K nie zostala dotychczas teoretycznie
wykluczona. Nie potrafimy jednak odpowiedzie¢ na pytanie, czy
mozliwe jest topienie sie wymienionych krysztaléw kwantowych
pod ci$nieniem, tj. czy kwantowy krysztal moze (podobnie jak
l6d w wodzie) plywac w swojej kwantowej cieczy.

W jednym z nastepnych numerow ,,Delty’’ postaramy sig
przekaza¢ Czytelnikom wiecej szczegolow na temat wlasnosci
kwantowych cieczy i krysztalow, o ktorych tutaj tylko
wspomnielismy.




Sto lat dla ludolfiny

Doc. dr Macief SKWARCZYNSKI

Niemal dokladnie sto lat temu, w dniu 26 listopada 1882 na
uniwersytecie we Fryburgu odbyl sie wyklad Ferdynanda
Lindemanna przedstawiajacy dowod, ze W(n) # 0 dla kazdego
wielomianu

) W(z) = 2"tep-12" '+ ...c124 ¢,

o wspotczynnikach wymiernych. Tym samym rozstrzygniety
zostal ostatecznie aktualny od ponad dwach tysiecy lat problem
geometryczny. W jawnej postaci pojawil sie on w starozytnej
Grecji. Nalezalo wykorzystujac jedynie cyrkiel i linijke
skonstruowac bok kwadratu, tak aby pole tego kwadratu bylo
rowne polu kola o danym promieniu. (W przypadku kola

o promieniu | nalezy skonstruowac odcinek o diugosci ]/ 7).
Poszukiwana konstrukcja (kwadratura kola) ma nadawac sie do
teoretycznego uzasadnienia, a wigc nie bierzemy pod uwagg
rozwigzan wystarczajacych do zastosowan praktycznych, ale
obarczonych bledem. Przykladem takiego przyblizonego
rozwigzania jest rezultat Ludolfa van Ceulena z 1610 r,
zawierajacy 32 poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesigtnego

liczby 7 (na jego cze$¢ liczba ta zostala nazwana ludolfing).
Matematykom starozytnym nie udalo sie znalez¢

kwadratury kota. Dzi§, dzieki Lindemannowi, wiemy, ze
znalez¢ jej nie mozna. W artykule przedstawimy idee, na
ktorych opiera sig wspolczesny dowdd twierdzenia Lindemanna.

§ 1. Ciala liczbowe

Na poczatku szesnastego wieku Scipio del Ferro znalazt ogoiny
wzOr wyrazajacy pierwiastki wielomianu stopnia trzeciego przez
wspolczynniki tego wielomianu. Zwrocito to uwage
matematykow na liczby zespolone i ich arytmetyke. Podjeto
rowniez starania, aby znalezé wzory wyrazajace pierwiastki
wielomianow wyzszych stopni. Badania te doprowadzily do
wspolczesnej teorii cial (systemow algebraicznych, w ktorych
wykonalne sa cztery podstawowe operacje arytmetyczne:
dodawanie, mnozenie, odejmowanie i dzielenie przez element
rozny od zera). Bardzo wainym przyktadem jest ciato Q
wszystkich liczb wymiernych, oraz cialo C wszystkich liczb
zespolonych. Znaczenie ciala C wiaze sig z tzw. zasadniczym
twierdzeniem algebry, ktore mowi, ze kaidy unormowany
wielomian W(z) stopnia n o wspolczynnikach w ciele C ma

Wszyscy wiemy, Zze kwadratura kofa jest niewykonalna. Nawet w jezyku potocznym uzywamy
tego terminu na oznaczenie czegos, co juz teoretycznie jest niemozliwe. Na pytanie: czemu
kwadratura kola jest niewykonalna, pada przewaznie odpowiedz w rodzaju ,,a, bo matematycy
udowodnili”. Tak odpowiadaja nawet fachowcy — sadzimy, Ze ilo$¢ matematykow, ktorzy
kiedykolwiek przeczytali dowod niealgebraicznoscei liczby 7 (a wiec dowdd niemoznosci
kwadratury kola) waha si¢ okolo 1 procenta.

Zamieszczony ponizej artykut opowiada o tym dowodzie. Wlasciwie nawet podaje go zupetnie
doktadnie. Dowdd wykorzystuje kilka poje¢ z matematyki tzw. wyzszej (funkcje holomorficzne,
troche teorii Galois). Od razu kazdy zapyta: czy nie mozna prosciej? Odpowiedz nie jest
Jjednoznaczna. Sa, owszem, dowody ,,bardziej elementarne’® — to znaczy nie wykorzystujace az
tylu nowych pojeé i twierdzen. Czy sa to dowody ,,prostsze’, to juz rzecz gustu. Czy prosciej
jest wykopac row lopata, czy koparka? I jeszcze jedna mys$l. Postep w matematyce polega nie
tylko na przekazywaniu do skarbca wiedzy nowych twierdzenn. Rownie wazne jest pokazywanie,
jak nowe na ogoél bardzo abstrakcyjne teorie stosuja sig do naszych starych spraw. Elektronika
tez powinna nam ulatwic zycie, a nie tylko umozliwia¢ rozwdj techniki telewizyjnej.

przedstawienie

W(z) = (z—a))™(z—a)Mz ... (z—a)™, m+ ... +m = n,
gdzie a;, j = 1, 2, ... k, sa wszystkimi rézimymi zespolonymi
pierwiastkami rozpatrywanego wielomianu. Liczba m; nazywa sie
krotnoécia pierwiastka a _,‘, Nietrudno zauwazyc, ze m; = 2
wtedy, gdy z—a; wystepuje jako czynnik zaréwno w wielomianie
W(z), jak tez w pochodnej W'(z). Wielomian, ktory ma
wylacznie pierwiastki jednokrotne, nazywa sie wielomianem’
rozdzielczym.

Liczby zespolone mozna klasyfikowa¢ wedtug wlasnosci
wielomianow, dla ktorych liczby te sa pierwiastkami.

Mo ~imy, Ze liczba a € C jest algebraiczna, jesli istnieje
wielomian o wspolczynnikach wymiernych, ktérego a jest
pierwiastkiem (twierdzenie Lindemanna powiada, Zze 7 nie jest
liczba algebraiczng). MozZna wykazac, ze pierwiastkami
wielomianu o wspolczynnikach algebraicznych sa wylacznie
liczby algebraiczne. Zbior A wszystkich liczb algebraicznych

Cialo liczbowe nazywamy algebraiczniec domknigtym, jezeli kazdy wielomian

o wspolczynnikach w tym ciele i nie bedacy stalg ma w tym ciele
pierwiastek. Na przyklad cialo liczb rzeczywistych nie jest algebraicznie
domknigte, bo wielomian x2 -+ 1 nie ma pierwiastkdéw rzeczywistych.
Twierdzenie orzekajace, ze cialo wszystkich liczb zespolonych jest algebraicznie
domkniete, bywa nazywane dniczym twierdzeniem algebry.

tworzy cialo, jest ono algebraicznie domknigte. W obecnym
artykule bedziemy rozpatrywac wylacznie ciata, ktore, tak jak
cialo A, zawierajg cialo Q liczb wymiernych i zawieraja sie

w ciele C liczb zespolonych. Bedziemy mowié, ze cialo E jest
rozszerzeniem ciala F, jesli F < E. Wowczas E mozna
rozpatrywac jako przestrzen wektorowa (liniowa) nad cialem
F (elementy przestrzeni E — wektory — mozna mnozy¢ przez
liczby z ciala F). Wymiar tej przestrzeni nazywa sig stopniem
rozpatrywanego rozszerzenia i jest oznaczany symbolem [E: F].
Mowimy, ze rozszerzenie jest skonczone, jesli jego stopien jest
skoniczony.

Waznym przykiadem jest rozszerzenie pojedyncze E = Fia),
gdzie a jest ustalong liczba algebraiczna. Jest to czgs¢ wspolna
wszystkich ciat zawartych w C i zawierajacych zbior F U {a}.
Cialo to mozna opisac¢ dokladniej. Poniewaz F > @, wigc istnieja
wielomiany unormowane (tzn. o wspolczynniku przy najwyzszej
potedze rownym 1) o wspolczynnikach z F, dla ktorych a jest
pierwiastkiem. Mozna wykaza¢, ze wsrod tych wielomianow
istnieje dokladnie jeden o najmniejszym stopniu. Nazywa sig on
wielomianem minimalnym liczby a (nad F). Niech Q bedzie
tym wielomianem; zalozmy, ze stopien Q wynosi m. Niech

u;e F(j= 0,1, ..., m—1) beda wspolczynnikami tego



~ wielomianu. Stwierdzamy, zZe

Q(a) = a"+tp_1a™ '+ .. uyat+u, =0
a wigc w przestrzeni E element a™ jest liniowo zalezny od
elementow 1, @ ..., @', Nietrudno stad wywnioskowag, ze
elementy 1, a ... a" ' rozpinaja przestrzefi E. Sa one liniowo
niezalezne, bo z okreslenia Q wynika, Ze a nie jest
pierwiastkiem niezerowego wielomianu o wspolczynnikach w ciele
F i stopniu mniejszym niz m. Tak wiec [F(a): F]1 = m i F(a)
jest rozszerzeniem skoniczonym.

Podamy przykiad ilustrujacy wprowadzane pojecia. Niech a = I/-S- . Wtedy

cialo Q(m sklada sig z liczb postaci p+q ;/5, gdzie p, g 53 liczbami
wymiernymi, Poniewaz kazdg takq liczbe moZzemy oczywiscie przedstawié

jakop-1+g¢q -ﬁ, wigc wymiar [Q (]/f) Q] wynosi 2, a bazeg stanowia
liczby 1, l/:f Podobnie moina sprawdzié, 2e dla g = ’]/f. mamy Q(’l/f) -
= {x:x = p+ q’}"f%- r’rﬂ?: pPqgre Q}. ti. [Q(,I/E}i Q] = 3.

Zwroémy uwage na pewna wilasno$¢ wielomianu minimalnego
liczby a(nad F) (skorzystamy z niej pozniej): wielomian ten nie
jest rozkladalny nad F (tzn. nie jest iloczynem dwu wielomianow
nizszych stopni dodatnich), bo w przeciwnym przypadku

liczba a bylaby pierwiastkiem wielomianu nizszego stopnia.

Z drugiej strony oba wielomiany Q(z) i Q'(z) maja

wspolczynniki nalezace do ciala F i te sama wlasnoé¢ ma
najwigkszy wspolny dzielnik tych wielomianow (obliczamy go
algorytmem Euklidesa, a wiec jego wspdlezynniki nalezg do

ciala zawierajacego wspolczynniki obu wielomianow Q(z) i Q'(2).

1 1

Pojecie pochodnej dla funkcji z polonej jednej zmi j okreslamy
formalnie takim samym wzorem jak funkeji rzeczywistych

£ = i LA

2 |z = z6l

Dla wielomiandéw zmi i zespolonej pochodna wyraza si¢ wiec podobnym
wzorem, jak dla wielomiandw rzeczywistych: (z2)' = 2z, (23) = 322, itd.

Ten dzielnik ma stopien niewiekszy niz stopien Q’(z), a wiec musi
by¢ wielomianem stalym, bo wielomian Q(z) nie jest

rozkladalny. Zatem Q(z) i Q’(z) nie maja wspolnego czynnika
liniowego. W konsekwencji wszystkie zespolone pierwiastki Q(z)
s3 jednokrotne. Jest to zatem wielomian rozdzielczy majacy

m roznych pierwiastkow.

Mozna udowodnic, ze jesli F, jest skonczonym rozszerzeniem
F,, oraz F, jest skoriczonym rozszerzeniem F,, to F, jest
skoriczonym rozszerzeniem F,. Co wiecej

[F2: Fol = [F2: F,][F,: Fol.

“Wynika stad, ze rozszerzenie E = F(a,, a., ..., a;) okreslone
Jjako czes¢ wspolna cial zawierajacych zbior F U {ay, ..., a;}
jest skoriczone. W samej rzeczy, cialo to mozna otrzymaé
w wyniku ¢ kolejnych rozszerzen, z ktoérych kazde ma stopien
skonczony.

Mowiac doktadniej E = F,, gdzie

F, = F(a,),F; = Fi(a), ..., Fg = Fy_1(ag)

§ 2. Metody algebraiczne w geometrii

To, ze wychodzac z liczb algebraicznych moina skonstruowaé tylko liczby
algebraiczne, mozna zrozumieé: cyrklem rysujemy tylko okregi, linijka — proste.
83 to zbiory algebraiczne (stopnia 2 i stopnia 1). W przecigciu tych linii pojawié
si¢ moga wigc tylko liczby algebraiczne (nie dowolne zresztg).

Istotne znaczenie dla problemu kwadratury kota miata
pochodzaca od René Descartesa metoda badan oparta

o wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy punktami

a ich wspolrzednymi. Dzielo Descartesa ,,Géometrie”” ogloszone
w 1637 r. jako dodatek do stynnej ,,Discours de la Méthode™’
wykazalo, ze algebra moze by¢ przydatnym narzedziem przy
analizowaniu problemow geometrycznych. Dzisiaj przy pomocy
geometrii analitycznej wykazuje sie stosunkowo latwo, ze

wychodzac od punktow plaszczyzny, ktore maja wspolrzedne
algebraiczne i wykorzystujac jedynie cyrkiel i linijk¢ mozna
w sposoOb systematyczny konstruowac jedynie punkty, ktérych
wspoOlrzedne sa liczbami algebraicznymi. Jesli kwadratura kola
bylaby mozliwa, to m jako kwadrat liczby algebraicznej bylaby
liczba algebraiczna, wbrew twierdzeniu Lindemanna. Zatem
kwadratura kola nie jest mozliwa.

§ 3. Tozsamos$é Eulera

Dluga droga wiodaca do wyjasnienia natury liczby & zaczyna
sie od Leonarda Eulera. W ksiazce z 1748 r ,,Introductio in
analysin infinitorum’” wykazal on, ze funkcja wykladnicza
okreslona w ciele C liczb zespolonych zwigzana jest z funkcjami
trygonometrycznymi tozsamoscia

ex

+i¥ — e*(cosy+isiny), x+iyeC.

Dla x = 0i y = n otrzymujemy zdumiewajaco prosta zalezno$¢
miegdzy liczba e (podstawa logarytmow naturalnych) a liczba =
2) eintl =0

(Warto wspomnie¢, ze wspolczesne oznaczenie ludolfiny przez
grecka literg 7z pochodzi wiasnie od Eulera).

Wzér Eulera bywa nazywany twierdzeniem o pieciu liczbach. Wystepuje w nim
pigé najwainiejszych liczb: zero, jeden, e, = oraz i.

Liczby i oraz — 1 s3 algebraiczne. Z rownosci (2) wynika wigc,
ze twierdzenie Lindemanna jest bezposrednig konsekwencja
nieco mocniejszego rezultatu, znanego jako

Twierdzenie Hermite'a-Lindemanna. Jesli liczba zespolona a # 0
Jest algebraiczna, to liczba e® nie jest algebraiczna.

Zobaczymy dalej, ze twierdzenie Hermite'a-Lindemanna daje sig
wykaza¢ przez sprowadzenie do sprzecznosci. W tym celu nalezy
zbada¢ konsekwencje zalozenia, ze obie liczby a oraz e” sg
algebraiczne. Jedna z konsekwencji tego zalozenia jest istnienie
skonczonego rozszerzenia Q(a, e”) ciala Q. Nalezy wigc zbadaé
to rozszerzenie. Przedtem jednak w dwu nastepnych punktach
zajmiemy sie ogolnymi wlasnosciami rozszerzen postaci

F(a,, az, ..., ay) ciala F.

§ 4. Twierdzenie Abela o elemencie pierwotnym

Rozszerzenie F(a,, a,, ..., a;) mozna przedstawic¢ jako
rozszerzenie pojedyncze. Ma bowiem miejsce

Twierdzenie Abela. Jezeli liczby a,, a, ..., a; sa algebraiczne,
to istnieje liczba algebraiczna a taka, ze
3) F(ay,as, ..., as) = F(a).

Liczba a o powyzszej wlasnosci nazywa si¢ elementem
pierwotnym ciata F(a,, ., ..., ag).

Mamy na przyklad Q(r’f, ]r"f!_) = Q(p(i‘_+ r’i), Istotnie, mamy
o(Y2+y3) < 0(¥2, ¥3), bo

(VZ+Y3)*-9(YZ+y3) T (|r"'5+ﬁ)’—n(ﬁ+l/3:)
- ' = :

Zawieranie przeciwne jest oczywiste,

V2 =



§ 5. Monomorfizmy i ich przedluzenia

Glebsze wniknigcie w strukturg rozszerzen skonczonych stalo sie
mozliwe po roku 1830, kiedy to genialny Ewaryst Galois odkryt,
ze system algebraiczny mozna bada¢ analizujac
roznowarto$ciowe odwzorowania systemu zachowujace dzialania.
Postepowanie to jest analogiczne do badania figury geometrycznej
poprzez analizg tych odwzorowan figury, ktore zachowuja
odleglosci migdzy punktami. W naszych rozwazaniach podstawowa
role bedq odgrywa¢ monomorfizmy ciata F w cialo C, to znaczy
takie roznowartosciowe odwzorowania & F — C, ze

L(z1+22) = FL(20)+F(22), F(z2122) = FL(2)F(22)-
Nietrudno zauwazy¢, ze obraz 5 (F) jest cialem. Tak wiec
monomorfizm & ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednios¢
migdzy ciatami F i & (F). Jesli O jest wielomianem
o wspolczynnikach w ciele F, to O jest wielomianem, ktory
ma odpowiadajace im wspolczynniki w ciele % (F). Zauwazmy,
ze (Q)¥ = (Q¥)'. Wynika stad, ze Q jest wielomianem
rozdzielczym wtedy, gdy Q0% jest wielomianem rozdzielczym.

Rozpatrzmy rozszerzenie E ciala F oraz monomorfizm &: F — C.

Monomorfizm *: E - C nazywa si¢ przedluzeniem
monomorfizmu %, jesli *(z) = %(z) dla kazdego z € F.
Omoéwimy przypadek, gdy E = F(a).

Lemat 1. Liczba monomorfizméw ¥*. E = F(a) » C
przediuzajgcych dany monomorfizm & : F — C jest réwna

m = [E: F]
Dowéd. Niech Q bedzie wielomianem minimainym liczby a (nad
F). Wielomian Q jest rozdzielczy, a wigc rowniez wielomian
O jest rozdzielczy. Niech .%* bedzie przedtuzeniem
monomorfizmu .%.
Zauwazmy, ze przedluzenie to jest catkowicie okreslone przez
wartos¢ & *(a) na elemencie a. Z rOwnosci

FHQ(a) = Q¥ (F*(a)

i z zalozenia Q(a) = 0 wynika, ze % *(a) jest pierwiastkiem
wielomianu Q. Wielomian ten jest rozdzielczy, a wiec ma
m roznych pierwiastkow. Istnieje wigc co najwyzej m roznych
przedtuzern monomorfizmu .%°.
Z drugiej strony dla kazdego pierwiastka a* wielomianu Q%
istnieje monomorfizm * przedluzajacy monomorfizm & i taki,
ge 7 %g)y — g
Obraz elementu z = ¢y 18" '+ ... +c,8+ ¢, € F(a) jest dany
wzorem

FH2) = i @)+ ... +ct@)+c},
gdzie ¢} = () dla j=0,1, ..., m—1.
Tym samym istnieje dokladnie m przedhuzeri monomorfizmu %.

Przyjmujac w poprzednim lemacie za F cialo Q liczb wymiernych,
a za % odwzorowanie tozsamosciowe otrzymujemy
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Whiosek 1. Liczba rdznych monomorfizméw %*: Q(a) - C
pozostawiajgcych na miejscu kazdg liczbe wymierng jest réowna

m = [Q(a): Q.

Niech %, %,, ..., %, beda tymi monomorfizmami. Dla
kazdego u € Q(a) obrazy

Fi(u), L), ..., Lmlu)
nazywaja sig¢ liczbami sprzezonymi z . Jesli b € Q(a) jest
pierwiastkiem wielomianu nierozkiadalnego nad Q, to kazdy
inny pierwiastek b* tego wielomianu jest liczba sprzgzong z b.
Rzeczywiscie, zgodnie z lematem | istnieje monomorfizm
% : Q(b) — C pozostawiajacy na miejscu kazda liczbe
wymierna i taki, ze #(b) = b*. Lemat 1 dla F = Q(b),E =
= F(a,, az, ..., as) = Q(a) mowi, ze monomorfizm % mozna
przedluzy¢ na przestrzen Q(a) otrzymujac monomorfizm %),
gdzie j jest jedna z liczb 1, 2, ..., m. Oczywiscie & (b) = % (b) =
= b*, a zatem b* jest liczba sprzgzona do b. (Rozpatrzmy dla
przyktadu cztery monomorfizmy ciala Q(V’ 2 ¥/ 3). Kazdy z nich
przeprowadza /2 w +)/ 2 oraz /3 w +}/3. Mamy tu cztery
mozliwosci wyboru znakow, po jednej dla kazdego
monomorfizmu. Wielomian nierozkladalny x?—2 ma dwa
pierwiastki bgdace liczbami sprzezonymi. Zauwazmy, ze dwa
pierwiastki wielomianu rozkladalnego nie musza by¢ sprzezonc:
liczby }/2 i /3 sa pierwiastkami wielomianu x*— 5x2+ 6, ale
nie sa sprzezone.)

wMonomorfizm’'' bywa te izywany zanurzeniem albo wlozeniem, W § 5

wyiasniony ie problem, na ile sposobdéw Q(a) wkiada sie w C tak, by

zadne liczby wymierne ,,nie ruszyly sig”. Na przykiad gdy a = } 2,

otrzymujemy [Q(: ?} Q] = 2. Cialo Q ':;, '_’) T

nozna wlozyé w € na dwa sposaby
a+by2 —a+by2
oraz

G-{—h;l_—-u—b] 2,

§ 6. Slad, norma i rozmiar

Dla kazdej liczby b € Q(a) definiuje sie:

1. Slad liczby b: Tr(b) = Z S 4(b),
=1

m
2. Norma liczby b: N(b) = n F4(b),
j=1
3. Rozmiar liczby b: Roz(b) = max |.%;(b)|; znaczenie symboli
I<jsm
F1(b), ..., ¥ u(b) jest wyjasnione przy koricu poprzedniego
paragrafu.
§ 6 poswiecony jest glownie dowodowi zdania ,,8lad i norma liczby b € Q(a) sa
liczbami wymiernymi'’,
Zauwazmy, ze Tr(b) € Q oraz N(b) € Q. Rzeczywiicie, niech
Q) = 2*+di_ '+ ... +diz+d,
bedzie wielomianem minimalnym liczby b (nad Q). Na mocy
lematu 1 liczba monomorfizmow ciata Q(b) pozostawiajacych
na miejscu liczby wymierne jest rowna k = [Q(b): Q). Oznaczmy
te monomorfizmy przez %,, ¥%,, ..., Us.
Liczby (), I = 1, ..., k, sa rOznymi pierwiastkami wielomianu
2(2).

Na mocy wzorow Viéte'a
k k
Z (b)) = —dy-, € 0, l_[ Ub) = (—~D*do € Q.
i=1 i=1

Kazdy monomorfizm ciala Q(a) pozostawiajacy na miejscu liczby
wymierne jest przedluZzeniem jednego z monomorfizmow %,

Na mocy lematu 1 liczba przediuzen monomorfizmu %; do
monomorfizmu ciata Q(a) jest rowna m/k = [Q(a):Q(b)] i nie
zalezy od j.



Wynika stad, ze

n k
Teh) = Y. F4(b) = (mik) Y. %(b) € @,
j=1 i=1
m k
NG) = [] #:0) = ([T )" € 0.
=1 I=1

Tym samym wykazalismy, ze $lad i norma liczby b € Q(a) sa
liczbami wymiernymi. Zauwazmy, Ze odwzorowanie N:Q(a) —» Q
Jjest multyplikatywne, oraz N(b) = 0 tylko wtedy, gdy b = 0.
Odwzorowanie Tr: Q(a) — Q jest addytywne i roznowartosciowe,
bo Tr (b) = mb dla kazdego b € Q. Wnioskujemy stad, ze

w przestrzeni liniowej Q(a) nad cialem Q odwzorowanie

(x, ¥) = Tr(xy)

jest niezdegenerowana (nie rowna tozsamosciowo zeru) forma
dwuliniowa. Eatwo teraz wykazac, ze dla kazdego liniowego
odwzorowania ¢ : Q(a) — Q istnieje dokladnie jeden element
y € Q(a) taki, ze 7 (x) = Tr(xy) dla wszystkich x € Q(a).
Odwzorowanie .# : Q(a) = C™ dane wzorem

F(b) = (L1(b), F2(5), ..., Ln(b))

Jest addytywne, liniowe nad Q i roznowartosciowe.
(Liniowos¢ wynika stad, ze % j(chb) = & ;(c)5;(b) = ¢.7y(b) dla
kazdego c € Q.)

Odwzorowanie Roz: Q(a) — [0, co] jest dodatnio jednorodne
w tym sensie, ze dla kazdego ce Q@

Roz(ch) = |¢|Roz(b).
§ 7. Liczby algebraiczne catkowite

Liczby catkowite tworza zbior Z = {0, +1, +2, ...}. Liczba
wymierna nalezy do Z wtedy, gdy jest pierwiastkiem jakiego$
unormowanego wielomianu stopnia 1 o wspolczynnikach

w zbiorze Z. Fakt ten wskazuje, Ze pojecie liczby calkowitej
moze by¢ uogolnione.

Mowimy, ze liczba zespolona jest algebraiczna calkowita, jesli
jest pierwiastkiem jakiego$ unormowanego wielomianu

0 wspolczynnikach w zbiorze Z. Mozna wykazad, ze wielomian
minimalny liczby algebraicznej catkowitej (nad Q) ma
wspoiczynniki w zbiorze Z.

Suma (a takze iloczyn) liczb algebraicznych calkowitych jest
liczba algebraiczng catkowita. Dla kazdej liczby algebraicznej o
istniejg liczby dodatnie ¢ € Z o tej wlasnosci, ze cb jest liczba
algebraiczna calkowita. Kazda taka liczba ¢ nazywa si¢
mianownikiem liczby b i jest oznaczona symbolem Mian (b).
Zbidr wszystkich algebraicznych calkowitych liczb z ciala Q(a)
bedziemy oznacza¢ symbolem J(a). Rozpatrzmy dowolng liczbe

b € J(a). Wielomian minimalny liczby b (nad Q) ma wspélczynniki
w zbiorze Z, a wigc suma i iloczyn pierwiastkow tego wielomianu
naleza do Z. Powtarzajac rozumowanie z poprzedniego paragrafu
przekonujemy sie, ze Tr(b)e Zi N(b) e Z.

Jak latwo zauwazyc zbior J(a) jest grupa wzgledem dodawania
(moéwimy krotko: grupa addytywna). Obrazy Q(a) i J(a) przy
odwzorowaniu -# : Q(a) — C™ bedziemy tez oznaczac przez Q(a)
i J(a). Stwierdzamy, ze J(a) jest addytywna podgrupa

w przestrzeni kartezjanskiej C™ = R?*™. Wykazemy, ze kazdy
ograniczony podzbior K w J(a) jest skorficzony. Zauwazmy, ze
kazdy element b € J(a) taki, ze .#(b) € K jest pierwiasikiem
wielomianu Q(z) unormowanego i minimalnego dla b (nad Q);
wystarczy wykazac, Ze zbior odpowiednich wielomianow Q(z)
jest skoficzony. Wspolczynniki wielomianu Q(z) sa elementarnymi
wielomianami symetrycznymi od pierwiastkow tego wielomianu.
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pozostaja wspolnie ograniczone, gdy -#(b) przebiega ograniczony
zbiér K. Zatem kazdy ze wspolczynnikow wielomianu Q(z)
przebiega zbioér ograniczony. Poniewaz wspolczynniki te sa
liczbami calkowitymi, wiec odpowiednich wielomianow Q(z) jest
skoniczenie wiele. Ma miejsce nastepujacy

Lemat 2. Jesli G jest addytywnq podgrupq przestrzeni R®, o tef
wilasnosci, ze kazdy ograniczony podzbidr K € G jest skonczony,
to istniejq elementy vy, V3, ..., Unm € G liniowo niezaleine w R*,
takie, 7e G jest zhiorem kombinacji liniowych postaci

U+ o+ ... FopmUsM, ﬂjEZ,j= 1,2, ey M

Przyjmujac G = J(a) i wykorzystujac okolicznosci, ze .# jest
izomorfizmem przestrzeni liniowych Q(a) i Q(a) (nad cialem Q)
otrzymuje sie nastepujacy

Whiosek 2. Istniejq takie elementy vy, vs, ..., vy € J(a) liniowo
niezalezne w przestrzeni Q(a), ze J(a) jest zbiorem kombinacji
liniowych postaci

DAL o SLPE R o VL] NJEZ,J‘=1,2, ...,M.

Liczba M jest stopniem rozszerzenia Q(a).

Dowoéd. Elementy v; sa okre$lone réwnoscia #(v;) = v, dla
j= 1,2, ..., M. Rozpinaja one calg przestrzed Q(a), bo dla
kazdej liczby b € Q(a)

Mian (b) - b € Ja).

Stad wynika, Ze jest to baza w Q(a), a wiec M = [Q(a): QL.

Z § 7 najbardziej istotny jest ,,Wniosek 2", opisujacy budowe zbioru liczb
algebraicznych catkowitych J(a).

§ 8. Lematy Siegela

Jezeli przedmiotow w szufladach jest wiecej niz szuflad, to
istnieje szuflada zawierajaca co najmniej dwa przedmioty. Na
tej oczywistej zasadzie ,,szufladkowej’” opiera si¢ dowod lematu
Carla Ludwiga Siegela o jednorodnym ukladzie réwnan
liniowych o wspolczynnikach catkowitych.

Lemat 3. Rozpatrzmy k jednorodnych réwnan liniowych o liczbie
niewiadomych n > k i catkowitych wspdlezynnikach by,

b11X1+ aas +b1,.x.. = 0
bnx1+ ses +b,h|x;| =1;
Zatdzmy, ze |byy| < B dla wszystkich i, j. Wéwczas istnieje takie
niezerowe rozwigzanie w liczbach calkowitych
xjel,f=1.2...,n; Ze
k

max x| < 2(mB)"~k .
l<j<n
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Dowéd. Rozpatrzmy liniowe odwzorowanie #: R" - R* o macierzy
(buy).
Dla dodatniej liczby catkowitej R polézmy

Z'R) = {xeZ" xS R j=1,..,n}.

Zauwazmy, ze ¥ odwzorowuje Z"(R) w Z¥(nBR). Liczba
elementow w Z"(R) jest rowna (2R+1)", a liczba elementow
w Z*¥(nBR) jest rowna (2nBR+ 1)*. Nieréwno$¢ 2R+1)" >
> (2nBR+ 1)* jest spetniona dla dostatecznie duzych R,
w szczegolnosci dla
k
R = (nB)"~k

Zgodnie z zasada szufladkowa w zbiorze Z"(R) znajda sie dwa
rozne elementy majace ten sam obraz przy odwzorowaniu %,
Roznica tych elementéw x € Z"(2R) jest poszukiwanym
calkowitoliczbowym rozwiazaniem rozpatrywanego ukladu
rownan.

Oznaczmy przez J(a) zbior liczb algebraicznych catkowitych
nalezacych do ciala Q(a). Nietrudno zauwaiyé, ze zbior ten jest
zamknigty wzgledem dodawania oraz mnozenia. Jak wykazal
Siegel, rezultat analogiczny do lematu 3 ma miejsce dla ukladow
rownarn liniowych o wspoélczynnikach nalezacych do J(a).

Lemat 4. Rozpatrzmy k jednorodnych réwnan liniowych o liczbie
niewiadomych n > k i wspdlczynnikach b;; € J(a)

blizl+ san +b1,.z,, =

buiza+ .o Fhuze =0

Zaldimy, ze Roz(b;)) < B dla wszystkich i, j. Wowczas istnieje

takie niezerowe rozwiqzanie ukladu z; € J(a),j = 1, ..., n, ze
k
) max Roz(zj) < C(CnB)"~*
l<j<n

(Tu i w dalszym ciagu symbolem C bedziemy oznacza¢ roZne
state zalezne jedynie od ciala Q(a)).

§ 9. Algebra funkcji holomorficznych E(z, %)

§ 9 podwigcony jest gléwnie dowodowi technicznego lematu 5.

Rozpatrzmy ciato E zawarte w C, oraz holomorficzne funkcje
f, g: C — C. Zalozenie holomorficznosci oznacza istnienie
w kazdym punkcie z, € C pochodnych zespolonych Df = f*
i Dg = g’, gdzie
Py = T f(2)—f(zo) )= Tim 2(2)—gl(zo) ;
zozg Z—ZIg z2g Z—Zy
Symbolem E(f, g) bedziemy oznacza¢ zbidr ziozony
z wszystkich funkcji postaci P(f, g), gdzie P jest wielomianem
dwoch zmiennych o wspoltczynnikach w ciele E.
Mowimy, ze funkcje fi g sa algebraicznie niezalezne, jesli
z rownosci P(f, g) = 0 wynika, ze P = 0.
Liczby @ i e“ sq wartosciami w a funkcji holomorficznych z i e*.
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Funkcje te sa algebraicznie niezalezne, bo jesli P # 0, to
lim P(z, ) =

X=»00
Podstawowa wlasnoscia funkcji wykladniczej jest réwnosé
D(e®) = €. Operacja rozniczkowania D odwzorowuje E(z, €%)
w siebie. Jedli E = Q(a, e, to istnieje nieskonczenie wiele
takich liczb w € C, ze h(w) € E dla wszystkich h € E(z, e°).
Liczbami tymi sa np. a, 2a, 3a, ....
Wykorzystamy nastepujacy

o0, z=x+iyeC.

Lemat 5. Rozpairzmy liczby algebraiczne a,, a,, ... a; oraz
rozszerzenie E = Q(a,, ... a,). Niech f, g: C — C bedqg takimi
Sunkcjami holomorficznymi, ze D odwzorowuje E(f, g) w siebie.
Niech w € C bedzie takq liczbq, ze h(w) € E dla kazdego h € E(f, g).
Wéwczas, jesli h = P(f, g), gdzie P jest wielomianem stopnia r,

to dla kazdego p = 0, 1, ... zachodzi nieréwno$é

(6) Roz(D"A(w)) < Roz(P)p!r*CP*"

(Tu Roz(P) oznacza najwickszy rozmiar wspolezynnikow
wielomianu P).

Ponadto liczby h(w), Dh(w), ...,
mianownik taki, zZe

7 Mian(/i(w), Dh(w), ..., D"h(w)) < Mian (P)C?*",

(Tu Mian(P) oznacza mianownik wspolny dla wszystkich
wspolczynnikoéw wielomianu P).

Dfh (w) majq wspdlny

Dowdd. Istniejg wielomiany P; dwu zmiennych, j = 1, 2, takie
ze Df = P,(f,g), Dg = P:(f, g). Rozpatrzmy odwzorowanie
D, algebry wielomianow w siebie okreslone wzorem

P = (D,P)P,+ (D, P)P,

(tu Dy P, j = 1, 2, oznaczaja pochodne czastkowe).
Sprawdzamy latwo, ze dla kazdego P
Drh(w) = DP(f(w), g(w)) = (DEP)(f(w), g(w)).
Zauwazmy, ze wielomian P stopnia r spelnia warunek
P¥; < Roz(PY(1+z,+2,)
w tym sensie, ze wartos¢ bezwzgledna kazdego
wspolczynnika wielomianu P, jest niewigksza od odpowiedniego
wspolczynnika wielomianu po prawej stronie,
Ta relacja majoryzowania zachowuje si¢ przy dodawaniu
i mnozeniu wielomianow oraz przy obliczaniu pochodnych
czastkowych, a wigc zachowuje si¢ przy odwzorowaniu Dy .
Przez indukcje wykazuje sig, ze
DJ(P¥)) < Roz(P)p!rPCP(1 +z, + z,) +PF,
gdzie 7 oznacza wigkszy ze stopni wielomianow P, i P,. Jesli
0, < Q,, to |Q4(z2y, z2)| < Qi(l21], |2z2]). Stad wynika, ze dla
kazdego j
DYELY(Z (). & &))| < Roz(PhptrrCr”.
Dla dowodu zadanej nieréwnosci wystarczy teraz zauwazyc, 7e

& (D?h(w)) = & ,(DEP(f(w), 2(w))) =
(DBP)Z/(Z A(f(W)), & (g(W)) =
DE(PL) (7 (f(W), & (g(w))).
Oszacowanie mianownika liczby DPi(w) opiera sie na
nierownosci

Mian(DyP) < puMian(P),
gdzie x jest wspolnym mianpwnikiem dla wielomianow P,
i P, oraz na prosltym rozumowaniu indukecyjnym.

§ 10. Szkic zasadniczej czesci dowodu

Jesli obie liczby a i e® sa algebraiczne, to ciatlo E = Q(a, &%)
oraz funkcje f(z) = z i g(z) = €7 spetniaja zaloZenia lematu 5.



Wykazemy, ze wynika stad sprzecznoéé. Zatem zalozenie, ze
7 jest liczba algebraiczna, okazuje sie falszywe.

" Rozpatrzmy takie punkty w,, wa, ..., wr € C, ze h(w;) € E dla

- kazdego h € E(f, g) i kazdego I = 1,2, ... T, gdzie T wybierzemy
- tak, by T > 12 [E: Q]+ 12. Wiemy, ze punktow plaszczyzny

0 powyzszej wlasnosci jest nieskonczenie wiele. To, ze za T mozna
przyjac dowolnie duzg liczbg, ma rozstrzygajace znaczenie dla
calego dowodu.

F - Niech r bedzie wielokrotnoscia liczby 2T (potem rozpatrzymy
- granicg przy r dazacym do nieskoniczonosci). Funkcja

£
® k= Y byf'g’ bycE

ij=1
nalezy do E(f, g). Niech n = r2/(2T). Wybierzemy wspolczynniki
by;, nie wszystkie roOwne zeru, w taki sposob, aby réownosé
D?h(w;) = 0 miala miejsce dla kazdego / = 1, 2, ..., Ti kazdego
p=0,1, ..., n—1. Probiem ten sprowadza si¢ do ukladu Tn
jednorodnych rownan liniowych o r? = 27Tn niewiadomych
by;. Wspolczynniki tego ukladu maja postaé D?(f'g?)(w)).
Zauwaimy, ze f'g’ = P(f,g), gdzie P jest jednomianem stopnia
niewigkszego niz 2r, oraz Roz(P) = 1. Wykorzystujac lemat 5
(nierdbwnosci 6 i 7) stwierdzamy, e

9 Roz(D?(f'g/)(w)) < p!(2r)"C?*?" < nl(2ry"C"+?"

Jjak rowniez, ze wspolny mianownik wspdlczynnikéw ukladu

- jest niewiekszy niz

(10) b 5

Mnozac wszystkie rownania ukladu przez wspoiny mianownik

- wspblezynnikow, na mocy nieréwnosci Siegela (4) stwierdzamy,

ze uklad ma niezerowe rozwigzanie w liczbach algebraicznych
catkowitych b,; takie, ze

; Tn

Roz(by) < C(Crin!(2r)"C™*?") T
n—in

r - - -
Poniewaz n = r 7 Jest wieksze od r, oraz n! < n", wigc

(11) Roz(b;)) < Cn*n"2"n"(C3)" < Cn*".

- Funkcje /i g sa algebraicznie niezalezne, wigc & # 0. Zatem
istnieje taka liczba s = n, ze D"h(w;) = Odlap < sil =

= 1,2, ... T, oraz taka, ze D*h(w;) # 0 dla pewnego /. Bez

zmniejszenia ogolnosci mozemy przyjac, ze

v = D*h(w,) # 0,

Oszacujemy ¢ = Mian(v). Mamy & = P(f, g), gdzie Mian(P) = 1
bo liczby by; sa algebraiczne catkowite. Zatem, na mocy lematu 5
(nierownos¢ (7)), dla duzych s jest

c< C2r+s < S’.

Ten sam lemat daje oszacowanie na rozmiar liczby v. Zauwazmy,
- Ze P ma stopien 2r oraz Roz(P) = maxRoz(b;)), a wiec, wobec

.}

Rozwigzanie zadania M 326.

(11), nierébwnosé (6) daje dla duzych s
(12) Roz(v) < Cn®" - s!2ry’C**+?" < 5%,
Niezerowa catkowita liczba N(cv) jest iloczynem [E: Q] liczb
sprzezonych do cv; jedna z nich jest cv. Z (12) wynika
(13) 1 < [N(ew)l < |ev|(cRoz(w))E:Q1-1 <

< || sSTE:Q)(555)[E:QI -1 < |p]s6S[E:Q],
Oszacujemy teraz |v| z gory wykazujac, ze jest to liczba bardzo
matla. Skorzystamy w tym celu z zasady maksimum, ktéra mowi,
ze funkcja holomorficzna w kole domknigtym osiaga najwigksza
wartos¢ bezwzgledng na brzegu tego kola. Funkcja

S
]

jest holomorficzna w plaszczyznie C, bo zera mianownika
odpowiadaja zerom licznika. Jak tatwo zauwazy¢
(14) jvl < |H(wy)|s!C*.
Oszacujemy wartos¢ bezwzgledng funkcji H na okregu |z| = s1/2
(dla duzych s). Licznik szacujemy z wzoru (8).
Wykorzystujac (11) i uwzgledniajac, ze r < (275)'/2
otrzymujemy dla duzych s

|:'1'(Z)| < ROZ(P) . (slﬂ.)r. (eslu)r = Cs2g8/2g8/2 - g4s

Szacujac z dotu mianownik otrzymujemy

r T
[T==we= T2 —mar =
1=1

I=1

T |W,J slfqglys2
== JTs,rZ 1 R - ‘.Ta,izCT.UZ
3112 4 .

I=1

Nierownosé (14) i zasada maksimum daje dla duzych s

oszacowanie

45 Sﬁl

ler ! ‘3 ' ]
vl < sIC|H(w,)| < s!C* < STACTE

STs;z C'.I"x,rz
Wobec nierownosci (13) wynika stad, Zze dla duzych s

_ S6S(E:Q] + 1)
1 < |ols6sE:Q} =« —______ —¢
§T3/2(0Ts/2

(6[E:Q]+ 6— ?T) slogs— —?2: slogC

W granicy przy r dagzacym do nieskoriczonoéci s dazy do
nieskoniczonosci i prawa strona dazy do zera. Otrzymali$my
sprzecznos¢. Tym samym dowod twierdzenia Lindemanna zostal
zakonczony. ;
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i h B

Kat 4APB, jako oparty na srednicy, jest prosty. O R
Poniewaz AB = BR, wi¢c punkty APR leia =
na jednej prosiej i AP = PR oraz BP jest w
dwusieczng kala ABR. Wobec tego S
AP = PR = PS.
N_i_ech T bedzie rzutem |::_roslokqlnym P na TF
AD, U — rzutem Q na BC, W - rzutem P na P
RS. Z przystawania trojkatow APT, RPW

i SPW oraz z rownosci pol ,,zielonych™ mamy
a). Wobec QU = TP = RW = WS oraz
TU=TP+PQ+QU = AB = BR = RW+

afy gdyz oba sa rowne polowie kata srodkowego

Rozwigzanie zadania M 325,

Poniewaz kat wpisany jest rowny katowi
dopisanemu opartemu na tym samym fuku
(czyli migdzy cieciwg i styczng w jej koncu), G

opartego na tymze luku, wigc tréjkaty BPQ R

i DPS, jak tez BPR i DPQ sa poaobne, P

Stad mamy, odpowiednio,
BP PQ . BP PR

pE = BS S ppEpg B

+ WS+ 5B mamy PQ = SB, co daje b). A

B czyli PQ? = PR- PS. : 17} 5



O pewnym problemie
z elementarnej teorii liczb

Mariusz SKALBA

Do napisania niniejszej pracy zainspirowala mnie lektura ksigzki
W. Sierpinskiego ,,Teoria liczb’’ cz. II. Znajduje sie w niej dowod
Andrzeja Schinzla, ze 7 jest jedyna liczbg pierwsza spelniajaca
przy naturalnych x, y rownanie
2x%—1
7
Znalazlem inny dowod tego twierdzenia. Oto jego szkic.

(1) p= =2y*—1.

Z (1) wynika, ze
{?p+l = 2x?
p+1=2y°

skad po wymnozZeniu stronami i oznaczeniu 2xy = k otrzymujemy:

@) p(Ip+8) = (k+1)k—1).

Poniewaz p jest liczba pierwsza, wiec plk+1 lub plk—1,
Rozpatrzymy zatem dwa przypadki.

Niech plk+1. Wtedy k+1 = Ip, k—1 = Ip—2, gdzie [e N.
Jezeli podstawimy te wartosci do rownania (2) i rozwiazemy je
wzgledem p, to dostaniemy
8+2/

e
Nie moze by¢ / = 1 ani I = 2, gdyz byloby wtedy p < 0.
Dla ! = 3 wzér powyzszy daje p = 7. Sprawdzamy natychmiast,
ze trojka liczb p = 7, x = 5, y = 2 speknia (1).
Nie moze by¢ wreszcie [ = 4, gdyz wtedy:

8+2/
l-1) > 114::-}1—:;!- .S

gdy tymczasem dla kaidej liczby pierwszej p jest p = 2.
Rozwazajac analogicznie przypadek p[k—1 stwierdzamy, ze nie
ma innych liczb pierwszych spelniajacych (1).

Z analizy tego dowodu wynikla mozliwos¢ uogolnienia
powyzszego wyniku.

Twierdzenie 1

Niech dla i = 1, 2, fi(x) bedzie trojmianem kwadratowym

o wspolezynnikach wymiernych. 4; — jego wyréznikiem, a A,
wspolczynnikiem przy x2. Jezeli 4, 4, jest kwadratem liczby
wymiernej oraz 4, 4,— 4,4, # 0, to istnieje co najwyzej
skonczenie wiele takich liczb pierwszych p, z2:

p = filx) = f2(y), gdzie x, y sa calkowite.
Z dowodu twierdzenia 1 wynika ponadto efektywna metoda

znajdowania wszystkich takich liczb pierwszych w konkretnych
przypadkach.

Zamieszczony artykul jest skrotem pracy maturalnej autora, woéwezas ucznia
1V Liceum Ogélnoksztalcacego im. Mikolaja Kopernika w Krosnie.
Opiekunky pracy byla mgr Lucyna Redziak. Praca ta zostala wyrdiniona
zlotym medalem na Konkursie Uczniowskich Prac Matematycznych w 1982 r.,
organizowanym przez Polskie Towarzystwo Matematyczne i redakeje Delry.

Przyklad
Niech m bedzie liczba naturalng oraz:

2 2
i) =2 f0)= L,
Poniewaz spelnione sa zalozenia twierdzenia 1, wigc istnieje co
najwyzej skonczenie wiele takich liczb pierwszych p, ze:
x*+m?
“m+1
Roéwnanie (3) ma natomiast nieskoriczenie wiele rozwiazan

w liczbach naturalnych p, x, y, gdyz sprowadza sie do réwnania
Pella:

3) p= = p*+1, gdzie x, ye N.

x2—(m*+1)? = 1.
Korzystajac ze wspomnianej efektywnej metody mozna w tym
konkretnym przypadku udowodni¢ twierdzenie o wiele bardziej
precyzyjne, a mianowicie:

jezeli liczby naturalne p, x, y spelniaja (3) oraz p jest liczba
pierwsza, to:

p=4m*+1, x = 2m*+1, y = 2m.

Twierdzenie 2 (uzupeiniajgce)

Jezeli wyroznik trojmianu kwadratowego f(x) o wspolczynnikach
wymiernych jest kwadratem liczby wymiernej, to istnieje co
najwyzej skoriczenie wiele takich liczb pierwszych p, ze:

p = f(x), gdzie x jest catkowita.

Analiza zalozeni twierdzenia 1 i intuicja sktonily mnie do
wysunigcia nastegpujacych przypuszczen.
Przypuszczenie 1
Jezeli zadna z liczb 4,, 4,, A, A, nie jest kwadratem liczby
wymiernej oraz spelnione sg nastepujgce warunki:
1) rébwnanie n = f,(x) = f2(») ma nieskonczenie wiele rozwigzan
w liczbach calkowitych n, x, y,
2) nie ma takiej liczby naturalnej m > 1, ze dla kazdej trojki
liczb calkowitych n, x, y spelniajacej rownanie n = f,(x) =
= f2(y) jest min,
to istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych p takich, ze:

p = fi(x)| = |£2()), gdzie x, y calkowite.
Przypuszczenie 2
Jezeli zadna z liczb A,, A, nie jest kwadratem liczby wymiernej,
Ay A, jest takim kwadratem, oraz 4,4, — A, A, = 01 spelnione
sq warunki 1) i 2), to zachodzi teza przypuszczenia 1.
Juz gdy napisalem prace maturalna, profesor Andrzej Schinzel
podal mi kontrprzykiad obalajacy przypuszczenie 1. Natomiast
przypuszczenie 2 jest prawdopodobnie prawdziwe, gdyz wynika
Z nastepujacej znanej hipotezy:

jezeli f(x) jest nierozkladalnym tréjmianem kwadratowym

o wspolczynnikach calkowitych i nie ma stalego czynnika

wigkszego od 1, to istnieje nieskonczenie wiele takich liczb
pierwszych p, ze

p = |f(x)|, gdzie x jest catkowite.



Klub 44

' — 4 4 Skrét regulaminu
@

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n+ 2. Szkice
rozwiazaf zamieszczamy w nr n+4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania trzech, dwéch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnoZzymy przez

-suma ocen za rozwigzania danego zadania
liczba oséb, ktoére nadestaly cho¢ jedno rozwigzanie z numeru

i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje
Elub 44 jest jut zblorem niepustym ! on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
Pan Jerzy Janowicsz z Bolestawca, bedacy czlonkostwo — to tytul Weterana.
od wielu miesigey nieprzerwanie liderem  [Ljge organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
1igi, przekroczyl wymagany limit oraz nasza Redal ja.

44 punktéw w dziesigte] kolejce startdw 5
B siq ¥ ten sposdb w Kluble 44. Szczegblowy regulamin zostat wydrukowany w nr 9/1981.

Serdecznie gratulujemy !

Naswisko pana Janowicza sniknie teraz  Liga Zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
8 cso2duii tabell Ligovel. Mamy nadsiede, [Jnjwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

e nie na drugo. Nadwyika 49,88 - 44 =
= 5,88 punktéw to godna zaliczka na

QI Pomnawge StAria. Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rzut oka na tabelg ligowa pozwala
preypuszezad, Ze jut wkrétce pan Janowics
przestanie by¢ w Klubie 44 osamotniony.

Czo2éwka 1igi zadaniowej "Klub 44" Zadania nr 49, 50, 51
po uwszglednieniu ocen roszwigsar

zadad 8/1982 A
it Termin nadsylania rozwigzan: 31.05.1983 r.
Jerzy Janowice - Bolestawiec 49,88pkt

Jacek Uryga - Bytom 36,66pkt
Zbigniew-Bartold - Gdynia 32,98pkt = . ¥ . n n ny N
Bdward Orzechowski - Warszawa  31,17pkt 49- W n-tym wierszu trojkata Pascala, tj. wéréd liczb (0), (l)’ sy (n), jest Py liczb

Pawel Eamiriski - Warszawa 24,87pkt . & = . . .
Sarinas SovisdrsaX - Sscsecin  20,22pkt parzystych i N, liczb nieparzystych. ZnaleZz¢ wszystkie wartosci n, dla ky’:ryeh

a)P,=N,, b)P,=N,+1, ¢) P,=N,—1

Wspétczynniki trudnosci zadad 28, 29, 30:
2,65 2,37 2,35

50. W czworokacie ABCD wpisanym w kolo boki BC i CD s3 réwnej dlugoéci. Dowie$¢, ze
przekatna AC jest dluzsza od $redniej arytmetycznej dlugosci bokéw AB i AD.

51. Obliczyé lim nsin(2men!).

n—so

Rozwigzania zadan z numeru 11/1982

37. Oznaczmy przez Q dany czworokat, a przez R — czworokat o wierzcholkach w $rodkach
kot okreslonych w zadaniu. Kazdy wierzcholek czworokata Q lezy na pewnym boku
czworokata R, a wychodzace z tego wierzcholka boki Q tworza z bokiem R réwne katy.
Stad juz latwo wynika réwno$¢ sum przeciwleglych katoéw czworokgta R i moinoéé opisania
na nim okregu.

38. Niech ji. oznacza liczbe naturalng, ktorej zapis dziesigtny skiada si¢ z 2k jedynek, zas
Iy —liczb¢ 2k — cyfrowa majaca na poczatku i na koncu jedynke, a poza tym zera.
k—1
Wszystkie te liczby sa podzielne przez 11, co latwo wynika z réwnodci jix = Zo 11-102
=

Iy = jx—10-ji_y. Jesli teraz x jest dowolna 2n cyfrowa liczba palindromiczna,
o kolejnych cyfrach co, €1, ... €a1s Caeis .. €1, Co, t0 dzieli sig ona przez 11, bowiem
n—1

wowczas x = Zbc,-r.-.-m*. Zatem wérod takich liczb jedynie x = 11 jest liczba pierwsza.
k= )

39. Najkrotszy znany nam rozklad jedynki na sume odwrotnosci réznych liczb nieparzystych to

T G e iR L O B8 Bt i
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