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Narodziny teorii kwantów (1)

Pro! dr Iwo BIALYNICKI-BIRULA,
czlonek korespondent PAN

Gdybysmy zechcieli dzis wymienic tylko z nazwy wszystkie te zjawiska, których opis za pomoca
teorii klasycznej prowadzi do wniosków sprzecznych z doswiadczeniem, musielibysmy poswiecic
na to cala ksiazke. Na poczatku XX wieku jednak, gdy odkrywano zarysy teorii kwantów, sytuacja
wygladala zgola odmiennie. Wyniki zaledwie paru doswiadczen nie miescily sie w ramach fizyki
klasycznej. Zanim omówimy te doswiadczenia, okreslimy, co oznaczaja terminy teoria klasyczna
lub fizyka klasyczna, których tu uzylismy.

Przymiotnikiem klasyczny przyjeto w fizyce obdarzac cala teorie przedkwantowa. Nawet teoria
wzglednosci jest obecnie zaliczana do fizyki klasycznej. Fizyke klasyczna tworza zatem mechanika
klasyczna wraz z mechanika osrodków ciaglych, elektrodynamika klasyczna, klasyczna mechanika
statystyczna z termodynamika i teoria grawitacji.

Odkryta przez Einsteina teorie wzglednosci zaliczamy tez do fizyki klasycznej, poniewaz wszystkie
wymienione powyzej dzialy fizyki mozna pq:eformulowac tak, aby byly zgodne z zasadami
szczególnej i ogólnej teorii wzglednosci.

Pierwszym krokiem na drodze do sformulowania teorii kwantów bylo odkrycie przez Maxa Plancka
w 1900 roku kwantu dzialania. Wielkosc kwantu dzialania okreslona jest przez stala Plancka h.
Stala Plancka jest uniwersalna stala przyrody nie mniej podstawowa niz predkosc swiatla w prózni,
czy tez stala grawitacyjna.

Ma ona wymiar dzialania, to znaczy wymiar iloczynu energii przez czas lub iloczynu pedu przez
dlugosc, zas jej wartosc wynosi:

h = 6,626176 (±0,000036)· 10 -27 erg· sek.

Jak sie pózniej okazalo, stala Plancka jest wielkoscia charakterystyczna dla calej teorii kwantowej.
Jej wystepowanie we wzorach swiadczy zawsze o tym, ze opisywane zjawiska rozwazane sa w
ramach fizyki kwantowej, podobnie jak wystepowanie we wzora<:h predkosci swiatla jest przejawem
stosowania teorii wzglednosci.

Planck odkryl kwant dzialania próbujac teoretycznie uzasadnic obserwowany rozklad widmowy
promieniowania wysylanego przez rozgrzane cialo. Wczesniejsze próby rozwiazania tego problemu
w ramach elektrodynamiki klasycznej i klasycznej mechaniki statystycznej prowadzily do wyników
stojacych w jawnej sprzecznosci z doswiadczeniem.

Zagadnienie rozkladu widmowego promieniowania (zaleznosci gestosci energii promieniowania na
jednostke czestosci i na jednostke objetosci od czestosci) w teoretycznie wyidealizowanej formie
otrzymalo nazwe zagadnienia promieniowania ciala doskonale czarnego. Promieniowanie ciala
doskonale czarnego jest to z definicji promieniowanie elektromagnetyczne pozostajace w
równowadze termodynamicznej z ogrzanym cialem. Oczywiscie, aby utrzymac promieniowanie
elektromagnetyczne, w skonczonej objetosci, nalezy je zamknac ze wszystkich stron
nieprzepuszczalnymi sciankami z ogrzanej substancji tworzac zamknieta wneke. Na to, by móc
promieniowanie to analizowac, robi sie w jednej sciance malenki otwór. Slusznie sadzono
(potwierdzaly to zreszta wyniki doswiadczen), ze stan pola elektromagnetycznego znajdujacego sie
w kontakcie cieplnym z wneka ogrzana do temperatury T jest wyznaczony przez wlasnosci samego
pola i bedzie zalezal tylko od temperatury, a nie od materialu i ksztaltu wneki. Funkcja u (v)
opisujaca zaleznosci gestosci energii ciala doskonale czarnego od czestosci bylaby wiec uniwersalna
funkcja fizyczna zawierajaca jedynie czestosc, temperature i stale uniwersalne. Ten wlasnie
uniwersalny, absolutny charakter praw opisujacych promieniowanie ciala doskonale czarnego byl
dla wielu fizyków, a w szczególnosci dla Plancka, zródlem szczególnej fascynacji. W swojej
autobiografii naukowej Planck napisze pózniej: " ... poszukiwanie praw absolutnych zawsze
uwazalem za najbardziej wzniosly cel dzialalnosci naukowej".

Kilka miesiecy przed odkryciem Plancka Lord Rayleigh opublikowal prace, w której wykazywal,
ze na mocy teorii Maxwella oraz zasady ekwipartycji energii w mechanice statystycznej gestosc
energii promieniowania u (v) dana jest wzorem

Wzór ten podalem tu w poprawnej formie. Lord Rayleigh bowiem pomylil sie w swoich
obliczeniach otrzymujac 8 razy wiekszy wspólczynnik. Poprawny wynik podal piec lat pózniej
J. H. Jeans i dlatego wzór ten nosi obecnie nazwe wzoru Rayleigha-Jeansa. Wzór ten byl nie tylko
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Porównanie wzoru Plancka z obserwowana

gestoscia energii promieniowania l;>edacegow
równowadze termicznej z materia. Czarna krzywa
przebiega zgodnie ze wzorem Rayleigba-Jeansa.

wyraznie sprzeczny z doswiadczeniem (porównaj wykres), ale tak dalece paradoksalny, iz
ochrzczono go pózniej mianem katastrofy w ultrafiolecie. Wedlug wzoru Rayleigha-Jeansa bowiem
gestosc energii promieniowania rosnie ze wzrostem czestosci i w rezultacie pelna energia
promieniowania na jednostke objetosci, okreslona calka wzgledem czestosci, jest nieskonczona:

u == T u(v)dv == 00.
o

Nieskonczona wartosc energii, jaka otrzymujemy ze wzoru Rayleigha-Jeansa, mozna zrozumiec,
jak to zauwazyl w 1910 roku Lorentz, jezeli zdac sobie sprawe z tego, ze pole elektromagnetyczne
(nawet zamkniete w objetosci o skonczonych rozmiarach) jest ukladem fizycznym o nieskonczonej
liczbie stopni swobody. Dla kazdej skonczonej wartosci energii przypadajacej na jeden stopien
swobody, w wyniku zasady ekwipartycji energii, otrzymamy nieskonczona pelna energie. Zasada
ekwipartycji energii, odkryta przez Maxwella, glosi bowiem, ze w stanie równowagi
termodynamicznej srednia energia kinetyczna przypadajaca na kazdy stopien swobody równa sie
1/2 kT, gdzie k jest stala Boltzmanna, a T temperatura absolutna·

Wzór Rayleigha-Jeansa nie byl jedynym wzorem na rozklad energii ciala doskonale czarnego,
wyprowadzonym w teorii klasycznej. W roku 1884 Wien wykazal, ze z zasad termodynamiki
wynika, iz zaleznosc gestosci energii u (v) od temperatury i czestosci mozna wyrazic przez funkcje
tylko jednej zmiennej

u(v) = F (v/n.
W dwa lata po otrzymaniu wzoru Wien próbowal wyznaczyc teoretycznie postac funkcji F
otrzymujac w wyniku rozumowania zawierajacego watpliwe argumenty zaleznosc wykladnicza:

u(v) = av3exp( _ b; ).

Poniewaz zgodnosc wykladniczego wzoru Wiena z doswiadczeniem byla dobra, Planck podjal
poczatkowo próbe uzasadnienia tego wzoru w lepszy sposób niz uczynil to Wien, ale nowe wyniki
doswiadczalne uzyskane jesienia 1900 roku radykalnie zmienily sytuacje. Pomiary przeprowadzone
przez H. Rubensa i F. Kurlbauma wykazaly, ze dla malych czestosci i wysokich temperatur wzór
Rayleigha-Jeansa, a nie wzór Wiena, jest poprawny. Poniewaz wzór Wiena obowiazywal jednak
nadal dla wiekszych czestosci i niskich temperatur, Planck uswiadomil sobie, ze poprawny wzór
winien miec postac podana przez Wiena z funkcja rosnaca jak T/v dla malych wartosci argumentu
i malejaca wykladniczo dla duzych wartosci. Dokonujac prostej interpolacji we wzorach na
pochodne entropii, którymi poslugiwal sie w swoich rozwazaniach termodynamicznych, prawie
natychmiast po zapoznaniu sie z nowymi danymi doswiadczalnymi Planck podal nastepujacy wzór
na gestosc energii promieniowania:

Av3,_ ..•

u(v) =' (i!!...) -1exp T

"
Zgodnosc wzoru Plancka z doswiadczeniami byla uderzajaca. Byl to poczatkowo wzór czysto
empiryczny, nie oparty na zadnych trwalych podstawach teoretycznych. Odkrycie wzoru Plancka
bylo wynikiem prostej interpolacji, jakiej Planck dokonal we wzorach opisujacych wlasnosci
promieniowania ciala czarnego przy malych i przy duzych czestosciach. Gdyby Planck dysponowal
jedynie wzorami Rayleigha-Jeansa i Wiena na gestosc energii promieniowania w tych dwóch
obszarach czestosci, to odgadniecie poprawnego wzoru interpolujacego byloby chyba niemozliwe.
Planck jednak chetnie prowadzil swoje rozwazania na gruncie termodynamiki, której byl wybitnym
znawca, i tam wlasnie dostrzegl mozliwosc bardzo prostej interpolacji. Zauwazyl on bowiem, ze
druga pochodna entropii S wzgledem energii U dla wzorów Rayleigha-Jeansa i Wiena ma
odpowiednio postac:

który po scalkowaniu doprowadzil do wzoru na gestosc energii promieniowania.

Poniewaz male czestosci (wysokie temperatury) odpowiadaja duzym wartosciom U, zas duze
czestosci (niskie temperatury) odpowiadaja malym wartosciom U, Planck zastapil oba wzory na
pochodne entropii jednym wzorem inferpolujacymZe wzgledów dydaktycznych dokonalem pewnych

uproszczen w opisie rozumowania, które
doprowadzilo Plancka do jego wzoru. Bardziej
szczególowa i doglebna analize historii i odkrycia
teorii kwantów mozna znalezc w monografii

Krzysztofa Szymborskiego "Relacje teorii i
eksperymentu w genezie fizyki kwantowej",
Ossolineum 1980.

(l2S const
(lU2 = (j2
(l2S const
(lU2 =-0

(l2S

(lU2

Rayleigh-Jeans,

Wien.

a

U(U+b)'
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Narzekania z poczatków
stulecia

w jednej ze szkól angielskich ok.
1910 .roku pojawilo sie na jakims (nie
wiemy blizej jakim) egzaminie
nastepujace zadanie:

Wyciagnac pierwiastek kwadratowy
z liczby:

7 +3{3+4-j9 {3- 15 .

Zostalo ono tak oto skomentowane na
lamach The Mathematical Gazette

(1912 r.).

Czy Towarzystwo Matematyczne nie
powolaloby misjonarzy mogacych
nawrócic egzaminatorów w Komisji
Edukacji na bardziej nowoczesne idee?
Jestem pewny, ze sztuczny charakter
prac matematycznych czlonków
Komisji jest znaczna przyczyna
niesmaku, z jakim przedmiot ten jest
traktowany przez naszych
wieczorowych studentów.

Przyp. redakcji Delty (1983).
Rozwiazac powyzsze zadanie.
Odpowiedz w numerze.

W ciagu niespelna dwóch miesiecy po odgadnieciu poprawnego wzoru na promieniowanie udalo
sie Planckowi znalezc jego uzasadnienie teoretyczne. W uzasadnieniu tym wykorzystal on wzór
Boltzmanna wyrazajacy zaleznosc miedzy entropia a liczba dopuszczalnych stanów, w których
moze znajdowac sie uklad. Do tego klasycznego rozumowania wprowadzil Planck zupelnie nowy
element nie dajacy sie zadna miara pogodzic z fizyka klasyczna. Przyjal on mianowicie, ze energie
przypadajaca na atomy wneki drgajace z czestoscia v (atomy takie w modelu Plancka pochlanialy
i wysylaly promieniowanie o czestosci v) mozna dzielic pomiedzy poszczególne atomy tylko w ten
sposób, by kazdy atom otrzymal wielokrotnosc energii hv, nazwana przezPlancka kwantem energii.
Poslugujac sie dostosowanym do nowej sytuacji wzorem Boltzmanna obliczyl Planck entropie, a
nastepnie srednia energie przypadajaca na jeden atom.

Wykorzystujac na zakonczenie wyprowadzony przez siebie wczesniej zwiazek miedzy srednia
energia atomu drgajacego z czestoscia v i gestoscia energii promieniowania u(v) otrzymal Planek
swój- slawny wzór na promieniowanie ciala czarnego w postaci

81lv2 hv

u(v) = ~ exp(hv/kT)-1

Z porównariia swego wzoru z danymi doswiadczalnymi otrzymal Planck dla stalej h wartosc
6,55 X 10 -27 erg· sek, mniejsza zaledwie o l procent od wartosci znanej obecnie.

Dzien 14 grudnia 1900 roku, w którym Planck wyglosil slawny odczyt w Towarzystwie Fizycznym
w Berlinie podajac swój wzór na gestosc promieniowania, uznany zo~tal za dzien narodzin teorii
kwantów. Symbolem tej teorii stala sie wielkosc h noszaca imie swego odkrywcy. Wraz z
predkoscia swiatla w prózni c, ladunkiem elementarnym e i stala grawitacyjna G, stala Plancka
tworzy czwórke podstawowych uniwersalnych stalych przyrody. Poczatkowo odkrycie Plancka nie
spotkalo sie z ogólnym uznaniem. Mozna wymienic kilka zródel sceptycyzmu, z jakim ówczesni
fizycy powitali teorie Plancka. Przede wszystkim teoria ta tlumaczyla, i to za cene drastycznych
zmian w istniejacym klasycznym obrazie swiata, tylko jedna krzywa doswiadczalna. W dodatku
zmiany, które Planck wprowadzal, dotyczyly ogólnie uznanych i sprawdzonych teorii: mechaniki
statystycznej i teorii Maxwella. Pewne znaczenie mial równiez fakt, iz stala Plancka ma wymiar
dzialania, które nie podlega, w prZeciwienstwie do energii, prawom zachowania. Ze wzgledu na
wyrózniona role, jaka odgrywa energia w mechanice statystycznej (zasada ekwipartycji energii),
hipoteza Plancka wydawalaby sie ówczesnym fizykom bardziej naturalna, gdyby to wlasnie energia
byla przekazywana w stalych (niezaleznych od czestosci) porcjach. Dopiero rozszerzenie hipotezy
kwantów na inne zjawiska i wytlumaczenie za jej pomoca wielu zagadkowych, z punktu widzenia
fizyki klasycznej, prawidlowosci, doprowadzilo do powszechnej akceptacji teorii kwantowej.

Ogromnie doniosla role w rozwoju teorii kwantów we wczesnym okresie jej istnienia odegral Albert
Einstein. W tym samym roku, w którym ukazala sie jego praca o szczególnej teorii wzglednosci,
Einstein oglosil artykul zatytulowany ,,0 pewnym heurystycznym punkcie widzenia dotyczacym
wytwarzania i przemiany swiatla". W pracy tej Einstein wprowadzil nastepujace zalozenie, które
dzis nazwalibysmy hipoteza o istnieniu fotonów: " ... energia promieniowania swietlnego ... nie
rozprzestrzenia sie Jw sposób ciagly na caly powiekszajacy sie obszar, lecz sklada sie ze skonczonej
liczby zlokalizowanych w przestrzeni niepodzielnych kwantów energii, pochlanianych i wysylanych
zawsze tylko w calosci".

Nazwe foton wprowadzil dopiero w roku 1926 G. N. Lewis, totez w pracy Einsteina termin ten
nie pojawia sie.

W swojej pracy Einstein zwraca uwage na to, ze entropie tej czesci promieniowania
elektromagnetycznego, dla której obowiazuje prawo Wiena (hv/kT~ l), mozna wyrazic takim
samym wzorem jak entropie gazu doskonalego zlozonego z punktOwych molekul o energii hv. Na
podstawie tej zbieznosci wzorów na entropie Einstein przypisal promieniowaniu
elektromagnetycznemu, traktowanemu zawsze do tego czasu jak osrodek ciagly, pewna strukture
ziarnista.

W dalszym ciagu swojej pracy Einstein zajal sie odpowiedzia na pytanie: Jaka postac mialyby
niektóre znane podówczas prawa rzadzace powstawaniem i przeksztalcaniem sie swiatla, gdyby
skladalo sie ono z takich wlasnie kwantów promieniowania?

Przy pomocy kwantów promieniowania Einstein wyjasnil trzy zjawiska z dziedziny
promieniowania, których wytlumaczenie na gruncie fizyki klasycznej nie bylo znane. Byly to:
regula Stokesa, zjawisko fotoelektryczne oraz zjawisko jonizacji gazów swiatlem ultrafioletowym.
Regula Stokesa glosi, ze linie widmowe swiatla wysylanego przez osrodek w procesie luminescencji
sa przesuniete w kierunku dluzszych fal w porównaniu ze swiatlem pobudzajacym osrodek do
luminescencji. W zjawisku fotoelektrycznym swiatlo (najczesciej fioletowe) pada na powierzchnie
metalu wybijajac z niej elektrony. Podobny charakter ma zjawisko jonizacji gazów polegajace na
odrywaniu elektronów od atomów lub molekul przez swiatlo ultrafioletowe. W obu zjawiskach
zaobserwowano wystepowanie czestosci granicznych, zaleznych od materialu. Swiatlo o czestosci
mniejszej niz czestosc graniczna nie wywoluje fotoefektu i jonizacji. Ogólne wlasnosci tych zjawisk
wyjasnil Einstein bardzo prosto na gruncie teorii kwantów promieniowania, wykorzystujac w
rozumowaniu wlasciwie tylko zasade zachowania energii w elementarnych procesach oddzialywania
promieniowania z materia.
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Siatka dyfrakcyjna dla
morskich fal

Zespól inzynierów z Centralnego
Instytutu Badan Przemyslowych w
Norwegii zaproponowal budowe
gigantycznej siatki dyfrakcyjnej na
morzu. Cel takiej budowy ilustruje
rysunek. Siatka ogniskujac fale w
wybranym miejscu wybrzeza moze,
zwiekszajac ich amplitude do 100 m
(jak twierdza autorzy) wpompowac
'wode do wyzej polozonego zbiornika.
Dalej konwencjonalna elektrownia
wodna moze dostarczac energii
elektrycznej.

We wszystkich trzech przypadkach energia, która mozemy wykorzystac w kazdym akcie
oddzialywania, jest energia fotonu hv. Poniewaz czesc tej energii zostaje na ogól rozproszona
zamieniajac sie na energie kinetyczna ruchu termicznego, energia obserwowana na koncu w formie
energii fotonów swiatla luminescencyjnego bedzie mniejsza od energii fotonów padajacych (regula
Stokesa). W zjawisku fotoelektrycznym i w procesie jonizacji pewna stala (zalezna oczywiscie od
rodzaju substancji) czesc energii fotonów musi zostac dodatkowo zuzyta na zerwanie wiazania
elektronu w metalu lub w atomie. Oprócz wyprowadzenia nierównosci wynikajacych z zasady
zachowania energii Einstein przewidzial., ze omawiane trzy zjawiska przebiegaja w zasadzie
jednakowo dla róznych natezen padajacego promieniowania, gdyz energia pojedynczych fotonów
nie zalezy od natezenia promieniowania. Ze zmiana natezenia zmienia sie jedynie liczba
wysylanych fotonów luminescencji czy tez elektronów.

Rola Einsteina w budowie teorii kwantów nie ograniczyla sie do sformulowania i zastosowania
hipotezy fotonów. W dwa lata pózniej oglosil on nastepny artykul nieco rzadziej obecnie
wspominany, ale nie mniej wazny dla rozwoju teorii kwantów. W pracy tej Einstein pomyslnie
rozszerzyl hipoteze kwantów energii na zjawiska wchodzace w zakres kinetycznej teorii budowy
materii. Byla to pierwsza praca, w której udowodniono; ze pojecie kwantów energii mozna
stosowac do opisu zjawisk innych niz promieniowanie elektromagnetyczne. Einstein objasnil w
niej zaobserwowane w doswiadczeniach zmniejszanie sie ciepla wlasciwego cial stalych wraz z
obnizaniem temperatury. Klasyczna fizyka statystyczna prowadzi do prawa Dulonga-Petita dla
ciepla wlasciwego:

Cy = const = 6 cal·mol-l. K-l.

Prawo to wynika z prostego modelu, w którym do harmonicznych drgan sieci krystalicznej stosuje
sie zasade ekwipartycji energii. Prawo Dulonga-Petita zgadza sie dobrze z doswiadczeniem, dla
temperatur pokojowych i wyzszych, dla ogromnej wiekszosci cial stalych.

Einstein zalozyl, ze energia drgan sieci krystalicznej podlega takim samym prawom kwantowania
jak energia drgan pola elektromagnetycznego i uzyskal wzór

c = 3R(hv/kl)2 exp(hv/kT)
y [exp(hv/kT)-Ij2

przechodzacy w prawo Dulonga-Petita dla duzych T i opisujacy spadek ciepla wlasciwego do zera,
gdy T~ O. Ze wspólczesnego punktu widzenia mozna powiedziec, ze w 1907 roku Einstein odkryl
fonony - elementarne wzbudzenia drgan sieci krystalicznej.

W roku 1911 Walter Nernst, który poczatkowo odnosil sie bardzo krytycznie do teorii kwantów,
w pracy przedstawionej w Akadetllii Berlinskiej oswiadczyl: "Mimo iz teoria kwantowa obecnie
jest w istocie tylko przepisem rachunkowym o dziwnym, mozna by powiedziec nawet groteskowym
charakterze, to dzieki pracom Plancka dotyczacym promieniowania i pracom Einsteina dotyczacym
mechaniki molekularnej okazala sie ta teoria byc tak owocna, ze jest obowiazkiem nauki
potraktowac ja powaznie i poddac szczególowej analizie". Ciekawe natomiast, ze sam Planck w
rozbudowie swojej teorii nie bral udzialu, a nawet wrecz przeciwnie, wystepowal przeciw
rozszerzaniu hipotezy kwantów na inne zjawiska. W przedmowie do drugiego wydania swej ksiazki
"Teoria promieniowania cieplnego" napisanej w roku 1912 Plan~k pisal na ten temat: "Nie ma
prawdopodobnie nic gorszego dla pomyslnego rozwoju nowej hipotezy jak wykroczenie poza
granice jej stosowalnosci" .

Jak widac z naszego opisu, pierwsze dziesieciolecie teorii kwantowej uplynelo pod znakiem
zastosowan tej teorii do drgan harmonicznych: drgan pola elektromagnetycznego i drgan sieci
krystalicznej. Drugi okres, którym zajmiemy sie w drugiej czesci artykulu, mozna scharakteryzowac
jako okres zastosowan teorii kwantów do widm atomowych.
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Zadania nr 46, 47, 48

Skrót regulaminu

Klub 44

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr n+4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez

4 _ 3 . suma ocen za rozwiazanie danego zadania I
liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego oraz
nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

Termm nadsylania rozwiazan: 30.04.1983 r.
46. Ile pierwiastków ma równanie ax = loga x?
(a jest ustalona liczba dodatnia rózna od 1).

47. Dowiesc, ze kazda liczba naturalna ma wielokrotnosc, której zapis dziesietny sklada sie tylko
z zer i jedynek.

48. Kostka 6-wymiarowa [6 nazywamy zbiór punktów (x l' ...,x6) przestrzeni 6-wymiarowej R6,

których wspólrzedne x; spelniaja nierównosci O:s;x;:S; I, i = l, ... ,6. Sposród wierzcholków kostki
[6 wybrano losowo trzy. Co jest bardziej prawdopodobne: czy to, ze utworza one trójkat
ostrokatny, czy to, ze utworza trójkat prostokatny?

(Zadanie 46 przyslal nasz Czytelnik, p. Andrzej Zielinski z Warszawy)

Rozwiazanie zadan z numeru 10/1982

34. Zalózmy wbrew tezie, ze s" (x) = (x-a)2v(x). Wówczas wielomian s" (x+a) = x2 v(x+a) ma
wspólczynniki przy XO i Xl równe zeru. Ale

- Boleslawiec 43,22pkt

- Gdynia 30,00pkt

- Bytom 29;76pkt

- Warszawa 26,83pkt

- Szczecin 19,27pkt

- Wars zawa 17, 7.3pkt

- Duszniki Zd.17,27pkt

Liga zadaniowa'
Wydzialu Matematyki,
Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu
Warszawskiego
i Redakcji "Delty"

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po-uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan z numeru 7/1982

Wspólczynniki trudnosci zadan 25, 26, 27 :

3,55 1,85 1,50

Jerzy Janowicz
Zbigniew Bartold

Jacek Uryga

Edward Qrzechowaki

Dariusz Sowizdrzal
Pawel Kaminski

Mariusz Fiszer

Redaguje
dr Marcin E. Kuczma

Grupujac skladniki wedlug poteg x przekonujemy sie, ze wyraz wolny równa sie s" (a), zas
wspólczynnik przy x równa sie s" (a)-a"/n!. Obie te liczby maja byc równe zeru, zatem a = O,

skad s" (x) = x2 V(x). Sprzecznosc, bo s" (O) = l.

gdzie (no, n l ' ...,n999)

999

N = 2: k· 1000nk,
k~O

(2) Jesli na pewnej prostej leza co najmniej trzy punkty zbioru Z, to po kazdej stronie tej prostej
lezy co najwyzej jeden punkt zbioru Z. (Gdyby po którejs stronie lezaly dwa, musialaby powstac
konfiguracja, o]akiej mowa w uwadze (1».

(3) Jesli punkty A, P, B E Z leza na jednej prostej, P miedzy A i B, i jesli po kazdej stronie tej
prostej lezy punkt zbioru Z - oznaczmy te punkty przez K i L - to P jest punktem przeciecia
prostych AB i KL, przy czym zadna z tych prostych nie zawiera jui innych punktów zbioru Z.
(W przeciwnym razie mielibysmy po którejs stronie którejs z tych prostych wiecej niz jeden punkt
zbioru Z, wbrew uwadze (2».

(4) W sytuacji opisanej w uwadze (3) punkty A, B, K, L musza byc wierzcholkami równolegloboku,
P - jego srodkiem symetrii, i punkty te wyczerpuja caly zbiór Z. (Latwy wniosek z (3) i z (2».

Z poczynionych uwag wynika odpowiedz: Albo Z jest zbiorem n punktów, z których n-I lezy
na jednej prostej (pozostaly lezy poza ta prosta), albo Z sklada sie z 5 punktów - wierzcholków
równolegloboku i jego srodka.

36. Zgodnie z zalozeniem,

Iloczyn w zadaniu 33 byl w zamierzeniu

liczba osmiocyfrowa; zgubisnie jednej

gwiazdki odebralo zadaniu wdziek i sena.

Dla odmiany, banalne zadanie 32 zostalo

zamieszczone wskutek bardzo dziwnej

omylki w miejsce interesujacego zad~~ia

geometrycznego, którego rozwiazanie

znalezli Czytelnicy ze zdumieniem w

numerze 1/1983. Poniewa~ wydrukowans

zadania .formalnie sens matematyczny
maja, wiec ich rozwiazania beda ocenione

i wlaczone do punktacji; szkoda tylko,

~e znieksztalcenia tekstów pozbawily

Czytelników przyjemnosci z rozwiazywania.

35. Rozwiazanie oprzemy na nastepujacych spostrzezeniach:
Chochlik drukarski - i niestety nie tylko (1) Nie istnieje w zbiorze Z czwórka' punktów, z których jeden lezy wewnatrz trójkata utworzonego
drukarski - wkradl sie do tekstów Klubu 44 przez pozostale trzy. (Gdyby bowiem A, B, C, DE Z, D E int ABC, to punkty przeciecia prostych
w numerach 9.10/1982. AD, BD, CD z bokami trójkata ABC nalezalyby do Z i, kontynuujac rozumowanie,

otrzymalibysmy nieskonczony ciag trójkatów o wierzcholkach w Z).

Dalej, w numerze 10/1982 blednie

podalismy wspólczynnik trudnosc~ zadania

17 - mialo byc: 2,80.

Za te pomylki i niedopatrzenia redakcjs

goraco przeprasza autora i uczestników

konkursu ligowego ora" wszystkich

Czytelników.

!=44
jest pewna permutacja ukladu liczb (O, l, ... ,999). Poniewaz 1000 == I (mod 999), wiec

999

N == L: k = 999·500 == O (mod. 999),
k~O

co oznacza, ze N dzieli sie przez 999, a tym bardziej przez 37 (jako ze 999 = 27·37).
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Co sadzic
o szkolnej
matematyce?

(rozmowa
z dr Jerzym
Lisiewiczem)

- Uczy Pan w szkole od 35 lat, jest Pan takze pracownikiem naukowym Instytutu Matematyki
Uniwersytetu Warszawskiego. Czym rózni sie matematyka szkolna od ... tej innej? Czy w ogóle

jest cos takiego, jak "matematyka szkolna"?

- Przeciez i Pan uczy w szkole! Matematyka, której nauczamy w szkole jest - na mocy definicji,
ze sie tak wyraze - matematyka szkolna.

- No tak, ale czy my uczymy w szkole tej "prawdziwej" matematyki?

- Uczymy w liceum ogólnoksztalcacym. Jak wskazuje sama jego nazwa, ma ono dac wiedze
ogólna, w tym i z matematyki. Nie zmienia sytuacji to, ze nasze liceum ma specjalny profil
matematyczny. Na lekcjach matematyki cwiczymy uczniów w "rozgryzaniu" problemów; jesli
potem nawet szczególowe wiadomosci wyleca z glowy, nie jest to najwazniejsze. Uczymy ich
logicznego myslenia, umiejetnosci dostrzegania problemów, ich analizowania i przekladania na
wlasny jezyk. To chyba wiecej niz polowa drogi do rozwiazania.

- Wizja spoleczenstwa, w którym kazdego uczono by tylko tego, co mu sie w zyciu przyda,
wyglada bardzo rozsadnie, ale w gruncie rzeczy jest przerazajaca. Musialby bowiem byc ktos, kto
by decydowal, co sie komu przyda za rok, dwa lata, piec, dwadziescia ...

- Prosze Pana, kilka lat temu Akademia Medyczna w Bialymstoku przyslala do XIV Liceum im.
K. Gottwalda w Warszawie (prowadzacego klasy dla uczniów specjalnie uzdolnionych
matematycznie) list z gratulacjami i podziekowaniem za swietne przygotowanie uczniów do studiów
wyzszych w ich uczelni. Inny absolwent eksperymentalnej klasy matematycznej zostal swietnym
historykiem (pracuje na Wydziale Historii Uniwersytetu). Dla mnie to po pierwsze swiadczy o
tym, ze uczac mlodziez matematyki uczymy ja w gruncie rzeczy czegos znacznie wiecej, choc blizej
nieokreslonego: rzetelnosci, umiejetnosci myslenia, odrózniania rzeczy waznych od mniej waznych,
a nawet skromnosci i szacunku dla wysilków poprzedników. Po drugie: nie ma oddzielnych
uzdolnien do matematyki, oddzielnych do fizyki, chemii itd., tak jak nie ma osobnych uzdolnien
do jezyka niemieckiego, angielskiego czy swahili. Sa tylko uzdolnienia (czy predyspozycje)
jezykowe, muzyczne, ruchowe i uzdolnienia do myslenia abstrakcyjnego. Uczac mlodziez
matematyki rczwijamy jej wrodzone (w mniejszym lub wiekszym stopniu) te zdolnosci umyslowe.
Czym innym sa natomiast zainteresowania. Mozna interesowac sie matematyka, fizyka, astronomia
itd., tak jak mozna interesowac sie jezykiem swahili.

- To moze lepiej byloby rozwijac te zdolnosci na czym innym? Na przyklad na naukach
przyrodniczych: fizyce, chemii, biologii lub, przeciwnie, na naprawde nowoczesnej matematyce?
Moze na teorii liczb?

- Z gorszym skutkiem. Fizyka czy chemia sa "zanadto eksperymentalne" - cwiczenia umyslu
sa utrudnione przez koniecznosc poznania wielu faktów uzyskanych doswiadczalnie. Z tego tez
powodu nie mozna nauczac w szkole rozwinietych teorii wspólczesnej matematyki ani teorii liczb,
bo ta szybko staje sie bardzo trudna. Ponadto klasyke trzeba poznac przede wszystkim. Poza tym
(co wlasciwie wiaze sie z poprzednim) nowoczesne teorie matematyczne sa czesto mocno
sformalizowane i zaksjomatyzowane. Swiadczy to o dojrzalosci teorii, ale zeby ja zrozumiec, trzeba
dobrze znac te konRretna "rzeczywistosc" matematyczna. Lecac w chmurach I)alezy zachowac
poczucie kierunku.

Dodawanie odcinków w matematyce szkoly
podstawowej.

Suma a u b odcinków a i b to zbiór punktów

nalezacych do jedneon lub do drugiego odcinka.I
a

a+b

b

b

- Kiedys uczono sztuki myslenia uczac jezyków starozytnych ...

- Wie Pan, z tym jest ciekawa sprawa. Teraz rzeczywiscie nowozytnych jezyków naucza sie po
to, by uczacy sie mógl potem w obcym kraju porozumiec sie na ulicy. Laciny czy greki uczono
po to, by dac uczniom dostep do kultury, ale takze by nauczyc ich analizy trudnych zdan. Analiza
tekstów Cezara, Cycerona, nie mówiac juz o poezji np. Owidiusza nie gorzej cwiczyla umysl niz
zadania na dowodzenie w geometrii. A ciagnac porównanie ,jezykowe" to nauke matematyki w
szkole podstawowej przyrównalbym do modnej obecnie praktycznej nauki jezyka obcego:
umozliwic' porozumienie sie. Dopiero w szkole sredniej jest miejsce na spokojna analize, gramatyke
i skladnie. Wlasnie od czasu, kiedy niektóre zagadnienia matematyki szkoly sredniej przerzucono
do podstawówki, nauczyciele szkól podstawowych staneli bezradni. To nie byla ich matematyka!
Nie rozumieli potrzeby (i wobec tego nie potrafili przekonac uczniów) o koniecznosci dowodzenia
twierdzen typu "kazdy widzi". Nie rozumieli roli niektórych pojec. W jednej ze szkól nauczycielka
tepila wypowiedzi uczniów w rodzaju "mam dwa jablka". Nalezalo mówic "mam dwuelementowy
zbiór jablek". Inny nauczyciel zapytal mnie kiedys, jak narysowac sume dwóch odcinków, o takich
(rysunek obok). "Juz jest narysowana", odpowiedzialem. "Tak uczyc nie moge", odparl nauczyciel.
"Dzieciom musze to wytlumaczyc tak: ustawiamy te odcinki jeden za drugim i scieramy
oddzielajaca je kreske. Dlugi odcinek jest wtedy suma tych dwóch krótszych". Oto jak daje znac
o sobie matematyka dotychczasowej szkoly podstawowej.

- Sadze, ze podobny blad popelniono w 1973 roku, kiedy rozpoczeto masowe produkowanie
magistrów z nauczycieli, glównie szkól podstawowych. Wtlaczano im do glowy tzw. matematyke
wyzsza, której pojac nie byli w stanie nie tylko z powodu wieku, braku zdolnosci iprzeciazenia
obowiazkami domowymi i zawodowymi, ale w duzej czesci tez i dlatego, ze przywykli juz do innego
pojmowania matematyki.
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Odpowiedz na zadanie ze strony 3: - Próbowalisll}Y w klasach matematycznych XIV L. O. nauczac geometrii metoda aksjomatyczna,
wyprowadzajac wszystko ze starannie dobranych pewników. Brr, to bylo okropne! Jeszcze dzis '
pamietam, ze któregos roku przyjelismy dosc slaby uklad aksjomatów i aby ze zdania "odcinek
ma srodek" wyprowadzic, ze "odcinek ma dokladnie jeden srodek" potrzebowalem ... 2 lekcji.
Aby móc aksjomatyzowac rzeczywistosc matematyczna, trzeba ja dobrze znac. Nawet jesli .nasze
teorie maja byc oderwane od rzeczywistosci, trzeba znac te rzeczywistosc - chocby po to. Dopiero
na studiach matematycznych - jesli ktos na nie trafi - jest miejsce na scisle i nienaganne teorie
aksjomatyczne, choc i z tym przesadzac tam nie nalezy. Mówilem juz o metodologicznej róznicy,
jaka widze pomiedzy matematyka szkoly podstawowej i sredniej; taki uklad matematyki ma jednak
jeszcze kilka pieter. W szkole sredniej jestesmy na ... srednim.

- No tak, lubie porównywac uprawianie nauk scislych do eksploracji górskich. Mount Everest
nie jest podobno zbyt trudny technicznie w tym sensie, ze trzy czwarte trudnosci bierze sie z jego
wysokosc·i, rozmiarów podejsc, braku tlenu ipanujacego zimna. Nie mozemy wiec uczniów zabierac
na nasze Móunt Everesty. Nie powinnismy jednak ich uczyc gór cwiczac ich zdolnosci
wspinaczkowe wylacznie na betonowych scianach starych bunkrów (chociaz z braku gór w poblizu
Warszawy jezdzilo sie kiedys "na deby" na Bielany, a teraz do Czosnowa na "ruiny carskich

fortyfikacji). Czy nie mozemy uczniów prowadzic po" Tatrach", pokazujac "przewieszki,
nieprzebyte sciany, doliny i hale, cieniste regle, potoki szumiace i w dal wtopione Skalne Podhale"?

- Uwazam, ze wlasnie tak robimy, uczac tej wlasnie matematyki, która nazywamy matematyka
szkolna,

- Dziekuje za rozmowe.

Rozmawial: Michal Szurek

Pochwala szkolnictwa z poczatków
kapitalizmu

W 1981 r. Panstwowy Instytut Wydawniczy wydal bardzo ciekawa
ksiazke "Anglia i Szkocja, Przypomnienia z podrózy roku
1820-1824 odbytej". Autorem ksiazki - ipodróznikiem - byl
Krystyn Lach-Szyrma. Wsród wielu ciekawych opisów i obserwacji
autora mozna tez znalezc wiele dotyczacych szkolnictwa. Oto dwa
ciekawe fragmenty.

(s. 185) przy kazdym kosciele w Szkocji jest szkólka parafialna.
W takich szkólkach oprócz czytl;lnia, pisania i rachunków ucza
cokolwiek laciny, geometrii i poczatków fizyki. Ostatnie bylyby
zbytkiem u nas, nie sa jednak w Szkocji, nawet wiesniacy
potrzebuja tam wyzszego stopnia oswiecenia.

I

(s. 480 i dalsze) Zastanawiajacy sie nad wychowaniem w Anglii
zwykli dzielic je na fizyczne i moralne (...) Szkolne wychowanie

.(w Anglii) dzieli sie na elementarne i uczone. Pierwsze odbiera sie
w szkolach Bella lub Lancastra, a pózniej w tak nazwanych
szkolach gramatycznych (grammar school), wyzsze w
uniwersytetach. Zastanówmy sie wprzódy nad szkolami nizszymi.
(...) Przez ciekawosc odwiedzilem najslawniejsza taka szkole w
Londynie, która sluzyla na uksztalcanie nauczycieli w tej metodzie
i byla za wzorowa uwazana. Lezala na Borough Road. Zostawala
pod zarzadem i opieka towarzystwa szkól krajowych i
zagranicznych (The British and Foreign School Society), którego
wplyw rozciaga sie i na obce kraje. Przyjmowano do tej szkoly
chlopców i dziewczeta i uczono ich w oddzielnych na jeden wzór
wybudowanych salach. Sale te byly podluzne, wysokie, obszerne,
tak ze w kazdej na tysiac uczniów bylo miejsca; lecz wtedy bylo
chlopców tylko siedmiuset, a dziewczat nieco mniej. Lawki staly
we srodku, mozna bylo obchodzic je naokolo, a w jednym koncu
sali stalo wzniesienie z drzewa na ksztalt galerii dla nauczyciela,
skad za jednym rzutem oka mógl wszystkich uczniów przejrzec.
Zeby w tak obszernych i wysokich salach glos sie nie odbijal,
porozwieszano w pewnych odleglosciach u sufitu zielone sukno.
Po scianach wisialy tablice do rachunków z wypisami z Biblii do
czytania. W kazdej lawce siadalo po siedemnascioro dzieci, nad
kazda przelozony byl monitor pilnujacy nauk i porzadku (...)
Uczniowie siadaja podlug postepu w naukach, nizej lub wyzej,
poczynajacy siedza najblizej nauczyciela. Szkola dziewczat zostaje

pod dozorem ocpmistrzyni, która jest oraz ich nauczycielka. Jeden
nauczyciel i jedna ochmistrzyni przy pomocy monitorów
wystarczali na te tak liczna szkole.

7

Uproscic mature!

Wiosna 1982 roku uczniowie i nauczyciele województwa
nowosadeckiego zmagali 'sie z nastepujacym zadaniem, poleconym
przez Centrum Doskonalenia Nauczycieli jako wzorcowe

przedmaturalne zadanie przygotowawcze:

Narysuj wykres timkcjif(x) = I~I oraz zbadaj iloscbx2+c

\ pierwiastków równaniaf(x) = m w zaleznosci od m, jesli wiadomo,
ze

l. liczby a, b, c+ I tworza ciag arytmetyczny,

2. b/a jest prawdopodobienstwem wyrzucenia co najmniej raz
jedynki w trzykrotnym rzucie kostka,

3. Ic l/a jest mimosrodem krzywej ~ +L+~ = l
p2 p2 t2

przechodzacej przez punkty (2, O) i (0,,/3).

Zadanie bardzo dobre, bo w nadzwyczaj naturalny sposób laczy
kilka dzialów matematyki. Czemu jednak ograniczyc sie do
matematyki? Oto nasz projekt uniwersalnego zadania maturalnego:

Naszkicowac wykres funkcji
y = ax6 +bx5 +cx4 +dx3 +ex2 +fx+g+hsinx, jezeli wiadomo, ze

l. liczby a, g, h tworza ciag geometryczny,
2. b/d2 jest prawdopodobienstwem wyrzucenia orla,
3. c2/1410 jest data bitwy pod Grunwaldem,
4. a + e jest liczba ksiag najwiekszego poematu polskiego i
jednoczesnie liczba miesiecy w roku,
5. ac+g jest liczba nóg karalucha,
6. d-h to liczba symboli w prawie Ohma,
7. 2g+ l to dlugosc Wisly wyrazona w milach angielskich,
8. a+b+c+d+ e+f+g+h = O jezeli butter znaczy po angielsku
szewc, a l w przeciwnym przypadku.

Latwo, prosto, elegancko.



o liniowych równaniach róznicowych

Dr inz. Kazimierz PA WLO·WSKI

przy czym a, , a2, ... , a p sa danymi liczbami rzeczywistymi, / E S znana funkcja, natomiast y E. S
jest funkcja niewiadoma. Jesli funkcja/jest tozsamosciowo równa zero, to równanie (l) nazywamy
jednorodnym.
Na ogól zadamy, by funkcja, która jest rozwiazaniem równania, spelniala jeszcze dodatkowe
warunki postaci

(2) y(no) = do,y(no+l) = d" ... ,y(no+p-l) = dp_,'

gdzie no ;;:,0, do,d" ... ,dp_, ER.

Warunki (2) nazywamy warunkami poczatkowymi, a rozwiazanie spelniajace te
warunki - rozwiazaniem szczególnym.
Mozna wykazac, ze równanie (l) ma zawsze jednoznaczne rozwiazanie spelniajace warunki (2).

Metoda rozwiazania równania niejednorodnego wiedzie poprzez rozwiazanie równania
jednorodnego

Zapewne nie kazdy z mlodych Czytelników potrafrlod razu wyprowadzic wzory na sumy
kwadratów, szescianów, czwartych poteg itd. poczatkowych n liczb naturalnych. Pokazemy, ze
znalezienie wspomnianych wzorów jest bardzo proste. Pokazemy tez, jak mozna dojsc do wzoru
na n-ty wyraz ciagu Fibonacciego i jak dzielic wielomian mniejszego stopnia przez wielomian
wiekszego stopnia. Rozwiazanie powyzszych problemów sprowadza sie bowiem do rozwiazania
pewnych równan róznicowych.

Przejdzmy do omówienia niezbednych pojec.

Przez S oznaczmy zbiór wszystkich funkcji skokowych (ciagów), to znaczy funkcji rzeczywistych
okreslonych na zbiorze liczb calkowitych nieujemnych. Równanie, w którym niewiadoma jest taka
funkcja y E S, nazywamy równaniem róznicowym.

Definicja. Niejednorodnym równaniem róznicowym liniowym rzedu p o stalych wspólczynnikach
nazywamy równanie funkcyjne postaci

y(n+p)+a,y(n+p-l)+ ... +apy(n) =/(n); ap =1= O,(l)

(3) y(n+p)+a,y(n+p- 1)+ ... +apy(n) = O.

Rozwiazaniem ogólnym równania (3) nazywamy rodzine funkcji postaci y(n, CI' C2, ••• , Cp)

zawierajaca p stalych parametrów, która spelnia to równanie i która wyraza wszystkie rozwiazania
szczególne okreslone przez (2). Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem rozwiazania ogólnego.

Definicja. Funkcje y E S nazywamy kombinacja liniowa funkcji Y" Y2' ... , Y m E S, jesli mozna ja
przedstawic w postaci Y = C, y, +C2 Y2 + ... +C m Ym' gdzie Cj sa wspólczynnikami liczbowymi.

Definicja. Funkcje Y I 'Y2' ... , Y m E S nazywamy liniowo zaleznymi, jesli jedna z nich jest
kombinacja liniowa pozostalych. W wypadku przeciwnym, tzn. jesli zadna z tych funkcji nie jest
kombinacja liniowa pozostalych, funkcje te nazywamy liniowo niezaleznymi.

Wlasnosc(*): jesli funkcje Y, 'Y2' ... , Ym ES sa rozwiazaniami równania (3), to równiez ich
kombinacja liniowa jest rozwiazaniem tego równania. Latwy dowód tej wlasnosci pozostawiamy
Czytelnikowi.

Twierdzenie. Jesli funkcje y, 'Y2'"'' yp spelniaja równanie (3) i sa liniowo niezalezne, to zbiór ich
wszystkich kombinacji liniowych

~!!\,'>:~~r,;.: ':'~
~~.~.,..:;;'9"~ ..•.•

RozwillZllnie zad",,;. M 324.

~:'W""'"

, .....
·'';':.4

Af(;)+"':.: G.~;:;':: _..~ .6tt!}.;,. \':

--

Niech y(O) = l. Podstawiajac w miejsce n kolejno liczby l, 2, ... otrzymamy

y(l) = AY(O) = A, y(2) = Ay(l) = A2, ... , y(n) = Ay(n-l) = An, •..

(4) y=C,y,+C2Y2+"'+CpYp

jest rozwiazaniem ogólnym tego równania. Dowód pomijamy. Z powyzszego twierdzenia wynika,
ze w celu znalezienia rozwiazania ogólnego równania (3) wystarczy znalezc jakikolwiek zespól p

funkcji liniowo niezaleznych spelniajacych to równanie i skorzystac ze wzoru (4).

Podamy teraz sposób wyznaczania rozwiazan ogólnych równan I i II rzedu.

Rozwazmy najpierw równanie I rzedu postaci

Zauwazmt, ze
~ - -+ ---.

'" ~ (0041--0042)" +(OA2n_,-OA2n) =
-> ->

= (Al 042+ ... +A2»_,A2").

Gdy teraz l"" 'l O. oznaczmy przez Bk rzut Ak

na sredmce okregu równolegla do "'. a przez
tIk - wektor 82k _ l BU. D1ugosc Ho' jest nie

wieksza od sumy dlugosci tych wektorów Vk.

klÓrych zwrot jest zgodny ze zwrotem w. Latwo

jednak zauwazyc. ze odcinki B2k-' B2k

odpowiadajace tym wektorom sa rozlaczne i
wobec tego suma ich dlugosci, a wiec i dlugosc
w nie moze pr.lekraczac srednicy okregu równej
2, c.b.d.o.

(5) y(n+ l)-Ay(n) = O, A =1= O.
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Widzimy, ze funkcja y dana wzorem y(n) = ..1."jest rozwiazaniem szczególnym równania (5), a
jego rozwiazanie ogólne jest postaci

(6) y(n) = C..1.", C-dowolna stala.

Wezmy teraz pod uwage równanie rzedu n

(7) y(n+2)+al y(n+ 1)+a2 y(n) = O, a2 =1= O.

Rozwiazanie zadania F 129.

Niestety, nie jest to perpetuum mohile drugiego,

ani tym bardziej pierwszego rodzaju. Blad w
rozumowaniu polega na pominieciu faktu. iz

preznosc pary nasyconej zalezy od krzywizny

powierzchni cieczy. Nad powierzchnia wklesla
preznosc pary nasyconej jest mniejsza niz nad

plaska j to wlasnie o tyle, ze w naszym ukladzie
nie moga wystapic przeplywy. W pomieszczeniu

panuje równowaga termodynamiczna. Fakt len

pozwala na bardzo proste wyprowadzenie ilosciowej
zaleznosci preznosci pary nasyconej od promienia

krzywizny powierzchni cieczy. Ograniczymy sie
do przypadku, gdy wysokosc kapilarnego

wzniesienia jest na tyle mala, ze gestosc pary nie
zalezy od wysokosci. Niech: P(r)- preznosc

pary nasyconej nad ciecza w rurce; Pco - preznosc
pary nasyconej nad powierzchnia plaska. Z

warunku równowagi cieczy w furce wloskowatej
otrzymujemy, ze

(1) P(r)+Jp+(kg/z = P00'

gdzie .1p - dodatkowe cisnienie spowodowane

krzywizna powierzchni; (Je - gestosc cieczy.
Z drugiej strony

(2) P(r)+Ilp&/z = p00'

Rozwiazujac uklad równalI (l) i (2) mamy

h= __ JL__i
«(J,-(Jp)g

(3) P(r)=Poo+~Llp.
(Je -Op

W naszym przypadku

LIp = -~, wiecr

P(r)-P 00 = _.......R...._~ < o.
. (Jc-Op r

Wzór (3) jest sluszny dla dowolnego ksztaltu

powierzchni cieczy. Dla kropli kulistej o promieniu
Rotrzymujemy:

Zmiany prei.nosci pary nasyconej spowodowane

krzywizna powierzchm cieczy zazwyczaj nie sa

zbyt wielkie, odgrywaja jednak podstawowa role
w procesach wrzenia i skraplania. Dla kropli

wody o promieniu rzedu 10-5 m (mgla),

P(r)~= 1%,
--Poo

dla jeszcze mniejszych efekt wzrostu preznosci
jest juz znaczny i wyprowadzony przez nas wzór

przestaje obowiazywac (dlaczego'!).

Fakt, ze funkcja wykladnicza jest rozwiazaniem równania I rzedu, pozwala przypuszczac, ze
rozwiazaniami równania (7) tez beda funkcje wykladnicze. Przewidujemy wiec rozwiazanie
równania rzedu n w postaci y(n) = ..1.". Podstawiajac y(n) = ..1.", y(n + l) = ..1."+1, y(n + 2) = ..1."+2

do (7), a nastepnie dzielac je przez ..1."otrzymamy tzw. równanie charakterystyczne

(8)

odpowiadajace równaniu (7).

O postaci rozwiazan równania (7) decyduja pierwiastki równania (8). Rozpatrzmy zatem znane
trzy przypadki.

I. L1> O. Równanie (8) ma dwa rózf,le pierwiastki A, , ..1.2'

Wówczas mamy dwie funkcje y) (n) = ..1.1,Y2 (n) = ..1.~liniowo niezalezne (prosze uzasadnic) i
spelniajace równanie (7). Zatem rozwiazanie ogólne ma postac:

y(n) = C)..1.1 +C2 ..1.~.

II. L1= O. Równanie (8) ma jeden pierwiastek podwójny..1.o =~. Znamy wiec dopiero jedno
2

rozwiazanie y) (n) = ..1.~. Okazuje sie, ze drugim rozwiazaniem (w tym przypadku) liniowo
niezaleznym od pierwszego jest funkcja Y2(n) = n..1.~.Przeto funkcje

y(n) = CI..1.~+C2n..1.~

tworza rozwiazanie ogólne.

III. L1< O. Teraz pierwiastkami równania (8) sa dwie liczby zespolone sprzezoneAl = a+ if3,
..1.2= a-if3. Zapisujac te liczby w postaci trygonometrycznej i korzystajac ze wzoru de Moivre'a
otrzymamy dwa rozwiazania zespolone nastepujacej postaci .

y~ (n) = r" cos nrp+ ir" sin nrp,

y; (n) = r" cosnrp-ir" sinnrp,

gdzie r =v a2 +132, rp = Arg(a+if3).

Wykorzystujac wlasnosc (*1 wezmy takie kombinacje funkcji y~ ' y; , by otrzymac dwa rozwiazania
rzeczywiste. Oto szukane kombinacje i funkcje:

YI (n) = ~y~ (n) +~y; (n) = r" cosnrp,2 2

Y2 (n) = -21 y~(n) _..l.y; (n) = r" sinnrp.l 21

Tak wiec rozwiazanie ogólne w tym przypadku ma postac:

y(n) = Clr"Cosnrp+C2r"sinnrp.

Rozwiazan równania jednorodnego (3) rzedu wyzszego niz n tez poszukujemy w postaci skokowej
funkcji wykladniczej, tj. ograniczenia zwyklej funkcji wykladniczej do argumentów naturalnych.
Tok postepowania dla wyznaczenia rozwiazan szczególnych liniowo niezaleznych jest analogiczny
do tego dla równania rzedu n.

Nieco trudniej jest wyznaczyc rozwiazanie równania niejednorodnego. W wielu jednak przypadkach
uzyteczny jest

Lemat. Rozwiazanie ogólne y równania niejednorodnego (I) jest suma rozwiazania ogólnego Yo

równania jednorodnego (3) oraz rozwiazania szczególnego y s równania (I), co zapisujemy

Jako cwiczenie warto zastanowic sie: nad: (9) y=Yo+Ys·

l. rozkladem cisnien w obrebie rurki wioskowatej

rozwazanej w niniejszym zadaniu. Szczególnie
interesujacy jest przypadek, gdy ciecz. ma niska
preznosc pary nasyconej i duze napiecie

powierzchniowe, a promien kapilary jest ~aly;

2. zachowaniem kropelek rteci o róznych

promieniach rozlanej w niewielkiej, zamknietej
prlestrzen;,

Jesli funkcjafw równaniu niejednorodnym jest wielomianem lub funkcja wykladnicza, ewentualnie
suma lub iloczynem tych funkcji, to y s mozna odgadnac, a scislej - przewidziec. W kazdym z
wymienionych przypadków y s przewidujemy w tej samej postaci co f, a chwilowo nieokreslone
stale wyznaczamy z warunku, ze Ys ma byc rozwiazaniem równania niejednorodnego (I).

Uwaga. Jesli liczba l jest k-krotnym pierwiastkiem równania charakterystycznego, afjest
wielomianem, to Ys przewidujemy w postaci: Ys = nk W(n),~dzie W jest wielomianem stopnia
mniejszego niz stopien f
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Po tej czesci teoretycznej, sila rzeczy lakonicznej, przesledzmy kilka przykladów.

A. Wyznaczyc wzór na sume kwadratów n poczatkowych liczb naturalnych, tzn.

S(n) = 12 + 22 + 32 + ... + n2•

Poniewaz S(n+ l) = 12+22 +32 + ... +n2 +(n+ 1)2, wiec odejmujac stronami te równosci,
otrzymamy równanie róznicowe I rzedu

{ S(n+ l)-S(n) = n2 +2n+ l,
(10)

S(l) = l.

odpowiednich potegach zmiennej n otrzymamy A I 1-,3

A2= l-V5
f

{ y(n+2)-y(n+l)-y(n) = O,
y(l)=l,

\ y(2) = l.
Równaniu (11) odpowiada równanie charakterystyczne postaci

,F-A-l=O
majace pierwiastki

(11)

Al = 1+V52

Rozwiazanie ogólne równania jednorodnego jest tu funkcja stala; So (n) = C, natomiast rozwiazanie
szczególne równania niejednorodnego przewidujemy w postaci: Ss (n) = n(A I n2 +B I n+CI).

Wielomian Al n2 +B I n+CI pomnozylismy przez n, poniewaz liczba l jest pierwiastkiem
równania charakterystycznego. Podstawiajac Ss (n) = A l n3 +B l n2 + C ln i
Ss (n+ l) = A I (n+ 1)3+B l (n+ 1)2+ CI (n+ l) do (10) i przyrównujac wspólczynniki przy

l l
B l = -, C l = - Zatem2 6

l l l
S(n) = C+-n3+-n2+-n.

326

Uwzgledniajac warunek poczatkowy dostajemy poszukiwany wzór.

S(n) = n(2n2 +3n+ l) .
. 6

Analogicznie mozemy wyprowadzic wzory na sumy wyzszych poteg n poczatkowych liczb
natutalnych.

B. Wyprowadzic wzór na n-ty wyraz ciagu Fibonacciego: l, 1,2,3,5,8, 13,21, ... Ciag
Fibonacciego charakteryzuje sie tym, ze kazdy wyraz oprócz pierwszego i drugiego jest suma dwóch
poprzedzajacych go wyrazów.

Przez y(n) oznaczmy n-ty wyraz ciagu Fibonacciego. Z jego okreslenia wynika, ze spelnia on
równanie

Rozwiazanie ogólne wyraza funkcja

y(n) = CI ( l ~V5J +C2 ( 1-;V5J

Uwzgledniwszy warunki poczatkowe dla wyznaczenia rozwiazania szczególnego, dostajemy uklad
równan

--
Rozwiazanie zadania M 322.

{ l +V5 C + I-V5 C = l

2 l 2 2

(1+2V5J CI +( 1-2~J C2
l,

Poszukiwany wzór na n-ty wyraz ciagu Fibonacciego jest zatem nastepujacy

y(n) = Js [C +2V5J - C -2V5J J
Ciag, który spelnia jednorodne liniowe równanie róznicowe o stalych wspólczynnikach, nazywamy
ciagiem rekurencyjnym (albo ciagiem zadanym rekurencyjnie). Latwo wykazac, ze dla ciagu
rekurencyjnego mozna wyznaczyc wzór na sume n poczatkowych wyrazów ciagu, nie wyznaczajac
wzoru na n-ty wyraz. Zilustrujemy te uwage przykladem.

Niech dla liczby naturalnej M symbol M' oznacza

liczbe powstala z M przez przestawienie pierwszej

cyfry na koniec. Oznaczajac przez x m pierwsza
cyfre m-cyfrowej liczby M mamy

10M-M' = xm(10m+I-1) =
= 9xm(10m+1O m-I+ ... +10+1).

Bezposrednim dzieleniem sprawdzamy ze liczba

zlozona z 16 jedynek:
111l1l1l11l11111 = 1015+1014+ ... +102+

+ 10 + l dzieli sie przez 17, a zadna mniejsza

liczba z powtórzonych jedynek - nie.

Tak wiec jezeli 171M, to 171M', gdy 161m+ l, tj.

gdy M jest liczba 16 k-cyfrowa, k = 1,2 ....

Najmniejsza 16 cyfrowa wielokrotnoscia liczby
17 jest 1000000000000005, bezposrednie

sprawdzenie pokazuje, ze ma ona opisana wlasnoSC.

którego rozwiazaniem sa

C _l, C2
1- V5

l
- V5'
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(12)

Rozwi.zanie zadania M 323.

C. Wyznaczyc wzór na sume n poczatkowych wyrazów ciagu, którego wyrazy spelniaja zwiazek

y(n+2)-2y(n+ 1)+ y(n) = O, y(l) = 1, y(2) = 2.

Niech S(n) = y(1)+y(2)+ ... +y(n).
Wówczas S(n+ 1) = S(n)+y(n+ 1), S(n+2) = S(n+ l)+y(n+Z),

S(n+3) = S(n+2)+y(n+3),p y(n+3)-2y(n+2)+y(n+l) = O.

Po wykonaniu elementarnych przeksztalcen otrzymamy równanie

{ S(n+3)-3S(n+2)+3S(n+ l)-S(n)= O,S(1) = 1, S(2) = 3, S(3) = 8.

Odpowiada mu równanie charakterystyczne
;1.3 -3.1.2 +3.1-1 = O,

którego potrójnym pierwiastkiem jest liczba - 1. A wiec S(n) = (CI + C2 n+ C3 n2)( -1)'.
Po uwzglednieniu warunków poczatkowych dostajemy oczekiwany wzór

S(n) = (-1)' -40+53n-15n2
2

W szkole poznajemy algorytm dzielenia wielomianu P przez wielomian Q przy zalozeniu, ze
stopien P jest wiekszy niz stopien Q. Teraz przedstawimy algorytm dzielenia tych wielomianów,
gdy st P < st Q i Q(O) =F O.

Wyznaczyc iloraz z dzielenia wielomianu P(x) = 2 +x przez wielomian Q(x) = 1+x+x2•

Ów iloraz znajdujemy w nastepujacy sposób:
,[2+x) : (1 +x+x2) = 2 -x-x2 +2x3 - •••

-2-2x-2x2

-x-2x2
x+x2 +x3

_x2 +x3
x2 +x3 +x4

2x3 +x4
-2x3 -2x4 -2xs

-x4 -2xs ...

Proces dzielenia musimy jednak przerwac, poniewaz iloraz zawiera nieskonczenie wiele
skladników ... Okazuje sie, ze mozna wyznaczyc wzór na wspólczynniki tego "nieskonczonego"
wielomianu, który poprawnie nazywa sie szeregiem potegowym. Wezmy dwa: wielomiany:

P(x) = ao +al x+ "0 +a{x/, Q(x) = 1+bl x+ ... +bpxP, przy czym st Q > st P.
Chcemy iloraz tych wielomianów wyrazic w postaci szeregu potegowego, tzn. by w pewnym
przedziale ( - a, J) zachodzila równosc .

{ 00

(13) ao ~al x+ ~a/x = d(O)+d(l)x+ ... +d(k)xk + ...= 2; d(n)x" ,
1 + I x+ + pxP II = o

Oznaczajac a. = x7+xq mamy

(Xl +X2)a. = (XI +X2) (x7+4J =

= x1+I+x~+I+x1x2+XIxq =
= an+l+xlx2(x1-I+xq-l) =
=: On+1 +X) X2Qn-l,

skad i ze wzorów Viete'a (x I +X2 = 6, XI X2 = I)
otrzymujemy wzór rekurencyjny:

an+1 = 6a"-an_l, ao = 2, al =: 6.

Oznaczajac teraz przez 'n reszte z dzielenia On

przez 5 otrzymamy, ze

f.+1 = r.-r,,_1 (mod 5) i poniewaz r.+1 zalezy

tylko od f. i r._I. ciag f. musi byc okresowy z
okresem" 25.

gdzie d(k) jest wspólczynnikiem stojacym przed xk•

Twierdzenie. Wspólczynniki d(n) w równosci (13) spelniaja nastepujace równanie róznicowe

(14) d(n+p)+bld(n+p-l)+ ... +bpd(n) = O.

Powyzsze twierdzenie wyraza jedno z ciekawszych zastosowan równan róznicowych z uwagi na
czesta potrzebe przedstawiania funkcji wymiernych w postaci sum szeregów potegowych. Warunki
poczatkowe, czyli wartosci poczatkowych wspólczynników d(O), d(1), ... , d(P-l) znajdujemy albo
poprzez wykonanie p kroków w dzieleniu wg podanego algorytmu, albo mnozac równosc (13)
przez (1 +b1 x+ ... +bpxP) i przyrównujac wspólczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej
x. Rozwiazanie równania (14) (z uwzglednieniem warunków poczatkowych) daje nam wzór na d(n).

D. Przedstawic w postaci szeregu potegowego funkcje wymierna ~
1 +x+x2

Rozwiazujac równanie (15) otrzymamy, ze

{ d(n+2)+d(n+ l)+d(n) = O,
d(O) = 2,
d(l) = -1.

tzn. 2+x--, = d(0)+d(l)x+d(2)x2 + ...
+x+x

Z wczesniej wykonanych obliczen wynika, ze d(O) = 2, d(1) '= -1. Na mocy zas przytoczonego

twierdzenia poszukiwane wspólczynniki. d(n) spelniaja równanie:

(15)

Sprawdzamy: ro = 2, fI = l, f2 = 4,
f3 = 3, f4 = 4, fS = l,
'6 = 2"7 = 1, ... ,awiec
fk+6 = fk·

i w okresie (2, 1,4,3,4, l) nie wystepuje O, a
wiec zadna z liczb a. nie jest podzielna przez 5,
c.b.d.o.

Uwaga: Teza naszego zadania pozostaje prawdziwa

równiez dla wykladników ujemnych. Jest bowiem
I I

a =-+-=
-II x1 xi

-~=~=a".
- x1x'2 I . 2 2+x 2;00 2

d(n) = 2cos-nn, zatem----= 2-x-x2 +2x3 - ••• = 2 cos-nn ·'X" dla lxi < l.
3 1+x+x2 3

n=O
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E. Ile jest przekatnych w wieloboku wypuklym o n ~ 3 wierzcholkach?
Przez dolaczenie jednego wierzcholka liczba przekatnych wzrosnie o n - l. Wiec dla tego
zagadnienia mozemy napisac równanie

{y(n+ l)-y(n) = n-l,y(3) = O,

którego rozwiazaniem jest funkcja y(n) = n(n - 3) wyrazajaca liczbe przekatnych.2
Innego rodzaju zastosowania otrzymuje sie, gdy rozwaza sie równania róznicowe liniowe o
zmiennych wspólczynnikach. Na przyklad obliczenie cal[<i

1tI2

J(n) = f sinnxdx
o

sprowadza sie do rozwiazania równania

n+l
J(n+2)---J(n) = O,

n+2
J(O) =!!..-

2 ' J(1) = l.

Na zakonczenie wspomnijmy, ze równania róznicowe, oprócz zastosowan w róznych dzialach
matematyki, sluza do opisu modeli pewnych ukladów dynamicznych, zjawisk ekonomicznych i
innych.

Ro,wi"""li. zadani. F 128.

Pat+LiPI +llcgH = Pat'

Lip = q(~+~),'I '2

Przytoczone rysunki przedstawiaja rozklady cisnien jako funkcje wysokosci dla poszczególnych

przypadków. A j.ka sytuacja mialaby miejsce, gdyby ciecz nie zwilzala zewnetrznej
powierzchni rurki cie~szej?

B..=!:..).1', = - 2(I" --> 00;

2u ,
Lip) = R-I"

gdzie (i - napiecie powierzchniowe cieczy,

rlo'2 - tzw. glówne promienie krzywizny IX>wierzchni w danym punkcie.

Dla doskonalej Zwilzalnosci scianek rurki przez ciecz 1'1 = 1'2 = -I' (I' jest promieniem
wewnetrznym wezszej kapilary),

2u ( 2u dl k' ,)a Pl -;";-----;- P2 = -]f a rur I szerszeJ.

Z warunku równowagi cieczy w rurce wynika, ze

Po ustaleniu sie r6wnowagi menisk cieczy w wezszej rurce znajdzie sie na identycznej jak

poprzednio wysokosci H. Przeniesienie rurki nie zmienia ksztaltu menisku, nie ulega wiec
zmianie dodatkowe cisnienie, spowodowane krzywizna powierzchni cieczy, od którego zalez:
wysokosc kapiJarncgo wzniesienia. Zgodnie ze wzorem Laplace'a cisnienie to wynosi

gdzie Pat - cisnienie atmosferyczne, (Je - gestosc cieczy.

Po podstawieniu otrzymujemy, ze wysokosc, na która wzniesie sie ciecz wynosi

H=~.
/l,gl'

Wstawienie rurki wezszej moze znacznie zmienic poziom cieczy w rurce szerszej. Gdy

srednica zewnetrzna rurki wkladanej jest bliska srednicy wewnetrznej rurki szerszej, wtedy
ciecz w przestrzeni miedzy kapilaromi moze uniesc sie bardzo wysoko, Zakladajac doskonala
zwilzalnosc wszystkich powierzchni i wspólosiowosc ustawienia rurek slwierdzamy, ze skok
cisnienia wynosi

-
Ksztalt kulisty nie jest "ekonomiczny" - naj ciasniej upakowane
kule zajmuja ok. 3/4 miejsca w przestrzeni. Pozostale 25 procent
marnuje sie bezproduktywnie. Lepszy jest oczywiscie ksztalt
prostopadloscienny - ciasno upakowane klocki kazdy widzial.
Warto zauwazyc, ze i czworoscianami mozna wypelnic przestrzen
calkowicie. W niektórych krajach mleko sprzedaje sie w
czworosciennych pojemniczkach, upchnietych w duzym, tez
oczywiscie czworosciennym kartonie.

Magister Pirozynski opowiada ...

Pisze do Was, drodzy Czytelnicy Delty, jeszcze jako magister, ale
juz wkrótce bede sie podpisywac krócej, ale jakze przyjemniej:
Dr Pirozynski. Robie bowiem doktorat. "Z zastosowan matematyki,
czy jak to sie teraz mówi, z matematyki stosowanej. Dokladniej:
z optymalizacji zagadnien transportu. W latach kryzysu
paliwowego jest to zagadnienie o wiodacym znaczeniu. Nikt nie
chcial docenic wagi moich badan. Na szczescie przed póltora
rokiem sytuacja sie zmienila. Ale zacznijmy, jak mówi stare
rosyjskie przyslowie, ab ovo.

Prasa doniosla kiedys, ze pomyslowi Amerykanie wyhodowali
"kwadratowe" pomidory i ze próbuja zmusic kury do znoszenia
takichz jajek (biedne kury ...). Wszystko po to, by latwiej bylo je
(pomidory i jajka, nie kury!) transportowac i przechowywac.
Bardziej naukowo podszedl do zagadnienia pewien hodowca z
Ohio, nazwiskiem Stanley BIecker. Postanowil on rozstrzygnac
eksperymentalnie, jaki ksztalt bylby najlepszy dla jego brzoskwin:
czworoscienny, szescienny, a moze zupelnie inny.

W tym celu sypal owoce do plastykowego worka, który nastepnie
sciskal (nie bardzo mocno) w prasie hydraulicznej. Patrzac na
zmasakrowane zwloki pieknych przed momentem brzoskwin
próbowal BIecker odgadnac optymalny ksztalt, do jakiego powinien
je namawiac. Po dlugich badaniach doszedl do wniosku, ze
najlepszym takim ksztaltem bedzie ... graniastoslup prosty o
podstawie osmiokatnej ...

-- --~'~. Uh ;::-'fm--u C]'mO~'u_

------ --- o • - _----------------- - - ----- -----------. ------- ------------- - - -------- ---------.- -----
--- - --- __ o - __ - • _--- - -- -- ---- - - ---

Wyniki Bleckera wydaly mi sie podejrzane i zamierzam je obalic.
Juz dawno temu próbowalem w naj rozmaitszych uczelniach
uzyskac pieniadze na zakup kilkudziesieciu ton brzoskwin (prase
mam), ale wszyscy odpowiadali mi, ze równie dobre beda pileczki
pingpongowe. Teraz juz nie - celuloid sprowadzamy z II obszaru
platniczego, a brzoskwinie mamy w kraju. A jesli nawet nie, to
niech beda i morele. Powidla morelowe - pycha!

Wasz zapracowany mgr II-g - zynski
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o tym jak mozna ukladac kule czyli
o strukturze najgestszego upakowania

Dr Andrzej HENNEL

Metale wystepuja czasem w kilku odmianach

rózniacych sie budowa krystaliczna. Na przyklad
zelazo w temperaturze pokojowej ma strukture

z komórka elementarna jak na rysunku 5 (siec

regularna przestrzennie centrowana). Latwo

zauwazyc, ze upakowanie takie jest mniej geste
niz te, o których mowa w tekscie.

Kiedy zelazo zostanie rozzarzone do temperatury

910·C.(ma wtedy barwe wisniowa), nastepuje

nagla zmiana upakowania na najgestsze typu

ABCABC. ...

Rys. 5

Zjawisko to mozna obserwowac przy stygnieciu
np. drutu zelaznego. W temperaturze krytycznej

stygnacy drut nagle nieco sie wydluza (Czytelnikowi

proponujemy oszacowanie tego wydluzenia).

Interesujace jest to, ze zmianie upakowania

atomów zelaza towarzyszy wyzwolenie pewnej

ilosci energii, co powoduje ponowne rozzarzenie

drutu.

Rys. l

Wyobrazmy sobie, ze polecono nam napelnic pudlo jednakowymi kulkami w taki sposób, aby
zmiescilo sie ich jak najwiecej. Bedziemy oczywiscie starannie ukladali kolejne warstwy. Po
polozeniu pierwszej warstwy nie ma zadnych watpliwosci jak ukladac druga, natomiast uwazny
obserwator stwierdzi, ze przy ukladaniu trzeciej warstwy musi dokonac wyboru. Mozna klasc kule
trzeciej warstwy dokladnie nad kulami pierwszej, a nastepnie czwarta warstwe nad druga itd. Takie
ulozenie kul nazwiemy ABAB .... Istnieje jednak druga mozliwosc - mozna ulozyc trzecia warstwe
w ten sposób, ze dopiero kule czwartej warstwy leza dokladnie nad kulami pierwszej warstwy.
Dalej trzeba klasc piata warstwe nad druga, szósta nad trzecia itd. Powstala w'ten sposób strukture
nazwiemy ABCABC. ...

Mozna oczywiscie mieszac obydwie metody ukladajac np. ABABCABABC. .. , jednakze dysponujac
pudelkiem i kulkami Czytelnik moze sam sie przekonac, ze zadnych innych istotnie róznych
sposobów ukladania kul juz nie ma.

Otrzymane z naszych rozwazan dwie struktury przestrzenne (ABAB ... i ABCABC. ..) nazywane sa
w krystalografii strukturami najgestszego upakowania i, jak nietrudno sie domyslic, zostaiy
wykorzystane przez Nature w budowie krysztalów.

Spróbujmy teraz znalezc tzw. komórki elementarne tych dwóch sieci krystalicznych, tzn.
elementarne cegielki kilkuatomowe, z których mozna zbudowac dana siec.

Rozwazmy najpierw strukture ABCABC. .. i wybierzmy:
1) dowolna kule z warstwy A;

2) szesc kul tworzacych trójkat równoboczny z nastepnej warstwy (B), przy czym srodek ciezkosci
trójkata znajduje sie nad kula z poprzedniej warstwy;
3) szesc kul tworzacych taki sam jak poprzednio trójkat z kolejnej warstwy (C), obrócony o 1800

wokól osi prostopadlej do plaszczyzny trójkata przechodzacej przez jego srodek ciezkosci;
4) jedna kule z czwartej warstwy (A) ponad srodkiem ciezkosci trójkata.
Otrzymana w ten sposób komórka elementarna przedstawiona jest na rys. 1. Jest to po prostu
szescian, który o wiele latwiej mozna sobie wyobrazic jako trzy warstwy - piec kul ulozonych w
ksztalcie krzyza, na nich cztery i na nich znów piec (rys. 2). Siec krystaliczna zbudowana z takich
komórek elementarnych nazywa sie siecia regularna powierzchniowo centrowana, w strukturze tej
krystalizuja metale szlachetne: miedz, srebro i zloto.

Rys. 2

Rys. 3

Z kolei ogólnie znane krysztaly soli kuchennej (NaCI) zbudowane sa z dwóch identycznych sieci
regularnych powierzchniowo centrowanych przesunietych wzgledem siebie o 1/2 glównej przekatnej
szescianu tworzacego komórke elementarna (rys. 3).

Przejdzmy teraz do struktury ABAB .... Jej komórka elementarna jest graniastoslup szesciokatny
zbudowany z siedmiu kul tworzacych szesciokat foremny z warstwy A, trzech kul z nastepnej
warstwy (B) i siedmiu kul z trzeciej warstwy (A), co przedstawia rys. 4.

Jest to tzw. siec heksagonalna gesto upakowana. W strukturze tej krystalizuja metale
dwuwartosciowe, takie jak beryl, magnez, cynk.

Na zakonczenie proponujemy Czytelnikowi zadanie z geometrii, nalezy mianowicie obliczyc, jaka
czesc przestrzeni wypelniaja stykajace sie jednakowe kule ulozone wedlug schematów ABAB ... i

Rys. 4 ABCABC ....
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Kacik Czytelniczy

- To te ciagle zmiany tak nam
utrudniaja prace - rzekl Mouson
gryzac spinacz do papieru. Przed nim
na stole lezaly rysunki nowych
motylków do tylnej sruby. Wrzuciwszy
popsuty spinacz do kosza poczal
bebnic palcami po stole. - Ach, te
zmiany! Czy matematycy zmadrzeja
kiedykolwiek na tyle, by zaoszczedzic
nam tego klecenia i
eksperymentowania?

Piec lat metoda liczenia na palcach,
kiedy mozna bylo to wszystko
wyliczyc z góry! A co to kosztowalo!
Za te cene móglbym wynajac na cale
zycie trzech zwyciezców konkursu
matematycznego z Cambridge ... Ale
ci znowu potrafiliby tylko rozwijac
jakies piekne i bezuzyteczne teoryjki.

Zdobywcy przestworzy, R.'G. Wells,
tlum. Iwona Sowinska

Metamorfozy

Dr Marek KORDOS, doc. dr Michal SWIECKI

Jest oczywiste, ze nauka badajac otaczajaca nas rzeczywistosc w istocie nie zajmuje sie jej
(tj. rzeczywistosci) fragmentami, a raczej tylko wybranymi aspektami ow'ych fragmentów. I tak
geometria mówi o prostych, .katach itp. wyabstrahowujac je z realnie istniejacych obiektów, biolog
np. o gatunkach (choc przeciez niczego takiego realnie nie ma), historyk o formacjach ustrojowych
itd.

A fizyk?

Nizej pragniemy przedstawic pewna zmiane zainteresowan fizyków, jaka zaszla w ciagu ostatnich
czterech stuleci. Dla zwrócenia uwagi zajmiemy sie jednym tylko z dwóch glównych dla fizyki
problemów ontologicznych - obiektami fizycznymi, pozostawiajac na boku zagadnienie
oddzialywan miedzy obiektami.

Cialo fizyczne

Za cialo fizyczne uwaza sie konkretny przedmiot calkowicie scharakteryzowany przez tzw.
wielkosci fizyczne jak masa, ladunek elektryczny, ped, temperatura, ksztalt. Warto zwrócic uwage,
ze jest to obiekt abstrakcyjny, choc dlugo zadano, by istnial obiekt realny, nosnik owego obiektu
abstrakcyjnego. Cialo fizyczne ma wlasnosc identyfikacji, co moze wlasciwie dziwic, gdyz wszystkie
dotyczace go wielkosci moga w trakcie rozumowania (nosnik-eksperyment) ulegac zmianie ..Cialo
moze wiec tracic mase, powiekszac ladunek, zmieniac ped, temperature, ksztalt itd. nie stajac sie
przez to innym cialem.

Wlasnosc ident,yfikacji doprowadzila szybko do stworzenia wyidealizowanych cial fizycznych,
mianowicie punktów materialnych. Znikla koniecznosc szukania nosników, a powstal 'nowy
problem: jak "klasyczne" ciala fizyczne zastepowac punktami materialnymi badz ich
(skonczonymi) ukladami.

Pojawily sie rozmaite spostrzezenia wskazujace, ze tylko pewne wybrane punkty "klasycznych"
cial fizycznych sa istotne dla przebiegu ustalonego zjawiska. I tak np. dla rozstrzygniecia pytania
o ruch planety wokól Slonca istotny jest tylko srodek masy planety (i Slonca zreszta tez). Warto
przy tym zwrócic uwage, ze tu idealizacja jest dosc naturalna "na oko", bo, biorac pod uwage
rozmiary rozpatrywanych obiektów, planeta i Slonce sa lepszymi w tym przypadku przyblizeniami
punktu, niz kropka konczaca to zdanie. W przypadku innych zjawisk mechanizm zastepowania
moze byc bardziej zlozony, choc idea pozostaje ta sama. '

Za kryterium poprawnosci takiego postepowania uznano bardzo naturalny warunek: jezeli
zastapimy cialo ukladem punktów materialnych, rozwiazemy postawiony problem dla owych
punktów, nastepnie zlozymy z powrotem wyjsciowe cialo, to powinnismy otrzymac prawidlowe
rozwiazanie. Ustalone sposoby zastepowania, sprawdzone na dostatecznie wielu znanych obiektach,
uznano za ogólnie poprawne, co jest zwyklym sposobem formulowania praw przyrody.

Uprawianie teorii zachowania sie cial fizycznych (mechaniki) doprowadzilo do uznania poczatkowo
niewinnych, a w konsekwencji (dla niektórych) wrecz oburzajacych wlasnosci swiata. Zauwazono
mianowicie, ze dysponujemy (w mysl naszych zalozen) mozliwoscia jednoznacznego przewidywania
wyników eksperymentu (stad popularne zadania z fizyki w szkole). Fakt ten doprecyzowano
ustalajac, ze warunki poczatkowe jakiegos procesu fizycznego wyznaczaja go jednoznacznie. No,
a wobec tego nasz Wszechswiat okazal sie kompletnie zdeterminowany, przynajmniej w swej czesci
materialnej, co szczególnie materialistów musialo przyprawic o "gesia skórke", bo jesli oni i ich
poglady to tez owo jednoznaczne rozwiazanie .... I tylko zakochani nie uwazali sie za
zdeterminowanych, bo o fizyce nie mysleli.

A ci, co o fizyce mysleli, nie przejmujac sie faktem zdeterminowania ustalali owego
zdeterminowania szczególy. I tak powstaly podstawy mechaniki Galileusza, slynne 3 zasady i
prawo grawitacji Newtona, tzw. fenomenologiczna termodynamika Carnota, teoria wzglednosci
Einsteina i wiele innych.

Teoria kinetyczno-molekularna

Dopóki zastepowano wielkie obiekty niewielka iloscia punktów materialnych, wyzej opisana
metodologia dzialala (i dziala po dzis dzien) bez zarzutu. Gdy jednak zaczeto stosowac rozklad na
punkty materialne, zamiast redukcji do punktu materialnego~ pojawily sie klopoty. Predko bowiem
zaczeto (dla uzyskania dokladniejszych rezultatów) zastepowac punktami materialnymi
"nieskonczenie male" fragmenty cial fizycznych, do czego zreszta zachecal jakby (a moze wlasnie)
w tym celu stworzony aparat analizy matematycznej. A wiedziano juz, ze ciala fizyczne skladac
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Prasa donosi

Nie tylko w Polsce i innych krajach
Europy Wschodniej mamy specjalne
szkoly dla wybitnie uzdolnionych
uczniów.

vii czasopismie Focus, wydawanym
przez Amerykanskie Towarzystwo
Matematyczne (czerwiec 1981)
czytamy na poczatku artykulu
wstepnego:

W czasie, gdy raporty o radzieckiej
ekspansji w zakresie matematyki
szkolnej i badan naukowych z~iegaja
sie z wiadomosciami o znacznych
cieciach w budzecie federalnym na
wydatki na nauke, jeden stan czyni
gigantyczne wysilki, aby odzyskac
pole i znów dazyc do doskonalosci
w ksztalceniu. Mieszkancy Pólnocnej
Karoliny zalozyli North Carolina
School of Science and Mathematics.
Szkola zostala zalozona w 1978 roku
na mocy uchwaly Senatu Pólnocnej
Karoliny, na wniosek gubernatora
Jamesa B. Hunta, Jr. Usytuowana
jest w Durham i jest szkola
ogólnostanowa, stacjonarna,
koedukacyjna, dajaca znakomite
wyksztalcenie uczniom ostatnich
dwóch klas.

sie powinny, tak jak ich realne nosniki, z pewnych czesci, których dzielenie nie jest mozliwe z
zachowaniem identyfikacji. Ugruntowala sie opinia, ze ciala maja budowe czasteczkowa i zaczeto
myslec o odpowiedniej do tej opinii fizyce .

Taki np. gaz mozna zastapic ukladem punktów materialnych najnaturalniej przyjmujac, ze owe
punkty to czasteczki (w sensie chemii) tego gazu. Skroplenie czy zestalenie przenosi ten naturalny
model na wszelkie znane wówczas stany skupienia. Spostrzega sie przy tym ograniczonosc
stosowalnosci wypracowanych poprzednio metod: tam my dzielilismy czy redukowalismy do
punktów (chocby takich bez nosników, jak srodek masy ukladu Ziemia-Wenus), tutaj podzial jest
niezalezny od nas. Musimy wiec rozwazac nie wygodna sytuacje, jaka sobie sami stworzylismy, a
zawila, jaka nam stworzyla Przyroda.

W tym miejscu spostrzezono tez, ze nasze umiejetnosci poradzenia sobie z wielka iloscia odrebnych
obiektów, na jakie rozpadlo sie cialo fizyczne, sa ograniczone. Opisanie wodi; w kubku byloby
najlepsze, gdyby opisac "po prostu" stan kazdej z jej czasteczek. Byloby, gdyby bylo mozliwe. I
czy na pewno najlepsze? Przeciez nie obchodzi nas to co "robia" czast~czki, a to co "robi" woda.

Powstala nowa koncepcja idealizacji - przestano interesowac sie "szczególami", obiektem
zainteresowania staly sie wielkosci srednie. I wlasnie cisnienie, temperatura zyskaly taka
interpretacje - staly sie srednimi wielkosciami, wynikiem usrednienia pewnych stanów czy
oddzialywan czasteczek. Same zas czasteczki pozbawiono tym samym szeregu cech wlasciwych
cialom z nich zlozonym. Idealizacja ta okazala sie zreszta nieslychanie trafna. Zaobserwowanie
chaotycznego ruchu malych czastek zawieszonych w gazie lub cieczy (ruchy Browna) stalo sie
glównym argumentem za jej przyjeciem. Centralny dla usredniania rozklad Maxwella-Boltzmanna
wyjasnia tzw. wszystko i daje w efekcie znane prawa termodynamiki.

Teoria kinetyczno-molekularna zastapila jednoznaczne rozwiazania, wlasciwe dla teorii cial (czy
lepiej punktów) fizycznych, determinizmem statystycznym. Nie wiemy, w mysl jej zasad,
jednoznacznie co sie wydarzy w jednostkowym doswiadczeniu, choc wiemy, co sie
najprawdopodobniej zdarzy. Margines swobody dla zjawisk zostal utworzony, choc swoboda to
ciasna, bo odpowiednie rozklady sa bardzo strome. Ewentualne wyniki eksperymentu podzielily
sie teraz na mozliwe i niemozliwe z okreslonym prawdopodobienstwem. Zniknely rzeczy pewne,
majace realne nosniki - pewne sa tylko srednie, a wiec przez nas samych "wyprodukowane"
teoretycznie wielkosci.

Warto przy tym zauwazyc, ze teoria ta jest bardziej "przyrodnicza" od klasycznej teorii cial.
Struktura ciala nie jest juz wytworem badacza, jest mu narzucona. Badacz moze tylko "od siebie"
dodac taki czy inny sposób usredniania. W ten sposób pojawilo sie podejrzenie, ze byc moze
newtonowski determinizm nie jest cecha rzeczywistosci, a tylko tendencja wieku XVII do
dysponowania jednoznacznymi rozwiazaniami.

Mechanika kwantowa

Metodologia teorii kinetyczno-molekularnej okazala swa sile nie tylko w termodynamice (laczacej
sie zreszta na jej gruncie w calosc z mechanika), lecz takze dala sie zastosowac do elektrodynamiki
i w ogóle polaczyla w metodologiczna calosc wszelkie galezie fizyki. Nic przeto dziwnego, ze
odkryte pod koniec XIX wieku nowe zjawiska (np. rozpad promieniotwórczy) bez wahania zaczeto
opisywac zgodnie ze struktura tej teorii. Odkrycie doswiadczalne czastek w zjawiskach rozpadu
atomowego, oraz skwantowania w zjawiskach emisji swiatla (Balmer i widmo wodoru) kazalo i
nowej fizyce zalozyc, ze to, co obserwujemy, to statystyczne efekty pochodzace od "ziarnistej" w
najdrobniejszych nawet szczególach rzeczywistosci.

Tyle, ze owe "ziarna" nie dawaly sie juz zapozyczyc od zadnej innej dyscypliny. Byly od swego
zaistnienia wytworem fizyków i jako takie mogly byc przez nich wyposazane w dowolne w gruncie
rzeczy cechy. Musialy zatem zostac uksztaltowane tak, by do calosci teorii jak najlepiej
przystawaly. I wobec tego blyskawicznie odziedziczyly statystyczny charakter swojej nadstruktury.
Bo istotnie, jesli badamy jedynie statystyczne efekty, to cze~u zabraniac statystycznego charakteru
owym ziarnom efekty produkujacym?

Model atomu Bohra nie zawiera zatem niczego, co mogloby kazac elektronom skorzystac z tego,
a nie innego przejscia miedzy poziomami energetycznymi czyniac z owych przejsc losowa gre.

W ten sposób uzyskano najbardziej jednorodna i konsekwentna teorie fizyki - mechanike
kwantowa. Teorie statystyczllych zachowan statystycznie okreslonych ziaren realnego
swiata - czastek elementarnych.

Wyzbyto sie zatem resztek determinizmu. I w mechanice kwantowej i w teorii kinetyczno­
molekularnej nie ma efektów pewnych - sa tylko mniej lub bardziej prawdopodobne. Sa
oczywiscie i kategoryczne zakazy (zachowanie pedu, energii, ladunku chocby). Tyle ze w
mechanice kwantowej nie wystepuje juz "podskórny" determinizm, jaki wykazywaly "kinetyczno­
molekularne" czasteczki. TeraJ: wszelkie wielkosci i na kazdym poziomie sa statystyczne. Pozorny
deteiminizm zjawisk makroskopowych bierze sie wylacznie z ostrych stromizn rozkladów
odnosnych prawdopodobienstw.
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No, a co z pominietymi na wstepie oddzialywaniami? Juz w XIX wieku uwazano za konkurencyjna
galaz fizyki polowa teorie oddzialywan. Zajmowano sie wiec przestrzenia majaca zdolnosc
oddzialywania i dawalo to niezle efekty chocby w elektrodynamice klasycznej. W tym kierunku
tez szly prace nad ogólna teoria wzglednosci. Próbowano wreszcie (Einstein) stworzyc na gruncie
teorii pola alternatywny opis tzw. nowej fizyki.

Charakterystyczny dla fizyki naszego stulecia uniwersalizm - daznosc do opisu wszelkich zjawisk
za pomoca jednej teorii - stworzyl tu sytuacje wrecz konfliktowa: musialo sie okazac kto ma racje.

I gdy tylko zabraklo Einsteina, szala zostala przewazona. Kwantowa teoria pola uczynila i z
pola - tego ostatniego deterministycznego obiektu - strukture calkowicie statystyczna, choc
jeszcze malo dopracowana.

I mozna by sie bardzo cieszyc z niezwyklej jednorodnosci fizycznego obrazu swiata, gdyby nie lek,
ze opisany wyzej proces metamorfoz metodologicznych zawezajacy opis zjawisk do jednego punktu
widzenia jest sluszny jedynie przy zalozeniu, iz punkt ów zostal wybrany wlasciwie.

__ Zadania
Redaguje mgr Krzysztof S. NO WINSKI

M 322. Znalezc najmniejsza liczbe naturalna podzielna przez 17 i taka, ze wszystkie liczby
powstajace przez cykliczne przestawienie jej cyfr sa podzielne przez 17.
Przez cykliczne przestawianie cyfr rozumiemy zamiane taka jak 12345-51234-45123 itd.
Rozwiazanie na str.lO.

M 323. Wykazac, ze przy kazdym naturalnym n liczba (3 - 2 -fi)n + (3+ 2 -fi)" jest calkowita

i niepodzielna przez 5.

Wskazówka. Zauwazyc, ze liczby Xl = 3-2{2 iX2 = 3+2-fi sa pierwiastkami równania

X2 - 6x + I i wyprowadzic wzór rekurencyjny na a n = Xnl + x'1·
Rozwiazanie na str. II.

M 324. Wykazac, ze jezeli A l A 2 A 3 ••• A 2n jest 2n-katem wypuklym wpisanym w okrag o sroqku~ ~ ~ ~ ~ ~
O i promieniu I, to wektor w = (OAI +OA3 + ... +OA2n_I.)-(OA2 +OA4 + ... +OA2n) ma

dlugosc nie wieksza niz 2.

Rozwiazanie na str. 8.

Redaguje mgr Tomasz Tratkiewicz

F 128. Do wody wstawiono pionowo dwie rurki kapilarne.
W jednej z nich ciecz wzniosla sie na wysokosc h, w drugiej na H (H> h).
Jaka wysokosc osiagnie menisk w rurce wezszej, po wetknieciu jej do wnetrza szerszej?

Rozwiazanie na str. 12.

F 129. W pomieszczeniu opróznionym z powietrza znajduje sie naczynie z ciecza i rurka kapilarna
(patrz rysunek). Uklad utrzymywany jest w stalej temperaturze. Nad powierzchniami cieczy w
naczyniu i kapilarze znajduje sie para nasycona, której preznosc wyznaczona jest przez temperature
ukladu. Jednakze cisnienie panujace w pomieszczeniu na wysokosci h jest mniejsze od preznosci

pary nad powierzchnia cieczy w naczyniu o {!p gh, gdzie {!p - srednia gestosc pary. Pod wplywem
róznicy cisnien odbywac sie musi przeplyw pary; czemu towarzyszy parowanie cieczy w rurce
wloskowatej i skraplanie pary w naczyniu (czyli wystepuje równiez ciagly przeplyw cieczy).
Przeplywy te w idealnym przypadku moga byc zródlem pracy mechanicznej. Czyzby perpetuum
mobile?

Rozwiazanie na str. 9.
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Patrz w niebo

Trzy lata temu (stali Czytelnicy Delty beda mieli wiecej satysfakcji
czytajac ten artykulik) Michal Czerny wspomnial o pewnej prostej
i ciekawej metodzie wyznaczania wieku gwiazd nalezacych do
gromad. Chcialbym dzisiaj rozszerzyc nieco ten temat wzbogacajac
go materialem ilustracyjnym. Spójrzmy na rysunki obok. Wszystkie
przedstawiaja diagramy H-R. Pierwszy przedstawia wszystkie
gwiazdy o znanych odleglosciach. Na osi poziomej podany jest
kolor gwiazd, B-V, o którym pisalismy w poprzednim "Patrz w
niebo". Kazdej gwiezdzie odpowiada jeden punkt. To, ze gwiazdy
ukladaja sie w ksztalty pionowych pasków spowodowane jest
niedoskonaloscia obserwacji. Jesli jednak rozbijemy rysunek
pierwszy na wiele i na kolejnych umiescimy jedynie gwiazdy
nalezace do poszczególnych gromad, to zauwazymy istotne róznice.
Przyjrzyjmy sie rysunkom 2, 3 i 4. Rysunek 2 jest diagramem H-R
dla gwiazd nalezacych do c·twartej gromady Praesepe (Ul), ledwo
widocznej golym okiem w gwiazdozbiorze Raka. Rys. 3
przedstawia gromade kulista M J 3 w Herkulesie, natomiast
rys. 4 przedstawia podobna gromade M 3 w konstelacji Psów
Gonczych .

Uwazny Czytelnik zauwazyl zapewne, ze rysunki ulozone sa tak,
ze polozenia gwiazd coraz bardziej odchylaja sie od ciagu
glównego. Od czego moze zalezec wielkosc odchylenia gwiazd od
ciagu glównego? Bardzo proste rozwazania (patrz artykul
T. Kwasta w Delcie 12/1982) prowadza do wniosku, ze gwiazdy
masywniejsze ewoluuja w szybszym tempie, szybciej wykorzystujac
swoje zasoby energetyczne. Gwiazdy te ukladaja sie w lewej górnej
czesci diagramu H - R, która ulega najwiekszym zmianom na
kolejnych rysunkach. A wiec mówiac nieco nieprecyzyjnie: im
bardziej masywna gwiazda odeszla od ciagu glównego, tym jest
starsza. Poniewaz zakladamy, ze wszystkie gwiazdy gromady sa
równie stare (mlode), wiec powyzszy wniosek mozemy formulowac
nastepujaco: w miare starzenia sie gromady gwiazdy o coraz
mniejszych masach zaczynaja odchodzic od ciagu glównego. A
wiec wiek (M 3) > wiek (M 13) ~ wiek (Praesepe). Aby wyskalowac
jakos te rysunki, musimy odwolac sie do dobrze ugruntowanej
teorii ewolucji gwiazd. Rysunek 5 przedstawia teoretyczny diagram
H-R (teoretycy wola rysowac na osi poziomej temperature
powierzchniowa gwiazdy niz jej kolor, który jest parametrem
obserwacyjnym; przeliczenie koloru na temperature podane jest
w tabelce). Na diagramie tym polaczono liniami ciaglymi pozycje
gwiazd o tym samym wieku. Wiek ten zapisano w skali
logarvtmicznej, a wiec np. 8 odpowiada 100 milionom lat.
Korzystajac z tych danych latwo mozna juz wyznaczyc wiek
gromad z rysunków 2, 3 i 4, a wiec: wiek Praesepe = 400 mln lat,
M 13 = 10 mld lat, M 3 = 13 mld lat.

Rys. l

Rys. 2
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I PRAESEPE I

-0,3 -0,2 -0,1 0,0 0,1 0,20,3 0,6 0,9
B-v

mgr Tomasz Chlebowski
-0.4 0.0 0.4 O.•

( B-Y)

1.2 •.6
Rys. 3

Przyblizona zaleznosc miedzy kolorem i temperatura

gwiazd ciagu glównego:
B-V log T(n

- 0,3 4·,6
- 0,2 4,4
- 0,1 4,2

0,0 4,0
0,2 3,87
0,4 3,82
0,7 3,77
1,0 3,75

log TeffRys. 5Rys. 4

...;

-0.6 -0.4 -0.2 O +02 +0.4 +0.6 +0.8 +1.0 +1.2 +1.4
a-v
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