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Neutrina
1 dwie populacje galaktyk

Dr Daniele FARGION (Wiochy)

Artykul napisany specjalnie dla Delty

Mozna podac wiele przykladow zwiazkow miedzy mikrofizyka
zajmujaca sie oddzialywaniami czastek elementarnych

a astrofizyka opisujaca obiekty o najwigkszych we

Wszechéwiecie rozmiarach. Jest prawie oczywiste, ze takie

zwiazki powinny istnie¢ — przeciez caly mikrodwiat zostat
,,wymyslony” tylko po to, by wyjasni¢ bogactwo struktur
makroswiata. W szczegdlnosci kazdej stabilnej czastce elementarnej
odpowiada pewien element struktury Wszechswiata: Stornce

i typowe gwiazdy maja masy i rozmiary okreslone przez parametry
fizyczne protonu. Z kolei biale karly, ktore sa obiektami znacznie
bardziej zwartymi, maja rozmiary zwiazane z wlasnosciami
elektronu, a gwiazdy neutronowe — z wlasnosciami

neutronu.

Wiegcej szczegdlow nt. z asnoici obiektow astrofizycznych od cech

znajdzie Czytelnik w artykule Tomasza Kwasta

ich elementarnyc

w Delcie 4/1982,

‘Najlzejsza czastka materii jest neutrino elektronowe. Jest to
takze czastka stabilna, poniewaz nie znaleziono czastek lzejszych,
na ktore moglaby si¢ rozpas¢ nie naruszajac zasady zachowania
energii. Czy istnieje wobec tego we Wszech§wiecie struktura
odpowiadajaca neutrinom?

Masa spoczynkowa neutrina jest znikoma. Zgodnie z jedynym
eksperymentem, ktory mial na celu jej wyznaczenie, zawiera sig
w przedziale 14 eV < m, < 46 eV. Dop6ki wynik ten nie zostanie
potwierdzony przez dalsze eksperymenty, nie mozna oczywiscie
twierdzi¢, ze neutrino z cala pewnoscia jest czastka masywna.
Mimo to astrofizycy juz teraz przypisuja masywnym neutrinom
wielka role w rozwoju Wszechswiata. Po pierwsze ze wzgledu na
ich duza gestos¢, obecnie okoto 100 w cm?, juz masa rzedu
kilkudziesigciu eV wystarczy, by neutrina mialy dominujacy
wplyw na dynamike Wszechéwiata jako calosci. Jedli suma mas
trzech rodzajow neutrino (elektronowego, mionowego

i tauonowego) przekracza 100 eV, to Wszech$wiat jest zamknigty,
co oznacza, ze obecnie obserwowana ekspansja zostanie

w przyszlosci zahamowana i rozpocznie si¢ zapadanie.

To jednak nie wszystko. Poza okresleniem globalnej metryki
masywne neutrina odpowiedzialne sa za lokalne jej zaburzenia,
ktore, zgodnie z przyjetym obecnie modelem, dajg poczatek
gromadom galaktyk.

W modelu Wielkiego Wybuchu Wszechswiat na wczesnym etapie
swego rozwoju wypelniony byl plazma o wielkiej temperaturze

i gestosci, w stanie rownowagi termodynamicznej. Rodzaj

i liczba skladnikow tej plazmy okreslona jest przez ekstrapolacje,
zgoydna z prawami fizyki, warunkow panujacych obecnie, do
obszaru niezwykle wysokich temperatur i gestosci. W wyniku
adiabatycznego rozszerzania temperatura Wszechswiata malala,
a kolejne czastki elementarne przestawaly by¢ w rownowadze
termodynamicznej ze zrobwnowazong reszta.

Przy temperaturze T, = 10'° K ,,oswobodzily si¢’’ neutrina,
jeszcze wczesniej promieniowanie grawitacyjne, a od epoki
rekombinacji, T, &~ 10° K, takze promieniowanie
elektromagnetyczne ekspanduje niezaleznie od materii.
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Rys. 1 Termiczna historia Wszechéwiata «

W obecnym Wszech§wiecie nic nie pozostalo z dawnej rownowagi
termodynamicznej, poza reliktowym promieniowaniem
elektromagnetycznym, grawitacyjnym oraz reliktowymi
neutrinami. Warto przy tym zaznaczy¢, ze dwa ostatnie
,,relikty’’ nie zostaly jeszcze zaobserwowane.

Obserwowana izotropowos¢ elektromagnetycznego
promieniowania reliktowego (temperatura promieniowania
niezalezna od kierunku) prowadzi do wniosku, ze rozklad
materii byl w epoce rekombinacji bardzo rownomierny. Obecnie
obserwowane skupiska materii — galaktyki i gromady galaktyk,
powstaly znacznie pdzniej. Okazuje sie, ze dopiero rozklad
usredniony po obszarach zawierajacych wiele gromad galaktyk

_ Jest izotropowy.

binacji to okres w rozwoju Wszechéwiata, w ktorym temperatura

io ok.

)00 K), ze mozliwe bylo lgczenie si¢ protonow

i elektrondw w atomy wodoru.

W jaki sposob z tak jednorodnego stanu poczatkowego mogly -
powstac¢ obecnie obserwowane struktury?
W gazie zlozonym z czastek oddzialujacych sitami grawitacji
(zaniedbajmy na razie ruch cieplny) stan o jednorodnej gestosci
nie jest stanem rownowagi. Wystarczy bowiem niewielkie
zwigkszenie gestosci w pewnym miejscu przestrzeni, by pozostale
czastki zaczely ,,spadac¢”™ na to zaburzenie. Procesowi
-grawitacyjnego zapadania przeciwdziala chaotyczny ruch cieplny
czastek. Przewaga jednego z tych dwoch efektow powoduje, ze
fluktuacje o charakterystycznych rozmiarach zbyt matych,
mniejszych niz tzw. dlugos¢ fali Jeansa, A;, zanikaja, a te o
rozmiarach wigkszych narastaja.
Oszacujmy A, przed i po erze rekombinacji. Czas zaniku
fluktuacji o rozmiarach 4 w gazie bez oddzialywania
grawitacyjnego zalezy od predkosci dzwigku v (dZzwiek to
zaburzenie adiabatyczne) w tym gazie i jest rowny

T = Afo.
Aby taka fluktuacja mogla przetrwac¢, w czasie T powinno
rozpoczac sig grawitacyjne zgeszczanie. Charakterystyczny czas
zapadania (latwy do oszacowania wymiarowego) wynosi

_]/ -
"=V Geten’

gdzie G — stala grawitacyjna, a p, (o.) — gestos¢ energii
promieniowania (materii). Porownanie tych czasoéw daje dlugosé

fali Jeansa
e = T o
v ”]/G@,wm)

Przed erg rekombinacji, kiedy promieniowanie okreslalo
dynamike Wszech$wiata, dtugo$é¢ fali Jeansa byla rzedu
rozmiaréw horyzontu zdarzen. Wszystkie zaburzenia

0 mniejszych rozmiarach ulegaly dyssypacji. Po rekombinacji
wlasnoéci materialnego Wszechswiata okreslata tylko materia

i dlugos¢ fali Jeansa spadia gwattownie do rozmiaréw rzedu
rozmiarow gromad gwiazd. Wszystkie zaburzenia o 1 > 4
mogly dalej narastaé¢, a mniejsze zanikaly przez typowe procesy
dyssypatywne — przewodnictwo cieplne i lepkos¢.

Horyzont zdarzen to odleglosé, spoza ktorej od czasu Wielkiego Wybuchu

zdgzyl dotrzeé¢ do nas zaden sygnal, Odleglos¢ horyzontu jest w przyblizeniu

réwna ilorazowi predkosci $wiatla przez stalag Hubble'a (dzisiaj ok. 5000 Mpc).



Obecnie obserwowane struktury sa wigc efektem narastania
zaburzen, ktore pojawily sie w epoce rekombinacji. Taki model
powstawania gromad galaktyk napotyka jednak powazna
trudnos¢. Wiemy, jakie powinny by¢ poczatkowe zaburzenia, bo
znamy tempo ich narastania i obserwowany obecnie kontrast
gestodci. Nie wiemy jednak, jaki mechanizm mogtby by¢
odpowiedzialny za ich powstanie. Fluktuacje statystyczne

o amplitudzie l,l’)/ N (N — liczba czastek) sa o wiele za male.
By¢ moze zaburzenia inicjujace proces powstawania gromad
galaktyk sa pozostatoscia duzych niejednorodnosci materii w
poblizu pierwotnej osobliwosci.

Zrédlem wspomnianych trudnosci jest ostre ograniczenie
obserwacyjne dopuszczalnego kontrastu gestosci w epoce
rekombinacji. Ograniczenie to daja obserwacje anizotropii
promieniowania reliktowego; dopuszczalny kontrast jego
temperatury wynosi AT/T ~ 10~*. Dla zaburzeri adiabatycznych
ten sam rzad wielkosci powinien mie¢ kontrast gestosci, co, jak
si¢ okazuje, jest za malo, by dosta¢ obserwowany stosunek
gestosci materii w gromadach galaktyk do sredniej g@tosm
widocznej materii we Wszech§wiecie — Apfp =~ 10°.

Kontrast gestosci to stosunek amplitudy zmi pstosci do gestosci sredniej

Niezerowa masa neutrina pozwala usunaé t¢ trudnos$¢. Neutrina
przestaja by¢ w réwnowadze termodynamicznej juz przy T, ~
~ 10'° K. Dopoki jednak ich predkosci w ruchu cieplnym sa
bliskie predkosci $wiatla (neutrina relatywistyczne), ich
wlasnosci zblizone sa do wlasnoéci promieniowania. Dlatego tez
charakterystyczna dlugo$¢ spelniajaca podobna role jak dlugodé
fali Jeansa jest rzgdu rozmiaréw horyzontu. W chwili, gdy
neutrina przestaja by¢ relatywistyczne, tj. dla temperatur nizszych
niz T, = 10° K, predkos¢ dzwieku maleje i staje sie taka jak dla
gazu doskonalego. Dlugosé fali Jeansa zalezy wtedy od masy
neutrin i dla m, = 30 eV jest rowna (po uwzglednieniu jej
wzrostu wywolanego rozszerzaniem sie Wszech$wiata)

A; = 30 Mpc,

czyli jest tego samego rzedu co odleglosci migdzy gromadami
galaktyk. Pierwotne niejednorodnosci w gazie neutrinowym nie
maja oczywiscie wplywu na zaburzenia temperatury
promieniowania reliktowego, bo nie oddziatuje on juz
termicznie z czastkami (jest wéréd nich takze foton) pozostajacymi
jeszcze w réwnowadze termodynamicznej. Tak wiec dla
temperatur migdzy 10° K i 10® K zaburzenia w rozkladzie
gestosei neutrin beda narastaly w skalach wigkszych niz 30 Mpc.
Doktadne rachunki daja tempo wzrostu kontrastu

Ap 1
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czyli do temperatury 10°K (7;) pierwotne zaburzenia wzrosna
mniej wigcej 100 razy. Rozlegle ,,wyspy neutrinowe”
przyspieszajg znacznie narastanie zaburzen w rozkladzie materii
po epoce rekombinacji. Przed rekombinacja bylo to niemozliwe,
ze wzgledu na ,,wygladzajgce’ dzialanie promieniowania. Dane
obserwacyjne potwierdzaja ten obraz, poniewaz dynamika gromad
galaktyk wyraznie okreslona jest przez ich niewidoczna czes$é.
Powszechnie interpretuje si¢ te niewidoczna mase jako wielkie
otoczki neutrinowe.
Jedna z mozliwych konsekwencji niezerowej masy neutrina jest
to, Ze relatywistyczne neutrino moze pojawic sie w dwoch
stanach: prawoskretnym (vg); gdy spin jest ustawiony w kierunku
ruchu lub lewoskretnym (v.), gdy spin ustawiony jest przeciwnie
do kierunku ruchu. Neutrino lewoskretne obserwowane jest
w laboratoriach, natomiast prawoskretne, jesli istnicje, ze
wzgledu na niezwykle stabe oddzialywanie z materia umyka jak
dotad naszym detektorom.
Stabe oddzialywanie neutrina prawoskretnego jest takze
przyczyng jego duzo szybszego niz dla neutrin lewoskretnych

3

‘zerwania rébwnowagi termodynamicznej. Nastapilo to juz przy

temperaturze 7,3 10'°K. Przy tej temperaturze plazma zawierala
o wiele wiecej czastek elementarnych niz przy T, ~ 10'°K.
Byly tam zaréwno czastki, jak i antyczastki w niemal réwnych
ilosciach. Zapewniala to rGwnowaga procesow anihilacji i kreacji
par czastka-antyczastka. Ze spadkiem temperatury (i gestosci)
gestosé energii promieniowania stawala sie zbyt mala dla
podtrzymania kreacji par i kolejne pary czastka — antyczastka
anihilowaly podgrzewajac plazme¢. Pomiedzy temperaturami T’
i T, plazma byla wielokrotnie w ten sposdb podgrzewana,
podczas gdy temperatura i ggstos¢ neutrin prawoskretnych
malaly zgodnie z ekspansja.
Wyznaczmy stosunek temperatur neutrin prawo- i’ lewoskretnych
tuz po utracie rownowagi termodynamicznej przez neutrina
lewoskretne. Mozemy przyjac, ze proces adiabatycznego
rozpre¢zania jest quasistacjonarny, poniewaz dla plazmy w
réwnowadze termodynamicznej czas relaksacji jest duzo krotszy
niz charakterystyczny czas ekspansji. Interesujacy nas stosunek
temperatur wyznaczymy z prawa zachowania entropii, ktore
obowigzuje dla takich proceséw. Entropia na jednostke
objetosci (s) w temperaturze T jest proporcjonalna do g(T)T?,
gdzie g(T) jest efektywna liczba czastek w rownowadze
termicznej o temperaturze progowej ponizej 7. Jesli R jest
typowa odlegloscia migdzy czastkami, to

g(T)T3R? = const.

gdzie k jest stalg Boltzmanna

Poréwnujac entropie w T, i T, otrzymujemy
7 7
m (TR); (Nnu g Nn) = (TR); (an+ = er)‘

gdzie Ny, (Ng,) jest efektywna liczbg bozonow (fermionow)
w temperaturze T,, a Ng, (Nr;) w temperaturze 7.

Efektywna liczba czastek jest rowna

Temperatura T, odpowiada energii k7, ~ 80 GeViw
rownowadze termodynamicznej sa nastepujace bozony: 8
gluonow (noéniki oddziatywan silnych), 3 bozony W (przenosza
oddzialywania stabe) i jeden foton, co daje Nz, = 12. Wkilad
do Ng, daja neutrina i antyneutrina lewoskretne (3), trzy
naladowane leptony (elektron, mion i lepton tau) i ich
antyczastki oraz 36 kwarkow i antykwarkow. W sumie
otrzymujemy Ng, = 45.

Dla T ~ T, (kT, ~ 1 MeV) pozostaje tylko foton, a wiec
Ng; = 1, oraz elektrony, pozytony i neutrina — Ng; = 5.
Wynika stad, ze cieplo wytworzone podczas kolejnych
anihilacji zwigkszylo wartos¢ iloczynu TR

Poniewaz od temperatury T, temperatura neutrin prawoskretnych
spada jak 1/R, wiec poszukiwany stosunek temperatur

) To Ly
- Pt




natomiast stosunek ich gestosci

CAE ( L )3 = 14.

Hr Tx
Wynika stad, ze obecnie Wszech$wiat jest zdominowany przez
neutrina lewoskretne.
Mozemy teraz znaleZz¢ dwa takie momenty rozwoju
Wszechswiata, albo dwa takie przesuniecia ku czerwieni zg 1 zg,
dla ktérych parametry gazu zlozonego z neutrin lewoskrgtnych
sq identyczne z parametrami gazu zlozonego z neutrin
prawoskretnych. Przesunigcia te wigze zalezno$§¢

Ti(ze) = Tr(zg).
Wynikaja stad réwnosci podstawowych parametrow gazu
nu(z) = nr(zg) oraz vi(z) = v(ze).

1
Poza tym 1+z ~ T a wiec przesunigcia spelniaja zaleznoséé

1+ ZL o 1

1 +2zr i 2,4 :

Niezaleznie od szczeg6low mechanizmu narastania zaburzef
neutrinowych i powstawania gromad galaktyk mozna stad
wysnu¢ wniosek, ze warunki powstawania ,,wysp”* zlozonych

z neutrin prawoskretnych dla z = zg s identyczne jak dla
neutrin lewoskretnych przy z = z,. Czy oznacza to, ze w historii
‘Wszechswiata istnialy dwie populacje galaktyk odpowiadajace
ZRr i ZL?

Jak wiadomo, wspolczesne teleskopy si¢gaja nie dalej niz do

z ~ 1. O wiele wigksze odlegloéci obejmuja obserwacje
radiozrodel. Systematyczne badania Zrodet promieniowania
radiowego prowadzi od dawna grupa astronomow z Cambridge
(Wielka Brytania). W czasie tych badan okazalo sig, ze poza
plaszczyzng Galaktyki radiozrodla rozmieszczone sa
réwnomiernie, co oznacza, ze sa to obiekty pozagalaktyczne.
Zliczenia prezentowane sa zwykle w formie zaleznosci N/N, od
mocy promieniowania odbieranej przez jednostke powierzchni
anteny, na jednostke przedzialu czgstoéci (F); N jest liczba
radioZrodel przy zalozeniu braku ewolucji Zrodet i ich
jednorodnego rozmieszczenia oraz przy pominigciu ekspansji.
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Rys. 2 Unormowane wyniki zliczen radiozrédel. Czarna krzywa odpowiada
typowym modelom kosmologicznym.

Typowe modele kosmologiczne np. model Friedmana przewiduja
monotoniczny wzrost N/Ny z F, co jest calkowicie sprzeczne

z obserwacjami (rys. 2). Fakt ten jest jednym z argumentow za
koniecznoscia uwzglednienia ewolucji galaktyk przy probie
interpretacji obserwacji radioastronomicznych.

Sprobujmy teraz pofantazjowaé i poréwnajmy te trudne do
interpretacji obserwacje z pelnym niepewnych zalozeri modelem.
Zalozmy, ze nasza galaktyka nalezy do drugiej populacji.
Bezposrednie oszacowanie jej wieku oraz niecigglo$é na rys. 2
sugeruja, ze z, ~ 0,7+1.

Wtedy z zaleznosci (3) zg ~ 2,6 +3,8.

Tak wiec w obszarze 3 = z = 1 mozna sie spodziewaé wielu
galaktyk z pierwszej populacji. Jak wida¢ na rys. 2 gestosé
radioZrodel roénie w tym obszarze 100 razy. Jak dotychezas nie
udalo sig znaleZ¢ zadowalajacego wyjasnienia tego wzrostu. By¢
moze sa to radiozrodta zwigzane z galaktykami we wnetrzu
rozleglych ,,wysp” utworzonych z neutrin prawoskretnych. Czy
powyzsze argumenty za tym, Ze tak jest w istocie, mozna bedzie
traktowa¢ powaznie, 'z.aleiy od bardziej szczegblowych obliczen
modelowych, a przede wszystkim od wynikow obserwacji

w widmie optycznym galaktyk o z = 1.

Jak gromadzi¢ zapasy

Dr Maria JANKIEWICZ

Odpowiedz na pytanie zawarte w tytule moze by¢
natychmiastowa, cho¢ niescista. Zapasy nalezy gromadzi¢ tak, aby
rzadko bylo wida¢ dno spizarni, a jednoczeénie aby one sig

w niej miescily. Gdyby$my chcieli te odpowiedz uscisli¢,
okazaloby sig, ze nie jest to takie proste, gdyz w gre

wchodzi przypadek; nie wiemy dokladnie ani kiedy
uzupelnimy zapasy, ani w jakiej iloéci. Istnieja
skomputeryzowane domowe spizarnie i jakze potrzebne modele
przemyslowe, na przyklad model spigtrzania wody w zbiorniku.
Staly Czytelnik Delty mial okazj¢ naby¢ pewne wiadomosci

o modelach matematycznych i ich stosowaniu (Delta 7/1978).
Przystapimy zatem do opisu wybranego modelu teorii tam (zapor),
ktora to wlasnie zajmuje si¢ badaniem praw rzadzacych
fluktuacjami zawartosci zbiornika magazynujacego wode.

Model wiaze si¢ z nazwiskiem Morana, ktory zainicjowat okolo
1954 roku badania w teorii tam. Strumieri wody wplywajacej

do zbiornika okreslajg chwile 0 = T, < T, < ..., w ktorych
nastgpuja wplywy So, Sy, ... Zmienne losowe 7, = Typyy— Ty,

S., n= 0,1, ... sa nieujemne i niezalezne (niezaleznosé¢

£

zmiennych losowych — np. Delta 12/1978). Taki nieciagly
strumien wplywu otrzymujemy na przyklad wtedy, gdy jest on
jednoczesnie strumieniem przelewOw z innego zbiornika.
Woda w zbiorniku jest spigtrzana i uzywana zgodnie
z okre$lonymi regutami. Uzywa sie jej np. do napedu elektrowni
lub pobiera do spozycia. Podstawowa charakterystyka modelu
jest zapas wody Z (¢) w chwili 7. Przy ustalonym ¢ jest to zmienna
losowa, a przy zmieniajacym si¢ ¢ proces stochastyczny.

" W modelu Morana przyjmuje sie, ze zuzycie wody jest ciagle
w czasie, a predkos¢ wyplywu w chwili 7 jest funkcja zapasu
r(Z(t)). Jedli zbiornik jest pusty, to predko$é wyplywu musi byé
rowna zeru, przyjmujemy zatem, ze funkcja r spelnia zalozenie
r(0) = 0, a ponadto, ze r jest dodatnia i ciggla w zbiorze (0, o).
W punkcie zero funkcja r moze by¢ prawostronnie nieciggla,

1
zatemr (W) = c,u > 0,c> 0lub r(u) = —, u > 0, sa
u

dopuszezalnymi funkcjami wyplywu. Na razie dla uproszczenia
modelu przyjmujemy jeszcze, ze pojemnos¢ zbiornika jest
nieskorczona, czyli nie ma przelewow. Mozliwo$¢ przelewu
uwzglednimy w jednym z przykladow.

Naszym celem jest okreslenie zapasu wody w dowolnej chwili
przy danym strumieniu wplywu, danej funkcji wyplywu i zapasie
poczatkowym Z,. Najpierw wyobraZmy sobie nastepujaca
sytuacj¢ deterministyczna. W zbiorniku mamy zapas x, nic do
niego nie wplywa, a wyplyw odbywa sie zgodnie z regula Morana.



Przez g = g(x, t) oznaczamy zapas po czasie ¢. Poniewaz
predko$¢ wyplywu jest pochodna funkcji ¢ wzgledem ¢, mamy
wigc rOwnanie

d

q
(1) 5T R —rig), t>0,

przy warunku poczatkowym g(x, 0) = x.
Rozwiazmy rownanie (1) przy zalozeniu, ze dla zapasu x
skoriczony jest czas R (x), po ktorym ten zapas zniknie. Gdyby
predko$¢ wyptywu r byla jednostkowa (r(u) = 1, u > 0), wowczas
bytloby R(x) = x. Z roOwnania (1) otrzymujemy

1

T @
gdzie dg jest przyrostem funkcji ¢ odpowiadajacym przyrostowi
czasu dr. Gdy czas ¢ zmienia si¢ od 0 do R(x), zapas g zmienia
si¢ od x do 0. Calkujac (2) obustronnie mamy

2) dg = dr,

. x R(x)
3) § o = § 1dt = R(0).

Stad czas R(x) potrzebny do zniknigcia zapasu x przy braku
wplywow jest rowny polu pod wykresem funkcji 1/r w przedziale
<0, x).

9 (x| =—===="1_

l R(x) ¢
Rys. 1

Funkcja R w prosty sposob wyznacza funkcj¢ g. Patrzac na

rys. 1 widzimy zwiazek

4) R(x)—R(g(x,1)) =t, t< R(x).

Z wzoru (3) wynika, ze funkcja R jest rosnaca w przedziale

(0, o0), gdyz pole pod wykresem funkcji dodatniej ronie, gdy
powigkszymy! przedziat. Istnieje wiec funkcja odwrotna R™!
.w przedziale (0, o0). Przyjmujac R~ (u) = 0dlau< 0

i korzystajac ze zwiazku (4) otrzymujemy

(5) q(x,t) = R™Y(R(x)—1).

Teraz, jezeli przyjmiemy deterministyczne chwile wplywow
0=1, <t <...,deterministyczne wplywy so, 5, ... Oraz
zapas poczatkowy zo, to mozemy przy uzyciu funkcji g okresli¢
zapas z(t) w dowolnej chwili > 0. Poniewaz dla ¢ € (1o, #,) nie
ma wplywow, wiec zapas w tym przedziale czasu okresla funkcja
q(zo+ 50, 1—15). W chwili #; nastgpuje nowy wplyw s,, ktory
nalezy doda¢ do wartosci g (zo+ 5o, f; —#5), aby otrzymac nowy
warunek poczatkowy dla funkcji g, aktualny do chwili 7.

W ten sposob wykres zapasu wyznaczamy sklejajac wykresy
funkcji g przy odpowiednich warunkach poczatkowych, a punkty
sklejania sa punktami nieciagtosci. Oznaczajgc dla wygody przez
z, zapas tuz przed chwila wplywu t,, latwo napisa¢ wzory
rekurencyjne

(6) Zas1 = G(Za+t Su, tas 1 —1tn), :

)] 2(2) = qZat sas =), Ih S 1 < Ty, n=0,1, ...
Dokladniej: z, jest granicyg lewostronng wartodci z(1), gdy ¢ dazy do t, przez
wartosci mniejsze od f,

W modelu losowym Morana zapas wody Z(t), przy ustalonym ¢,
jest funkcja okreslong na zbiorze zdarzen elementarnych

o wartosciach w R, (R, = <0,00)). Natomiast przy ustalonym weQ
tenze zapas jest funkcjg okreslona na R, i o wartosciach w R,.

[

S

Te¢ ostatnia nazywamy frajektoriq procesu zapasu. Zauwazmy, ze
wzory (6), (7) okreslaja trajektori¢ zapasu, jesli przyjmiemy
whicht, = T, (w), ss = Sp (@), n = 0,1, ..., 2(1) = Z(1) (w),
t=0.
Podamy teraz przyklady stosowanych w teorii tam funkcji
zapasu 4.
Przyklad 1. Wyplyw staly. Niech r(u) = 1, u > 0. Wtedy R(u) =
= u, R~'(u) = u, a funkcja g ma postac
q(x, 1) = [x—1]*,

gdzie [4]* = max (0, ). Tym szczegdlnym modelem zajmuje sig¢
teoria obshugi masowej (teoria kolejek). W niej T, interpretuje
si¢ jako chwile wejécia n-tej jednostki (klienta) do systemu,
sa jako czas obshugi n-tej jednostki, a Z(¢) jako czas czekania
jednostki, ktora zglositaby si¢ do systemu w chwili 7 (wirtualny
czas czekania). Wazna charakterystyka wowczas jest czas czekania
n-tej jednostki (aktualny czas czekania) Z, okreslony rownoscia
Z(w) = z,, w € 2 (zob. wzor (6)).
Przyklad 2. Wyplyw proporcjonalny. Niech r(u) = u, u > 0.
Mozna sprawdzi¢, ze wtedy R(x) = + co dla dowolnego x > 0.
Jednak rownanie (1) mozna rozwiaza¢, cho¢ nie mamy wowczas
postaci (5) rozwigzania. Nie wglebiajac si¢ w rachunki podamy
postac funkcji zapasu i

g(x,t) = xexp(~1) (= xe"), 1= 0.
Zauwazmy, ze w tym modelu funkcja g jest dodatnia dla dowolnie-
duzego ¢ i kazdego dodatniego x. Zatem przy tej funkcji wyplywu
zbiornik nigdy nie jest pusty.
Rownanie (1) z ta funkcjg r jest takze roOwnaniem zapasu
substancji promieniotworczej.
Przyklad 3. Wyjscie proporcjonalne przesuniete. Wystarczy
przesunaé wykres funkcji r z przykladu 2'w gére o stala, aby
R(x) bylo skoficzone. Niech r(u) = 1+u, u > 0. Wiedy R(x) =
= In(1+u), R~*(u) = exp(u)—1, a funkcja g przyjmuje postaé

q(x, 1) = [(1+x)exp(—1)—1]*.
Gdy zapotrzebowanie nie moze by¢ mniejsze od pewnej
dodatnie;j stalej, czyli predkos¢ wplywu jest odseparowana od
zera, wowczas funkcja g jest rowna zeru poczawszy od pewnego f;
w tym przykladzie od t = In (1+x).
Przykiad 4. Wejscie przedzialami stale, skoriczona pojemnosé
zbiornika. Zalozenie o ciaglosci funkcji r w (0, c0) nie jest
konieczne do rozwigzania r()w;r;ania (1). Przyjmijmy

-

14, - O w< ¥,
u)y=1{1f2, 1l <i=3,
+00, 3 <

Ta funkcja r uwzglednia skoriczong pojemnos$¢ zbiornika, gdyz
przy zapasie wigkszym od trzech powoduje przelew . Obliczamy

4u, 0<u=xl,
Ru) = {4+2(u—-1), 1 <u<3,
8, l<cu
uld, 0<u<d,
R-'(u) =
1+ (u—4)/2, 4 < u<8.

Rys. 2

Wybrane funkcje ¢ dla pewnych wartoéci poczatkowych x sg
przedstawione na rys. 2.



Funkcja wplywu moze by¢ nieciagla, gdy sterujemy zapasem
wody. Jesli spada on ponizej krytycznego poziomu, wylaczamy
niektore ujscia zmniejszajac predkosé wyptywu albo odwrotnie,
jesli zbyt sie podnosi, wlaczamy dodatkowe ujécia (zapasowy
zbiornik), aby zapobiec przelewowi.

Okreslenie trajektorii procesu zapasu jest dopiero wstgpem do
wlasciwego jego badania. W modelu Morana znane sg wzory
wyrazajace chwilowy rozktad prawdopodobiefistwa P {Z(¢) < z},
z = 0, warunek dostateczny istnienia granicy lim P {Z(¢) < z}

i posta¢ tego granicznego rozkladu. Przy dodatkowym zalozeniu,
ze rozklad zmiennych losowych 7, jest wykladniczy, niezalezny od
n (rozkiad wykladniczy — np. Delta 12/1978) znany jest rOwniez
warunek konieczny i dostateczny istnienia rozkladu granicznego
oraz jego postac.

Inna wazna charakterystyka modelu, badang w teorii tam, jest
tzw. czas do pierwszego wyschnigcia zbiornika mimo uzupelnien,
czyli czas od chwili 1 = 0 do chwili, w ktorej zbiornik po raz
pierwszy jest pusty. Czas ten jest rowniez zmienna losowa, a

w modelu Morana znana jest posta¢ jej rozkladu
prawdopodobienstwa. :

Poza modelem Morana badano do tej pory wiele innych modeli
teorii tam, w ktorych strumienn wplywu byt ciagly albo oba
strumienie wplywu i wyplywu byly nieciggle. Jednoczesnie wiele
probleméw pozostato do rozwigzania nawet w tak stosunkowo
dobrze zbadanym modelu Morana, jak chociazby wspomniany
warunek konieczny i dostateczny istnienia granicznego rozkladu
zapasu bez zalozenia wykladniczosci odstgpoéw miedzy chwilami
wplywow.

Wvniki Konkur i Jury w skladzie: prof. dr Leon Je§manowicz — przewodniczacy, dr Waclaw Wierzbicki —

przyznaé:

przedstawiciel Ministerstwa O$wiaty i Wychowania, dr Alicja Derkowska, dr Marek Kordos,
dr Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz, prof. dr Wojciech Zakowski, na posiedzeniu w dniu
09.09.1982, biorac pod uwage temat pracy, jej wykonanie oraz przebieg obrony postanowilo

d

1. Zloty medal Mariuszowi Skatbie (IV LO im. Mikotaja Kopernika w Kroénie) za pracg

Tradycyjnym zwyczajem ogXaszamy kolejny
konkurs uczniowskich prac matematycznych.
W tym roku po raz pierwszy w konkursie
zabraknie prac maturalnych, bo nowy
regulamin matur nie przewiduje takich

prac. Spdzimy jednak, 2e wielu naszych

,,O pewnym problemie z elementarnej teorii liczb”

2. Srebrny medal Januszowi Kalinowskiemu (XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu) za
prace ,,Powierzchnie stopnia drugiego i rysowanie kwadryk za pomoca komputera WANG 2200T";
3. Brazowy medal Mirostawowi Matledze (Technikum Budowlane w Cieszynie) za prace
,,Rozcigcia powierzchni jednostronnych™

4, Dwa wyr6znienia:

Rogerowi Bielawskiemu (VI LO w Bydgoszczy) za prace ,,Wilasnosci sumy poteg kolejnych liczb
naturalnych”,

Cgytelnikéw zechce swoje rozwazania
nad matematyks opracowaé i prezysiad

na nasz konkurs,

Lechowi Zielinskiemu (XIV LO im. K. Gottwalda w Warszawie) za pracg ,, Wprowadzenie
relacji porzadku w przestrzeniach liniowych nad cialem liczb lzeczyw:stych"
5. Dyplomy uczestnictwa w finale Konkursu:

Jarostawowi Drozdowskiemu (XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu) za prace
,»Rozwigzywanie probleméw ekonomicznych metoda programowania liniowego”,
Michatowi Wojciechowskiemu (XIV LO im. K. Gottwalda w Warszawie) za prace ,,Pewne
uogolnienie konstrukcji Steinera®. v

Minjsterstwo O$wiaty i Wychowania przyznalo nagrody pieni¢zne laureatom i nauczycielom

finalistow:
Skrot zwycieskiej pracy
bedzie opublikowany w Delcie 3 )'1983 Bednarczukowi.

Regulamin konkursu uczniowskich prac

matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glowny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i Redakcje
miesigcznika Delra, przy poparciu Ministerstwa Oswiaty

i Wychowania. :

2. W konkursie mogg bra¢ udzial uczniowie wszystkich typow
szkot.

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finahu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktory w terminie
do dnia 1 maja przeéle pod adresem Redakcji Delty jeden
egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dolaczy¢ nastgpujace informacje: adres prywatny autora, klasa,
nazwa i adres szkoly, imig¢, nazwisko i adres nauczyciela —
opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wklad ucznia i pelna
informacje o Zrodliach, z ktérych korzystat jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostang ocenione przez Komisje
Konkursu i kompetentnych recenzentéw. Te sposrod prac, ktére
spelniaja warunki konkursu, zostang przedstawione Jury
Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finatu, ktory
odbedzie sig w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.

e

Lucynie Redziak, Jozefowi Lozinskiemu, Bogustawowi Adamkowi, Irenie Oldak i Jerzemu

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana
przestane autorom prac oraz nauczycielom — opiekunom prac
przed koricem roku szkolnego.

8. Finaliscii nauczyciele opiekujacy sig ich pracami otrzymuja
od Zarzadu Gléwnego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji na
koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu
(trwajacego nie dhuzej niz 15 minut) i wzieciu udziatu w dyskusji
na temat, ktéremu poswigcona byla praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie brato pod
uwage, oprocz merytorycznej wartosci pracy, rowniez
samodzielnos¢ i oryginalnos¢ ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny

i brazowy, wyrdznienia oraz nagrody pienig¢zne fundowane przez
Ministerstwo O$wiaty i Wychowania.

11. Ogloszenie wynikéw finalu nastgpuje w trakcie Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finatu
otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrot zwycigskiej pracy beda
opublikowane w miesieczniku Delta.

13. Komisj¢ Konkursu oraz Jury tego Konkursu powotuje
Zarzad Gtowny PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego
Delty.



Jakie twierdzenia
matematyczne

wazne?

Sa

W [ & B

Hipoteza Weila (zwyczajowo nazywana
wciaZ hipoteza, choé jest to juz twierdzenie)
wyglada doéé niepozornie w stosunku do
swego znaczenia. Opisuje ora liczbe
rozwiazan pewnych réwnan algebraicznych
nad ciatami skorficzonymi. Uzywana jest
jednak w silny sposéb w wielu dzialach
matematyki, w tym w teorii liczb i geometrii
algebraicznej. Nie sposéb w kilku zdaniach
omoéwié calego bogactwa jej zastosowan.

Lematowi Kuratowskiego-Zorna poswiecit
artykul w Delcie Zbigniew Sawon (nr 9/1982).
Twierdzenie to orzeka o istnieniu —

w pewnych przypadkach — elementu
maksymalnego ze wzgledu na pewna wlasnosé.
Dokladne sformulowanie brzmi: jezeli <

jest czgsciowym porzadkiem w zbiorze X
takim, ze kazdy podzbidr liniowo
uporzadkowany ma ograniczenie gorne w X,
to w zbiorze X jest przynajmniej jeden
element maksymalny ze wzgledu na =, tj.
taki element x, Ze nie ma roznego od x
elementu y takiego, ze x < y. Typowym
zastosowaniem tego twierdzenia jest
wykorzystanie go do dowodu, ze kazda
przestrzen liniowa ma baze. Dokiadniej
omawia to wspomniany artykul Z. Sawonia.

Twierdzenia Hilberta o bazie i o zerach
dotycza ukladéw réwnan algebraicznych.
Pierwsze z nich — w nieco uproszczonej
wersji — moéwi, e z kazdego ukladu réwnan
wielomianowych
Jilxy, cen xpy) = 0

o wspdlczynnikach z dowolnego ciala da sie
wybraé uktad skoriczony i to tak, by nie
zmieni¢ zbioru rozwigzan ukladu.
Twierdzenie o zerach (czesto uzywana jest

i ka nazwa Nullstell z) dotyczy
uktadéw réwnan nad cialem liczb
zespolonych (ogélniej: nad dowolnym
cialem algebraicznie domknietym). Jedno ze
sformutowan stwierdza, e uklad réwnan
postact x; = dy, ..., Xy = ay, gdzie

ay, ..., @y 53 stalymi, jest jedynym ukladem
réwnarn opisujacym pojedynczy punkt
(ay, ..., a,) n-wymiarowej przestrzeni

zespolonej C". Zwrdémy uwage, Ze uklad
x}=0,x; =0, ..., x, = 0 nie opisuje punktu
wpojedynczego”, tylko ,,podwdéiny”, bo
wielomian x} ma w zerze pierwiastek
podwdéjny. Nie opisuje takze punktu

réwnanie x}+ ... +x3 = 0, majace nad
cialem liczb zespolonych wiele rozwiazad.

Kazda grupa abelowa o skoriczonej liczbie
generatorow jest suma prosta grup
cyklicznych.

rozmowa z

profesorem dr Andrzejem
BIALYNICKIM-BIRULA

— Panie Profesorze, w trakcie swoich studiéw matematycznych wiele razy slyszalem z ust
wykladowcdw, Ze ,,to twierdzenie jest wazne”. Kryteria oceny byly zwykle dla mnie niejasne, ale
czesto byly na pewno rdzne. Czy moglby Pan powiedzieé nam, co rozumie Pan przez ,,waine
twierdzenie” i jak poznaé, ktore jest wazne?

— Nie zawsze mozna od razu stwierdzi¢, czy twierdzenie, ktore wlasnie pojawilo sie na rynku
matematycznym, na arenie wspélczesnej nam matematyki jest wazne czy nie, Rozstrzyga to czas.
Najczgdciej jednak wiadomo ,,0d razu™, czy odkryte twierdzenie jest wazne, czy tez mniej wazne.
Tak zreszta przewaznie jest z odkryciami i wynalazkami w kazdej dziedzinie.

Waga twierdzefi matematycznych moze mie¢ -dwa zrodla. Po pierwsze, znaczenie twierdzenia
moze wynikac stad, Ze opisuje ono, wyjasnia jaki§ bardzo ciekawy i znaczacy fakt, ze zapehia
luke w naszej wiedzy matematycznej. Po drugie, o randze twierdzenia moze decydowaé jego
dowdd. Moze on wnosi¢ co$§ nowego do zasobu naszych metod matematycznych. Waga
twierdzenia moze oczywiscie wynika¢ z obu tych powodéw jednoczesénie. Sa tacy matematycy,
ktorzy uwazaja, ze twierdzenie jest wazne tylko wtedy, gdy w jego dowodzie zostala uzyta jakas
nowa metoda. Sa jednak i tacy matematycy (ja do nich nalezg), ktérzy uwazaja, ze waga
twierdzenia moze by¢ zwigzana z odkryciem pewnych nowych faktéw (bez wprowadzenia
nowych metod). Waga twierdzenia moze polega¢ réwniez na tym, ze zamyka ono pewna teorie,
pewien etap w rozwoju matematyki. To jest jednak rzadkie. Wazne twierdzenia na ogot
otwieraja, a nie zamykaja droge dalej.

— Czy slynna hipoteza Weila cos kornczy, czy raczej otwiera?

— Do dowodu hipotezy Weila stworzono szereg zupelnie nowych metod matematycznych ...
— Zupelnie jak do Wielkiego Twierdzenia Fermata ...

— Wlasnie, do$¢ podobnie. Z tym ze Wielkie Twierdzenie Fermata samo w sobie wedlug mnie
nie przydaloby sie zbyt wiele. Natomiast hipoteza Weila (juz teraz: twierdzenie Grothendiecka-
Deligne’a) jest twierdzeniem bardzo uzytecznym, ktore ma i bedzie zapewne mieé¢ wiele r6znych
zastosowan.

— Saq jeszcze twierdzenia o charakterze czysto technicznym, ktérymi podpieramy sie wlasciwie
tylko raz, ewentualnie w kilku typowych sytuacjach. Lemat Kuratowskiego-Zorna jest chyba taki.
— Lemat Kuratowskiego-Zorna jest przykladem twierdzenia, ktérym ,,podpieramy sie”

w wielu przypadkach. Obecnie jest to pewien skrét myslowy, powotanie sie na ten lemat pozwala
na pominigcie powtorzenia jego dowodu. Sa tez twierdzenia o charakterze raczej technicznym,
ale o podstawowym znaczeniu dla dyscypliny, ktorej dotycza. Za takie mozna uznaé np.
twierdzenia Hilberta o bazie i 0 zerach. Taki techniczny charakter ma tez wiele twierdzen

z klasyfikacji algebr Liego. Stuza one glownie do rozbijania dowodéw na przypadki.

— Twierdzenia ,,0 klasyfikacji” sq wazne, ale chyba nie bardzo wazine. Na przyklad twierdzenie
podajqce postaé dowolnej grupy abelowej skoriczenie generowanej. Nie jest to przeciez ,,bardzo
wazne” twierdzenie teorii grup.

— O nie, calej teorii grup to twierdzenie oczywiscie nie konczy, ale koficzy ono, przynajmniej
w pewnym sensie, teori¢ skoniczenie generowanych grup abelowych. Korzystajac z tego
twierdzenia, po czesci tez z jego dowodu, mozna prredstawi¢ dang grupe w postaci sumy prostej
grup cyklicznych, co wlasciwie pozwala rozwigzaé wszystkie problemy dotyczace tej grupy. To
twierdzenie koriczy, dobija, teorig skoficzenie generowanych grup abelowych.

— W teorii grup bardzo wazny jest czy raczej byl, rozwiazany niedawno problem: wyliczyé
wszystkie grupy proste.

" — To jest typowy przyklad zagadnienia, ktore nadawalo ton, stymulowalo rozwéj pewnej

galezi matematyki, w tym przypadku teorii grup. Rozwiazanie tego problemu pozwoli na
dowodzenie wielu twierdzen teorii grup przez rozpatrywanie przypadkow, podobnie jak to
miato miejsce w teorii grup Liego, o czym przed chwila mowilem. Czesto tak bywa, ze jakis
konkretny problem stymuluje rozwoj danej dziedziny matematyki. W przypadku teorii grup —
byl to problem klasyfikacji grup skoficzonych — dla tej teorii problem centralny. Czasami te
najbardziej stymulujgce problemy nie zajmuja tak centralnej pozycji, a mimo to przyciagaja
uwage wielu matematykoéw i przyczyniaja si¢ do rozwoju réznych dziedzin matematyki, do
takich problemoéw zaliczylbym Wielkie Twierdzenie Fermata.

— Modwil Pan o kryteriach waznosci twierdzen. Sadze, Ze jest jeszcze co najmniej jedno takie
kryterium: twierdzenie moze by¢ wazine ze wzgledow ,,$wiatopogladowych™. Takie jest chyba
twierdzenie Gddla ... 3

— Tak, to jest twierdzenie tego typu. Ale jest ono rowniez bardzo waine ze wzgledu na
metody, ktore Godel wprowadzit przy obu swoich gtéwnych twierdzeniach: o zupelnosci

i o nierozstrzygalnosci. Dowody ich byly potem wykorzystywane i w innych sytuacjach. To
jest niewatpliwie kamief milowy w rozwoju logiki, réwniez jesli chodzi o metody.

— Znaczenie twierdzenia matematycznego wiqze sig takzie z kwestig waznosei galezi
matematyki, do ktorej nalezy. Ta za$ kwestia jest moim zdaniem silnie sprzezona z naszq wiarg
(lub: niewiarg) w cof takiego jak ,,rzeczywistosé matematyczna™ — w to, Ze te przestrzenie, ktére
badamy w matematyce, istniejq ,,naprawde’ i ie kierunek rozwoju matematyki jako calo$é jest
mniej wigcej wyznaczony. Czy rzeczywiscie moina taki kierunek zauwazy¢? Jest na przyklad
poglad, ze cala matematyka si¢ algebraizuje ...
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Wielkie Twierdzenie Fermata —
nieudowodnione jeszcze przypuszczenie, ze
réwnanie x"+ " = z" (gdzie n jest liczba
naturalng wiekszg od 2) nie ma rozwigzan

w liczbach naturalnych x, y, z. Piotr Fermat
twierdzil w 1660 r., ze znalazl zadziwiajacy
dowdd tego faktu. Nie zostawil jednak
zadnych szczegélow. O Wielkim

Twierdzeniu Fermata i roli, jaka odegrato

ono w rozwoju algebry, pisaliémy w nr 5/1981.

Twierdzenie Gédla o zupelnosci orzeka, e teoria
jest niesprzeczna (izn. nie mozna z aksjomatoéw
tej teorii wywnioskowaé jednoczesnie

jakiego$ zdania i jego zaprzeczenia) wtedy

i tylko wtedy, gdy ma ona model (tzn. gdy
istnieje pewna ,,rzeczywisto$¢” matematyczna,
w ktorej spelnione sg aksjomaty teorii po
odpowiedniej interpretacji symboli
wystepujacych w jej jgzyku).

Twierdzenie Godla o nierozstrzygalnosci
méwi, ze dla kaidej dostatecznie bogatej
teorii T (méwiac dokladniej: dla teorii
zawierajgcej zwyklg arytmetyke liczb
naturalnych) istnieje takie zdanie w jezyku
tej teorii, ze ani ono, ani jego zaprzeczenie
nie wynika z aksjomatéw teorii T.

Topologia algebraiczna polega —
najwiekszym przyblizeniu — na badaniu
rycznych (precyzyjniej:

Lial-4h

przestrzeni topologicznych) metodami

. algebry. Przykladowo, z kazdym takim
,,obiektem geometrycznym™ (np.
wielofcianem, kula, sfera, torusem itd.)
mozna zwigzaé¢ wiele grup, opisujacych
w doéé zadowalajgcy spos6b wiele ich
geometrycznych wlasnosci.

— Co do,,rzeczywistosci matematycznej” to na pewno wiekszo$¢ z nas, wiekszo$é matematykow
uwaza, ze ich dzialalno$¢ jest badaniem jakiej$ tam rzeczywistosci, chociaz sa réwniez i tacy,
ktorzy matematyke traktuja aksjomatycznie. Dla nich dowodzenie twierdzen jest po prostu
pewna gra — niczym wigcej — gra ta polega na wycigganiu wnioskow z aksjomatow i twierdzen
juz udowodnionych, nie jest opisem zadnej rzeczywistosci.

— Matematyka jako gala? lugiki?

— Tak, jako system dedukcyjny. Ale tacy matematycy sa w zdecydowanej mniejszosci. Czy
istnieje jaki$ kierunek rozwoju matematyki? Na pewno tak, ale jest on raczej zwiazany z tym, ze
pewne galezie matematyki w niektoérych momentach wkraczaja na areng, sa badane szczegélnie
intensywnie, a po pewnym czasie przechodza albo w zapomnienie, albo do ...

— ... elementarnego wyksztalcenia.

— Moze raczej do wyzszego, w kazdym razie do zasobow wiedzy matematyczne;j.

— Do klasyki? ks

— Tak, bardzo czgsto po pewnym czasie nasigpuje ich renesans: okazuje sig, ze powstale

w migdzyczasie metody moga by¢ zastosowane do zapomnianej juz problematyki,
zapoczatkowujac jej ponowny rozkwit. Dobrym przykladem jest teoria niezmiennikow,
stworzona w XIX wieku, potem trochg¢ zapomniana, a ostatnio znowu odzywajaca. David
Hilbert powiedziat ,,Gdy bylem milody, kazdy dobry matematyk zajmowat si¢ cho¢ troche
teorig niezmiennikow, dzisiaj zaden dobry matematyk si¢ nia nie zajmuje”.

— To moze odrodzi sig i polska szkola matematyczna? .

— Odnowa zapomnianych dziedzin dotyczy¢ moze raczej dziedzin bardziej zwiazanych
z,,konkretami’ matematycznymi, a nie z podawaniem ogoélnych prawd. Polska szkota matematyczn:z
byla zwiazana z takimi dziedzinami matematyki jak topologia, podstawy, analiza funkcjonalna
w og6lnym sensie, algebra ogoélna. Ich celem bylo stworzenie pewnego jezyka i ogélnych metod.
To juz znalazlo si¢ w skarbcu matematyki. Wyczerpala si¢ tym samym sita napedowa rozwoju
tych dyscyplin. Wspominal Pan jeszcze o ,,algebraizacji’® matematyki ...

— Tak, mialem na mysli teorie kategorii, ktdrej uzywa sie w prawie calej matematyce.

— ,,Algebraizacja’ nie jest tu dobrym terminem. Kazda mloda dyscyplina matematyki na
poczatku operuje niezbyt dobrze sprecyzowanymi pojeciami i metodami (jesli nawet wszystko
si¢ zgadza z punktu widzenia logiki). Po pewnym czasie to bardzo utrudnia rozwoj. Nastaje
potrzeba formalizacji, jak gdyby skodyfikowania osiagnie¢. To laczy sie na ogoét

z silgebraizacja. Ale nie obawialbym sie, ze matematyce grozi przerost wplywow formalnej
algebry. Jako$ tak jednak jest, ze wlasnie korzystajac z metod formalnych mozna czgsto dobrze
usystematyzowac i wyjasni¢ uzyskane rezultaty. Powstanie (wyodrebnienie si¢ z topologii)

i rozw6j topologii algebraicznej moze by¢ bardzo dobrym tego przykladem. Warto jednak zdaé
sobie sprawg z tego, ze zagadnienia, nad ktdrymi pracujg matematycy, staja si¢ coraz
trudniejsze. Nie mozna im sprostaé, nie majac dobrze opanowanego warsztatu i to rowniez od -
strony formalnej. Minely te czasy, kiedy genialny samouk moégt rozwigza¢ powazny problem.
Dzi$ niezbedne w. pracy jest bardzo dobre opanowanie tych sformalizowanych metod, ktore sa
wynikiem pracy calych pokolefi matematykow.

— Dawniej mozna bylo cos odkryé w teorii liczb nie bedgc profesjonalistq.

— Jezeli jaka$ dyscyplina matematyczna wiasnie si¢ tworzy, to moze si¢ zdarzy¢, ze znane
metody ,,nie chwytaja’’ i trzeba po prostu stworzy¢ nowe. I jezeli kto$ ma tzw. ,,Swieza glowe”,
moze bez przygotowania zdzialaé co$ twérczego i waznego. Ale w dziedzinach klasycznych
szanse genialnych samoukow sa znikome. Ten mdj (i nie tylko moj) poglad weale nie kloci sig

z tym, ze wedlug mnie w rozwoju matematyki bardzo duza rolg odgrywaja indywidualnosci. Ale
to s3 matematycy, ktorzy nie tylko maja genialne pomysty, ale tez doskonale opanowany
warsztat matematyczny, sg bardzo dobrze wyksztalconymi matematykami, a nie samoukami.
Wynikiem pracy takich uczonych moze by¢ nawet wytyczenie rozwoju jakiejs dyscypliny (czasami,
choé rzadko: kilku dyscyplin) nawet na dziesieciolecia. Typowym przykladem jest dzialalnosé
Alexandra Grothendiecka w geometrii algebraicznej. Bez niego bylaby ona zapewne zupelnie
inna. No, bez niego i Jean-Pierre Serre’a.

— Grothendieck ma teraz okolo 50 lat?

— Tak, ponad 50.

— O ile pamietam, medal Fieldsa dostal na Kongresie w Moskwie w 1966 roku?

— Tak, ale te podstawowe jego pomysly pochodza z 1958 roku. W tym to roku w ciagu omalze
jednego miesigca Grothendieck doszedl do swoich gtéwnych wynikéw. Byla to prawdziwa
eksplozja. Potem dobrych parg lat zabralo spisanie tego wszystkiego na papierze.

— Bardzo podobna historia zdarzyla sie 300 lat temu, kiedy to w Oxfordzie wybuchla zaraza

i mlody Newton wrécil do domu na wies, W ciqgu krétkiego pobytu na wsi doszed! do wigkszosci
swoich odkryé, dzigki ktorym zyskal potem niesmiertelng slawe. Historia lubi si¢ powtarzaé. Czy
dzialalno$é Grothendiecka tez jest niedoceniana lub ostro atakowana przez czesé wspolczesnych?
— Nie, $wiat wspolczesny jest pod tym wzgledem bardziej sprawiedliwy, zreszta jak mozna
atakowa¢ prawdziwe twierdzenia. Nie méwig tu o marginesach spolecznosci matematycznej,
tam moga si¢ pojawi¢ nieprzychylne gesty. Uogoélnienia, ktorych dokonal Grothendieck, sa tak
znaczne, ze niekiedy trzeba osobnego wykladu, by wytlumaczy¢ zwiazek migdzy twierdzeniem



a jego sformulowaniem w wersji Grothendiecka. Przy czym nogélmema Grothendiecka sg

zawsze bardzo glebokie.

— Kiedy dzieci w szkolach bedq uczyé sie o Grothendiecku?
Kiedys, jako student myslalem, ze ludzko$¢ osiggnie taki poziom, ze w kloskach zamiast, no
powiedzmy ,,Boksu” czy ,,Przegladu Sportowego™ ludzie beda kupowa¢ ,,Fundamenta

*  Mathematicae”, a w szkolach dzieci beda sig¢ uczy¢ ,,powainej”” matematyki. Ale teraz juz tak

‘nie mygle ...
— Dziekuje za rozmowe.

Lokalna Supergromada

Mgr Krzj;sztof GORSKI

Jednym z najwazniejszych przedsiewzieé dzisiejszej astronomii
jest realizowany przez kilka grup naukowych w Stanach
Zjednoczonych i jedng w Zwiazku Radzieckim systematyczny
program badar najwickszych rozpoznawalnych dotychczas
skupisk materii we Wszechéwiecie — tzw. supergromad. Badania
te maja kapitalne wrecz znaczenie dla kosmologii. W pewnym
sensie centralnym jej problemem jest znalezienie zadowalajacej
odpowiedzi na pytanie: ,,Jak powstaly galaktyki?’. Obecnie nikt
nie jest jeszcze w stanie odpowiedzie¢ na nie jednoznacznie.
Teoria pgwstawania galaktyk rozwijana jest obecnie przez

~ zwolennikéw jej dwoch roztacznych, dopelniajacych sie
wariantow. Aby w ogodle we Wszechswiecie powstaly
jakiekolwiek obiekty, konieczne jest istnienie pierwotnych
niejednorodnosci. Na razie nie wiadomo jeszcze, skad sie owe
niejednorodnodci wzigty i jak wygladaly, wigc zaklada sig
a priori ich istnienie w najprostszej z mozliwych postaci. Tu
wlasnie roznig si¢ poglady kosmologdw-teoretykow. Jedni zakladaja,
ze w ,,cieczy” wypelniajacej Wszechs$wiat, zlozonej z materii
i promieniowania, silnie ze soba sprzezonych w dostatecznie
wczesnych epokach, zaburzona byla tylko gestosé
skladowej materialnej. Zaburzenia takie nazywaja sig
izotermicznymi. Drudzy — przeciwnie — twierdza, ze
zaburzenia tzw. adiabatyczne, istnialy w ,,cieczy” traktowanej
jako calosé.

e, o ktorye alej be t kombinacja

ch modele rozwijane

Dalsza procedura to zbadanie, jak pierwotne zaburzenia
ewoluowaly w trakcie rozszerzania sig¢ i stygnigcia calego
Wszechéwiata, w szczegblnodei — co dzialo si¢ w krytycznej
epoce rekombinacji materii, gdy skladowa promienista i materialna
przestaly ze soba silnie oddzialywa¢ i ci$nienie we

Wszechswiecie spadlo praktycznie do zera. Okazuje sie, ze
zaburzenia izotermiczne sa ,,wmrozone” w promieniowanie i do
momentu rekombinacji utrzymuja si¢ na pierwotnym poziomie.
Zaburzenia adiabatyczne przechodza w tym czasie bardzo
interesujaca ewolucje polegajaca na tym, ze epoka rekombinacji
dziala na nie jak filtr thumiacy zaburzenia o malych masach,
mniejszych niz okolo (w zaleznosci od wariantu teorii) 1013 —
—10'% M — mas Stofica (co odpowiada w przyblizeniu masie
gromady galaktyk).

Po rekombinacji materii zaburzenia jej gestosci zaczynaja
narasta¢'i kolejnym interesujgcym momentem w ich ewolucji
jestokres, w ktorym ich gestoéé staje sie znaczaco wieksza
(powiedzmy kilkakrotnie) niz gesto$¢ otaczajacego je tta. Zaczyna
sig¢ wowczas grawitacyjny kolaps takiego protoobiektu. Poniewaz
zaklada sig, ze pierwotne zaburzenia byly tym mniejsze, im
wigksza byla ich masa, otrzymuje si¢ dwa nastepujace
scenariusze powstania obecnej struktury Wszech$wiata,

9

Ten ,,gaz"” to ofrod

Rozmawiat Michal SZUREK

W pierwszym, zaproponowanym pod koniec lat sze$édziesigtych
przez R. Dicke'go i P. J. E. Peebles’a z Princeton (USA),
pierwotne zaburzenia sa izotermiczne i wobec tego pierwsze
powstajace we Wszech$wiecie obiekty maja mala mase,
konkretnie ok. 10° M (co odpowiada mniej wiecej masie
gromady kulistej gwiazd). Nastepnie w ,,gazie’” zlozonym z tych
obiektow zachodzi kolaps mniejszych poczatkowo zaburzen

~ 0 wigkszej masie — odpowiadajacych, powiedzmy, galaktykom.

,»Gaz” potem tworza galaktyki i powstaja ich grupy i gromady,
itd. Schemat ten nosi nazwe ciaglego grawitacyjnego
grupowania.

yiony z oddzialujgcych ze sobg tylko grawitacyjnie

wielu punktéw mat h (moga to byc gwiaz

itd).

, gromady kuliste, galaktyki

Drugi scenariusz, zaproponowany na poczatku lat
siedemdziesiatych przez J. Zeldowicza z Moskwy i rozwijany
péiniej przez jego grupe, opiera sig na zalozeniu, ze pierwotne
zaburzenia byly adiabatyczne. Jak powiedziano wyzej, istnieje
wtedy pewna charakterystyczna, do$¢ duza masa, ponizej ktorej
zaburzenia zostaly w czasie ewolucji sttumione.

Przedstawiciele tej grupy twierdza, ze kolaps tych protoobiektow
zachodzit anizotropowo i doprowadzil do powstania olbrzymich,
splaszczonych struktur (nazywanych przez Rosjan blinami, za$
przez Anglosaséw — pancakes) porozdzielanych wielkimi pustymi
obszarami przestrzeni (z grubsza mozna sie tu dopatrywad
analogii ze strukturg plastra miodu). Dopiero w nastepnym
etapie miata si¢ rozpocza¢ fragmentacja blinéw i powstawanie
galaktyk. .

Tak, w bardzo uproszczonym zarysie, przedstawiaja sie idee
lezace u podstaw dwoch konkurujacych pogladéw na kwestie
powstania obecnej struktury Wszech$wiata. Oczywiscie tylko
obserwacje moga te teorie zweryfikowaé. Wydaje sie, ze po

okolo pigédziesieciu latach od narodzin kosmologii obserwacyjn:_]
doszlismy do okresu, w ktorym zdobycze astronomii
instrumentalnej umozliwiaja jej intensywny rozwdj w sensie

ilosci i jakosdci danych obserwacyjnych. Po wielu latach badan
rozkladu przestrzennego galaktyk w oparciu oznane ich
potozenia na Niebie i dedukowane z jasnosci odlegloéci przyszedt
czas zmudnych, ale plodnych bezposrednich analiz odleglosci
poszczegblnych galaktyk w duzych obszarach Nieba. Informacje

"o odleglosci uzyskuje si¢ badajac przesuniecie linii absorpcyjnych

w widmach galaktyk w kierunku nizszych czestosci — tzw,
redshift. Odzwierciedla ono rozbieganie sig¢ galaktyk odkryte
przez Hubble’a w latach dwudziestych. Tzw. prawo Hubble’a
wiaze odlegloé¢ od nas badanej galaktyki z jej predkoscia
ucieczki, wvznaczona tak jak w klasycznym efekcie Dopplera, -
z przesunigcia linii widmowych.

W obecnym stanie rozwoju techniki obserwacyjnej uzyskanie
widma jednej galaktyki zajmuje ok. p6t godziny pracy teleskopu.
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Rys. 1 Konturowa mapa gestosci galakiyk w Lokalnej Supergromadzie

o vyl sig rosw gulaiciyoes.  Fnna. T

Rys, 2 Lokalna Supergromada w 3 wymiarach

Dla poréwnania Hubble potrzebowal pracowaé w tym celu na
teleskopie 2,5 metrowym calg noc! Ostatnia dekada przyniosta
systematyczne przeglady redshiftow galaktyk w kilku obszarach
Nieba. Ich efektem bylo odkrycie w strukturze przestrzennej
rozkiadu galaktyk kilku gigantycznych aglomeracji, ktore nosza
obecnie nazwy zwiazane z gwiazdozbiorami, w ktoérych je widaé
na Niebie. Sa to supergromady w Herkulesie, Perseuszu

i w Warkoczu Bereniki oraz tzw. Lokalna Supergromada.
Adekwatnos¢ terminu supergromada mozna zrozumiec,
zwazywszy ze np. w Warkoczu Bereniki obserwuje si¢ strukture
lezaca ok. 400 miln lat $wietlnych od nas i rozciggajgca si¢ na
Niebie na obszarze o szerokosci co najmniej 20°!!

Pomiary predkosci pojedynczych galaktyk w ramach supergromad
pokazuja, ze rozmiary tych gigantow sg tak duze, iz
charakterystyczny czas przelotu galaktyki przez supergromade,
do ktorej nalezy, jest kilka razy wigkszy niz wiek Wszechswiata!
Oznacza to, ze obserwujemy i badamy wreszcie obiekty, ktore
w najmniej (w poréwnaniu z galaktykami) zafalszowany
pbZniejsza ewolucja sposob informuja nas o tym, jak wygladaly
pierwotne zaburzenia gestosci we Wszechswiecie.

PrzejdZmy teraz do zasadniczego tematu tego artykulu. Juz przed
II wojna $wiatowa astronomowie zauwazyli, ze po tej stronie
naszej Galaktyki, ktéra odpowiada poinocnej stronie Nieba,
istnieje znaczny w stosunku do strony drugiej nadmiar galaktyk.
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Od poczatku lat 50-tych G. de Vaucouleurs z Austin w Teksasie
badat i nazwat Lokalna Supergromada kompleks galaktyk

z gromada galaktyk w Pannie w centrum, rozciagajacy sie na
olbrzymim obszarze gwiazdozbiorow Panny, Lwa, Psow Goriczych,
Pucharu, Smoka i Pompy (ponad 90° szerokosci). Na
peryferiach tego obiektu znajduje sie Grupa Lokalna, ktorej
najwigkszymi czlonkami sg galaktyka M 31 w Andromedzie

i nasza Galaktyka. Niedawno Amerykanie B. Tully i R. Fisher
zebrali informacje o predkosciach 2200 (!) galaktyk lezacych
blizej niz trzykrotna odleglos¢ gromady w Pannie (40 min lat
$wietlnych) i na tej podstawie Tully dokonatl znakomitego
studium morfologii Lokalnej Supergromady (L. S.).

Spoéjrzmy na rysunek pierwszy. Widzimy na nim poziomicowa
mape¢ gestosci przestrzennej 672 jasnych galaktyk w L. S. Nasza
Galaktyka znajduje sie 10 jednostek (tzn. ~ 10 Mpc, czyli ok.
31 min lat $wietlnych) nad punktem o wspétrzednych (0,0).
Kolejne poziomice wyznaczajg gestos¢ galaktyk réwna
odpowiednio: 0,5, 1, 2, 4 i ponad 8 galaktyk na Mpc®. W
centrum znajduje si¢ gromada galaktyk w Pannie, na prawo od
niej oblok w Psach Goriczych, na lewo oblok nazwany Panna II.
W lewo ku gorze oblok galaktyk — Panna III, w prawo w dot —
Lew II, w lewo w dot — Puchar, w prawo ku gorze od gromady
w Pannie — tzw. odnoga Psow Gonczych. Tully podaje, ze:

— tylko 20%; jasnych galakiyk znajduje sie w gromadzie w Pannie;
— 40%, jasnych galaktyk lezy w Pannie II i Psach Gonczych;

— pozostale 409 lezy w kilku (~ 5) oblokach poza plaszczyzna
wyznaczong przez gromady galaktyk Panna, Panna II i Psy
Goncze.

Uderzajace jest to, ze caly kompleks widoczny na rysunku
zajmuje tylko 5% objetosci zawierajacego go prostopadioscianu,
tzn. wigkszo$¢ objgtosci zajmowanej przez L. S. jest pusta!
Panna II i Psy Goricze stanowia splaszczony zespot zawierajacy
si¢ w elipsoidzie trojosiowej o stosunku osi rownym 6 : 3 : 1,
Panna III, Puchar i Lew II majg wydluzone ksztalty cygar
skierowanych ku gromadzie galaktyk w Pannie. Dotychczasowe
dane wskazuja, ze éredni rozrzut predkosci galaktyk w ramach
poszczegbdlnych oblokow jest bardzo maly — ok. 100 km/s (dla
porownania, predkosc¢ Stonca w Galaktyce ~ 220 km/s). Za
Lokalng Supergromada (patrzac z Ziemi) znajduje sie ,,dziura”
w rozkladzie galaktyk siggajaca nastgpnej supergromady w
Warkoczu Bereniki.

Spojrzmy teraz na rysunek drugi. Jest on proba schematycznego
przedstawienia Lokalnej Supergromady w trzech wymiarach.
Nalezy rozumieé, ze narysowane na nim powierzchnie zawieraja
ok. 95% galaktyk nalezacych do L. S.

Co o tym wszystkim sadzi¢? Wydaje sig, ze taki obraz
Supergromady odstoniety przez Tully’ego faworyzuje teorig
Zeldowicza i sprawia duze trudnosci interpretacyjne zwolennikom
cigglego grawitacyjnego grupowania. Tzn. latwiej wyobrazi¢
sobie, ze obiekt ten powstal wskutek anizotropowego kolapsu
wielkiej masy gazu w kierunku ku plaszczyznie L. S.
fragmentacji na kilka oblokéw (z silnym przyplywowym
oddzialywaniem na te lezace poza plaszczyzng L. S.),

niz skupienia wielkiej iloéci oddzialujacych ze sobg

galaktyk w bardzo malej czgsci (~ 5%) dostgpnej im objetosci
(wyglada na to, ze teoria cigglego grawitacyjnego grupowania
bardzo nie lubi wyraznych i rozleglych dziur w rozkladzie
galaktyk).

Trudno jednak ostatecznie weryfikowaé teorie fizyczne na
podstawie analizy pojedynczego obiektu. Dlatego rozpoczynajacy
ten artykut passus o kapitalnym znaczeniu systematycznych

i jeszcze dokladniejszych badan L. S. i innych takich obiektow
na pewno nie jest przesadzony.



Rzu¢ monete, rzu¢ monete

Dr Edward STACHOWSKI

W dlugiej serii rzutow moneta liczba orlow jest — z duzym
prawdopodobiefistwem — bliska liczbie reszek. Jakiego rzedu
jest ta bliskos¢? Czy przy wydtuzaniu serii ré6znica R — O
(liczba reszek minus liczba ortow) zmierza do zera, czy moze
roé$nie nieograniczenie?

. S : o,
Wiadomo (prawo wielkich liczb Bernoulliego), ze ciagi —
n

R, 1
(O, — liczba ortdw w n rzutach) i — daza do o Odejmujac,
n

Oy—

S Rn ol . .
widzimy Ze — 0, ale nie daje to zadnych specjalnych

informacji o granicy lim(0Q,— R,). Co znaczy, ze dazy do

1]
L1

3 7 Jest to tylko (to wlasnie orzeka prawo wielkich liczb)

zbieznosé ,,wedlug prawdopodobienstwa®. Precyzujac ten termin

powiemy, ze ciag zmiennych losowych {X,};2, ,,dazy” do liczby a,
(co bedziemy oznaczali przez X, — a), jesli dla kazdego & > 0 mamy

) lim P{|X,—al > ¢} = 0.

Tego typu zbieznos¢ w teorii prawdopodobienistwa nazywamy
wladnie zbieznoscig stochastyczng lub zbieznoscia wedlug
prawdopodobienstwa. Intuicyjnie znaczy ona, ze
prawdopodobienstwa odchylen wigkszych od e sa dla duzych n

* dowolnie male.

W naszym przypadku
[ s i e
- —, — —
n 2 n 2
oraz, co latwo z tego wynika,
On

2

= 1.

Ciekawe jest nastepujagce pytanie: co mozna powiedzie¢ o ciagu
roznic migdzy liczba orlow i reszek, tzn. o ciagu {On— Ra}&,
lub jezeli kto§ woli {R,— 0.}, . Okazuje sie, Ze ciagi te sa
nieograniczone w tym samym sensie, w ktorym powyzsze ciagi
,»dazyly”” do 1/2 lub 1. Dokladniej, pokazemy ze dla kazdego
& > 01 kazdego k naturalnego
P{lO,—R, <k} < ¢

dla dostatecznie duzych n. Znaczy to, ze dla dostatecznie
duzych n prawdopodobiefstwo 7e |0, — R,| nie przekroczy
liczby k jest dowolnie male lub inaczej, prawdopodobienstwo ze
|On— R,| przekroczy k jest dowolnie bliskie 1.
PrzejdZzmy do dowodu. Pokazemy, ze dla kazdego ¢ > 0
i dowolnego k istnieje liczba N taka, ze dla wszystkich n > N

P{lOzn—Rznl < 2k} < ¢

(zastapilismy n przez 2n oraz k przez 2k w celu uproszczenia
rachunkow).

Mamy [Ozn— Ronl < 2k <> [03,—n| < k,
stad
P{|O2n— Ryl < 2k} = P{|Oza—nl < k} = P{|O2y = n—kV
VOzn=n—k+1lv ... vVOy, = n+k—1v O, = ntk} =
=P{03, = n—k}+P{Ozn = n—k+1}+ ... +
+P{0z, = nt+k—1}+P{0;, = n+k}.
Najwiekszym sposrod 2k + 1 skladnikow jest P{O., = n}
(najbardziej prawdopodobna liczba ortéw w 2n rzutach moneta
jest n). Mamy wigc

P{|Ozn— Rznl < 2k} < (2k+1) P{O30 = n}

. 2m\ [1\2"  (2u)! [1)\2n
“"“Z"“(J(E) =:m(7) ‘

Korzystajac ze wzoru Stirlinga (zob. Delta 7/1981)
n! ~ V2ane"n"

ale

otrzymujemy
Arps =20 2n
£ (O =ni ]/2:;—;::?55};?::5_ =5 ﬁ
a stad
2k+1
Van

Niech & > 01 k bedg dowolnymi ustalonymi liczbami. Poniewaz

P{|Ozn—Rzn[ = Zk} =

: k4112 | i R : 3
ciag - i jest zbiezny do zera, to istnigje takie N, ze dla
I/ﬂ'ﬂ n=1
(2k+1)? 2k +1 T A
n> N|2 ——5—| mamy ——— < & no i juz, Przykladowo
Jte TTH

dla k = 250, ¢ = 0,001 mamy N > 79 896 100 000 (przy 160
miliardach rzutéw roznica miedzy liczba ortow a reszek przekroczy
500 z prawdopodobiefistwem 99,9%,).
Wystarczy wiec rzuca¢ ,,dowolnie dlugo™, aby nadwyzki jednego
wyniku nad drugim staly si¢ dowolnie duze ‘
% prawdopodobienstwem dowolnie bliskim jednosci. Fakt ten na
ogo6t nie jest znany, ,,zdrowy rozsadek’ podsuwa bowiem mysl, ze
liczby wynikéw poszczegdlnych rodzajéow wykazuja tendencje¢ do
wyréwnywania sie w miarg coraz diuzszych serii prob.
Rozwazania dotyczace rzutéw moneta mozna uogdlni¢ na
dowolny schemat Bernoulliego. Jezeli przez S, oznaczymy liczbe
sukcesow w n probach Bernoulliego z prawdopodobieristwem
sukcesu w pojedynczej probie rownym p, to prawo wielkich liczb
Bernoulliego orzeka, ze

S

n

= p.

Wartoécia oczekiwana liczby sukceséw w n probach Bernoulliego
jest np. W sposob analogiczny jak poprzednio mozna wykazac, ze
wyrazy ciagu {|S,—np|};>, beda wigksze od dowolnej liczby
z prawdopodobienstwem dowolnie bliskim jednosci dla
dostatecznie duzych n. Przykladowo, jezeli rozpatrujemy rzuty
kostka i S, oznacza liczbe ,,szostek’ w n rzutach, to

S 1

—_——

n 6

n
Si—g

=]
a ciag { } , jest nieograniczony.
n=

Doktadniej, dla zmiennej losowej S o rozkladzie Bernoulliego
mamy z prawdopodobienistwem 1:

. S-—»'%P
limsup — =1,
n— o ]/an(l —p)ininn
Se—n,
T T M SCBON, )

n—w  V2np(I—p)Ininn



Patrz w niebo

W jednym z poprzednich numeréw Delty (12/1982) T. Kwast pokazal, ze prawie
wszystkie gwiazdy ukladaja si¢ na diagramie Hertzsprunga-Russella wzdhuz
pewnych, okreslonych linii. W szczegélnoscei osmmna wigkszodé gwlar.d lezy na
ciggu gléwnym. Cheemy dzisiaj zap waé inny, réwniez b czesto
uzywany diagram, tzw. diagram dwukoldrowy. Zanim przejdziemy do jego
omawiania — pare sléw przypomnienia.

U-B
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‘Wszystkie pojedyncze gwiazdy dzieli si¢ na typy i kiasy w zaleznodci od ich
parametréw. I tak, ze wzgledu na temperature powierzchni wyrdzniamy Kilka
typéw, oznaczajac je literami O (> 30000K), B, A, F, G, Ki M (< 3500 K).
Moina podzieli¢ réwniez gwiazdy na klasy w zaleznosci od ich iaréw:
nadolbrzymy (klasa I), jasne olbrzymy (II), olbrzymy (III), podolbrzymy (IV)

i karly (V). Istniejg jeszcze mniejsze gwiazdy niz karly, ale nie bedziemy si¢ nimi
tu zajmowac.

Temperature i rozmiary gwiazd k latwo wy y lizujac ich
widma. Duzym ulatwieniem jest tutaj stosowanie tzw. fotometrii wmlobarwnej.
Otéz okazuje sig, Ze wystarczy zmierzyé jasnoéé gwiazdy w dwéch dlugoseiach
fali (kolorach, np. niebieskim i 26itym), aby z doéé dobra dokladnoscia
wyznaczyé temperature jej powierzchni. Bardzo czgsto stosowana jest

w astronomii fotometria tréjbarwna UBV (ultraviolet, blue, visual). Wyniki
obserwacji gwiazd podaje si¢ w postaci tréjki liczb: V (jasnoéé w barwie
26ttej), B-V (,,kolor 1", o ile gwiazda w barwie niebieskiej jest slabsza niz

w barwie 26ltej) i U-B (,,kolor II", nadfiolet — blgkit). Okazuje sig, 2e kolory
te zachowujq si¢ réwniez w pewien okreslony sposéb, co widaé na rysunku.
Na jego osiach umieszczono oba kolory. Przedstawiono na nim kolory ponad
46000 gwiazd, wszystkich, ktérych kolory zmierzono do 1975 r.

Zaznaczono kilka linii, z ktérych uklada sig¢ wigkszodé |

3 linie krzywe s3 to oczekiwane kolory dla ciggu g}dwnego (V kla.sa jasnodci),
olbrzyméw (III) i nadolbrzyméw (I). Linig prostg zaznaczono kolory ciala
doskonale czarnego, tzn. takiego ciala, ktére emituje tyle samo $wiatla, co
pochlania. Jak widaé, wiele gwiazd uklada sie powyzej krzywych I, IILi V.
Zagadka ta zostala wyjaéniona z chwila odkrycia istnienia materii
miedzygwiazdowej, ktdra pochlania silniej promieniowanie krétkofalowe, co
powoduje, ze gwiazdy wydaja si¢ bardziej czerwone, niz to wynika

z temperatury ich powierzchni. Zjawisko to jest bardzo podobne do
obserwowanego poczerwienienia Slofica nisko nad horyzontem, kiedy to
promienie wietlne muszg przebyé duzo dluisza droge w at ferze, niz wtedy,
gdy Slorice jest np. w zenicie. Latwo pokazaé, ze w wyniku poczerwienienia -
miedzygwiazdowego kolory gwiazd przesuwaja si¢ w prawo w doél na
diagramie dwukolorowym, wzdluz prostej réwnoleglej do strzatki zaznaczonej

1

nar A wigc znajac klase j $ci gwiazdy mozna latwo wyznaczyé
ielko$é poczerwienienia, co z kolei (jesli ma.my mzklad matem
miedzygwiazdowej) pozwala na ¢ wanie g g

mgr Tomasz CHLEBOWSKI

L ; Diagram dwukolorowy dla 46 tysigcy gwiazd

B-Y

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 319. Czy szereg (utworzony z kolejnych liczb pierwszych)

i Zadania i
: 1

—+
4}
jest zbiezny, czy rozbiezny?

Mowimy, ze szereg a; +a+as+as+ ...
a,+‘az+as,a,+aztast+a,,...
Rozwiazanie na str. 14.

1 7o 1

- +
¥3+5 YT+11+13

+
V17+19+23+29

jest zbiezny, gdy ciag sum czg$ciowych a,, a, +a:,
jest zbiezny.

M 320. Wykaza¢, ze rownanie kwadratowe ax*+bx+ ¢ = 0 o calkowitych nieparzystych
wspolczynnikach a, b, ¢ nie moze mieé pierwiastkéw wymiernych.

Rozwiazanie na str. 8.

M 321. Wykaza¢, ze jezeli H jest ortocentrum (punktem przecigcia wysokoéci) ostrokgtnego
trojkata ABC o bokach a, b, c, to odlegloéci x, y, z punktu H od wierzchotkéw A, B, C spelniaja
rownanie ayz+ bzx+ cxy = abc.

Rozwigzanie na str. 13.

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ
F 128. Jednorodne pole magnetyczne porusza si¢ z predkoscia u. Prostopadle do kierunku

€ & @ indukgji tego pola wstrzelono natadowang czastke o predkosci » (patrz rysunek). Spelniony jest
R é o -m przy tym warunek: u|€ ci |9/ € c.
g 5—'—-— SR Wiadomo, ze sila, z jaka pole magnetyczne dziala na poruszajacy si¢ w nim ladunek, nie
wykonuje pracy, zatem po opuszczeniu pola czastka powinna wraca¢ z identyczng energia
_l.? L] L] 2 : m!
g sl kinetyczng E, = >
% . e ta Jednakze prowadzac rozwazania w ukladzie odniesienia zwigzanym z polem magnetycznym
o ] 3 = : m(v+2u)*
2 © e ® i przechodzac ponownie do ukladu laboratoryjnego otrzymuje si¢ wynik E; = Sy o5 o
TRty Wyjasnié sprzecznosé. :
e @ ® Rozwiazanie na str. 15.
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Nieliniowe
fale stacjonarne

Dr Stefan
WOJCIECHOWSKI
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Rys. 1
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Rys. 2
Rozwigzanie zadania M 321
Mamy Sipc = Sanc+ ScHa+ Tans
i poniewaz ¥ BHC = 180°— x 4, ¥ AHC =
= 180°— & B, ¥+ AHB 180°— & C, wigc
otrzymujemy i
¢ 1 . 1 g
b = 7 yzsin A+ — zxsin B+ SxysinC
4R 2 2 2
(R jest promieniem okr¢gu opisanego na
trojkacie ABC).
E 2 4 a in B &
wroczesnie sin A = , sin .
Rownoczesnie sin A4 2R 5 IR
ine o b ¢ abc
5in C = obec tego
sin 5 | W ego —=
e + L2 + ‘.-\'rl. skad wynika
4\ R R R |
rownosé
abc = ayz+bzx+cxy.

' Rozchodzenie si¢ sygnatu w osrodku fizycznym opisywane jest rownaniami falowymi. Ich

posta¢ istotnie zalezy zaréwno od wlasnosci osrodka, jak i od energii sygnatu. Jak dotychczas
poznaliSmy dosy¢ dobrze wlasnosci liniowego réwnania falowego, czyli takiego, ze suma dwéch
dowolnych jego rozwigzan jest rowniez rozwiazaniem. Tylko w nielicznych przypadkach
natomiast udato si¢ wyznaczy¢ ewolucje czasowa fal nieliniowych.

Rozwazmy na poczatek najprostsze rOwnanie falowe

du du
(1) —+c— =0,

gdzie u(x, t) jest amplituda fali, za$ ¢ predkoscia rozchodzenia si¢ sygnatu. Jesli predko$é ta jest
stala, to rozwigzaniem réwnania jest fala stacjonarna u(x, ) = uo(x— cr) wedrujaca z predkoscia
¢ w prawo, o profilu zadanym przez warunek poczatkowy u(x, 0) = uo(x). Ksztalt profilu

w chwili poczatkowej mozemy obra¢ w formie np. paczki falowej (rys. 1) albo frontu falowego jak
na rysunku 2.

Na og6l predkosc rozchodzenia sig sygnalu nie jest stala i moze zaleze¢ zar6wno od

polozenia oraz czasu, jak i od amplitudy. Jedli jednak ograniczymy si¢ do stacjonarnego

i przestrzennie jednorodnego o$rodka reagujacego na zaburzenie nieliniowo, to wtedy c jest tylko
funkcja u. W naiprostszym przypadku e(u) = u, czyli

(6) i I
e T
! t=0 >t 2>t
\\—-— \II
r——-—-.\\_b | ‘
r—--
- |
- . "\\
X
Rys. 3

Wzrost predkosci z amplituda powoduje skracanie si¢ czola fali w wyniku doganiania go przez
zaburzenia o duzej amplitudzie (rys. 3). W koficu amplituda staje si¢ niejednoznaczng funkcja
polozenia i nastepuje zatamanie sig jak dla fal na wodzie. W przypadku fali dZwigkowej
natomiast oznacza to tworzenie si¢ frontu fali uderzeniowej (patrz artykut A. Kuszlla, Delta
10/1981). W opisie takich fal, jak fala dZwigkowa, niejednoznacznos¢ amplitudy usuwa sie przez
wprowadzenie nieciaglego czofa fali, ktore umieszcza si¢ w takim polozeniu, zeby zakreskowane
pola po obu stronach nieciggloéci byly rowne. Warunek ten wynika z zasady zachowania
energii.

Czy zatem w $wiecie fal nieliniowych nic nie pozostaje ze statecznej wedréwki niezmiennego
profilu falowego? Byloby tak, gdyby nie fakt, ze istnieja dwa efekty, ktore pominieto

w rownaniu (2), a mianowicie dyssypacja (czyli rozpraszanie) energii oraz rozptywanie sie fal
wskutek dyspersji. Kazdy z nich wystarczy, zeby skompensowa¢ zmiang ksztattu fali wywotang
zaleznos$cia predkosci od amplitudy. Co wiecej, rownowazenie si¢ przeciwstawnych wplywow
nieliniowosci i dyssypacji (lub dyspersji) umozliwia powstanie fali stacjonarnej. Sa to jednak
fale o bardzo szczegolnych profilach, podczas gdy w przypadku rownania (1) kazdy
poczatkowy profil rozchodzi sig bez zmiany ksztaltu.

Wynik rownowagi efektow nieliniowych i dyssypacji:
front falowy Burgersa.

Uwzglednienie rozpraszania energii propagujace;j sie fali wymaga uzupetnienia réwnania (2)
2y | :

czlonem pa—z, co daje tzw. rOwnanie Burgersa
X

du % du u

e “ — = —

TPRRL e )

Predkosc fali jest proporcjonalna do amplitudy, a maly parametr x4 mierzy tempo rozpraszania

energii. Tak otrzymane réwnanie opisuje rozchodzenie sie fal akustycznych w gazie wzdhuz
dtugiej, cienkiej rury, gdy natezenie fali mozna przyja¢ za stale na calym przekroju poprzecznym.

(3)

Dodatkowo trzeba takze zalozyé, ze nieduze sa predkodci przemieszczania si¢ gazu. Amplituda

u(x, t) ma wtedy znaczenie predkosci w punkeie x i chwili ¢ bardzo cienkiej warstwy gazu.
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Niecha; = 1,a; = 3+5,a: = T+11+13,

itd. Przez by, b3, b3, ... 0Znac ¢ zad

odpowiedniej dlugoéci sumy kolejnych liczb

parzystych: 2, 446, 84+10+12, .... Dla
k > 2 mamy zatem a; = b;. PoniewaZ
jednak by k(k?+1) > k3, wiec
) 0 o0
e oy s L
VG = VR =R
a suma tego ostatniego szeregu nie przekracza

2z

u
i kel
; trmmetonens
1 ! t=0
| i I
H i
yal 1 (V Ir —r .
R
E 8
P :. ........... i_ ___________
! I
-4u/a LA X
Rys. 4
u
(x)
= Y a
1520 i S
J é’\?
& k‘:\ k“' e
x
Rys. 5
et
':
I
]
|
177/ , :
X X Z
\.r‘ 4ITt VETTE

Rys. 6

Zeby zrozumie¢ wplyw dyssypacji na zachowanie sie rozwiazan, poszukamy fali stacjonarnej
u(x, t) = f(x—vt). Wstawienie u(x, t) do rownania (3) pozwala wyznaczy¢ nastepujacy front
falowy:

= +Ath A(r )
4) fa—vt)=v W [EV—x]

o ksztalcie wykresu tangensa hiperbolicznego (rys. 4). Wida¢ zatem, ze o ile skladnik
ou R T : :
nieliniowy u s powodowatl skracanie sig czola fali koriczace si¢ falg uderzeniowa (rys. 3), to
X
czlon dyssypatywny wplywa przeciwstawnie wymuszajac rozplywanie si¢ profilu fali. Efektem

rOwnowagi miedzy tymi procesami jest fala stacjonarna (4). Ilosciowo wyglada to nastepujaco:
2

Czlon dyssypatywny jest proporcjonalny do a czlon nieliniowy roénie z A. Przy

i
; : : &*u :
dostatecznie malej szerokoséci & frontu falowego druga pochodna vy w punktach A i B
X

wykresu (rys. 4) staje si¢ na tyle duza, zeby oba czlony byly poréwnywalne, a efekty ich wplywu
wzajemnie si¢ kompensowaly. Dlatego szerokos$¢ frontu falowego dana jest zaleznoscia

d= Tﬂ, co zapewnia, Ze zar6wno ze wzrostem amplitudy calkowitej 4, jak i ze zmniejszaniem

&u

si¢ parametru px druga pochodna FPFe
X

Natomiast jednolita predkoéé v fali stacjonarnej (4) jest wynikiem usrednienia si¢ ruchu

A pi |
elementow fali o predkosciach zmieniajacych si¢ w przedziale od v— = do v+ o

osiagnie dostatecznie duza wartos¢ w punktach 4 i B.

Zauwazmy, ze rOwnanie Burgersa bez czlonu nieliniowego to réwniez rownanie dyfuzji
du u f

) TR :

opisujace rozchodzenie si¢ ciepla, ktorego ogodlne rozwiazanie ma postac

a0
1 (x—y)?
e S exp [— —] us(y)dy.
Véaur 4t
Na ogét nie potrafimy wystepujacej tu catki obliczy¢ analitycznie. Z tego wzgledu, dla

uproszczenia rozwazan przyjmiemy warunek poczatkowy u(x, 0) = ue(x) jak na rysunku 5. Jest
to uzasadnione, gdyz funkeja uo(x) bardzo dobrze przybliza ksztalt fali (4) w chwili 1 = 0 dle

6) u(x,t) =

A
duzych A4, bardzo malych wartoéci parametru u oraz v = = Rozwigzanie (6) sprowadza sig

X
0 77
1 — )2 A [
wtedy do calki ulx, t) = —— S exp [—- E ») ]Ady = — S exp(—z*)dy
]/4?r:pl i _ At ]/n 2
nietrudnej do zbadania graficznie. Warto$¢ amplitudy jest rowna u(x, 1) = —— S(x, 1), gdzie
I

S(x, 1) oznacza zakreskowane pole na rys. 6, a stad mozna juz latwo odczyta¢ zmiang frontu
falowego z uplywem czasu.

Dotychczasowe rozwazania, pomimo ze dotyczyly szczegélnego rozwiazania, pozwolily nam
zrozumieé role poszczegblnych skiadnikéw réwnania Burgersa. Ale fala stacjonarna (4) ma
rowniez charakter uniwersalny: mozna wykazaé, ze kazde zaburzenie poczatkowe spelniajace

4 .
Ho(x) Ty v+ — 1 Ug(x) —

warunki © ) x40 )

przybiera dla dostatecznie duzych ¢ postaé (4), czyli wskutek dyssypacji wszystkie ,,zmarszczki”
zaburzenia poczatkowego wtapiaja si¢ stopniowo w profil wedrujacego na prawo tangensa
hiperbolicznego.

W $wietle uniwersalnosci rozwiazania (4) zrozumiala staje si¢ rowniez przyczyna wprowadzenia
nieciaglego czola fali na rys. 3. W granicy przy # — 0 rownanie Burgersa przechodzi w (2),

a rozwiazanie (4) staje si¢ fala w postaci nieciaglego progu o skoku /. Prog ten porusza si¢ na
prawo z predkoscia v. Taka tez ustala sie (dla duzych 1) predkos¢ nieciaglosci na rys. 3.

Wynik rownowagi efektéw nieliniowych i dyspersji: soliton

Najprostszym rozwigzaniem liniowego réwnania falowego (1) jest plaska fala monochromatyczna

o
u(x, t) = A cos(wt— kx) poruszajaca si¢ ze stala predkoscia ¢ = T Kazde inne (a $cislej:
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Rozwigzanie zadania F 128
e miv+ 2u)?
2

Prawidlowym wynikiem jest: E; =
Sprzecznos¢ wynika 7z pominigcia w ukladzie
laboratoryjnym pola elektrycznego,

Zwiazanego z poruszajacym sie polem

2 czgstki.,
Gdy czgstka w ukladzie laboratoryjnym ma
w ukladzie oduiesienia

netycznym jej p
Sila dzialajgca na cz ¢ w tym ukladzie:

F’ glv'xB) = gox B’ —qux B'.

W obre¢bie pola magnetycznego czastka
e po polokregu, ktorego promien

o+ u)
lg| B’
Zasada wzglednodci wymaga, aby
1° F = F czyli F = qu X B' — qux B’, wtedy
rownania Newtona w obu ukladach maja

tacé,

dach czastka ulegala
wzdluz granicy pola o te sama
o II\.H(\%\ 2 R.

Wzor 1° jest stuszny dla dowolnej wartoéci o,
aje w spoczynku
toryjnego (o 0),
ktryczne, ktérego

zatem gdy lac
wzgledem uklady
dziala nan
natgzeni = —ux B'. Przy predkosciach
réznych od zera sila F ma wige postaé

F = * B'+ E).

kcie przelotu przez o

magnetycznego pole E wy
- & & F

Onuje praceg:

W= \gE ovdt =g E Evcos(v, E) dr
= |g 2R = 2mu(v + u).
Dokiadnie tyle samo wynosi roznica energii
kinetycznych E; i E;.
u
14
7T
\ pal
o | V=3
| ||_ So————
0424/
i
128 %
a4
Rys. 7
u
3v

Rys. 8

kazde parzyste w chwili ¢ = 0) rozwigzanie mozna przedstawié¢ w postaci sumy takich fal
o réznych czestosciach:

w’g‘) & i

ulx, t) = SA(k)oos{mt—kx)dk, gdzie
Tylko dla fali opisywanej rownaniem (1) predkoé¢ jest taka sama dla dowolnego k. Jesli
natomiast rozwazymy rownanie falowe np.:

. du Pu
® e e
at ax

to fala plaska bedzie takze jego rozwigzaniem, ale pod warunkiem, ze @ = — fk*. Odpowiada to
zaleznosci predkosei fali c(k) = — pk? od jej diugoscei.
Rozwiazanie dowolnego rownania liniowego o tej wlasnosci takze mozna przedstawié w postaci
sumy fal plaskich, ale poruszajacych si¢ z roznymi predkosciami. W wyniku tego nastepuje
zmiana ksztattu profilu poczatkowego, co poczatkowo przejawia sig w rozplywaniu sie paczki
falowej, a nastgpnie w jej rozpadzie na mniejsze pakiety fal oraz ciagi fal sinusoidalnych.
Szczegodlowe zachowanie si¢ rozwigzan wyznaczone jest przez zwigzek dyspersyiny o = (k).

Uwzgled nienie efektow stabej dyspersji w rownaniu nieliniowym moze natomiast prowadzié¢ do
formowania sie fali stacjo_narnej u(x,t) = f(x—vt). Tak si¢ wlasnie dzieje, jesli rownanie (2)
3
u
ax®’
otrzymamy wtedy tzw. rownanie Kortewega — de Vriesa (KdV)

du du d3u
®) —ttU—tf—— =0,

at dx A ax?
Opisuje ono rozchodzenie si¢ na plytkiej wodzie diugich fal powierzchniowych o malej
amplitudzie. Amplituda  jest w tym przypadku wysokoscia fali ponad powierzchnie swobodna
wody.

uzupetnimy czlonem dyspersyjnym § —, gdzie maly wspélczynnik f8 okresla szybko$¢ dyspersiji;

Postaramy sig¢ zrozumie¢, jak dyspersja wplywa na formowanie si¢ fal nieliniowych. W tym celu
rozpatrzymy falg stacjonarna (rys. 7)
1

/4]

nazywana solitonem. Predko$¢ tej fali wyznaczona jest przez amplitudg v =

(10) ulx, t) = A

A
5 a szeroko$¢

zalezy od ilorazu amplitudy i wspolczynnika dyspersji, ktéra rébwnowazy tutaj zmiany ksztaltu

fali zwigzane z nieliniowoscia. Bardzo staba dyspersja wymaga zatem utworzenia sie na tyle
3

u
5~ uczynily czlon dyspersyjny poréwnywalnym

waskiej paczki falowej, zeby duze wartoéci 7
X

du
z czlonem nieliniowym u rTe
x

Dokladniej przesledzimy wplyw dyspersji rozpatrujac liniowa cze$é rownania KdV, czyli
réwnanie (8). Sciste rozwiazanie tego rownania zawiera trudne do. zbadania calki, ale

szczgsliwie mozna si¢ ograniczyé do przeanalizowania tendencji zmian pakietu z rys. 7 w ciggu
bardzo krotkiego przedzialu czasowego At. Jest to uzasadnione, poniewaz profil (10) nie zmienia
ksztattu, a wigc w przeciagu czasu Ar wplyw dyspersji powinien przeciwdzialaé efektom
nieliniowym.

Rozwigzanie w chwili 1+ Af mozna przyblizy¢ nastepujaco:

a
(11) ulx, t+41) = u(x, )+ a—f(x, t)At+ (mala proporcionalna do At?),

a korzystajac z rébwnania (8) mamy
aB

(12) u(x, t+At) = u(x, 1)+ [—ﬁ—a : (x, r)]/.]r
X

u

axd’

Zilustrowali$my to na rys. 8, gdzie czarne strzatki okreslajace kierunek zmiany amplitudy sa
3

d*u
proporcjonalne do wartoéci trzeciej pochodnej =
X

Wobec tego predkos¢ wzrostu amplitudy jest rowna —

(x, ). Uwzglednienie nieliniowos$ci wymaga

du
dorysowania strzalek pomaraniczowych o dlugoéci proporcjonalnej do —u FTR Na czole fali
X

(zaznaczonym kolorem pomaranczowym), ktore podlega procesowi nieliniowego skracania sie,
kierunki strzalek sa przeciwne. Wypadkowa predkoéé wzrostu amplitudy wycinka wykresu
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A~

d3u

u
w punkcie x jest ich suma i wynosi —f —u ——. Jest ona rowna predkosci wzrostu wskutek

ax? ax
= 3 : . Ou d du :
przesuwania sig fali, czyli wynosi = = 7y flx—vt) = —va—, gdzie v oznacza predkosé
x
solitonu. -
u
t, >t

Rys. 9

Juz umiemy

Pe

Solitony odgrywaja rownie uniwersalna rol¢ w opisie ewolucji czasowej rozwiazan roéwnania
KdV, jak fala Burgersa w opisie rozwigzan réwnania Burgersa. Mozna wykazaé, ze dowolne
zaburzenie poczatkowe spelniajgce warunki uo(x) e 0 oraz ug(x) 0 rozpada si¢

X=+ 00
(rys. 9) na pewna liczbe solitonow oraz oscylujacy ogon, ktérego amplituda zanika nie wolniej

niz L_ Po dostatecznie dtugim czasie pozostaja wigc tylko solitony poruszajace si¢ na prawo ze
t

stalg predkoscia proporcjonalna do amplitudy.

W trakcie ewolucji wigksze solitony doganiaja mniejsze, przez moment tworza z nimi wspolng

paczke falowa, a nastepnie odsuwaja si¢ juz z prawej strony od solitonu mniejszego. W rezultacie

solitony ustawiaja si¢ w kolejnosci wzrastajacych amplitud. Potem nastepuje juz tylko ich

wzajemne oddalanie sie od siebie na skutek réznic predkosci. ;

Rozpatrywane przez nas rownania: KdV i Burgersa odgrywaja szczegblnie wazna role w teorii

fal nieliniowych. Przyczyna lezy w tym, ze $cisle rownania hydrodynamiki i aerodynamiki sq

zbyt skomplikowane, zebySmy mogli znalez¢ ich pelne rozwigzania i trzeba sie ucieka¢ do metod

przyblizonych.

Uwazglednienie najwazniejszych poprawek do rownania (2) wynikajacych z dyspersji i dyssypacji

na ogo6l prowadzi do rownania KdV lub Burgersa. Inng, niezwykle wazng cecha tych rownan

jest mozliwo$¢ wyznaczenia (pomimo nieliniowosci) rozwiazan ogoélnych, co stwarza mozliwosé

daleko glebszego wnikniecia w nature fal nieliniowych niz pozwalaja na to elementarne

rozwazania tego artykutu.

W numerze 1/1982 rozpoczelismy serie Zadan, ktdrych nie umiemy rozwigzac
nastepujacym:

Dany jest okrag i trzy punkty 4, B, P. Narysowaé proste przez 4 i B
wyznaczajace na okregu takie cieciwy UW i XY, zeby proste UX i WY
przecinaly si¢ w punkcie P.

Istotnie nie umieliSmy rozwiazaé tego zadania, a dzié, dzigki naszemu
Czytelnikowi, Karolowi Kaminskiemu (uczniowi V klasy TM w Piotrkowie
Tryt Iskim), juz umiemy. Nadeslal nam bowiem nast¢pujgce rozwiazanie
(uzywatl tylko linijki!):

Przez punkt A kreslimy dowolng sieczng k uzyskujac punkty Q i R i dalej, jak
na rysunku, znajdujemy kolejno proste i punkty I, I, S, T, m, 0, O, n, U, W,
p, p’» X i Y. Rozwiazanie to jest dobre, bardzo za nie dzigkujemy.

Pozostalym Czytelnikom dajemy teraz szans¢ — nie czytajcie dalej, sami wykazcie
poprawnos¢ rozwigzania.

Sposdb dowodu, ktéry tu proponujemy, opiera si¢ na twierdzeniu Pascala
nalezacym do geometrii rzutowej i méwigcym co nastgpuje: Przeciwlegle boki
szeiciokata wpisanego w stotkows (a wigc nie tylko okrag, ale réwniez elipsg,
parabole bad# hiperbolg) przecinaja si¢ na jednej prostej.

Ze wzgledu na rzutowosé tego twierdzenia (c im razem o rii
rzutowej pisaliémy w Delcie 5/1982) w przypadku euklidesowym moga
oczywiscie mieé¢ miejsce trzy mozliwosdci: pierwsza — opisana w twierdzeniu
(jesli wszystkie punkty przecigcia istniejg), druga — gdy istnieja tylko dwa,
prosta przez nie przechodzaca jest réwnolegla do nieprzecinajacych sig
przeciwleglych bokéw szesciokata, trzecia — gdy wszystkie pary bokéw
przeciwleglych zloZone sa z prostych réwnoleglych. Wykorzystamy to
twierdzenie do dowodu, Ze prosta X' Y przechodzi przez punkt 4. W
szedciokacie Q S T Y W U boki przeciwlegle przecinaja si¢ w punktach P, O,
a wiec i trzecia para bokéw przeciwleglych musi sig przeciaé w punkcie Z
lezacym na prostej o. W szeéciokacie X U Q R T Y dwa przecigcia to Pi Z,
a wigc i trzecia para (Q R i X ¥) musi sig przeciaé na prostej o, a wigc

w punkcie 4. Konstrukcja p. Karola Kamirskiego jest wigc poprawna

i rozwiazuje takze zadanie dla wszystkich stozkowych. Udowodnienie jego
stwierdzenia, 2e o ile prosta n nie bedzie przecinala okregu w dwéch
punktach, to dla takiego okregu i takich punktéw A, B, P rozwiazanie nie
istnieje, p iamy Czytelnik




Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego
i Redakcji ,,Delty”
Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w nr n+4. Mozna nadsylaé rozwiazania trzech, dwoch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez

Klu b 44 joly, e Gocuax rozwiazania danego zadania

liczba oséb, ktore nadestaly choé¢ jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktow otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytut Weterana.

Lige organizuje Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.

Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

® Zadania nr 43, 44, 45

' o Termin nadsylania rozwigzan: 31.03.1983 r.
®

43. Dany jest czworoician ABCD. Dla dowolnej liczby naturalnej » oznaczmy przez A,, B,,

1
C., punkty lezace odpowiednio na krawedziach 4D, BD, CD takie, ze A,D = — AD, B,D =
I3

1 1
= — BD, C,D = — CD. Njech P, bedzie plaszczyzna przechodzaca przez punkty 4., Buy,,
n n

Cu+2. Udowodni¢, Ze istnieje prosta zawarta we wszystkich plaszczyznach P, (n = 1,2, ...).
44, Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych rownanie

Vx+Vy = y500.
45. Liczby rzeczywiste x,, ..., x, spelniaja uklad réwnan

COSX; = X3,CO8X; = X3, ..., COSXn_; = Xn, COSXp = X;.
Czy stad juz wynika, ze x, = x; = ... = x,?

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA Rozwiazania zadan z numeru 9/1982

31. Niech 5; = a,+ ... +a;. Zalozenia dowodzonego twierdzenia, napisane w terminach ciagu
{s:}, przybieraja posta¢ warunkow: s;,x = 5.+ 5, (dla wszystkich i), s, = 0. Teza orzeka istnienie
wskaznika m takiego, ze 5, = sn (dla n > m). Otoz wystarczy za m przyjaé numer najmniejszej
liczby w zbiorze {s,, ..., 5 }. Jesli bowiem n daje przy dzieleniu przez k iloraz g i reszte r
(1<r<k),tos, = Siq = $+45x = 5 = Sm-

32. Rysunki prezentuja dwunastokaty majace 0, 1, 2, 3, 4, 6 i 12 osi symetrii, a wiec 0, 1

i wszystkie dzielniki liczby 12. Poniewaz obrazem wierzchotka wzglgdem dowolnej osi
symetrii jest wierzcholek, wiec osi nie moze byé wiecej niz 12. Wszystkie osie symetrii
(dowolnego) wielokata przecinaja sig w jednym punkcie i (poniewaz obrazem osi symetrii
wzgledem osi symetrii jest tez o§ symetrii) dziela plaszczyzne na jednakowe katy. Jesli osi jest
n > 1, kat ten wynosi zz/n. Zatem wykonujac symetrie wzgledem dwoch sasiednich osi
otrzymujemy obrét o kat 27/n o §rodku w punkcie przecigcia osi, ktory zachowuje wielokat.
Obierzmy dowolny wierzcholek i obré¢my go o 2x/n, 2- 2n/n, ..., (n—1) 2zt/n. Otrzymamy
w ten sposob (wraz z obranym) n wierzchotkow. Jesli sa jeszcze nie ,,uzyte’ wierzcholki, to
obieramy jeden z nich i powtarzamy operacje itd ... Po wyczerpaniu wierzchotkéw bedzie ich
mn = 12, gdzie m jest liczba powtérzen operacji, Ostatecznie n = 0, lub n | 12.

33. Czynnikami mnozenia sa liczby czterocyfrowe m i n. Druga i trzecia cyfra liczby nto 01 7.
Pierwszg i czwarta cyfre tej liczby oznaczymy przez x i y. Z zapisu dziatania wynika, ze 10* <

< ym < 105, 10° < 7m < 10%, 10° < xm < 10%, 107 < mn, skad dostajemy nieréwnosci x < y
oraz n = m~'107 = 7(7m)~'107 > 7- 103, tak ze x = 7. Z zalozenia x # 7. Zatem x = 8, y = 9,
n = 8079, m = n~'10" > 1237, a poniewaz xm = 8m < 10%, wiec m < 1250. Liczby m, xm, Tm,
ym, mn pisza si¢ bez uzycia cyfry 7, wobec czego ostatnig cyfra liczby m nie moze byé 1, 3, 7.
Dla m € {1244, 1249> druga cyfra liczby 7m jest siddemka. Pozostaja cztery mozliwe

wartoSci m: 1238, 1239, 1240, 1242. Bezposérednim sprawdzeniem przekonujemy sie, ze tylko

m = 1238 spelnia postawione warunki.
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