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Spirale sa wszedzie...

Gdy ,,mala delta” byla jeszcze dodatkiem do ,,duzej”, w jednym z numerdw
pisalisSmy o spiralach. OpisywaliSmy, gdzie w przyrodzie (i technice) mozna
spotka¢ spirale. A wigc spirale Archimedesa zatacza mucha idaca wzdluz
promienia obracajacej si¢ plyty gramofonowej, spiralg logarytmiczng wykorzystuje
si¢ w obrotowych nozach (chodzi o to, by kat cigcia byt staly), a spiralna linia
przecinajaca potudniki Ziemi pod stalym katem nazywa si¢ loksodroma.

Nasz tegoroczny konkurs jest poswigcony spiralom wiasnie, a konkretnie prosimy o
CIEKAWE ZDJECIA SPIRAL

Mozna spiralg wytworzy¢ do potrzeb zdjecia (np. pusci¢ muche z latarka po plycie)
lub wyszpera¢ ja w naturze.

Prosimy nie fotografowac linii $srubowych (gwint, ,,spiralka” maszynki
elektrycznej) ani cykloid.

Na zwycigzcow czekaja liczne nagrody.
=1 — et

Analiza wymiarowa

Mgr Tomasz TRATKIEWICZ

Nigdy nie zabieraj sie do obliczen, jesli nie znasz odpowiedzi John Archibald Wheeler

Prawa fizyki formulowane sa jako relacje matematyczne migedzy wielkosciami fizycznymi. Relacje

te musza prowadzi¢ do identycznych rezultatow niezaleznie od uzytych jednostek miar. Dlatego

tez zajmowanie si¢ jednostkami, pomijajac wzgledy czysto pragmatyczne (wygoda obliczen,

kontrola poprawnosci rozwiazan) lub estetyczne (prostota czy clegancja matematycznego zapisu)
nie wydaje si¢ by¢, na pierwszy rzut oka, zbyt atrakcyjne.

W dalszym ciagu pokazemy w rozwigzywaniu jakich probleméw moze byé pomocna analiza
zaleznosci fizycznych pod katem jednostek miar — tzw. analiza wymiarowa. Warto przyjrzeé sie
realnym mozliwosciom tej metody, gdyz niektorzy uwazaja jg za catkowicie zbedna, a inni

, sklonni sa widzie¢ w niej narzgdzie o niemal nieograniczonych mozliwosciach.

Kazda wielkos¢ fizyczna musi by¢ wyrazona w $cisle zdefiniowanych i zrozumialych dla kazdego
jednostkach. Umownie zapisuje sie to w postaci

A = {A}[4],

gdzie A jest wielkoscig fizyczna, {A} jej wartoscia liczbowa, a [A] — jednostka; np. s = 2 lokcie,
s-dlugosé; {s} = 2; [s] = lokiec.

Jednostki obu stron rownosci (czy nierownosci) musza by¢ zawsze identyczne, poniewaz nie ma
zadnego sensu poroéwnywanie wielkosci fizycznych o réznych wymidrach. Podobnie jest

z dodawaniem i odejmowaniem. Dopuszczalne jest natomiast mnozenie i dzieleaie.

Wyraiehie funkcyjne postaci: sin (droga), log (ci$nienie) nie maja wlasciwie sensu, cho¢ bywaja
czasami stosowane jako wygodny chwyt ulatwiajacy techniki rachunkowe (np. prostowanie funkgji)
lub pewien skrot myslowy (np. definicja pH w chemii).

W zasadzie mozna dla kazdej wielkosci fizycznej zdefiniowac jej wlasny wzorzec. W rownaniach
fizycznych roiloby sig¢ jednak wtedy od statych wymiarowych, zapewniajacych jednorodnosé
jednostek. Dlatego zawsze ogranicza sig¢ liczbe wzorcow do niezbgdnego minimum. Jednostki
wielkosci, ktorym przypisuje sie¢ wzorce to tzw. jednostki podstawowe. Pozostale jednostki
definiuje sie na podstawie zaleznosci spelnianych przez te wielkosci. Np. wzorem definiujacym
jednostke sity w ukladzie SI jest F = am, co zapisuje si¢ w postaci

[F] = ms~2kg lub [F] = LT-2M, gdzie L, T, M to dowolne wzorce dlugosci, czasu i masy.



A. Znale#é pojemnosé elektryczng
przewodzqcej sfery znajdujqcej sie
w nieskoriczonym jednorodnym i izotropowym
dielektryku.
Pojemnoié powinna zaleze¢ od wymiaru
liniowego — promienia oraz wi 4ci
ofrodka — stalej dielektrycznej:
(4] C = f(R, ).
Poszukujemy f W p
f(R, &) = D R*- &P, gdzie D, a, p— stale
bezwymiarowe.
1. W ukladzie CGS
[C] = cm, [R] = cm, [¢] = 1, czyli
C = D(g)- R.
2. W ukladzie SI
[C] = m-2s*kg-'A2, [R] =m,
[e] = m~=3s* kg~1A2,

Poréwnujac wymiary obu stron réwnosci (1)

m-2s4 kg-lA? = m“'s'es“'akg"ﬁAz's
otrzymujemy uklad réwnan
a—3f=-2,8=1.
Zatem C = D’'eR.

Dokladne obliczenia daja D(g) = &, D' = 4.
Warto zawazyé, ze
— zastosowanie ukladu SI dalo lepsze

rezultaty, co jest zwigzane z wiekszg liczba
jednostek podstawowych,

— przyjecie , ze C zalezy dodatkowo od
innych wielkoéci, np, gestosci czy ladunku, nie
zmieniloby wyniku,

Z powyzszych regul wynika fakt stanowiacy podstawe analizy wymiarowej — wymiar dowolnej
wielkosci fizycznej jest iloczynem poteg jednostek podstawowych. Ponizej przytaczamy kilka
przyktadow zastosowania analizy wymiarowej majacych ilustrowa¢ t¢ metode w dzialaniu,
pokaza¢ typowe wyniki, do jakich prowadzi oraz wskaza¢ srodki umozliwiajace najefektywniejsze
jei wykorzystanie.

fci | ma C. Jaki jest zasieg rzutu ciala o masie m
wyrzuconego z predkosfcig vo pod katem ¢?
Opdr asrodika pomijamy.

I = flve, 8, ¢, m).

B. Wahadi =
w polozeniu rownowagi predkodé vo. O jaki
kqt ¢ wychyli sig to wahadlo?

@ = flvo, 1, 8).

lyczne o i i

Zakladamy

I=C-o2-gf o nd.
W ukiadzie LMT réwnanie wymiarowe ma
postaé:

Postulujemy potegowa postaé funkcji £

. fiwo, 1, 8) = Coiif g”.
Analizy dokonamy w ukladzie LT, tj. diugosé
i czas przyjmujemy za wielkosci podstawowe.

[¢l=1, N1=L, [g] = LT-3, [wo] = LT-1.
Poréwnanie [¢] i [f] daje
o= -2y,

;o L“*ﬂ'r‘ (ﬂ"zﬁ)M"_
Stad

By enyin: a+f=1,a+28=0,4d =0, czyli

p= C(E)y.
v3

Poniewaz wielkosé = = Igfvd jest
bezwymiarowa, mozemy stad wywnioskowaé

U}
1= Clg) 2.
() =

Prowadzac analiz¢ wymiarowa nieco inaczej
mozna znalezé takie postaé funkcji C(g).
Zauwazmy, ze predkosé i przyspieszenie sa
wektorami, wigc mozna prowadzi¢ analize
niezaleznie dla rzutéw na o x i 0$ y.
Wystarczy w tym celu wprowadzié¢ oddzielne
wymiary dla osi poziomej (Lx) i pionowej
(Ly).

P‘-

1
\.

iy

Teraz | = f{vox, Yoy, 8) = DoSxvdyg? i
z réwnania wymiarowego otrzymujemy
i a=1,8+y=0,a+f+2y =0, astad
Vol 2. - gi
f= e D00y CbUn cos¢ 5"19’.
E

|
I
| Stalg C mo#na teraz wyznaczyé

doswiadczalnie — wystarczy zmierzyé zasieg
dla jednej wartosci kgta ¢.

1:;;) przes'.ldzeycp_rzkd() j_sn chyba beda nastgpujace stwierdzenia:

1. Jezeli u jest wielkoscia fizyczng zalezna od wymiarowych wielkosci X, ..., Xnv_1
w=F(Xs . Xn_1),

wtedy przy uzyciu analizy wymiarowej mozna przedstawic¢ ja w postaci

(1 u=PXy, Xz, ..., Xn_1)F(mty, 72, ...),

gdzie P(X, X, ..., Xu) = X1* X532 . XN'3', B W3, 22,5 e

z parametrow Xi, X», ..., Xn_1.
W szczegolnosci, gdy u = const. i [u] = 1:

(2) u= Flay, n,;,...),

natomiast gdy niemozliwe jest skonstruowanie wielkosci bezwymiarowych:

3) u= CP(Xy, ..., Xn_1).

2. Jezeli wymiary u, Xy, ..., Xn_, Wyrazaja sie przez K jednostek podstawowych, to dla
N-K=1

— wielkosci bezwymiarowe utworzone

istnieje jednoznaczne rozwigzanie i mozna je znaleZ¢ metoda analizy wymiarowej. Ma ono
postac (3), gdzie nieokreslony pozostaje tylko bezwymiarowy wspolczynnik C. Jest to
przypadek najbardziej korzystny, gdyz dostarcza najdokladniejszych informacji o poszukiwanej
zaleznoéci. Warto zwroéci¢ uwage, ze wspolczynnik jest przewaznie rzedu jednosci.

Na zakoniczenie jeszcze kilka uwag. Za pomoca analizy wymiarowej nie mozemy oczywiscie
odkrywa¢ nowych praw fizycznych. Moze ona dostarczac jedynie zaleznosci wynikajacych z praw
juz dostepnych, a od naszej intuicji fizycznej zalezy, do jakiego stopnia uda nam si¢ zmniejszy¢
nieuniknione w tej metodzie niepewnosci (istotne jest np. wlasciwe wybranie jednostek
podstawowych i ukladu parametrow).

Jednym z zastosowan analizy wymiarowej jest szacowanie wartosci wielkosci fizycznych czy tez
przyblizonego charakteru zaleznosci opisujacych zjawiska o zlozonym modelu matematycznym.
Metoda ta moze tez by¢ pomocna w trakcie eksperymentow majgcych za zadanie wyznaczenie
zaleznosci pomiedzy wieloma parametrami. Dzigki mozliwosci tworzenia wielkosci
bezwymiarowych mozna znacznie zmniejszy¢ liczbe niezbednych doswiadczen.



sytuacji fizycznych,

KATASTROFA ULTRAFIOLETOWA

Zamknigte pudelko, ktorego scianki utrzymywane sg w stalej temperaturze,
wypelni jest pr elektromagnetycznym wysylanym

i pochlanianym przez atomy scianek. W stanie rownowagi termodynamicznej
promieniowanie to ma taka sama gestosé energii u(T) w kazdym punkcie
wewnatrz pudelka, a co wiecej w kazdym punkcie taki sam jest rozklad energii
pomigdzy rézne czgstosci v, tzw, gestodé widmowa ¢(», T). Zsumowana po
wszystkich czestosciach gestoéd widmowa musi byé oczywiscie réwna gestosci
energii:

oo
S o(v, T)dv = u(T).
0

Polaczenie dwoch réznych pudelek o tych samych temperaturach scianek

i rdéknych gestosciach widmowych swiatlowodem przepuszczajacym tylko jedna
czestosé doprowadziloby do przeplywu energii miedzy pudelkami, co jest
sprzeczne z II zasada termodynamiki. Wynika stad, ze gestosé widmowa nie
moze zaleze¢ ani od materiatu, z kidrego zbudowane jest pudetko, ani od jego
objetosci; jest uniwersalng funkcja temperatury i czestosci. Z punktu widzenia
fizyki klasycznej do wzoru okreslajacego gestos¢ widmowa moga wchodzié, poza
v i T, tylko dwie stale uniwersalne: predkosdé swiatta c (elektrodynamika) i stala
Boltzmanna k (termodynamika).

Zalozmy, ze ¢ jest iloczynem dowolnych potegv, T, ci k:
olv, T) = A*TPerid.

Poréwnujac wymiary obu stron réwnania:

kg'm-ts-! = r5_1)ﬂ- - Kﬂ‘ (m<s“’]? 2 (kg,mls—lK—l]ﬂ‘

dostajemya == 2, =1, y= -3id=1.

Poszukiwana zaleznos¢ ma wigc postaé:

kT et i
e(»,T) = A =3 »2, gdzie A jest stalg bezwymiarowa.

Otrzymalidmy w ten sposob prawo Rayleigha-Jeansa wyprowadzane w ramach
klasycznej fizyki statystycznej. Opisuje ono doskonale wyniki eksperymentalne
dla niewielkich czgstosci, zupelnie natomiast zawodzi przy duzych czestosciach.

Nieograniczony wzrost gestosci widmowej z v prowadzi poza tym do
absurdalnego wyniku (, katastrofa ultrafioletowa™), a mianowicie do
nieskonczonej wartosci gestosci energii u(7T). Zgodnie z empirycznym prawem
Stefana-Boltzmanna gestodé ta powinna byé proporcjonalna do czwartej potegi
temperatury.

Aby unikna¢ tego paradoksu, konieczne jest wprowadzenie nowej uniwersalnej
stalej wymiarowej spoza fizyki klasycznej. Mozemy ja uwzglednié¢ w analizie
wymiarowej zakladajac, e A jest teraz funkcjg », T, ¢, k i nowej stalej ».
Poniewaz .1 jest bezwymiarowe, interesuja nas wszystkie bezwymiarowe iloczyny
poteg wymienionych parametrow:

(T LR LR I

Poniewaz .1 musi zaleze¢ od », wigc o # 0 i mozemy przyjac dla wygody « = 1,
bo dowolna potega wielkodci bezwymiarowej jest réwniez wielkodcia
bezwymiarowg. Poza tym, poniewaz wymiaru nowej stalej nie znamy, moZzemy

wprowadzi¢ inng stala h = c”k"J' [xs, dlaczego akurat taka — okaze si¢ za chwile.
‘Wymiar h musimy oczywiscie wybracd tak, aby [v- 1'"‘6 +h-k-1] = 1, czyli
[h) = kg-mzs-'K'(ﬁ“’.
Whykladnik § okreslimy na podstawie prawa Stefana-Boltzmanna. Gestosé energii
jest rowna calce z gestosci widmowej

s <]

u(T) = g\ vy Tﬂ- h-k-t)dr.
ra )

Po wprowadzeniu nowej zmiennej catkowania x = rT’shk—‘ latwo zauwazyé, ze
wT)~ T _!‘B. Zgodnoséé z prawem Stefana-Boltzmanna dostaniemy wigc dla

fi = = 1. Gestosé widmowa ma teraz postac
he \ kT
- 2 =T
e», T) | kT‘) R [h] = J:'s.

Nowa staly wymiarowa h wprowadzil w 1900 r. Planck ratujac fizyke przed
v.katastrofg ultrafioletowg™. Stala ta-wiaze falowy opis promieniowania
z opisem korpuskularnym i jest podstawowa stala mechaniki kwantowej.

3

Analiza wymiarowa jest takZe podstawa wszelkich doswiadczen modelowych. Zmiang np.
rozmiarow ukiadu kompensuje si¢ zmieniajac inne parametry tak, by wielkosci bezwymiarowe
byly w ukladzie modelowym takie jak w rzeczywistym. Czesto zapewnia to podobienstwo

Bardziej zaawansowane problemy, rozwigzane ponizej, przekonaja, miejmy nadziej¢, Czytelnikow,
ze analiza wymiarowa to nie tylko ,,wyciaganie krolika z kapelusza™.

CZAS TRWANIA DOSKONALE SPREZYSTEGO
ZDERZENIA KUL

Ograniczymy si¢ w naszych rozwazaniach do centralnych zderzen identycznych
jednorodnych kul, poniewaz chcemy czas zderzenia tylko oszacowad. Poszukiwana
wielkodé powinna zalezed od érednicy kul — D, predkosci wzglednej — v oraz
stalych materialowych: gestosci g i modulu sprezystosci E:

T=fiD, E,v,0); N—-K = 5-3 = 2 w ukladzie LTM.
Aby uniknaé pojawienia si¢ wielkosei bezwymiarowych, wprowadzamy trzy

niczalezne jednostki dlugosci w trzech wzajemnie prostopadiych kierunkach;
wtedy
T = CDYEP ®, gdzie
(0] = 127 - L2 2hP my = M2 R M T
fvs] = LeT-%, [e] = MLz -yt - Lo .

Wymiary D, E i ¢ wyznaczyliémy wykorzystujac symetri¢ wlasnosci i ksztaltu
kul.

Réwnanie wymiarowe

Tt = (LyLy L2 L YPLs "R\ Pr-0f . (r . 1-1)Y.
‘ezt h?
prowadzi do wyniku:
T=C &

gdzie wielkoséé ]/—:i jest réwna predkosci diwicku w ciele stalym, Jesli C = 1,
czas zderzenia jest w przyblizeniu réwny czasowi przechodzenia fali diwigkowej
przez kulg. Dane doéwiadczalne potwierdzaja w wigkszodei przypadkéw te ocene.
Scisle rozwigzanie problemu jest trudne rachunkowo ze wzgledu na zlozonosé
modelu zderzenia.

LEPKOSC GAZOW RZECZYWISTYCH

Dane empiryczne wskazuja, ze lepko$é gazéw w znacznym przedziale temperatur
spelnia zaleznosé:

n = CTH C, p—stale dla danego gazu.
Na podstawie tej informacji mozemy oszacowaé charakter zaleznosci sit
migdzyczasteczkowych od wzajemnej odleglosci molekul.
Lepkoéd, zwigzana z transportem pedu, jest wynikiem zderzefi czasteczek, zatem
o jej wartosci decydowad winny sily odpychania. Przyjmijmy, i s3 one postaci:

A
Fai A — stala, [Aly =

mé = kg-ma+is-2,

Lepkosé powinna wigc zaleze¢ od: masy czasteczki m, temperatury T, charakteru
sit migdzyczasteczkowych — czyli stalej A oraz stalej Boltzmanna k
charakterystycznej dla zjawisk molekularnych

n=fmk,T,A),
o~ k“]"‘ﬁ&ymﬁ; gdzie § = p.
W jednostkach ukiadu SI mamy:
m-1s-1kg!K® = (kg-m2s-2K- 1)0! CKP- (ks-m‘“s‘z)y 2 kga.
Po rozwigzaniu ukladu réwnan otrzymujemy:
2p+3

2p—-1

12 *

1
dlahelu p=068stad g =121i F~ =

dlaCO; p=2098g=352 | FNW'

Wynik dla dwutlenku wegla sugeruje, iz za zderzenia odpowiedzialna jest takie
czedé dlugozasiegowa (przyciagajaca) oddzialywan miedzyczgsteczkowych. I tak
jest, gdyz przycigganie czasteczek powoduje zakrzywianie ich toréw,
doprowadzajac do zderzen nawet przy duzych parametrach zderzenia molekut.
Efekt ten zalezy od temperatury i jest przyczyna odchylenia wartosci
wyktadnika p od 1/2 przewidywanej przez teori¢ zjawisk transportu operujaca
modelem sztywnych kul. Otrzymana przez nas postac sily usrednia oba efekty.



Kolineacja osiowa w zadaniach

7 Dr Jerzy LISIEWICZ

Przeksztalcenia geometryczne stanowia pokazna czgs¢ materialu programowego geometrii w szkole
$redniej. I stusznie. Przydatne sa bowiem do rozwigzywania wielu zadan. Zwykle ulatwiaja

/| rozwiazanie, niekiedy czynia je bardziej ... eleganckim, a czesto pozwalaja je znaleZé tam, gdzie

= inne metody zawodza lub zmuszaja nas do ucigzliwego rachowania. Szczegolnie efektowne jest
rozwigzywanie zadan konstrukcyjnych metoda przeksztalcen geometrycznych.

> Na czym ta metoda polega?”

Krotko mowiac — na tym, ze zamiast operowac zadanymi figurami postugujemy sie ich obrazami,
co — przy odpowiednim doborze przeksztalcenia — znacznie upraszcza rozwiazanie.

Na ogol wiadomo, jak wykorzystuje si¢ do zadan konstrukcyjnych podobienstwa (wsrod nich
izometrie). Malo okazji ma natomiast uczen szkoly $redniej, by przy rozwiazywaniu tego typu
zadan posluzy¢ sig inwersja wzgledem okregu lub powinowactwem osiowym. A interesujace to
przeksztalcenia choc¢by dlatego, ze zmieniaja ksztalt figury.

Dolaczenie do plaszczyzny euklidesowej jeszcze jednego punktu, ktory nalezy do kaidej prostej,
[ sprawia, ze niektore okregi przechodza przy inwersji na proste. Dobierajac odpowiednio
przeksztalcenie (przyjmujac ten a nie inny okrag inwersji) potrafimy sprowadzi¢ zadanie do
latwiejszego: zamiast na okregach dzialamy na prostych.

Powinowactwo osiowe pozwala na co§ wigcej: na wykonywanie konstrukeji zwiazanych z figura,
ktorej w ogodle nie potrafimy narysowac (uzywajac jedynie cyrkla i linijki). Mam na mysli‘elipse.
Umiemy wprawdzie — jak si¢ to mowi — zada¢ jednoznacznie elipsg¢ np. przez wykreslenie dwoch
jej srednic sprzezonych (dwa odcinki dzielone przez punkt przeciecia na polowy) — umozliwia to
znalezienie (konstrukcyjnie!) dowolnie wielu punktow elipsy — ale uzyskuje si¢ w ten sposob
izolowane punkty przypadkowe, nieprzydatne nawet w najprostszym zadaniu, gdy szukamy
punktow wspolnych elipsy i prostej.

A jesli skorzystamy z powinowactwa osiowego? Popatrzmy ... Niech $rednice sprzezone ab i cd
elipsy przecinaja si¢ w punkcie p (rys. 1). Zbudujemy na ac — jako na przeciwprostokatnej —
rownoramienny trojkat prostokatny acp’i z punktu p’ zakre$lamy okrag promieniem ap’. Jesli za
o$§ powinowactwa przyjmiemy prosta K przechodzaca przez a i ¢, zas punkt p’ za obraz punktu p
przy tym powinowactwie, to okreslone tak przeksztalcenie przeprowadza zadang (choc¢ nie
narysowang) elipse na wykreslony okrag. Aby znalez¢ punkty x, y przeciecia elipsy jaka$ prosta L,
wystarczy wykresli¢c L* (obraz prostej L przy skonstruowanym powinowactwie) i odszuka¢ (na L)
przeciwobrazy punktow x’, ¥’ przeciecia L’ z okregiem. Na rysunku 1 dokonano tego prowadzac
nrzez x’, y' proste rownolegte do pp’ (a wiec proste nalezace do kierunku powinowactwa).

No, dobrze — powie mi uczen klasy 111 — z elipsa si¢ udalo, bo to krzywa ograniczona. A ja znam
jeszcze dwie inne stozkowe: parabolg i hiperbole; obie ,,ciagng si¢ bez konca™. Parabola w jednym
kierunku (w kierunku swej osi), hiperbola nawet w dwdch (kierunkach jej asymptot). Czy dla
nich istnieje przeksztalcenie, ktére umozliwia podobne konstrukcje?

Owszem, istnieje. Nosi nazwe kolineacji osiowej i dziata podobnie jak powinowactwo osiowe. Zeby
je zastosowad, musimy jednak uzupelni¢ nasza plaszczyzne euklidesowa tak, by i te ,,najdalsze”
punkty paraboli lub hiperboli (zwane zwykle punktami ,,w nieskorfczonosci”’ lub punktami
,.niewlasciwymi’’) mogly by¢ wvkorzystane do konstrukcji.

~
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/ \ \ \ Rys. 2
Sposob tego uzupelnienia przedstawia rysunek 2. Widzimy tam prosta K i punkt s poza nia.
Faczymy kaidy punkt prostej K z punktem s i otrzymujemy pek prostych o wierzchotku s. Czy
istotnie pek? Nie. Brak w nim jednej prostej: prostej L, rownoleglej do K. Umowmy sig, ze prosta
L rowniez laczy punkt s z pewnym punktem na prostej K (takim ,,w nieskoficzonosci™), z jej —
jak powiemy — punktem niewlasciwym. Wspolny punkt niewlasciwy dwoch prostych rownoleglych
oznacza sie tak, jak zaznaczony jest punkt g« na rysunku 2.
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Na tak wzbogaconej plaszczyznie (zwanej plaszczyzng rzutowa) kazde dwie proste przecinaja
sig, parabola i hiperbola staja si¢ krzywymi zamknigtymi, ale ... nie wnikajmy az w takie
szczeg6ly. Przettumaczmy nasze zdanie odnoszace sie do plaszczyzny rzutowej na jezyk zwyklej
plaszczyzny: ,,Polaczy¢ punkt s z punktem niewlasciwym jakiej§ prostej L" oznacza
,»poprowadzi¢ przez s prosta rownolegla do L.

Okreslg teraz kolineacjg osiowa plaszczyzny rzutowej. Niech bedzie dana prosta K (0§ kolineacji)
i punkt s (Srodek kolineacji) poza nig. Przyjmijmy jeszcze dwa punkty a, a’ takie, ze s lezy na

prostej aa’ (a# s#a i a¢ K i a ¢K).

Polozenie x’ — obrazu punktu x plaszczyzny — okreslone jest dwoma warunkami:

1) Punkty s, x, x* maja by¢ wspélliniowe;
2) Kazda prosta (np. ax) i jej obraz (a’x’) przecinaja si¢ na prostej K.

Spojrzmy na rysunek 3. Pokazano tam przede wszystkim, jak znalez¢ obraz zadanego punktu x.
Punktu x* szukamy na prostej sx (bo s, x, x’ maja by¢ wspotliniowe) i jednoczesnie na prostej
ba’ (gdzie b jest punktem, w ktorym prosta ax przecina o$ kolineacji).

Ale to nie wszystko. Polaczmy punkt s z punktem niewlasciwym (c®) prostej ax (czyli
wykreslamy przez s rownolegla do ax). Jako obraz punktu niewlasciwego otrz_ymamy' ... punkt
¢’. I to nie przypadek. Latwo sprawdzi¢, Zze obrazem dowolnego punktu niewlasciwego (procz
d* na K) jest tu punkt wlasciwy. Malo tego. Obrazy wszystkich punktéw niewlaéciwych plaszczyzny
leza na jednej prostej (zwanej prosta graniczng), rownoleglej do osi K.

Teraz juz chyba latwo dostrzec, ze kolineacja osiowa moze przeprowadzi¢ dowolna stozkowa
na elips¢ (wszystkie punkty wlasciwe), a nawet na okrag. Dokonajmy tego np. dla paraboli
zadanej réwnaniem x?—4y = 0. Wierzcholkiem tej paraboli jest p(0, 0), jej osia 0§ ¥ ukiadu
wspolrzednych, a skoro dla x = 2 jest y = 1, to punkt a(2, 1) nalezy do tej paraboli. I to nam
wystarczy.

Przyjmijmy okrag O o $rodku ¢ styczny do osi X jako ten, na ktory ma przejs¢ parabola (rys. 4).
Os X niech bedzie osig kolineacji, a prosta G réwnolegla do X i styczna do O — prosta
graniczng. Obrazem punktu b® paraboli jest tu punkt b’ na G. ZnajdZmy jeszcze obraz punktu a:
polaczmy a z b linia prosta (czyli poprowadzmy przez a rownolegla do Y) przecinajaca o§ X

w punkcie c; cb’ przecina okrag w szukanym punkcie «’. Srodek kolineacji uzyskamy jako punkt
§ przecigcia prostych b®b' i aa’.

Gdyby nam teraz polecono znalez¢ punkty wspolne paraboli zadanej (ale nie narysowanej; bo jak?)
z jaka$ prosta, znalezlibySmy obraz prostej przy tej \_kolineacji osiowej, wykonaliby$my
konstrukeje na okregu i brostej i ... wrocilibySmy na prostg i parabole. Na rysunku 4
rozwigzatem konstrukcyjnie inne zadanie: Przez dany punkt a poprowadzi¢ do naszej paraboli
styezng. Gdy ma si¢ juz skonstruowany okrag, bedacy obrazem paraboli przy okreslonej kolineacii,
rozwigzanie sprowadza sie do wykreslenia L’ stycznej do okregu w punkcie a’ (obraz punktu a)
i znalezienia jej przeciwobrazu — L.

Gid -

W starym belgijskim czasopi$mie ,,Math-Jeunes”
znalezliSmy jeszcze jednego protoplaste kostki Rubika.
W prostokacie 4 x 5 jest 10 zetonow utozonych jak na
rysunku z lewej. Celem gry jest przemieszczenie duzego
kwadratu 2 x 2 w polozenie jak na rysunku z prawej,
przez przesuwanie prostokatnych zetonéw poziomo

i pionowo. Wedlug ,,Math-Jeunes” wymaga to

ponad 100 posunigé.

Mozina oczywiscie wybra¢ sobie inne docelowe potozenie
kolorowego kwadratu. Czy kazde? 2

A oto bardziej skomplikowane pytanie. Czy mozna
w naszej ukiadance przestawi¢ dowolne dwa np.
kwadraciki 1 x 1 (albo: dwa dolne poziome
prostokaty) nie zmieniajac polozenia pozostatych
klockow? Nie wiemy.




Jak w nocy zmierzyé odlegto$¢ Storica?

Dr Tomasz KWAST

Triangulacja jest powszechnie stosowana metoda mierzenia rozmiaroéw i ksztaltu Ziemi. Jest to
metoda elegancka dzigki swej prostocie, a zarazem dostatecznie dokfadna na potrzeby
wspolczesnej nauki. Co§ w rodzaju triangulacji stosuje sig tez w astronomii w celu wyznaczania
odleglosci ciat niebieskich. Jej idea polega na zaobserwowaniu polozenia interesujacego nas
obiektu na tle gwiazd (uwazanych za nieskoriczenie dalekie) z dwoch dostatecznie odleglych
punktoéw przestrzeni. W przypadku Ziemi najbardziej odlegte obserwatoria moga leze¢ na
przeciwnych konicach A i B $rednicy Ziemi (patrz rysunek), nie jest to jednak konieczne.
Obserwatorzy moga znajdowaé si¢ w dos¢ dowolnych punktach 4’ i B’ i z nich obserwowaé
obiekt G, gdyz znajac kierunki ku niemu z dwoch dowolnych punktéw obserwacji oraz ,,baze”
A0 = R mozna zawsze obliczy¢ kat p zwany paralaksq obiektu, pod jakim byloby z niego wida¢
te baze. Obliczenie odleglosci r nie stanowi wtedy zadnego problemu.

Takie wyznaczanie odleglosci praktykuje si¢ w dwoch wariantach. Pomiary odleglodci cial
Uktadu Stonecznego® wykonuije si¢ z uzyciem ziemskiego promienia jako bazy — kat p nazywa
sig wtedy paralaksg dzienng obiektu. Nazywa si¢ tak, poniewaz fikcyjny obserwator ma w zasadzie
mozliwo$¢ zmiany polozenia z A4 do B wskutek dziennego obrotu Ziemi. Odleglosci gwiazd
wyznacza si¢ analogicznie, z tym Ze baza jest promiefi okoloslonecznej orbity Ziemi. Kat p nazywa
sie wtedy paralaksa roczna, gdyz obserwator przenosi sie z A'do B wykorzystujac ruch roczny
Ziemi.

Wracajac do Slonca widzimy wobec tego, ze trzeba zaobserwowaé jego polozenie (np. krawedzi
czy malej plamy) z dwoch miejsc na Ziemi i tak otrzymac jego paralakse dzienna, a co za tym
idzie odlegtos¢. Niestety, przeszkody sa nastepujace:

— paralaksa Slorica, jak si¢ okazalo, jest katem tak malym, ze bezposredni pomiar mogiby by¢
obarczony sporym bledem,

— Slonce nagrzewajac atmosferg powoduje takie jej falowanie, ze precyzyjny pomiar kata jest
niemozliwy,

— w dzien nie wida¢ tlta gwiazd.

Wybrna¢ z tej, zdawatoby sie, beznadziejnej sytuacji pomogta sama przyroda. Otéz od dawna
obserwuje si¢ systematycznie szereg planetoid, tak ze ich orbity sa znane z wysoka dokladnoscia.
Przez znajomos¢ orbity rozumiemy to, ze dla kazdego momentu czasu mozemy obliczy¢
odlegloé¢ planetoidy od Ziemi w jednostkach $redniej odleglosci Ziemi od Slofca. Ta $rednia
odleglos¢ jest zwana jednostka astronomiczna (1 j.a.). Innymi stowy, mechanika nieba
zapewnia nam dobra znajomos¢ stosunkéw odlegloéci planetoidy i Stofica od Ziemi w kazdym
momencie czasu. Dzigki temu wykonujemy bezposredni pomiar odlegtoéci planetoidy, a nie Stonica.
Jest to mozliwe i nietrudne, jako Ze robi si¢ to w nocy, gdy wida¢ gwiazdy i atmosfera jest
spokojniejsza, a sama planetoida jest obiektem punktowym, przez co pomiar jest latwy
technicznie. Co wigcej, przyroda jeszcze bardziej sprawe ulatwia. Mianowicie jest kilka planetoid,
ktore zblizaja si¢ czasem do Ziemi bardziej niz na 1 j.a., a zatem ich mierzona paralaksa dzienna
Jest wtedy katem stosunkowo duzym. W najkorzystniejszej sytuacji bywa Eros (nr katalogowy
433), ktorego orbita jest niewiele obszerniejsza od ziemskiej (wielka polos wynosi 1,458 j.a.),

za$ mocno wydtuzona (mimosrod wynosi 0,223). Dzigki temu Eros moze sig zblizy¢ do Ziemi

na odlegtos¢ zaledwie 0,15 j.a. Jego paralaksa dzienna wynosi wtedy ok. 1°, co jest doskonale
mierzalne. Znajac stosunek odleglosci Erosa i Stofica w chwili obserwacji i rozmiary Ziemi (R)
obliczenie odleglosci » Storica w kilometrach jest juz fraszka.

Na szeroka skale zakrojona akcja obserwacyjna odbyta sie juz w 1931 r., kiedy polozenie Erosa

na tle gwiazd zaobserwowaly 24 obserwatoria. Uzyskane wtedy wyniki niewiele roznia sie od
uznawanych obecnie. Za paralaksg Slofica przyjmuje si¢ teraz p = 87794 = 4,263 - 10~ % rad.
Poniewaz promien (réwnikowy) Ziemi wynosi R = 6378 km, to na odleglo$é srednia Stonca
otrzymujemy r = 149,6 min km. Jest to jedna z podstawowych stalych astronomicznych.



PROBABILISTYKA W ANALIZIE

W jednym z instytutow PAN w trakcie badan nad teoria masowej obstugi (specjalisci od tej
teorii nie lubig, gdy nazywaé ich fachowcami od kolejek) pojawilo si¢ zadanie: czemu jest rowna
granica

n—1 (nx)"
k!

nx

, k=0

lim

H— o0 €
,,Wyskoczyla” ona w do$¢ naturalny sposob w modelu przeplywu, w ktorym uwzglednione sq
zbiorniki. Jesli mianowicie strumien np. listow przeplywa przez ,,zbiornik’” — pocztg¢ Z, to
strumient ¥ u adresatdw ma nieco inne parametry niz ,,wejsciowy” X. Zakladajac np. ze opdZnienie
przesylki jest proporcjonalne do zasobu listow w drodze, otrzymujemy dos¢ prosto rownanie
przepltywu.
Proporcjonalnos¢ opoznienia przesytki do wielkoéci zasobu sugeruje naturalny pomyst: zastapic
,,opoZniacz™ Z przez kilka niezaleznych mniejszych: Z,, ... Z,. Wspomniana granica pojawia sig
przy badaniu rozktadu granicznego (n — o). Nie o tym jednak chcemy napisa¢, a o tym, jak
mozna obliczy¢ (i faktycznie tak obliczyliémy) te granice. Metode rozwigzania problemu podat
docent Stanistaw Kwapien z Uniwersytetu Warszawskiego.
Przypomnijmy sobie najpierw rozkiad Poissona. To taki rozktad, w ktorym

a‘e™®
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PiX = k)= e P S P U o

Parametr a jest rowny wartosci oczekiwanej E(X) i rowhy jest takze wariancji D(X).
Potrzebne bedzie jeszcze Centralne Twierdzenie Graniczne Lindeberga-Levy’ego:
jezeli niezalezne zmienne losowe X; majq ten sam rozklad i p = E(X)), 0> = D*(X)),i=1,2, ...,

to

n
}: Xi—nu x
i=1
\ T ]/5
jednostajnie wzgledem x € (— o0, +00). Prawa strona jest dystrybuantq zmiennej losowej
o rozkladzie normalnym z wartosciq oczekiwang 0 i wariancjq 1.
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Niech teraz X, , Xz, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie Poissona
z parametrem rownym x. Mamy wigc E(X;) = D*(X)) = x dla wszystkich i = 1,2, ...
WprowadZzmy zmienne losowe

Yo = Xo+ X+ ... +Xeo1.
Maja one tez rozklady Poissona (suma niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach Poissona
o parametrach a i b ma rozklad Poissona o parametrze a+b), E(Y,) = nx = D*(Y,). Wtedy
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Poniewaz jednak, jak latwo wyliczy¢
400 dla x<1
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to Centralne Twierdzenie Graniczne daje
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Patrz w niebo

W artykule T. Kwasta w tym numerze ,,Delty” przedstawiono
dwa (z czterech) podstawowe rownania budowy wewnetrznej
gwiazdy : rownanie bilansu ciepla stacjonarnej gwiazdy i rownanie
promienistego transportu energii. Po uzupelnieniu tego ukladu
rownaniami cigglosci (zachowania materii) i rOwnowagi
hydrostatycznej (ciSnienie gazu i promieniowania musi
rownowazyc¢ ,,ciazenie’” wyzszych warstw) oraz rownaniem stanu
(opisujgcym zalezno$¢ cisnienia od temperatury i gestosci) mozemy
w zasadzie je rozwigza¢ otrzymujac zaleznos¢ temperatury,
gestoscei, cisnienia, M, (masy zawartej w kuli o promieniu r)

i L, (energii produkowanej w kuli o promieniu r) od

promienia r.

Nie bedziemy tutaj rozwigzywac tego skomplikowanego ukladu
réwnan rozniczkowych, jednak cheieliby$émy przedstawié wynik '
obliczeri numerycznych dla jednego przypadku — dla Stonca.
Wynik ten jest przedstawiony na wykresach obok. Pierwszy
rysunek przedstawia zalezno$¢ temperatury od odleglosci od
srodka Stonca. Widac¢, ze w centrum panuje temperatura

ok. 15,5 min K umozliwiajaca zachodzenie jadrowych reakcji
cyklu p—p (Patrz w niebo, ,,Delta’ 11/1982) i w mniejszym
stopniu cyklu CNO. Gestos¢ (rys. 2) i ci$nienie (rys. 3) spadaja
duzo szybciej idac od centrum Slorica niz temperatura.
Wszystkie 3 parametry osiagaja na powierzchni wartosci o wiele
rzedow nizsze niz w centrum. Temperatura w atmosferze Slonca
jest nizsza niz 6000 K (ponad 2000 razy mniej niz w $rodku),
potem znowu podnosi si¢ w koronie do ok. 2 min stopni w duzych
odleglosciach od powierzchni, w wyniku grzania gazu przez
akustyczne fale uderzeniowe. Srednia gestosé Slorica wynosi

ok. 1,4 g/cm?, w atmosferze jest ona jednak setki milionow razy
mniejsza niz w centrum.

Wieksza cze$¢ masy zawarta jest w glebokich warstwach Storica
(ze wzgledu na ich duza gestosc). Polowa masy miesci sie

w centralnej kuli o objetosci tylko 1,562 objetosci Stonca

(rys. 4). Jeszcze drastyczniej ma si¢ sprawa z produkcija energii
(rys. 5), ktora zachodzi tylko w samym poblizu srodka naszej
gwiazdy. 90% mocy gwiazdy produkowane jest w kuli o objetosci
mniejszej niz 0,6% objetosci Stonca.

W kolejnych numerach ,,Delty™ postaramy si¢ przedstawic
szczegoly dotyczace rownan budowy wewnetrznej gwiazd
i modele dzigki tym rownaniom uzyskiwane.

~mgr Tomasz CHLEBOW SKI
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Kratka

Rysunek obok przedstawia kratke o 9 liniach
poziomych i 9 pionowych. Proponujemy uzycie jej do

nastepujacej gry:

1. Gracze kolejno rysuja strzalki jednostkowej diugodci,
pionowe lub poziome, na nie zajetych liniach kratki.

2. Pierwsza strzatka zaczyna si¢ w oznaczonym rogu,
a kolejna zaczyna si¢ w koricu poprzedniej.

3. Przegrywa ten, kto nie moze narysowac strzatki.

Gra moze by¢ dwu, lub wigcej osobowa. Na
rysunkach przedstawione sa dwie koncowki w wersji

dwuosobowej.

Uwazny Czytelnik z latwoscia dostrzeze, ze strzatki
moga by¢ zastapione kreskami, czy innym
,»zajmowanieni” odcinkow kratki. Aktualny koniec
jest w tym punkcie, do ktorego prowadzi nieparzysta
(1 lub 3) liczba zajetych odcinkow. Pozwala: to nie
marnowac na kazda partie nowej kratki, a grac

PRZELEWANIE WINA I GEOMETRIA

Do klasycznych zadan arytmetyki naleza zadania o przelewaniu.
Oto przykladowe

Osmiolitrowy gasiorek wypelniony jest winem. Nalezy odlaé 4 litry,
majge 2 naczynia: pigciolitrowe i trzylitrowe. Jak to zrobié?

Podobne zadania rozwigzuje Szczepan Jelenski w Lilgvati —
jedynej w swoim czasie Ksigzce z matematyki popularnej, ksiazce
ciekawej, cho¢ przepisanej z W. W. Rouse-Ball’a Recreations
Mathématiques.

Rozwigzania podane u Jelefiskiego nie sa poparte zadnym
rozumowaniem. Ot, sprawdziliSmy i zgadza si¢. Tymczasem
zadanie o przelewaniu nalezy do prostej teorii graféw. Wypiszmy
wszystkie mozliwe stany wina w trzech naczyniach. Jest ich tyle,
ile uporzadkowanych rozkladow liczby 8 na trzy skladniki

8 =x+y+z,

przyczym0 < x< 8,0< y<5, 0< z < 3. Poza tym
odrzucimy te stany, ktore nie odpowiadajg ,,fizycznym”
ograniczeniom w naszym zadaniu: zawsze albo co najmniej jedno
naczynie jest pelne, albo co najmniej jedno puste; nie moizna
dojé¢ zatem np. do stanu (6, 1, 1).

Zaznaczmy 16 punktéw odpowiadajacych tym 16 stanom

i polaczmy np. lukami kazde dwa stany, z ktorych drugi
powstaje z pierwszego przez (jednokrotne) przelanie. Pojawi
si¢ przed nami graf skierowany: strzalki oznaczaja kierunek
przelewania.

Zadanie nasze przestalo juz by¢ arytmetyczne, a stalo sig, prosta
zreszta, lamiglowka geometryczna: przej$¢ po zaznaczonych
liniach od jednego punktu do drugiego.

Partig wygral ,,zielony” — niezaleznie od
ruchu ,,czarnego’™ ma on ruch wygrywajacy.

Partie wygral ,,czarny’’ — wystarczy, aby
poszedl w gore; ,.zielony” musi wtedy
pojsé w lewo i wowezas ruch ,,czarnego”

stawiajac pionki na liniach zwyczajnej szachownicy. w lewo lub w dot koriczy gre.



Czy réwnania budowy
wewnetrzne) gwiazd
sq zbedne?

Dr Tomasz KWAST

Juz nie raz przy okazji omawiania zagadnien zwiazanych

z budowa gwiazd autorzy powolywali si¢ na do$¢ tajemnicze
,.rownania budowy wewngtrznej”. Otoz jest duza szansa, ze

w jednym z najblizszych numerow ,,Delty” ukaze sie rzetelne ich
wyprowadzenie, a co za tym idzie, powolywanie si¢ na nie
przestanie by¢ tak golostowne, jak jest dotychczas. Majac te
nadziej¢ na przyszlo$¢ zobaczymy teraz, co ciekawego mozna sie
dowiedzie¢ z dwoch sposrod rownan opisujacych budowe wnetrza
gwiazdy. Aby jednak juz unikng¢ wspomnianej golostownosci,
musimy cho¢by w kilku zdaniach przedstawié, skad sig te dwa
wybrane rownamia biora.

Zalézmy wige, ze interesuje nas stacjonarna i kulista gwiazda

o promieniu R, masie M i mocy (jasnosci) L. Niech L, oznacza
moc produkowang w gwiezdzie w kuli o promieniu r, za§ ¢ moc
produkowang przez jednostke masy materii gwiazdy. Moc kuli
0 promieniu o dr wigkszym bedzie o dL, wieksza, co jest rowne
mocy warstewki kulistej zaznaczonej na rysunku, czyli mocy

) VT

2

produkowanej w jednostce objetosci pe(o oznagestos’,é materii
gwiazdy) pomnozonej przez pole ,,podstawy’} 4mr? i ,,wysokos$¢”
dr. Tak otrzymujemy pierwsze poszukiwane réwnanie
(rozniczkowe) okreslajace produkcje energii w gwiezdzie:

fli' = 4nripe.

dr
Drugie obiecane rownanie bedzie opisywaé tzw. promienisty
transport energii w gwiezdzie. Transport energii moze w zasadzie
odbywac sig jeszcze na drodze przewodnictwa cieplnego oraz
przez konwekcje. Przewodnictwo cieplne gazu jest z natury
rzeczy nieznaczne i z gory mozna ten mechanizm pominac, za$
konwekcja, owszem, moze w gwiezdzie zachodzi¢, ale nie
bedziemy sie tu zajmowac¢ ani nia, ani warunkami jej
wystapienia — ograniczamy sie do przypadku gwiazdy w catosci
»»promienistej”, czyli w ktorej energia przenosi sie jedynie
W postaci samego promieniowania.

Niech wigc tzw. wspolczynnik nieprzezroczystoséci » bedzie tak
okreslony, ze w stupku gazu o jednostkowej podstawie (przez
ktora przeplywa energia w tempie L,/4ar?) i wysokosci dr

; L, e
Zostanie zaabsorbowane i #pdr energii. Ilos¢ zaabsorbowanego
ar

w tym stupku pedu otrzymamy dzielac te energie przez predkosé
$wiatla c. Ale ilo§¢ pochlonietego pedu jest w tym przypadku
spadkiem ci$nienia promieniowania — dPyrom na drodze dr.

1
Skoro jeszcze Pprom = iy aT* (T jest tu temperatura materii we

wnetrzu gwiazdy, za$ a stala fizyczna rowna 7,565 - 10-1¢ Pa/K*),
to juz fatwo dostajemy réwnanie (tez rozniczkowe) promienistego
transportu energii w gwiezdzie:

dT 3xp L,

dr dacT?® 4mr? '

Te dwa rownania z pewnymi uzupetnieniami i odpowiednio
.»Spreparowane’ pozwola nam wyciagnaé bardzo waine wnioski
ogolne co do budowy gwiazd. Najciekawsze przy tym, ze w ogole
nie bedziemy probowac rozwigzywacé tych rownan.

Uzupelnieniami musza by¢ znane skadinad zaleinosci € i » od
warunkow panujacych w materii wngtrza gwiazdy. W dos¢ dobrym
przyblizeniu przyjmuje si¢ formutly empiryczne: & = &,07", za$

% = %,0T", gdzie &g i %o zaleza tylko od skladu chemicznego
materii, n ~ 18i b ~ —3,5.

Wprowadzmy teraz bezwymiarowe zmienne x, @, /, ¢ przez

dstawienia: R s g PO
podstawienia: r = xR, p = (p4nR3, =L T = r—-i(? i
gdzie ¢ oznacza $rednia mase atomowa materii gwiazdy, H mase
atomu wodoru, G stalg grawitacji, k stalg Boltzmanna. Dzieki
tym podstawieniom w calej grupie gwiazd zbudowanych wedlug
tego samego modelu (tzn. o tych samych u, &g, g, n, b)
jednakowym x odpowiadaja jednakowe @, /i . Nasze dwa
rownania rézniczkowe po wszystkich niezbednych podstawieniach
przyjmuja postac:

;—i =Ax e, —j—; = —BOpt-3x2, N
gdzie
Ay (f‘ﬂ(_})M_“
4r k LR"#2
: 1 3%, {(uHGY7* M*2L
s (4.»;)3E( K ) R+

sg stalymi dla gwiazd zbudowanych wedlug tego samego modelu,

W szczegolnosci jesli maja to by¢ gwiazdy zbudowane jak Slorice,

to A i ® musza byé takie same dla nich i dla Storica. Ze statosci

A mamy wtedy
M nyl 73 R \n+3
(Mo) B (EC_) ) :

M b-2 i R b+3
(7@") “"LE=(“§E?) ‘

gdzie symbol O oznacza parametry Slorica. Dolaczywszy
tradycyjne prawo promieniowania L = 4nR*cT*
(o = 5,670- 10~® W/m?K* jest tzw. stala Stefana) zapisane

w postaci
L R )2 1 EY
Ly (Ro ( T:-:) ;

gdzie T oznacza teraz temperature powierzchni gwiazd, mamy
trzy rownosci, z ktérych fatwo moina znalezé 6 zwigzkow
migdzy kazdymi dwoma parametrami sposrod M, L, Ri T.
Pomijajac dla prostoty zapisu mianowniki zawierajace parametry
Stonica i podstawiwszy liczbowe wartosci n i b dostajemy na
koniec:

za§ z O

T = R'*? — gwiazdy wigksze sa zarazem goretsze,

M = R"*' — wykladnik mniejszy od 3 dowodzi, ze gwiazdy
wigksze maja mniejsza srednia gestosé,



L = R™2® _ wykladnik wiekszy od 2 potwierdza, ze gwiazdy
wieksze sa znacznie goretsze (ich jasnosé
powierzchniowa jest wigksza),

T = M°?3 — gwiazdy masywniejsze sa goretsze, z tym Ze tu
zalezno$¢ jest akurat prawie proporcjonalna,

L = M*>'5 _ jest to tzw. zalezno$¢ masa-jasnosc, z ktorej widac,
7e gwiazdy masywniejsze sa dos¢ drastycznie
jasniejsze, czyli duzo szybciej zuzywaja swoje
zapasy energii — zatem szybciej ewoluuja i zyja
krocej niz gwiazdy malo masywne,

L = T5%? — wykladnik wigkszy od 4 jeszcze raz potwierdza, ze
gwiazdy goretsze sa zarazem wigksze, a ponadto
jest to nic innego, jak rownanie ciggu gtownego
na diagramie Hertzsprunga-Russella!

No i prosze — tyle istotnych informacji bez rozwigzywania
rownan budowy! Rzecz jasna, nie sg one tak catkiem zbedne — |
ostatecznie byly punktem wyjécia dla naszego rozumowania, jak
rowniez nadal nie znamy budowy zadnej gwiazdy, czyli wartosci

w W-wie, 1982)

gestoscei, ciSnienia, temperatury itd. w kazdym punkcie wewnatrz
niej. Ale i tak dowiedzieliSmy sig sporo, aczkolwiek nie mozna
zapomina¢ o zalozeniach lezacych u podstaw naszych wnioskow.
Zatozeniem bylo wszak przyjecie empirycznych formut na €i »
z konkretnymi wykladnikami — w rzeczywistosci wyktadniki te
zaleza od temperatury, a nawet sama posta¢ formul nie jest

w pelni uniwersalna. Milczacym zalozeniem bylo przyjecie
jednorodnoéci gwiazd, czyli staloéci pu w calej objetosei gwiazdy.

' Wreszcie zalozenie promienistego transportu energii jest

speinione tylko w gwiazdach podobnych do Stornca, zas

w gwiazdach masywnych wystepuje konwektywne jadro, a u mato
masywnych podpowierzchniowa warstwa konwektywna. Wskutek
tego wszystkiego znalezione przez nas zwiazki sa wprawdzie
poprawne jakosciowo, ale ilo$ciowo opisujg do§¢ dobrze jedynie
gwiazdy podobne do Slorica, czyli srodkowej czesci rzeczywistego
ciagu gléwnego. W caloéci nie moze on zatem by¢ linia prosta na
diagramie H-R z logarytmicznymi skalami na osiach, co doskonale
potwierdzaja obserwacje. W kazdym razie najwazniejsze jest, Ze
samo istnienie ciggu gléwnego, jak widzimy, nie jest wynikiem
przypadkowego gromadzenia si¢ gwiazd na do$¢ dowolnie
wybranym wykresie, lecz prawidlowoscia bedaca bezposrednia
konsekwencja podstawowych praw przyrody.

SKAD SIE BIORA POMYSLY?

Glupie pytanie, prawda?' Nie ma jednak ghupich pytan — bywaja za to glupie odpowiedzi.

Niektore ,,pomysty” biora sig ... nie wiadomo skad, choé i w matematyce matka wynalazkow
jest potrzeba. Czgsto jednak to, co odbieramy jako ,,nieprawdopodobne skojarzenie” jest dla
lepszego od nas specjalisty zupelnie typowe.

Spotykamy si¢ z tym juz w szkole podstawowej, gdy umiemy rozwigza¢ zadanie za pomoca

rownan, ale musimy bez nich, bo ,,jeszcze nie bylo”. Potem przyzwyczajamy si¢ tak, ze nawet
nie umiemy zadania takiego jak
Ojciec ma obecnie tyle lat, ile miesigcy mial syn w chwili, gdy byl 9 razy mlodszy od ojca. Ojciec
iest starszy od syna o 26 lat i 8 miesiecy. lle lat ma teraz ojciec? (egzamin wstepny do XIV LO

rozwiazaé¢ inaczej niz za pomoca réwnan, cho¢ przeciez mozna. Mozna, ale po co? Przeciez
miedzy innymi po to uczymy sie roznych nowych rzeczy, aby latwiej rozwiazywac problemy.

Jest i druga strona medalu. W pogoni za coraz bardziej ogdlnymi teoriami czesto nie umiemy juz
wroci¢: znajac teorig grup, nie umiemy jej zupehnie stosowac. To bardzo niebezpieczne.

Na duze niebiezpieczefistwo narazeni sg tu algebraicy; wspodlczesna algebra abstrakcyjna bardzo
niewiele przypomina algebre, ktora znamy ze szkoly. Nic wiec dziwnego, ze wlasnie w tej
dyscyplinie niedlugo po genidlnych pomystach francuskiej szkoly pojawila si¢ idea ,,powrotu do
natury”: formulowanie wszystkiego w jezyku algebry szkolnej.

Mozna? Mozna, ale po co. Oto bowiem zdanie

n jest liczba pierwsza

rozebrane ,,na atomy”’, tj. sprowadzone do podstawowych poje¢ i relacji pierwotnych —
nalezenia elementu do klasy (zbioru): n jest elementem kazdej takiej klasy z, ze klasa, ktorej
jedynym elementem jest klasa bez elementow, jest klasa z i dla kazdego elementu m klasy z
rodzina wszystkich tych klas, ktére po zmniejszeniu o jeden element naleza do klasy m, jest
elementem klasy z i dla wszystkich takich / i k, ze elementy kazdej klasy z takiej, ze klasa, ktorej
jedynym elementem jest klasa bez elementow, jest elementem klasy z i dla kazdego elementu
klasy z klasa wszystkich tych klas, ktére po zmniejszeniu o jeden element naleza do m jest
elementem klasy z i jezeli dla kazdego elementu x klasy n istnieje taki element y klasy h, ze
wszystkie elementy klasy y sa elementami klasy k i elementy klasy y nie maja wspolnych
elementow, oraz wszystkimi, a zarazem jedynymi elementami elementow klasy y sa elementy
klasy x, to A lub k jest rodzina wszystkich tych klas, ktére po usunieciu jednego elementu staja
si¢ klasa bez elementow.



CO MAMY WSPOLNEGO

Oto kilka zadan:

1. Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,, xa, ..., Xa, ¥1, ¥2, ..., ¥n zachodzi
nieroOwnosé 5

iyt X2yt o Hxayn)? < G4 L+ XDOR+ L 0D,

2. Wykazac, ze sposrod rownolegtoscianow o danych dlugosciach b_ok(')w najwigksza objetos¢
ma prostopadtoscian.

3. Wykazac, ze dla kazdej funkcji majacej ciggla pochodna na odcinku <0, 1> i takiej, ze
f(0) = f(1) = 1 zachodzi
1 1
2 1
(s < — (rerar.

e
0 2%

=

W kazdym z nich chodzi o udowodnienie pewnej nierownosci i kazde z nich mozna rozwigzaé
mniej lub bardziej pomystowo. Ale dla wszystkich znajacych trochg algebre liniowa wspolna ich
cecha jest oczywista: w ich rozwigzaniu ,,z pewno$cia”’ pojawi si¢ nierowno$¢ Schwarza ...

Nierownos¢ Schwarza (laczona rowniez z nazwiskami Buniakowskiego i Cauchy’ego) dotyczy
wektoréw w przestrzeni, w ktorej wprowadzono iloczyn skalarny. Taki iloczyn skalarny to forma
do mnozenia wektoréw, z tym ze wynikiem takiego mnozenia jest liczba, W przestrzeni
kartezjanskiej R" okreslamy go przez
n
o i = suma iloczynow wszystkich wspolrzednych, tj. Z B,
i=1
. !
W przestrzeni funkcji ciaglych na odcinku <0, 1> mozemy na przyklad przyja¢ fe = \ f(x)g(x)dx.
- 0

Sposrod kilku warunkow — aksjomatow, jakie ma spelnia¢ mnozenie skalarne wektorow,

wymienimy, ze musi by¢ ono rozdzielne wzgledem dodawania. Nie ma mowy o lacznosci, bo -

wynikiem mnozenia dwoch wektorow nie jest wektor, tylko liezba. Mnozenie skalarne powinno
” jednak by¢ przemienne. Ponadto zadamy, by kwadrat skalarny niezerowego wektora byl

dodatni.

Nierownos$¢ Schwarza formuluje sie fatwo: dla dowolnych wektorow x, y przestrzeni z iloczynem

skalarnym (takim, jak opisaliSmy) mamy

(xp)* < x?y2,
Dowodzi sig tez nietrudno. Pamigtajac, ze xy, y? itd. to liczby i wiedzac, ze dla y # 0 jest
zawsze y* > 0, mamy
x = x xy)? x)?  (x)? (eairRes
0=< (x— —{'y) = x’—Zx'(ﬁy)-'yﬁ- (—; 2y =x*-2-- };— e );— =il i
Yy ¥ 14 v
Zastosowanie nierowno$ci Schwarza do zadan 1 i 2 zostawiamy Czytelnikom; w zadaniu 2
trzeba oczywiscie wiedzie¢, jaki jest zwigzek migdzy objetoscia rownolegloscianu a iloczynem
skalarnym wektorow krawedzi. Wykazemy za to nierownos$¢ z trzeciego zadania.
Scalkujemy lewg strone przez czesci, dobierajac we wzorze Stw’ = uv— Su’f: funkcje fjako u
i funkcje x+ ¢ jako v; stala ¢ dobierzemy pozniej. Mamy

e
— S (x+c)f'(x)dx,

1 1
S f(x)dx = 5 (x+ o) f(x)dx = (x+)f(x)
0 0 0 0

1

1
wiec |§ f(x)dx| < § x+ |- 1f(x)|dx <(Schwarz!) <
0 0

1 1 3 31
l+c¢ s
< S(x+ c)?dx - S Lf(x)|*dx = I/ ( Feo iy 5 ifiolPdy =
0 0 3 3 9
3c2+3c+1 : e 15 o
= S e g)l f/(x)|*dx. Wezmiemy teraz ¢ = — = i samo wyjdzie, co trzeba.




Mamy pytania do Czytelnikow:

1
1) Dlaczego przyjelisSmy akuratc = — = Czy mozna bylo wzia¢ inng stala? I co by wtedy wyszlo?

2) Dla jakich funkcji wykazana nieostra nierowno$¢ zamienia sig¢ w rowno$é? Wskazowka:
przesledzi¢ kazdy krok dowodu. Mozna tez odczytac¢ z zaprezentowanego dowodu nieréwnosci
Schwarza, ze zamienia si¢ ona w rownos¢, gdy wektory sa prostopadte (tj. ich iloczyn skalarny
wynosi 0).

I jeszcze dwa
Zadania, w ktorych rozwiazaniu wygodnie jest stosowac nierownos¢ Schwarza

1. (Uogolnione twierdzenie Ptolemeusza): Jezeli a, b, ¢, d sa dlugosciami kolejnych bokow
dowolnego czworokata, natomiast e i f— dlugosciami jego przekatnych, to ac+bd = ef. (Werner
*~ Mnich, Matematyka nr 1/1981)

2. Niech beda dane dwa trojkaty: trojkat T, o bokach dlugosci a,, b,, ¢, oraz trojkat T,
o bokach dlugosci a,, b,, ¢;. Udowodnic, ze istnigje trojkat T o bokach diugosci

— / al+a? B b4 b3 e ci+e3
_]/ P = TEER R

~ (Jozef Stojanowski, Matematyka nr 6/1980)

Nietypowe metody
nauczania

Jak doniosta prasa, Ministerstwo
Oswiaty | Wyhowania zdecydowalo, ze
¢i uczniowie, ktozy wybierajom si¢ na stodia
chumanistyczne nie mdoszo zdawad
matematyki na egzaminie dojzatosei.
Oczekujemy, Ze przyszli matematycy i fizycy
nie bedom zdawad polskiego. Po co na -
przyklad nam, pszedstawicielom nadk
scislych, informacja ze Kordiana napisal
Mickiewicz?

Dosc¢ czesto w fizyce i chemii stosowany jest model gazu doskonatego, zbioru chaotycznie
poruszajgcych sig i nieoddzialujacych czasteczek. Model ten mozemy stosowac nie tylko dla gazow
rzeczywistych, ale rowniez dla roztwordow (gazem jest tu cialo rozpuszczone), czy tez przewodnikow
elektrycznych (gazem sg swobodne elektrony). Wszystkie te gazy wywieraja na $cianki naczynia
ci$nienie, ktore wyroéwnuje si¢ przy polaczeniu réznych naczyn. Jakie wiec zjawiska odpowiadaja
wyrownywaniu si¢ cinien elektronow i roztworow?

Naczyniem dla gazu elektronowego jest caly przewodnik, ktérego brzeg (Scianki naczynia) dziala
sitami elektrycznymi na elektrony probujace opuszcza¢ przewodnik. Cisnienie tego gazu jest
ogromne (setki tysigcy atmosfer) i zalezy od rodzaju przewodnika. Laczac rozne przewodniki
doprowadzamy do wyroéwnywania sig¢ ci$nient i w miejscu kontaktu pojawia si¢ roznica potencjatow.
Zamkniecie takiego obwodu zlozonego z dwoch przewodnikéw nic jednak nie daje, gdyZ napiecie
z obu kontaktéw znosi sie. Wiemy jednak, Ze ci$nienie gazu zalezy od temperatury. Podgrzewanie
wige jednego z kontaktow zmienia odpowiadajace mu napigcie i w obwodzie zaczyna plynaé prad
zwany termoelektrycznym. OtrzymaliSmy nowy rodzaj ogniwa elektrycznego i przy okazji
termometru. I, jak to zwykle bywa w termodynamice gazow, mozemy teraz zamieni¢ przyczyne

ze skutkiem. Przeplyw pradu elektrycznego przez niepodgrzany obwoéd zlozony z dwoch
przewodnikéw prowadzi do pojawienia si¢ roznicy temperatur miedzy kontaktami.

Cialo rozpuszczone w cieczy jest rOwniez gazem i wywiera na $cianki naczynia dodatkowe
cisnienie. Mozemy si¢ o tym przekonaé robiac z pélprzepuszczalnej blony zwierzecej (np. z pecherza
rybiego) balon wypelniony wodnym roztworem cukru. Blona nie przepuszcza czasieczek cukru,
cho¢ przepuszcza wode. Jezeli wige balon wlozymy do czystej wody, to zacznie sie nadymac weiagajac
do wnetrza wodg, az wreszcie peknie. Podobne zjawisko zachodzi pomigdzy komérkami zywego
organizmu regulujac w nim przeplyw roznych pltynéw. Szczegdinie spektakularne jest tu
pompowanie przez drzewa wody z gruntu az do ich wierzchotkéw Warto na koniec dla porzadku
zauwazyc, ze wszystkie rodzaje gazow doskonalych spelniaja to samo réwnanie stanu Clapeyrona

.pv = nRT.
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Jak zajrze¢ do wnetrza Stonca
czyli co robi astronom w kopalni zlota

Dr Michal ROZYCZKA

Wszyscy wiemy, ze Stonce $wieci dzieki odbywajacym si¢ gleboko w jego wnegtrzu reakcjom
jadrowym (Patrz w niebo, ,,Delta™ 11/1982). Jak jednak sadze, wiekszo$¢ Czytelnikow ,,Delty”
miataby klopoty z objasnieniem, skad te wiedzg¢ czerpiemy: obserwujemy przeciez tylko
atmosfere Storfica, a w panujacych w niej warunkach zadne reakcje jadrowe odbywac sig nie moga.
Do takiego a nie innego opisu zrodel slonecznej energii dotarto dos¢ zawita droga kolejnych —
miejmy nadzieje coraz lepszych — domystow. W latach 30-tych naszego wieku okazalo sig, ze

w warunkach, jakich oczekiwano we wnetrzach gwiazd, moze dochodzi¢ do samorzutnej syntezy
jader atomow helu z protondw, ktory to proces niezbyt Scisle nazywa si¢ w astrofizyce
..spalaniem wodoru”. Z czysto formalnego punktu widzenia to, Zze energia wySwiecana przez
Slofice pochodzi z tak rozumianego spalania wodoru, trzeba bylo na poczatku po prostu zalozy¢.
Opierajac sie na tym i innych jeszcze zalozeniach (dla przykladu — jest wérod nich takie, ktore
moéwi o braku systematycznych ruchéow materii' we wnetrzu Sltonca) otrzymano uklad rownan
rozniczkowych — tzw. uklad rownan budowy. Jego rozwiazaniem jest zbior funkeji opisujacych
zmiany réznych parametrow (gestosci, ciénienia itp.) z odlegloscia od $rodka Storca (Patrz w niebo
w tym numerze ,,Delty”). Rozwiazania, ktore dla odlegloéci rownej promieniowi Storica
zgadzaja sie z parametrami znanymi z obserwagji jego powierzchni, nosza nazwe modeli Storica.
Dla niewielkich odlegloéci od $rodka podaja one tak duze wartoéci gestosci (ok. 150 g/em?) i
temperatury (ok. 15 min K), ze wydajnos¢ reakcji jadrowych jest w tych warunkach zgodna

z oczekiwang, a wyjsciowe zalozenie okazuje si¢ wewngtrznie niesprzeczne. Oparte na nim modele
maja inne jeszcze pozadane wiasnodsci (np. ,.dlugowieczno$é” rzedu tej, jakiej wymaga od
Storica paleontologia); tak wiec nie pozostaje nam nic innego, jak uznaé, iz postulujac swego czasu
nuklearna nature slonecznej energii odnaleziono wlasciwy trop.

Tego, co nam o wnetrzu Slofica opowiadaja rozwiazania rownan budowy nie sposéb jednak nazwac
inaczej, niz domystem. Jego rzetelna, tj. eksperymentalna, a nie logiczna, weryfikacja stala sig
mozliwa dopiero na przelomie lat szeS¢dziesiatych i siedg_mdzicsiatych. Pamietamy zapewnie, Ze
wigkszos¢ energii wydzielanej podczas spalania wodoru ma posta¢ kwantoéw promieniowania gamma,
ktore w swej wedrowce ku powierzchni Stonica wielokrotnie dzielg si¢ w oddziatywaniach z roznymi
atomami i jonami na kwanty o coraz to wiekszej dlugosci fali. Po ok. 100 000 lat ‘takiej
polaczonej z rozdrabnianiem sie podrozy docieraja do powierzchni Stonca jako $wiatlo widzialne,
ktore samo w sobie nie jest oczywiscie zadnym dowodem na to, iz we wnetrzu Slorica reakcje-
jadrowe rzeczywiscie zachodza (gdyby wnetrze to bylo zupelnie martwe juz od 99 999 lat, to i tak
dowiedzieliby$my si¢ o tym nie wczesniej, niz za rok).

Na szczeicie dla eksperymentatorow, spalaniu wodoru towarzyszy emisja uwazanych do
niedawna za bezmasowe neutrin, dla ktorych wnetrze Slorica jest catkowicie przezroczyste i ktore
juz po 8 minutach od chwili wyprodukowania trafiaja na Ziemig¢. Zaobserwowanie strumienia
slonecznych neutrin byloby wigc réwnowazne tytulowemu ,,zajrzeniu do wnetrza Slofica™
polaczonemu z uzyskaniem najéwiezszych o tym wnetrzu informacii. Jako niestychanie
przenikliwe neutrina sa, niestety, bardzo trudno wykrywalne (trudno sig¢ temu dziwic, skoro —
jak powiedzielismy przed chwila — moga bez przeszkod przelatywac przez Storice).

Przy konstruowaniu detektora neutrin stonecznych postanowiono wykorzysta¢ reakcje

v+37Cl = e~ + ¥ Ar

Stnego rozpadu beta, w wyniku ktorej jadro atomu chloru przeksztalea si¢ w nietrwale jadro
omu argonu o okresie polowicznego rozpadu 35 dni. Na powierzchni Ziemi chlor moze zamieni¢

* sie w argon takze pod wplywem promieniowania kosmicznego; na szczescie efekt ten mozna
wyeliminowa¢ umieszczajac detektor dostatecznie gleboko pod ziemia (objasnia to druga czesc
tytutu). Jeszcze do niedawna umieszczanie obserwatorium glgboko pod ziemig bytoby tylko
absurdem niezgodnym z ,,natura” astronomii. Dotychczas starano si¢ umieszczac instrumenty
..jak najblizej nieba” — na szczytach wysokich gor, na pokladzie satelitow itp. Uruchomiony
w koncu lat szeiédziesiatych i dzialajacy do dzi§ detektor neutrinowy Davisa jest zbiornikiem
o pojemnosci ok. 400 000 1 wypelnionym perchloroetylenem (C;Cl,) i umieszczonym na
glebokosci ok. 1600 m w kopalni zlota Homestack znajdujacej si¢ w Poludniowej Dakocie.
W regularnych odstepach czasu jest on przedmuchiwany helem, ktory wynosi zefi caly
wyprodukowany przez neutrina argon (zwykle ok. 100 atomow). Zaadsorbowany na filtrach
weglowych argon trafia nastepnie pod liczniki proporcjonalne, gdzie rozpadajace sig jadra sa
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skrzetnie liczone (mimo iz wydaje si¢ to nieprawdopodobne, blad takich zliczen nie przekracza
5%, co stwierdzono wpuszczajac do zbiornika znana liczbe atomdéw argonu).

Od kilku juz lat wiemy, Ze neutrin slonecznych jest ,,za malo’ . ponad trzykrotnie mniej, niz chca
tego modele Storica. Rozbieznos¢ te probowano usunaé na rdzne sposoby konstruujac mniej lub
bardziej ,,udziwnione”, lub jesli kto§ woli ,,naciagane” modele, jednak w ramach astrofizyki
nie osiagnigto wiasciwie niczego. Na obserwowany deficyt sklada sie prawdopodobnie kilka
efektow, wérdd ktorych niebagatelna role moga odgrywad hipotetyczne oscylacje stanu neutrin.
Jesli rzeczywiscie maja one mas¢ rozng od zera (jak to si¢ zdaje wynikaé z przeprowadzonych
ostatnio eksperymentow), to moga w drodze ze Slofica na Ziemig zmienia¢ swdj stan w sposob
uniemozliwiajacy detekcje. Na ostateczne rozwigzanie problemu przyjdzie prawdopodobnie
poczekac do chwili zainstalowania w kopalni zlota lub w innym réwnie egzotycznym dla astronoma
miejscu, nowego, dokladniejszego i czulszego detektora, w ktérym substancja czynna bedzie

E1E FEIE 'ii

Rozwazmy plaskg petle z pradem stalym

Dwa niewazkie, naelektryzowane ladunkami

umieszczong w jednorodnym polu
magnetycznym. Przewodnik niech bgdzie
niewazki, jednorodny, gigtki i nierozciagliwy.

o przeciwnych znakach koraliki nanizano na
sztywne druty krzywoliniowe (bez zalaman).
W polozeniu rownowagi sily elektrostatyczne

ABCD umieszczono cztery jednakowe masy.
Srodek ciezkodci takiego ukladu moina
wyznaczyé na trzy sposoby. Najpierw

musza dziata¢ wzdiuz normalnej do obu
drutéw, poniewaz jakiekolwiek skladowe
styczne wyprowadzalyby uklad z tego
polozenia. Stanowi réwnowagi odpowiada
rowniez minimalna energia, co wymaga w érodku odcinka XY. W taki sam sposob
najmniejszej odleglosci ladunkow. Wynika mozna znalezé srodek cigzkosci mas ABCD
stad, ze: wyznaczajac Srodki cigzkoéci par ABi CD
albo BD i AC, Srodek cigzkosci ukladu jest
jednak tylko jeden, zatem:

W polozeniu réwnowagi energia zwoju znajdujemy $rodek cigikosci X mas 4 i D.
Dzieli on AD na polowy. Podobnie $rodek
ciezkosci ¥ mas C i B jest srodkiem odcinka

CB. Srodek cigzkosci calego ukladu lezy wigc

V=—py B, pm— moment
magnetyczny zwoju,
bedzie minimalna. Wynika stad, ze zwdj
ustawi si¢ tak, by p,, bylo réwnolegle do B,
czyli w plaszczyinie prostopadlej do kierunku
pola. W plaszczyinie tej zaden kierunek nie
jest wyrdzniony, wiec zwdj przyjmie ksztalt
okregu, Poniewai p,, = §- I, gdzie § jest
polem powierzchni obejmowanej przez zwdéj, odcinki lgczqce Srodki przeciwleglych krawedzi
wisc czworpdcianu przecinajq sig w jednym punkeie
dzielgcym te odcinki na polowy.

najkrdtszy odcinek laczqey dwie gladkie
krzywe jest do nich prostopadiy.

spasrod figur plaskich o zadanym obwodzie
najwieksze pole ma kolo.

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 316. Z ilu co najmniej czworoscianéw mozna ztozy¢ szescian?

Rozwiazanie na str. 16 i

M 317. Wykazadé, ze istnieje liczba podzielna przez 5'°°9, kiorej zapis dziesigtny nie zawiera zer.
Rozwigzanie na str, 16

M 318. Wykazac, ze jezeli liczby p i 8p%+ 1 sg pierwsze, to 8p*—1 tez jest pierwsza.

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 126. W ognisku soczewki skupiajacej znajduje si¢ punktowe zrodlo $wiatla. Przyjmijmy, ze
soczewka nie odbija, nie rozprasza i nie pochtania padajacego na nia $wiatla oraz iz spelnione sa
sci§le prawa optyki geometrycznej. Wykazaé, ze soczewka przyciagana jest w kierunku 7rodia
swiatla,

Rozwigzanie na str. 16

F 127. Malenkie kuleczki szklane mozna ,,zawiesi¢”” w pionowej wiazce laserowej, podobnie jak
pitki ping-pongowe w strumieniu powietrza. Wyjasni¢ problem stabilnosci kuleczek.

Rozwigzanie na str. 16



Lustro

Srodka kola nie da sig skonstruowaé za
pomocy samej linijki. Ustawmy bowiem kolo
pochylo do lustra (jak to w przekroju
widzimy na rysunku); mozemy takze uwazaé,
#e obraz powstal z kola przez rzutowanie

z punktu O na lustrze, Jeslibysmy umieli
skonstruowac érodek § tylko linijka, to ktos
wykonujac ,,rzuty” naszych operacji — czyli
prowadzac proste przez obrazy punktow,
przez ktore my prowadzimy — dostalby jako
$rodek kola punkt T — a wigc nie S°.

B

lustro

L.}

Rozwigzanie zadania M 316.

Kaidg z podstaw ABCD i A'B'C'D’ szescianu
8 musimy pokryé co najmniej dwoma
czworoscianami. Ich laczna objetosé nie
przekroczy 1/3 objetosci szescianu, Poniewaz
zaden czworoscian nie zawiera pary scian
rownoleglych, otrzymujemy w ten sposob

co najmniej cztery czworosciany o tacznej
objgtodci nie wigkszej niz 2/3 objetosci calego
szescianu. Wynika stad, Ze nie mozna zlozy¢
szescianu z czterech czworosciandw. A oto
rozklad na pigé czworoscianow: ABCH’,
ACDD', AB'A'D', C'CB'D’, BCB'D',

x

Rozwigzanie zadania M 317.

Zapis liczby 5% konczy sie cyfrg 5. Niech teraz
w liczbie a; = 51900 pierwsze od prawej zero
lezy na pozycji iy. Wtedy podzielna przez a,
liczba ag +ag - 1070~ ! ma juz co najmniej iy
ostatnich cyfr réznych od zera. Konstrukcje te
mozemy powtarzaé, otrzymujac liczby ay,
przy czym w zapisie dziesietnym @y co najmniej
ix— 1 = k ostatnich cyfr jest niezerowych

i aglay. Zapiszmy teraz a;go0 = 101920 4 + B,
gdzie B < 101000 zauwazmy, Ze

B = @i g — 101000 4 — ey — 21000 . §1000. 4
dzieli sig przez 51990 | ma wszystkie cyfry
niezerowe.

@

Rozwigzanie zadania M 318.

Jezeli Mp, to p? daje przy dzieleniu przez 3
reszte 1, a wiec 3|8p2 + 1. Wobec tego p musi
by¢ podzielne przez 3, czyli p = 3. Wiedy
zarowno Bp2 41 = 73, jak i Bp2—1 = 71 s3
pierwsze.

Zadania nie z trygonometrii

186273

muzyka

muzyka r86273

muzyka 186273
+ muzyka + 186273
=koledy =745092

Czy to jedyne rozwigzanie?

&£

Rozwigzanie zadania F 126.

Zgodnie z prawami optyki geometrycznej
soczewke opuszcza wiazka swiatla rownolegla
do glownej osi optycznej. Rysunek przedstawir
bieg jednego z promieni. Pedy fotondow
padajacych i opuszczajgcych soczewke sa
rozne. Zmiana pedu wynosi dpy. Soczewka
uzyskuje wigc ped:

Adps = = dpy.
P
’9‘-
*{/
o X
4
,Uf o 435
‘ &y

Sumaryczny ped uzyskany przez soczewke
jest suma zmian pedéw odpowiadajacych
wszystkim promieniom, Z symetrii wynika, iz
ped ten jest skierowany ku zrodiu, Mamy
wigc do czynienia z efektem ,,przyciggania
soczewki przez zrodlo swiatla”. Przy innych
polozeniach zrddla sytuacia moglaby byé
odmienna (jaka?).

Statyczny dowdd wzoru
na diugosé

dwusiecznej

Niech wzdluz bokéw AB i AC dziataja diie
rowne sily wielkosci be'jednostek. Ich
wypadkowa ma dlugosé 2 - t;c- cos T‘

(z reguly rownolegloboku).

Sily te s3 réwne odpowiednio b- ABic- AC
i wobec tego (rysunek) réwnowazne

- s g P 3
z (b+c): AD, gdzie AD jest dwusieczng kata
A.

Stad mamy
2be A
AD = il
B

Rozpatrzmy takie oto
zadanie:

Udowodni¢, ze w paraboli srodki
rownoleglych cigciw leiq na prostej réwnoleglej
do osi symetrii,

Mozemy je rozwigzad tak:

Z punktu P rzucamy dwa kamienie

o jednakowej masie: jeden w kierunku PT do
gory, drugi z tq samg predkoscia wzdluz
prostej PT, lecz w dé6l. Z jednorodnosci
ziemskiego pola grawitacyjnego wynika, ze

w kazdej chwili r odcinek laczacy te dwa
kamienie jest réwnolegly do stycznej do
paraboli w poczatkowym punkcie P.
Sktadowe poziome predkosci obu cial sa
jednakowe, a wigc srodek masy (znajdujacy
si¢ oczywiscie w §rodku odcinka taczacego
chwilowe poloienie cial) spada ruchem

jed jnie przyspi ym po prostej
pionowej przechodzacej przez P,

Planety poruszaja si¢ po elipsach. Czy da
si¢ — nasladujac powyzsze rozumowanie —
znalezé jakas wlasnoéé ,,geometryczna™
elipsy? -

L -3

Rozwigzanie zadania F 127.

Decydujacym czynnikiem dla mozliwosci
zawieszenia kulki jest cisnienie wywierane
przez swiatlo. Natezenie swiatla laserowego
jest wystarczajaco duze, by cisnienie to moglo
rownowazy¢ cigzar kulki o srednicy rzedu
Ium. Dla zapewnienia stabilnosci w kierunku
pionowym wystarcza niewielka rozbieznosé
wiazki $wiatta, nawet tak mala jak rozbieznosé’
wiazki laserowej. Stabilnos¢ dla wychylen

w kierunku poziomym wynika ze zjawiska
zalamania $wiatla w kulce. Gdy kulka odchyla
sig nieco od osi symetrii wigzki, pozostajge
jednak caly czas w jej obrebie, pojawia sig sifa
dzialajaca na kulke ku osi. Mozna si¢ o tym
przekonac robige rysunek biegu promieni

i sledzac zmiany pedow fotondw.



Klub 44

' - 4 4 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
L Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

Skroét regulaminu ligi zadaniowe;j

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiagzania zadan z numeru #n w terminie do konca miesiaca n+ 2. Szkic
rozwigzan zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania trzech, dwoch lub jednego
zadania, (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez

Czoldwka ligli zadaniowej "Klub 44"
po uwzglednieniu ocen rozwigzah
zadafi z numeru 4/1982

Jerzy Janowicz - Bolestawiec —38,45pkt . : ’
Zbigniew Bartold = Gdynia -30 .Oﬁpkt4_3 3 suma ocen za rozwiazania danego zadania
Edward Orzechowskl - Warszawa =23 ,48pkt

liczba osob, ktore nadestaly choc¢ jedno rozwiazanie z numeru

Jacek Uryga = Bytom -22,86pkt . . i ) . )
Dariusz Sowizdrzal - Szozecin  =18,16pkt | tyle punkiow otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktow (w dowolnym czasie) zostaje
Mariusz Fiszer - Duszniki Zd.-17,27pkt on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne

Wspétozynniki trudnosei zadan 22, 23, 243 czlonkostwo — to tytul Weterana.
1,99 2,53 2,81 Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.
Szczegotowy regulamin zostat wydrukowany w nr 9/1981.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

_Zadania nr 40, 41, 42
Termin nadsylania rozwigzan:

40. Liczby rzeczywiste ap, a,, ..., a, spelniaja warunki: 0 < @y < a; < ... < an, as > 0.
Udowodnic, ze wszystkie pierwmstkl rzeczywiste wielomianu ap+a, x+a,x*+ ... +a,x" leza
w przedziale {—1,0>. Co mozna powiedzie¢ o pierwiastkach zespolonych?

41. Dane sa trzy okregi wspolérodkowe o promieniach 1, ]/’7", 4. Obliczy¢ najwicksze mozliwe
pole trojkata majacego po jednym wierzchotku na kazdym z tych okregow.

42. Na kazdym polu szachownicy (8 x 8) stoi pionek. Zdejmujemy pionki z szachownicy trojkami:
w jednym ruchu mozna zdjac trzy pionki stojace na trzech kolejnych polach w jednym rzedzie
poziomym lub pionowym. Przypusémy, ze udalo sie wykona¢ 21 ruchow; pozostal wiec jeden
pionek. Czy mozna okresli¢ jego polozenie?

Rozwigzania zadan z numeru 8/1982 29. Przyklad rozcigcia kwadratu ABCD na 8
trojkatow ostrokatnyeh: niech K i L oznaczaja
§rodki bokéw AB 1 CD, niech P bedzie
punktem lezacym wewnatrz prostokata AKLD,
ale na zewnatrz kol majacych za $rednice
odcinki AK i AD, oraz niech Q bedzie
punktem symetrycznym do P wzgledem

30. Odpowiedz na oba pytania jest
pozylywna. Oto przyklad pary funkcji
wypuktych, ktérych wykresy przecinaja sie
w nieskonczenie wielu punktach: f(x) = x2,
glx) = x*+sinx. Aby otrzymadé pare funkcji
wypuklych o wykresach przecinajacych sie

28. Sprawdzamy bezposrednio, ze f(2) = 3,
S} =4,f(4) =35,f(5) = 6,f(6) =6, f(7T) =
= 8, f(8) = 7 oraz ze f(x) = 7 dla

wszystkich wiekszych x, Oczywiécie dla liczb
pierwszych x mamy f(x) = x+1; ale dla liczb

zhozonych x > 8 jest f{x) = x—2, co
nietrudno wykazac np. przez indukcie
wzgledem diugoéci rozkladu x na czynniki
pierwsze. Wynika stad, ze dla dowolnej liczby
x > 8 dwukrotne zastosowanie operacji f

da liczbe ff(x) < x. Jesli wigc x4 > 8, to

X3 < Xg; jesli nadal x; > 8, to x; < x,itd;
po skonczenie wielu krokach dojdziemy do
wartosci x, rownej 7 lub 8 i dalej bedzie sie
powtarza¢ 7, 8,7, 8,7, 8, .... Ten sam wynik
dostaniemy, gdy wystartujemy od xg = 7 lub
8. Jeéli natomiast x, = 6, to po kilku krokach
osiggniemy x, = 6idalej xy = xp4y = Xpi2 =
= ... = 6. Tak wiec jedynie liczby 6, 7, &
moga wystapic¢ w ciggu x, nieskonc_enie wiele
razy.

prostej KL. Trojkaty AKP, APD, DPL, LPQ,
LOC, OBC, QKB, KQP maja zadane
wlasnoici. Mozna udowodnié, Zze nie da sie

rozciaé kwadratu na mniej niz 8 trojkatow
ostrokatnych.

w n punktach, wystarczy wziad te same dwie
funkcje na przedziale <0, (n— 1))

i przediuzyc je do funkcji liniowych na
przedziatach (— =, 03 i {(n—1), + 2},
ktérych wykresami s polproste styczne do
wykresow funkcji fi g w punktach 0 oraz
(n=1)=.




