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Mowimy, ze zbidr X jest czgiciowo
uporzadkowany przez pewng relacje<
zachodzgca miedzy jego elementami, jesli
relacja ta jest

a) zwrotna, tj. dla kazdego x € X mamy
B ;

b) przechodnia, tj. jesli x< yiy< z, to

x= z,

¢) ,nawpdlprzeciwsymetryezna®, tj, jesli
x< piy< xtox =y

Typowym przykladem takiej relacji jest
relacja inkluzji (zawierania) zbiorow:
A< B+ 4 < B.

Lemat Kuratowskiego-Zorna

Dr Zbigniew SAWON

W Analizie Matematycznej, a takze w innych dzialach matematyki czesto zachodzi koniecznosé
wykazania istnienia elementu maksymalnego z punktu widzenia pewnej wlasnosci. Zwykle
sytuacja jest nastepujaca: mamy jakis zbior elementow czgSciowo uporzadkowany przez pewna
relacje i poszukujemy w nim elementu lub elementéw maksymalnych wzgledem tej relacii, tj.
obiektow, od ktorych nie ma juz wiekszych. Twierdzenie zwane lematem Kuratowskiego-Zorna
zapewnia istnienie takich elementow, jezeli spelnione sa pewne dodatkowe zalozenia. Celem tego
artykulu jest zapoznanie Czytelnika z tym lematem i zastosowanie lematu do pewnej

konkretnej konstrukcji, ktorej wynikiem bedzie dowod istnienia nieciagtych funkcji takich, ze

flx+y) = f(x)+f(») dla wszystkich x,yeR.

1. Zaczniemy od podstawowych definicji. Niech X bedzie zbiorem czgéciowo uporzadkowanym
przez relacje <.

1) Podzbior A < X jest liniowo uporzadkowany, gdy dla kazdego a, b € 4 albo a< b albo
b< a.

2) Podzbior A = X jest ograniczony z gory, gdy istnieje takie xq, Ze dla kazdego a € A mamy
a< Xxg.

3) Element x, € X jest maksymalny w X, gdy z tego, ze xo < y, wynika, ze x, = ).

Ot6z lemat Kuratowskiego-Zorna brzmi jak nastgpuje:

Niech X bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym przez relacjg < . Jezeli ‘kazdy liniowo
uporzadkowany podzbior 4 = X jest ograniczony z gory, to w X istnieja elementy maksymalne
ze wzgledu na te¢ relacje.

2. Pokazemy na prostym standardowym przykladzie, jak postugujemy si¢ tym twierdzeniem.
Symbol Q bedzie oznaczal zbior wszystkich liczb wymiernych, R — rzeczywistych. Niech 4 =
= {xi, ..., Xn} bedzie pewnym ukladem liczb rzeczywistych. Mowimy, ze A jest ukladem
liniowo-wymiernie niezaleznym, jezeli

n
Z xiw =0, weQ, i=12 ., n=>w=w=..=w,=0,
i=1

Takie uklady istnieja, np. 4, = {1}, 4; = {1, ]/5}, As. =7, 2, 7, a0 To, e ds
jest ukladem liniowo-wymiernie niezaleznym znaczy po prostu tyle, ze /2 nie jest liczba
wymierna, a to, ze A; ma t¢ wlasnos¢, wynika z faktu, Ze nie istnieje wielomian

o wspolczynnikach wymiernych, ktorego pierwiastkiem bytaby liczba &, inaczej méwiac: 7 nie
jest liczba algebraiczna.

Mowimy dalej, ze zbior A < R jest liniowo-wymiernie niezalezny, jezeli kazdy skonczony uklad
elementow tego zbioru ma te wlasnosé. Na przykiad zbior wszystkich naturalnych poteg liczby
7 jest taki.

Rozpatrzmy teraz rodzing £ podzbiordéw zbioru liczb rzeczywistych zlozong ze zbiorow
liniowo-wymiernie niezaleznych.
Jest ona czeéciowo uporzadkowana przez relacj¢ zawierania, tzn. A< B<> 4 < B.
Sprawdzimy, Ze dla tej rodziny spetnione jest zalozenie lematu Kuratowskiego-Zorna. Niech
{A,};er bedzie rodzing liniowo uporzadkowang w £2. Rozpatrzmy zbior 4, = UT A,

tE
zlozony ze wszystkich elementow wszystkich zbioréw A,. Jezeli xy, ..., x. € 4,, to dla

pewnych t,, ..., f, mamy x, € A, , X; € Ay, ..., Xa € A, Ale rodzina {A}eer jest liniowo
uporzadkowana, tzn. w ukladzie zbiorow A4y , Ar,, ..., As, jest taki, ktory zawiera pozostale.
Niech bedzie nim np. 4,,; wowczas x,, X3, ..., Xs € A¢,. Uklad {x, x2, ..., x,} jest
liniowo-wymiernie niezalezny w A,,, a wigc takze w A,. WykazaliSmy tym samym, ze A, < 2
i A, © A, dla kaidego r € T. A wiec rodzina {4, },er jest ograniczona z gory. Mozna wigc do
12 i relacji = stosowac lemat Kuratowskiego-Zorna i stwierdzic, ze

Istnieja zbiory 4 < R liniowo-wymiernie niezalezne i maksymalne.
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Z réwnosci (n+1)* +(n=1)2+2(-n)? =

= 6n widzimy, ze kaida liczba

podzielna przez 6 jest sumg czterech
szescianow liczb catkowitych. Rownoczeinie:
6n+1 = 6n+13, 6n+2 = 6(n—1)+23,
6n+3 = 6(n—4)+33, 6n+4 = 6(n+2)+
+(=2)%, 6n+5 = 6(n+1)+(—1)%i6n =

= 6n+ 03, co konczy dowod.

=

Rozwigzanie zadania F 121.

Obserwowana jasnos¢ powierzchni swiecacego
przedmiotu jest proporcjonalna do wartosci
natezenia oswietlenia w miejscu jego obrazu
na siatkéwee. Wigcksze natezenie oéwietlenia —
wigksza iloéé fotondw padajgcych na receptory
— wigksze ich podraznienie.

MNatezenie oswietlenia z kolei to strumien
$wietlny padajacy na jednostkowa
powierzchni¢, Powierzchnia obrazu, a gdy
pominiemy absorpcje, takze strumien
Swietlny s odwrotnie proporcjonalne do
kwadratu odleglosci. Wynika stad, ze w
zwyklych warunkach, kiedy atmosfera
niewiele absorbuje, natezenie oswietlenia na
siatkéwee, a co za tym idzie, obserwowana
jasnosé¢ powierzchni od odleglodci nie zalezg.
Podczas mgly, na skutek absorpcji, strumien
$wietlny maleje szybciej niz powierzchnia
obrazu i bardziej odlegle zarowki sa
przyémione.

Czytelnikowi proponujemy zastanowienie sig
nad nastgpujacymi pytaniaimi:

1. Jak jasnosé zalezy od powierzchni
swiecacego przedmiotu?

2. W jakim celu stosuje si¢ mleczne klosze do
lamp?

Zastanowimy si¢ teraz, co to znaczy, Ze taki zbior A jest maksymalny. Napiszmy 4 = {a,},e 1,
gdzie T jest pewnym zbiorem wskaZnikow. Niech x € R, ale x ¢ 4; oczywiscie zbior A U {x}
zawiera /. Nie moze to by¢ zbior liniowo-wymiernie niezalezny, bo jest wigkszy od
maksymalnego zbioru 4 o tej wlasnosci. A zatem znajda si¢ elementy ay,, at,, ..., a, i liczby
wymierne wo, Wy, Wa, ..., Wi, Nie wszystkie rowne zeru takie, ze

Wox+wiar + ... +wiay, = 0.
k
Gdyby wo = 0, to byloby w;ar, + ... +wea,, = 0, oraz 2 [wil # 0, a to nie jest mozliwe,

i=1
bo A jest zbiorem liniowo-wymiernie niezaleznym. Czyli wy # 0. Teraz mozemy napisac:

Wy W2 Wi
x = —(— b=ty -t ok —— a.,).

Wo Wo Wa
wykazali$my zatem, ze jezeli x € R i x ¢ 4, to istniejg liczby wymierne «,, ..., o i liczby
rzeczywiste a;,, ..., ar, € 4, takie, Ze
(*) X =00+ oG, + ... Foan;
mozemy przyjac, ze liczby o; nie sa zerami. Przypus¢my teraz, Ze istnieja liczby wymierne
B, ..., Ba 1 liczby rzeczywiste as, , ..., a,, € 4 takie, ze
(‘.‘) x = Puas, + ... +Puts, (i jak poprzednio §; # 0).
Niech 4 = {t, ..., i}, B = {51. ..., 5»}. Odejmujac stronami wzory (*) i (+*) otrzymamy

0= (ya,+ ... +oa,) — (Bras,+ ... +paa,,) =

= Z aay,+ Egna(mnj"ﬁu})au}— Z .sia:k-

t,eA—B u; s,eB—A

Stad A—B=9,B—A=0,tzn. A = Boraz o; = f; dai=1,2, ..,k Ato wszystko razem
znaczy, ze kazda liczbe x € R— A mozna zapisa¢ jako kombinacjg liniowa
x= o a,+ ... +oga, oraz o #0 dla i=1,2,.. .,k

i przedstawienie to jest jednoznaczne. Oczywiscie (dlaczego?) te wlasno$¢ maja i liczby
nalezace do 4.

Ustalmy ¢, € T. Mozemy okresli¢ funkcje o,;: R — @ w nastgpujgcy sposob: jezeli x =
= oyan+ ... +ogdy, to

ey (x) = &

“u(x) =0

gdy tie{ty, t2, ..., i}
gdy tié{r, 12, ..., I}

Z tégo okreslenia mamy

= x= ) w(a,

teT

przy czym dla kazdego x € R tylko skornczona liczba «,(x) jest rozna od zera, tj. sumowanie ma
sens. Zauwazmy jeszcze ze, jak juz wykazaliSmy, takie przedstawienie jest jedyne.

Jezeliy = 3. a(y)ay, to
teT

x+y= Z () + () a. = Z o (x+y)ar,

1eT teT
a wiec dla kazdego 7 € T i dla dowolnych x, y € R mamy
o (x+y) = o(x)+ o ().

Skonstruowalismy wigc uklad funkcji «, 0 nastgpujacych wlasnosciach

e, :R—Q, teT,
2) a(x+y) = a(x)+o,(y),
Hx= Y alx)a

teT

& ) = {

x,yER,

Oy “xahiy
Lo s =1,

Uklad 4 = {a,},er nazywa sie¢ bazq Hamela przestrzeni liczb rzeczywistych nad cialem liczb
wymiernych. Wykazanie istnienia takiej bazy stanowilo tres¢ tej czesci artykutu.
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W przypadku gwiazd mamy do czynienia

z Zupelnie inng sytuacja niz w poprzednim
zadaniu. Sa to obiekty tak odlegle, ze ich
obrazy ,,geometryczne’ powstajace na
siatkdwcee sa znikomo male w pordéwnaniu

z obrazami powstajacymi w wyniku dyfrakcp
na otworze zrenicy. Wielkos¢ obrazu
dyfrakevjnego nie zalezy od odleglosci od
gwiazdy i jest zdeterminowana przez $rednice
otworu.

Strumien swietlny wpadajacy do oka,
podobnie jak poprzednio, jest odwrotnie
proporcjonalny do kwadratu odleglosci,

a zatem, przy pominigciu absorpcji, tak samo
maleje z odlegloscig jasnos¢ widoma

gwiazdy.

3. Niech f: R — R bedzie funkcja taka, ze

(#%%) flx+y) = f()+f() dla kazdego x, y.

Wowczas dla naturalnego n

f) =fA+1+ ... +1) = n-f(D),

f) = fA/m+1/m+ ... +1/m) = m- f(1/m),
a stad latwo otrzymujemy, ze

f(plg) = p-f(1)/g.

Zalozmy teraz, ze f jest funkcja ciagla. Wowczas dla kazdego x € R istnieje ciag w, liczb
wymiernych zbiezny do x, a wiec
f(x) = lim f(w,) = lim w,f(1),
H— o0 oo
tzn. f(x) = ax, gdzie a = f(1). Wynika stad w szczegolnosci, ze zbiorem wartosci kazdej z tych
funkcji (z wyjatkiem funkcji zerowej) jest caly zbior liczb rzeczywistych, a stad z kolei — ze
funkcje skonstruowane w poprzedniej czesci artykulu nie sq ciagle.

Zalozenie cigglosci funkcji f spelniajgcej (+#%) moze by¢ zastapione przez ciagloéé tylko w zerze.
Istotnie, jezeli
Xn = Xo, t0 X, —Xo — 0, a wigc f(x,—xp) — 0, ale f(x,—xo) = f(oxn) —f(x0), tzn. f(xy) = f(xo).

A oto jeszcze jedna wiasnos¢ funkcji £z (#++). Wykazemy, ze jesli sa one nieciagle, to sa
nieograniczone w dowolnym otoczeniu zera; wskazuje to jak bardzo dziwne s3 te funkcje. Dla
dowodu zaldézmy, Ze f jest ograniczona w pewnym otoczeniu 0. Znaczy to, Ze istnieja liczby

M > 0ié > 0 takie, ze dla kazdego |x| < & mamy |f(x)| < M. Niech ciag x, be¢dzie zbiezny do
zera. Mozna wowczas znalez¢ cigg liczb wymiernych w, — oo taki, ze w,x, — 0 (dlaczego? to
zadanie dla Czytelnika; rozwigzanie w numerze). A wigc dla pewnego n, mamy n > ng =

= |waXal < 6, astad [f(xx)| < M/w, dla n > n,. Poniewaz cigg po prawe;j stronie tej rownosci
jest zbiezny do zera, wigc i f(x,) — 0, tzn. funkcja f jest ciagla w 0 (zatem, jak widzieliémy, i na
calej prostej).

Nieciagle rozwigzania rownania funkcyjnego (*+#) maja jeszcze inne ,,dziwne’’ wlasnoéci, ale
opisanie ich wykraczaloby poza ramy tego artykutu.

4. Na zakonczenie sprobujemy odpowiedzie¢ na nastepujace pytanie. Jakie wlasnosci musi mie¢
zbiér ¥ = R, aby mozna bylo podstawi¢ go na miejsce @ w rozumowaniu w drugiej czgsci
artykutu?

Analizujac dokladnie tamto rozumowanie stwierdzimy z latwoscia, ze wykorzystane zostaly
tylko nastepujace wlasnosci zbioru Q:

1) Jezeli wy i w; € Q, to wy+wz, w,—w;, wyw, € @, a przy w, # 0 rowniez w; [w; € Q.
2) 0eQ, 1eQ.

Jezeli zatem zalozymy, ze zbior ¥ ma tez powyzsze wlasnosci, to cale tamto rozumowanie
bedzie moglo by¢ powtorzone. Takie podzbiory ¥ < R nazywaja si¢ cialami liczbowymi. Jezeli
V jest takim cialem, to @ = ¥ (dlaczego?, dowdd w numerze). Sa tez ciala rozne od @, np.

oznaczany symbolem Q(}/2) zbior
Wi, W3 E Q};

sprawdzenie, ze warunki 1), 2) sg spelnione, jest natychmiastowe.

V={xeR: x=w+w, V2,

Mozemy wigc na zakoficzenie artykulu stwierdzi, ze istnieja funkcje nieciagle f: R — Q (/2 )
takie, ze

1 flx+y) =f(x) + (),
2 f(R) = @ (Y2) dla kazdego f.

Sa to wiec funkcje zupelnie rozne od tych, ktore skonstruowali$my uprzednio, tam bowiem
bylo f(R) = Q. Gdybysmy wzieli inne cialo liczbowe V' < R, otrzymaliby$my jeszcze inny zbior
takich funkcji, o rownie dziwnych wlasnosciach.

3
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Rys. 2

Prof. dr John S. A. GREEN (Wielka Brytania

W numerze 3 Delty z 1981 roku prof. Haman przedstawil mechanizm powstawania deszczu.
Aby powstal deszcz, konieczne s3 jadra kondensacji, na ktérych moga si¢ formowa¢ $redniej
wielkoséci krople chmurowe. Krople te po zamarznigciu tworza czastki lodu o wlasnosciach
umozliwiajacych powstanie wielkich kropli chmurowych. Te z kolei, wymiatajac napotkane na
swej drodze krople chmurowe, rosng do rozmiaréw kropli deszczowych, ktére docieraja do
powierzchni Ziemi. Caly proces powstawania deszczu trwa ok. 30 minut. Sprobujmy wyjasnié,
jaki rodzaj chmur moze dawaé taki deszcz.

W cieply, stoneczny dzien powietrze ogrzane w poblizu powierzchni Ziemi zaczyna unosi¢ sie do
gory, czemu towarzyszy powolne jego ochtadzanie. Dzieje sie tak dlatego, ze w miare wznoszenia
ci$nienie otaczajgcego powietrza maleje i cieplejszy ,,babel’’ rozszerza si¢. Energia konieczna do
tego rozszerzania moze mie¢ swoje Zrodlo jedynie w energii termicznej powietrza.

W konsekwencji powietrze osiaga stan nasycenia i rozpoczyna si¢ proces kondensacji pary wodnej
w krople chmurowe.

Na pierwszy rzut oka wydaje si¢, Ze w duzym cumulusie kropla przebywa wystarczajaco dlugo,
aby mogla urosna¢ do rozmiaréw kropli deszczowej. W rzeczywistosci w zwyklych cumulusach
rzadko powstaje deszcz. Jest to mozliwe tylko dla chmur wyjatkowo wysokich. Chmury takie sa
jednak rozrywane przez wielkie roznice predkosci wiatru w dolnych i gérnych warstwach
atmosfery.

W niektore dni mozna latwo zaobserwowaé, ze wiatr w poblizu Ziemi wieje w przeciwnym
kierunku niz wiatr unoszacy niskie chmury, a te z kolei poruszaja si¢ w przeciwnym kierunku
niz chmury wysokie. Warto tez wspomnie¢, ze nawet szybkie samoloty czgsto poruszajg sie

w przeciwnym kierunku niz ten, w ktorym zmierzaja, bo predkos¢ przeciwnego wiatru jest
wigksza niz ich predko$¢ wzglgdem powietrza. Predkos¢ wiatru sigga czasami 50 m/s.

Rozwazmy ten problem z punktu widzenia chmury. Zgodnie z tym, co napisal prof. Haman,
musi by¢ ona tak wysoka, by jej szczyt zawieral krysztalki lodu, a podstawa siggala prawie
powierzchni Ziemi, gdzie znajduje si¢ ogrzane Slorficem najbardziej wilgotne powietrze.
Predkos¢ wiatru przy takiej roznicy wysokosci moze zmienia¢ si¢ do$¢ gwaltownie — powiedzmy
0 50 m/s od podstawy do wierzchotka chmury. Zalézmy wiec, ze poruszamy si¢ (tzn. chmura)
z predkoscia 25 m/s wzgledem Ziemi. Powietrze u podstawy chmury bedzie si¢ wtedy poruszalo
w naszym kierunku z prgdkoscia 25 m/s. Chcemy ponadto, by wznosito si¢ ono do goérnych
warstw chmury i wlaczalo w poziomy ruch réwniez z predkoscia 25 m/s, ale w przeciwnym
kierunku niz u podstawy. Powstaje wtedy przeplyw przedstawiony na rys. 1. Zaczyna to
przypomina¢ cumulonimbus. Kropkowana linia to kontur chmury; rozpoczynajacy si¢ od
plaskiej podstawy, gdzie naplywajgce od Ziemi cieple i wilgotne powietrze jest juz
wystarczajaco ozigbione, by stalo si¢ nasycone, a konczacy rozlegla warstwa wysokiej chmury
lodowej po prawej stronie.

Jedna z niedoskonalosci takiego modelu jest to, Ze wznoszace si¢ powietrze musi odchyli¢ gorny
wiatr. Inng natomiast to, ze deszcz po powstaniu pada we wstgpujacym pradzie powietrza
zmniejszajac jego predkosc.

Przypus¢my, ze udoskonalimy nasz model wyginajac przeplyw powietrza tak, jak to pokazuje
rys. 2. Krople deszczu moga teraz wypada¢ z chmury poza prad wstepujacy, co dodatkowo
ulatwia ruch powietrza ku gorze. Ponadto spadajace w chlodnym, nienasyconym powietrzu
krople intensywnie paruja i powietrze staje si¢ jeszcze zimniejsze. Coraz szybsze spadanie
zimnego powietrza zapobiega mieszaniu sig¢ z pradem wst¢pujacym.

Tak wymodelowana symetryczna cyrkulacja ma jednak pewna wade (zauwazona przez Franka
Ludlama w 1960 roku) — nie moze ona spetnia¢ rownan ruchu Newtona. Aby zrozumie¢,
dlaczego tak jest, musimy sie odwola¢ do waznego rownania dynamiki plynéw — réwnania
Bernoulliego. M6wi ono, Ze energia kinetyczna czastki plynu zmienia si¢ na skutek dziatania
cis$nienia lub z powodu zmiany jej energii potencjalnej tak, ze

1
024 ¢ +gh = const.
2 e

Nie znamy ciénienia wewnatrz naszej chmury, ale wiemy, Ze powietrze w pradzie wstgpujacym

porusza si¢ z przyspieszeniem do gory (rys. 2). Gdy dotrze ono do szczytu chmury, musi sig
niemal zatrzymaé, gwaltownie zmieni¢ kierunek i nast¢pnie ponownie nabra¢ predkosci w
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Rys. 3

Odpowiedzi na zadania z artykulu ,,Lemat
Kuratowskiego — Zorna"’

1. Wystarczy wziaé wy = 1/} [5al .

2. Niech ¥ bedzie dowolnym cialem liczbowym.
Liczby 0 i 1 naleza do V. Latwo przekonaé
sig (indukcja), ze w wymienionym w tekscie
warunku 1), ktéry ma spetniaé kazde cialo,
mozna braé sumy dowolnej skoniczonej liczby
skladnikéw, Zatem kazda liczba naturaina,
bedgca sumg jedynek, nalezy do V. Poniewaz
—n = 0—n, wigc wszystkie liczby calkowite
ujemne tez naleza do V; wreszcie jezeli

w = p/q jest liczbgq wymierng, to z ostatniej
zaleznosci w warunku 1) w artykule mamy

w = p/g € V. Kazda liczba wymierna nalezy
do V,czyliQ = V.

warstwie lodowej. Rownanie Bernoulliego pokazuje, ze byloby to mozliwe jedynie w przypadku
duzego ci$nienia na szczycie chmury.

Z kolei powietrze nadchodzace z lewej strony musi zmieni¢ swoj kierunek, by wilaczy¢ sie w prad
zstepujacy. Nie zmienia ono przy tym wartoséci ©2 ani g - h, wiec nie moze przej$¢ przez obszar
wysokiego ci$nienia w poblizu wierzchotka pradu wstgpujacego.

Mozna uniknaé tej trudnosci i uzyska¢ poprawny fizycznie model, jesli przyjmiemy, Ze granica
miedzy pradem wstepujacym i zstepujacym jest nachylona w przeciwnym kierunku — tak jak na
rysunku 3. Zmniejszy si¢ jednak wtedy efektywno$¢ naszego modelu, bo deszcz nie bgdzie mogt
juz pada¢ w chlodnym pradzie zstepujacym.

Mozna temu zaradzi¢ wprowadzajac do naszego modelu jeszcze jedna poprawke. W efekcie
dostaniemy jeden z najtadniejszych w przyrodzie mechanizmow.

Przesunmy w tym celu prad zstgpujacy w prawo tak, aby znalazl si¢ ponizej wstepujacego.
Musimy teraz wprowadzi¢ trzeci wymiar i zdeformowac prady w ten sposob, by gorna linia
pradu zstgpujacego lezala — powiedzmy — za kartka papieru, a dolna przed kartka i
odwrotnie dla pradu wstepujgcego. Taki trojwymiarowy przeplyw (rys. 4) spelnia wszystkie
nasze Wymagania i wyglada bardzo realistycznie.

Warto zauwazy¢, ze chmura, ktora otrzymaliémy, ma okreslong orientacje — lewo lub
prawoskretna; w zaleznosci od tego czy gorna linia pradu lezy przed, czy za plaszczyzng kartki.

Obserwuje sig, szczegolnie w Stanach Zjednoczonych, Ze istotnie niektore silne burze sa
prawoskretne, a inne lewoskretne. Orientacja burzy jest wazna nic tylko ze wzgledu na
kierunek jej ruchu, ale przede wszystkim dlatego, ze pierwszy rodzaj tatwo inicjuje tornada,
a drugi nie. Tornada maja duzg sit¢ niszczaca i wezesna wiadomosc o ich powstaniu jest dla
mieszkancow zagrozonego obszaru niezwykle istotna.

Sprobujmy teraz wyobrazic sobie burzeg z rys. 4 obserwowana na powierzchni Ziemi. Cala rzecz
przesuwa si¢ wzgledem niej z lewa na prawo.

Najpierw obserwator znajdzie si¢ w punkcie 4 i zauwazy przed soba delikatng chmure lodowa.
Gdy osiagnie on punkt B, poczuje lekki wiatr wiejacy w kierunku burzy, poniewaz prad
wstepujacy pociaga za soba powietrze z tego kierunku. Chmura lodowa stanie si¢ przy tym
grubsza i obserwator zauwazy by¢ moze pasemka odrywajacych si¢ od podstawy chmury
czastek.

W punkcie C (por. rys. 2) podstawa chmury gwaltownie obniza sig, jest ciemna i wyglada bardzo
niespokojnie. Ornitolog zauwazy, zZe ptaki unoszac si¢ w pradzie wstgpujacym poluja na male
owady wciagane w ten prad.

W punkcie D spada gwaltowny deszcz i natychmiast potem zaczyna wiac silny wiatr w kierunku
ruchu burzy. Na rys. 2 wida¢, ze wzglgdem burzy wiatr jest raczej staby, co oznacza, ze jest
bardzo silny wzgledem Ziemi.

Nastepnie nagle si¢ przejasnia i, je$li wszystko to dzieje si¢ wieczorem, Slonce §wiecace z lewej
strony naszego rysunku moze dac tecze.

Znajomo$¢ mechanizmu wszystkich tych zjawisk moze da¢ duzo satysfakcji, gdy np.
obserwujemy, jak dym z kominéw zmienia kierunek w miare zblizania si¢ burzy i rozumiemy
dlaczego tak sie dzieje. Poza tym ktos sluchajgcy w sobotnie popoludnie w Anglii audycji
sportowych dowiadujac sig, Zze wszystkie mecze krykieta na drodze burzy zostaly odwolane,
moze wyrobié¢ sobie zdanie o wektorze predkosci burzy.

Mozna takze porowna¢ obserwacje tego zjawiska przeprowadzone w roznych miejscach przez
odpowiednio poinstruowanych znajomych. Jest to w rzeczywistosci ciekawsze niz si¢ wydaje na
pierwszy rzut oka, gdyz elektrownie, wzgorza i obszary zabudowane moga wplywac na
zachowanie sie takich burz.

A ile rado$ci mamy, gdy przewidujac przebieg burzy na podstawie wlasnych obserwacji
przesiedzimy najwicksza ulewg w kawiarni, by po dziesigciu minutach wyjs¢ na zalang storicem
ulice.
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Naijczesciej podawanym przykladem

ruktywnego jest
nastgpujgce rozwiazanie zadania: czy istniejg
liczby niewymierne a i b takie, ze ab jest
liczbg wymierna?

Rozwazmy liczbe [/?TVZ . Jezeli jest ona
wymierna, to p kiwanymi liczbami sg

a = b = y/2. Jezeli zas jest to liczba

niewymierna, to mozemy przyjaé a = l/fvl g

b =2, bowiem

(aVaWe o yaVa Ve Lyt L

Doéé wyrafinowanymi metodami da sig¢
rozstrzygnad, ktéra z tych ewentualnosci ma
miejsce (mianowicie drnga), co umozliwia
przerobienie latwego niekonstruktywnego

rozumowania na konstruktywne i trudniejsze.

Warto jednak wiedzieé, ze zadanie da sie
rozwigzaé i prosto, i konstruktywnie. Oto
bowiem

1
— - log; 9

'/2—I0329 X 23 - 2]0’,3 & 3’

a log,9 nie jest liczbg wymierng (dlaczego?).

O lemacie Kuratowskiego-Zorna
od 1nnej strony

Dr Andrzej PELC

W artykule ,,Lemat Kuratowskiego-Zorna'® Czytelnik zapoznat si¢ z pewnymi dziwnymi
funkcjami. Obecnie zastanowimy sie, na czym owa dziwnos¢ polega. Jak wiemy, rozwazane
funkcje mialy rézne ,,nieprzyjemne’” wlasnosci: byly nieciagle i nicograniczone w dowolnym
otoczeniu zera. Nie o tym jednak chcemy teraz mowié. Szczegolny charakter tych i podobnych
obiektow matematycznych wynika ze sposobu ich okreslenia. Przyjrzyjmy si¢ uwaznie, jak
zostaly ,,powolane do zycia’ funkcje o, z poprzedniego artykutu. Najpierw, na mocy lematu
Kuratowskiego-Zorna udowodniono istnienie bazy Hamela 4, a potem, stosunkowo juz prosto
(standardowa metoda algebry liniowej) zdefiniowano funkcje o,. Tak wigc trudnoé¢ sprowadza
sig¢ do sposobu ,,produkcji’’ bazy Hamela. Zostala ona wprowadzona jako element maksymalny
w pewnym zbiorze czesciowo uporzadkowanym. Lemat Kuratowskiego-Zorna orzeka, Zze przy
pewnych - - spelnionych w rozwazanej sytuacji — zalozeniach taki element maksymalny istnieje.
Reasumujac: wykazali§my istnienie bazy Hamela, ale ... nie skonstruowali$my jej.

Bardzo trudno jest okresli¢ precyzyjnie, co si¢ rozumie w matematyce (moze poza geometrig
elementarng) przez stowo ,,skonstruowaé’”. Sami matematycy nie sa co do tego zgodni. Chodzi
jednak ogdlnie o to, by majac do wyboru wiele mozliwosci, nie ogranicza¢ si¢ do stwierdzenia,
ze wybieramy jedng z nich, lecz wskaza¢, ktdrg. .

O bazach Hamela wiemy, Ze istnieja, lecz nie potrafimy zadnej z nich zbudowa¢ w tym sensie,
by po zakonczeniu konstrukcji umie¢ odpowiedzie¢ na kazde pytanie typu: czy ]/ 2 nalezy do tej
bazy? Czy m nalezy do tej bazy? itd. Mozna udowodnic istnienie bazy Hamela, dla ktorej
odpowiedz na skonczong liczbg z gdry zadanych pytan takich jak powyzej bgdzie znana. Inne
pytania pozostang jednak nierozstrzygnigte.

W tym wiec rozumieniu niekonstruktywny dowod istnienia jakiego$ obiektu przypomina sytuacje
czlowieka, ktory zgubil sie w labiryncie wiedzac, Ze jest z niego wyjscie (no, bo jakos$ tam
wszed!). Nic mu to jednak nie pomoze, gdy stanie przed kolejnym dylematem, ktory z trzech
korytarzy na kolejnym skrzyzowaniu ma wybraé¢. Konstruktywnym dowodem istnienia wyjscia

z labiryntu byloby dla bladzacego wskazanie drogi (ni¢, ktorg rozwijala Ariadna $§wiadczy o jej
upodobaniu do metod konstruktywnych, prawda?).

Dowody wykorzystujace lemat Kuratowskiego-Zorna czy rownowazny mu pewnik wyboru
(zob. np. Delta 4/1981) nosza znamig ,,niekonstruktywizmu’’. Jak niebezpieczne moze by¢
beztroskie zadowalanie si¢ istnieniem obiektow, o ktorych naturze niewiele wiemy, swiadczy
nastepujacy przyklad. Konsekwencja tego samego lematu Kuratowskiego-Zorna jest
nastepujacy paradoks Banacha-Tarskiego: trojwymiarowa kulg mozna rozlozy¢ na skorczong
liczbe kawalkow, ktore po odpowiednich ruchach dadza dwie kule o tym samym promieniu co
kula wyjéciowa. Co§ nie tak, a jednak to prawda. Po prostu kawalki te nie sa okreslone
,.konstruktywnie'’ — dowodzi sig¢ jedynie ich istnienia.

Pomimo tego typu paradoksalnych konsekwencji metody niekonstruktywne, a wiréd nich
rozumowania oparte na lemacie Kuratowskiego-Zorna, sa obecnie w powszechnym uzyciu

w réznych dziedzinach matematyki. Stanowia one po prostu potezne $srodki dowodowe, z ktorych
szkoda rezygnowac. Warto jednak zdawac sobie sprawg z tego, ze obiekty ,,powolane do zycia™
niekonstruktywnie mogg mie¢ — i czgsto maja — nieoczekiwane, paradoksalne wlasnosci.

(.5}

Rozwigzanie zadania M 309.

Niech najdtuzszym bokiem /\ 4BC bedzie AB. Jezeli ¥ C = 90°, to do pokrycia A\ ABC wystarczy jedno kolo

o érednicy AB, Gdy teraz tréjkat jest ostrokatny, kolo o srednicy AB pokrywa czworokat AB, A B, gdzie 4,, B, sa
spodkami wysokoéci poprowadzonych z 4 i B. Z tréjkatow AA,Ci BB,C mpamy A,C = bcos Ci B,C = acos c
i wobec tego trojkat 4, B, C jest podobny do /A ABC w stosunku cos C. Srednica kola opisanego na A\ 4,8,C jest

wigc 2R = AH = n.'o_s_.:(,_ = ctg C i poniewaz C jest najwigkszym katem trojkata A,B,\C, wiec £ C= 60°1i
= sin C sinC
ctgC = — t— < 1. Tréjkat A, B,C mozemy wigc pokry¢ kolem o $rednicy 1, a caly trojkat ABC — dwoma kolami.
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Rys. 1

Co to sg dyslokacje?
Modele strukturalne

Dr Andrzej PAWELEK

" We wspolczesnej fizyce krysztaldw coraz szersze zainteresowanie budzi natura niedoskonatosci

wystepujacych w rzeczywistej strukturze krysztatlu. Fizyka krysztalow — w tym rowniez fizyka
metali — stanowiaca najistotniejszg czes¢ fizyki ciala stalego najchetniej zajmuje si¢ krysztalem
doskonalym. I bardzo dobrze, gdyz daje to wspaniale rezultaty w postaci coraz lepszego
tlumaczenia natury zjawisk przewodnictwa elektrycznego i cieplnego metali, nie moéwigc juz o,
rowniez bardzo precyzyjnym, wyjasnieniu istoty polprzewodnictwa i zjawisk magnetycznych.

Ale czy wlasnosci elektryczne, cieplne i magnetyczne to juz wszystkie najistotniejsze wlasnosci
fizyczne metali? Przeciez o jakosci garnka z blachy, zyletki ze stali czy tez wielu, wielu innych
konstrukcji z metalu (np. karoserii samochodu, obudowy samolotu czy nawet rakiety
kosmicznej) decyduja przede wszystkim wlasnosci mechaniczne metalu. Nie wnikajac

w szczegotowe definicje wymienimy kilka najwazniejszych takich wlasnosci: wytrzymatosé na
rozciagganie, granica plastycznosci, plastycznos¢, odpornosc¢ na pekanie oraz twardoscé.
Wytrzymalos¢ na rozcigganie wiaze si¢ z tym, ze probki z roznych metali ulegaja zerwaniu przy
roznych wartosciach sit rozciggajacych. Granica plastycznosci moéwi o wartosci sity
rozciagajacej, przy ktorej probka metalu ze stanu sprezystego (odwracalnego) przechodzi w stan
odksztalcenia plastycznego (nieodwracalnego). Plastycznos$¢ jest zwigzana z wydluzeniem probki
az do jej zerwanja. Im metal jest plastyczniejszy, tym hatwiej i w wigkszym stopniu mozna go
wydtuza¢. Jesli chodzi o odpornos¢ na pekanie i twardosc, to wystarczy nam intuicyjne
rozumienie tych pojec,

Wracajac do garnka i zyletki, nie zawahajmy si¢ powiedziec, ze sa to krysztaly; moze nie

w doslownym znaczeniu i na pewno nie takie idealne, jakimi najczesciej zajmuje si¢ fizyka ciala
stalego. W rzeczywistosci oba te przedmioty maja budowe polikrystaliczna, tzn. stanowig zlepek
mikroskopijnych krysztatkow o roznie zorientowanych wzgledem siebie (najczgsciej pod katem
od kilku do kilkunastu stopni) plaszczyznach krystalograficznych tego samego typu. Te
malenkie obszary maja objgtos¢ rzedu od 107'% cm?® do 107 '8 ¢cm? i nosza nazwe krystalitow
lub ziarn. Oddzielone sa od siebie powierzchniami rozdzialu zwanymi granicami ziaren.

W odroéznieniu od metali o budowie polikrystalicznej mozemy w warunkach laboratoryjnych
uzyskiwac metale o budowie monokrystalicznej. W zasadzie cechuja si¢ one tym, Ze w calej
otrzymanej probce plaszczyzny krystalograficzne zachowuja swa orientacje. Ale tylko w
zasadzie, gdyz4 w monokrysztalach mozna wyodrebnic¢ tzw. bloki — obszary o znacznie
wiekszej juz objetosci rzedu 1072 cm® — w ktérych roznice orientacji ptaszezyzn
krystalograficznych sa jednak nie wigksze niz jeden lub (rzadziej) dwa stopnie.

Struktura krysztalu rzeczywistego (ziarna, bloku) daleko odbiega od idealnej. Jego sie¢
krystalograficzna nie jest doskonala, lecz ma defekty. Podstawowym defektem struktury
krysztalu rzeczywistego jest wlasnie dyslokacja — temat naszych dalszych rozwazan. Zanim
dokladniej okreslimy jej naturg i wlasnosci, przesledzmy, jak doszlo do wprowadzenia pojecia
dyslokacji do nauki o krysztalach.

0Otoz, jak pamigtamy, podstawowa wilasnoscia mechaniczna metalu jest jego granica
plastycznosci, czyli taka wartosc sily, a scislej naprezenia (sily dzialajacej na powierzchnie
przekroju rozciaganej probki), przy ktorym metal ze stanu sprezystego przechodzi w stan
plastyczny. I tu nastgpuje rzecz niewiarygodna. Fizyka idealnego krysztalu nie jest w stanie
przewidzie¢ wartosci tego naprezenia! Obliczenia teoretyczne zastosowane do idealnego
krysztalu daja bowiem wartos¢ w najlepszym przypadku rzedu od 10* =+ 10* razy wigksza niz
warto$¢ zmierzona doswiadczalnie. Tak duza rozbieznos¢ inspiruje zwykle powstawanie nowych
teorii. I tak tez si¢ stalo. W latach trzydziestych naszego stulecia kilku uczonych (G. J. Taylor,
E. Orowan i M. Polanyi w 1934 roku) wysungto postulat istnienia defektu wewnatrz sieci
krystalicznej. Defekt ten pOZniej nazwano dyslokacja, a burzliwie rozwijajacg sie od tego czasu
galaz wiedzy — teoria dyslokacji. :

Jak wigc doszlo do wspomnianej rozbieznosci? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, prze§ledzimy
uproszczone rozwazania teoretyczne ilustrujace proces zapoczatkowujacy odksztalcenie plastyczne
krysztatu idealnego.
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CC=0D=bLF
L dyslokacja krawedziowa

A%a_“ o ﬁfAr D”,,

CC=DD=blt
e dyslokacja srubowa
Rys. 4

Najprosciej bedzie rozwazy¢ jego dwie dowolne, ale sasiadujace ze soba plaszczyzny
krystalograficzne. Na rysunku 1 widzimy slad przecigcia takich plaszczyzn atomowych

z plaszczyzna rysunku. Odksztalci¢ plastycznie krysztal doskonaly znaczy przesunac¢ wzgledem
siebie obie plaszczyzny tak, aby np. atom A zajal pozycje nad atomem B. Poczatkowo atomy
w obu plaszczyznach znajduja si¢ w polozeniach rownowagi. Aby dokonaé przesunigcia

o wektor b, nalezy uzyc¢ sily dzialajacej stycznie w tych plaszczyznach; oznaczmy ja przez F, .
Naprezenie styczne, czyli sile Fi..r dzialajaca na powierzchnie jednostkowa plaszczyzny
0ZNACZMY PIZeZ O;e,. Jasne jest, ze po kazdym takim przesunigciu o wektor b, atomy obu
plaszczyzn znowu beda si¢ znajdowaly w polozeniach rownowagi. Stad wniosek, ze wzdluz
kazdej plaszczyzny przy wzglednym ich przesunieciu o x (atomy przemieszczajg si¢ tutaj jak
sztywno polaczone kuleczki) naprezenie zmienia si¢ w sposob periodyczny. Najprosciej przyjac,
ze jest to funkcja sinusoidalna o postaci

G = Opeor Sin(27x/b)

gdzie, jak widzimy, 0. jest maksymalnym napre¢zeniem, koniecznym do sztywnego, trwalego
przesunigcia plaszczyzn wzgledem siebie o wektor b. Aby wyznaczyé ,..r, zauwazmy z drugiej
strony, ze do rozwazanego przez nas krysztalu mozemy zastosowa¢ prawo Hooke'a:

o= Uy,

gdzie u jest stalg charakteryzujaca wlasnosci sprezyste danego metalu, zwang modulem scinania.
Wielkos¢ o jest natomiast odksztalceniem sprezystym, jakiego doznaje krysztal w wyniku scigeia —
przesunigcia wzglednego plaszczyzn na odleglo$¢ x — ktore jest spowodowane dzialaniem
naprezenia o. Jego miara jest po prostu kat p. Dla matych odksztalcen, czyli dla matych y,
poniewaz y =~ tg ¢ zachodzi y = x/d, a wigc:

o = px/d.

Poniewaz dla malych x réwniez sin(27x/b) ~ 2mx/b, wigc z poréwnania obu wzoréw na o oraz
przy oczywistym przyjeciu, ze b ~ d otrzymujemy ostatecznie

Treor = .|“J'r2~n

Zmierzone doswiadczalnie wartosci naprezen og,:,., przy ktorych krysztaly zaczynajg sig
odksztalcac plastycznie, sa natomiast co najwyzej rzedu od 10~° u do 10~ 3*u. Na przyklad dla
bardzo czystego krysztalu miedzi 4 = 4600 kG /mm?, ;... = 760 kG/mm?, a 0405, = 20 G/mm?!
Tak WigC Gcor/Tuosw = 4+ 10*. Wprowadzone przez teoretykow lat trzydziestych pojecie
dyslokacji calkowicie usuwa te kolosalng rozbieznos¢.

Aby przekona¢ si¢ na czym polega — w pordwnaniu z krysztalem doskonalym — latwosé
odksztalcenia plastycznego krysztatu zawierajacego dyslokacije, przejdZzmy do opisu modeli
dyslokacji. Klasycznym juz niemal przykladem jest dwuwymiarowy model dyslokacji

w warstwie (sieci) baniek mydlanych, pokazany na rysunku 2. Mozna by powiedziec. ze
dyslokacja (oznaczona schematycznie symbolem L) powstaje przez ,,wlozenie’* dodatkowego
szeregu atomodw pomiedzy réwnolegle sasiadujace ze sobg linie atomow sieci doskonalej. Tak
wlozone atomy leza na linii urywajacej si¢ w punkcie oznaczonym symbolem L. Teraz juz
latwo sobie wyobrazic, ze dla utworzenia dyslokacji w sieci trojwymiarowej krysztalu nalezy
,»wlozy¢” dodatkowg polplaszczyzng atomow, zwana ekstrapolplaszczyzna, pomigdzy dwie
rownolcgle, sasiadujgce ze sobg plaszczyzny atomowe w sieci idealnego krysztalu. Model takiej
dyslokacji pokazany jest na rysunku 3. Krawedz ekstrapotplaszczyzny nazywamy linia
dyslokacji. Taki model strukturalny przedstawia wiec dyslokacje prostoliniowa, nieskoriczonag.
Dyslokacje mozna utworzy¢ rébwniez w inny sposob, jak si¢ pozniej okaze, przydatniejszy niz
poprzedni. Mianowicie, wezmy krysztal w ksztalcie np. kostki szesciennej i dokonajmy
myslowego cigcia wzdluz plaszczyzny 4ABCD, tak, aby krawedZ AB przechodzila przy tym przez
$rodki scian. Pokazuje to rysunek 4, na ktorym dla uproszczenia pominigto wezly sieci i atomy.
Fizycznie takie cigcie odpowiada chwilowemu wylgczeniu wigzan miedzy atomami sasiadujacych
plaszczyzn atomowych po obu stronach ciecia. Mozemy teraz dokonaé przesuniecia w kierunku
prostopadiym do 4B o pewien wektor b, warstw (plaszczyzn atomowych) po stronie gornej
wzgledem warstw po stronie dolnej cigcia. Po sklejeniu cigeia (ponownym wlaczeniu wigzan
migdzy atomami) otrzymamy wilasnie dyslokacje, ktorej linia pokrywa sie z krawedzig AB ciecia.
Sposob rozumowania nie ulegnie zmianie, jesli krysztat bedzie nieskonczony; wowczas krawedz
AB przejdzie w lini¢ prosta. Wektor przesunigcia b nazywa si¢ wektorem Burgersa dyslokacji.
Jezeli wektor jednostkowy wzdluz linii dyslokacji oznaczymy przez ¢, wowczas iloczyn skalarny
bt = 0. Dyslokacja, dla ktorej wektor Burgersa b jest prostopadly do jej linii, nazywa sig
dyslokacjg krawedziowa. Oczywiscie mozemy roéwniez utworzy¢ dyslokacje, dla ktorej iloczyn
wektorowy bxt = 0, czyli dyslokacje o wektorze Burgersa b rownoleglym do jej linii. W tym
celu przesunigcia o wektor b nalezy dokona¢ w kierunku krawedzi A4B.



Wracajac do modelu z weztami i atomami sieci mozemy dyslokacjg srubowa, bo tak si¢ ona
nazywa, wyobrazic sobie tak, jak pokazuje to rysunek 5. Nasuwa sie tu oryginalna analogia
uktadu plaszczyzn atomowych skrgconych wokot dyslokaciji srubowej do plaszczyzny podlogi

w nowoczesnym, wielopietrowym garazu. Jedna pochylnig w takim garazu mozna dojecha¢ na
dach, ktory znajduje si¢ czgsto o wiele pigter powyzej poziomu ulicy. Catkiem podobnie,
zataczajac lini¢ srubowa wokot linii dyslokacji mozna przejs¢ z jednej strony krysztalu na druga
bez opuszczania plaszczyzny atomowej. W krysztale doskonalym jest to niemozliwe. Modele

z rysunku 5 przedstawiaja dyslokacje¢ $rubowa rowniez jako prostoliniowa, nieskonczona.

Rozwazmy jeszcze sytuacje, gdy bt # 01 bx¢ # 0. Wtedy wektor przesunigcia b tworzy

z wektorem ¢ rownoleglym do krawedzi cigcia kat rozny od 0°, 90° lub 180°. Dyslokacja taka
nosi nazwe dyslokacji mieszanej. Jej model przedstawia rysunek 6. Eatwo zauwazy¢, ze krawedz
cigcia AA, pokrywajgca sig z linia dyslokacji, tworzy kat 45° z kierunkiem przesunigcia warstw.

Przesledzmy teraz jak teoria, wzbogacona o pojecie dyslokacji, prowadzi do usunigcia
rozbieznosci, o ktorej poprzednio byla mowa. W tym celu rozwazmy krysztal rzeczywisty. Niech
dla uproszczenia bedzie to szescian zawierajacy jedna dyslokacje np. krawedziowa. Niech na ten
krysztal dziala naprezenie zewnetrzne, styczne do plaszczyzny cigcia. Okazuje sig, ze dyslokacja
pod wplywem odpowiedniego naprezenia zewngtrznego moze si¢ porusza¢! Tak jest, moze sig
poruszaé, tzn. zmieniaé si¢ moze polozenie linii dyslokacji. W rezultacie tego ruchu cata
polplaszezyzna moze ,,wyj$¢" na powierzchnig krysztatu tworzac na niej uskok. A wigc krysztat
zostaje trwale, plastycznie zdeformowany, Rysunek 7 ilustruje efekty wyjscia dyslokacji
krawedziowej i srubowej na powierzchnie krysztalu. Staje sie oczywiste, ze warto$¢ naprezenia
potrzebnego do uruchomienia dyslokacji odpowiada¢ begdzie granicy plastycznosci rozwazanego
przez nas krysztalu.

Zauwazmy, ze dyslokacja krawedziowa porusza si¢ w tej samej plaszczyznie, w ktorej dokonalismy .
cigcia. Taka plaszczyzna nazywa si¢ plaszczyzng poslizgu dyslokacji. Rzeczywiscie nazwa jest
trafna, gdyz w przeciwiefistwie do sztywnego przemieszczenia ptaszczyzn atomowych w

krysztale doskonalym, tutaj — wskutek istnienia dyslokacji — plaszczyzny atomowe jak gdyby
,.Slizgaja si¢’’ jedna po drugiej. Taki ruch poslizgowy plaszczyzn atomowych moze si¢ gdbywac

juz przy naprezeniach — jak to dalej pokazemy — kilka rzedéw wielkosci mniejszych od

naprezen potrzebnych do sztywnego przesuniecia tych plaszczyzn.

Jak kazdy model, rozwazane tutaj modele defektow liniowych sa nieco wyidealizowane. Czyz

nie nasuwa si¢ paradoksalnie brzmiace stwierdzenie, ze sa to modele doskonalych
niedoskonalosci!? Idealizacja polega na tym, Zze rozwazane dotychczas dyslokacje sg prostoliniowe,
nieskoficzone. W oparciu o0 model wyidealizowanej dyslokacji trudno jest jeszcze przewidzie¢
granice plastycznosci krysztahu.

W rzeczywistosci nawet bardzo diugie linie dyslokacji nie sa prostoliniowe, lecz wykazuja
tendencj¢ do zwijania si¢ w linie spiralne, tworzac nieregularne tzw. sploty, lub gdy linie sg
znacznie krotsze, moga zachowaé w zasadzie charakter prostoliniowy tworzac mniej lub bardziej
regularne trojwymiarowe siatki. Jest to spowodowane miedzy innymi tym, ze linie dyslokacji

w krysztale nie moga sie nagle urywaé¢ wewnatrz krysztalu. Moga tworzy¢ linie zamknigte, lub
wychodzi¢ na powierzchnig rozdzialu (jak w przypadku krystalitow) badz na powierzchnig
swobodng krysztalu. Uzasadnienie tego faktu pozostawiamy wnikliwosci Czytelnika.,

Czy dyslokacje rzeczywiscie istnieja w krysztalach? A w ogole jak stwierdzi¢ doswiadczalnie, Zze
istnieja te twory wymyslone przez teoretykow? Ponad ¢éwieré wieku temu, bo dopiero w polowie
lat pie¢dziesigtych przewidywania teoretyczne zostaly bezspornie potwierdzone w praktyce. Cud
techniki lat pig¢dziesiatych — mikroskop elektronowy — stworzyl mozliwosci powszechnych
niemal obserwacji dyslokacji. Oczywiscie obserwacje takie nie sg proste. Po pierwsze, wielkiej
precyzji wymaga technika przygotowania preparatu do obserwacji, a po drugie, przy

interpretacji uzyskanych obrazow musimy korzysta¢ z wynikow teorii dyfrakeji fal elektronowych
na defektach sieci krystalicznej (fale elektronowe odgrywaja w mikroskopie elektronowym
identyczng rolg jak promienie $wietlne w mikroskopie optycznym).
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Skad sie¢ biora dyslokacje w krysztalach? Po prostu sa one w krysztale od momentu jego
,,harodzin”’, czyli od wyhodowania w sposob sztuczny w warunkach laboratoryjnych lub od
naturalnego powstania w procesie krzepnigcia skorupy ziemskiej. Sztucznie wyhodowane
krysztaly metali, nawet przy zastosowaniu najdoskonalszych metod wspolczesnej techniki, maja
gestos¢ dyslokacji — czyli catkowita diugosc linii dyslokacji w jednostce objgtosci — co najmniej
rzedu 10? em/cm?. Ho, ho takie krysztaly to juz prawie doskonale. Przecietny metal o budowie
polikrystalicznej po niewielkim odksztalceniu plastycznym ma gestos¢ dyslokacji rzedu
10'°+=10'? cm/em? (kilkadziesiat tysiecy kilometrow linii dyslokacji w 1 cm? probki!).

W warunkach ziemskich nie jesteSmy w stanie wyhodowaé krysztalu niemal bezdyslokacyjnego,
gdyz pole grawitacyjne sprzyja powstawaniu pradow konwekcyjnych w krystalizujacej cieczy,
wskutek czego powstajg zaburzenia prowadzace do wytworzenia si¢ dyslokacji, z wyjatkiem
mozc tylko bardzo cieniutkich i dtugich krysztalow nitkowych zwanych inaczej wiskersami lub
wasami. Otrzymanie krysztalu nitkowego wymaga jednak bardzo wysokiej precyzji. Prowadzone
sg tez proby hodowania krysztalow w stanie niewazkosci.

Wroémy jednak do powstawania dyslokacji w krysztale. Oprocz tych od ,,urodzenia’ w czasie

" trwania procesu odksztalcenia plastycznego powstaja ciagle nowe. Na przyklad monokrysztal

miedzi o poczatkowo niskiej gestosci dyslokacji (okolo 10* cm/cm?) przy przejéciu w stan
plastyczny ma gesto$¢ ponad 10° cm/cm?. Trzy rzedy wielkosci roznicy. Wniosek stad, ze musza
znajdowac si¢ w krysztale bardzo obfite Zrodla dyslokacji. I rzeczywiscie tak jest. Klasycznym
przykladem takiego Zrodla jest tzw. Zrodlo Franka-Reada. Jak pamigtamy, linie dyslokacji (tych
,,urodzonych’’) moga tworzy¢ przestrzenne siatki. Kazde ogniwo siatki moze, jak si¢ okazuje,
by¢ takim Zrodlem. Przy odpowiednim naprezeniu zewnetrznym moze ono zadziala¢ produkujac
okreslong liczbe kotowych linii dyslokacji zwanych petlami. Wyobrazmy sobie, jak to ilustruje
rysunek 8a, ze taki segment linii dyslokacyjnej krawgdziowej o dlugosci AB = 2/ lezy

w plaszczyznie rysunku, ktora rownoczesnie jest plaszczyzng poslizgu. Punkty A4 i B sa wezlami
przestrzennej siatki dyslokacji. Niech teraz w plaszczyznie poslizgu dziata naprezenie o. Co sig
bedzie dziato z naszym segmentem? Bedzie si¢ on coraz bardziej wyginal. Poszczegolne rysunki
(od 8b do 8g) ilustruja kolejne fazy dzialania zrodta. Wzrost petli odbywa si¢ na takiej samej
zasadzie, jak powigkszanie sie nadmuchiwanej banieczki mydlanej. Tam blonka podlega
dzialaniu sil napigcia powierzchniowego, tutaj moéwimy, ze wyginanie linii dyslokacji zachodzi
kosztem pokonywania sit napigcia liniowego dyslokacji. W koncowej fazie wzrostu petli jej
fragmenty stykaja sie na odcinku CD i jako ,,kawalki'® dyslokacji o przeciwnych znakach
ulegaja anihilacji, czyli po prostu znikaja. Petla si¢ zamyka, pozostawiajac ,,resztk¢’’ pomiedzy
punktami zakotwiczenia A i B. Jezeli napr¢zenie zewnetrzne dziala dalej, wowczas ,,resztka’ —
czyli nowy segment siatki — moze znowu dac¢ petle itd. itd. Zrédto dziata wysylajac kolejne
petle dyslokacii.

WspomnieliSmy o znaku dyslokacji. Tak, sa dyslokacje dodatnie i ujemne. Dodatnia bedzie sig
poruszac zgodnie z kierunkiem naprezenia o, ujemna w kierunku przeciwnym. Jak elektron

i dziura w polu elektrycznym! Przyjrzyjmy sie dokladniej rysunkowi 8g. Mozemy zauwazy¢ na
czym polega roznica migdzy dyslokacjami o znakach przeciwnych. Gorna czg$¢ petli rozszerza
si¢ w kierunku zgodnym z g, jest to wigc dyslokacja dodatnia. Mozemy jej przypisa¢ znak
sinusa kata miedzy wektorami b i r. Umawiamy sie przy tym, ze zwrot wektora jednostkowego 7,
stycznego do linii dyslokacji, wybieramy na przyklad zgodnie z kierunkiem ruchu wskazowek :
zegara. Natomiast dolna czgs¢ petli porusza si¢ w kierunku przeciwnym do o, jest to wigc
dyslokacja ujemna i znak sin (b, ¢) jest rOwniez ujemny. Dla dyslokacji srubowej iloczyn
wektorowy b x ¢ jest zawsze rowny zeru. Jej znak okre$lamy jako znak iloczynu skalarnego b- ¢.
Zwrocmy jeszeze uwage na fakt, ze tylko punkty E i E’ petli maja charakter dyslokacji czysto
krawedziowej, zas punkty S i S’ czysto srubowej. W kazdym innym punkcie petla ma

charak.er dyslokacji mieszanej, gdyz wektor Burgersa b, np. w punkcie F, mozna zawsze
rozlozy¢ na dwie rozne od zera skladowe:

krawedziowa b, i sSrubowa b;.

Stwierdzenie, ze na odcinku CD ma miejsce anihilacja dyslokacji, moze budzi¢ watpliwosci. Aby
przekona¢ Czytelnika, ze anihilacja rzeczywiscie zachodzi, wystarczy spojrze¢ na rysunek 9.
Dwie przeciwne dyslokacje (dla uproszczenia krawgdziowe) poruszaja si¢ ku sobie. Co sig stanie
w momencie ich spotkania? Ekstrapolplaszczyzna gorna polaczy sie z ekstrapotplaszczyzng
dolna. Struktura krysztalu bedzie znowu idealna. Obie dyslokacje znikng, ulegna anihilacji.



Rozwigzanie zadania M 307.

Dila liczb postaci a+ b \."2' (a, b — calkowite)
wprowadzmy operacjg sprzezenia, okreslajac
a+by2 = a=by2 . Sprawdzamy latwo —
jak przy liczbach zespolonych — ze
sprzeienie sumy (iloczynu) jest suma
(iloczynem) sprzgzen. Zatem jeieli
(1+¥V2)" = A+BYE, o (1-y2)" =

= A-BY2 . Stad mamy (- 1)" =

= (1+yY2) (1-y2)" = a2-2B2,

czyli A = 2B + (= 1)%. Ostatecznie
(1-y2)" = V2B ¥ (= 1)"- V2B?, wiec za
m z zadania przyjmiemy 282 dla n parzystych
lub 2821 dla n nieparzystych.

Rys. 9

Ksztalt wysylanych petli w krysztale rzeczywistym najczesciej odbiega od kolowego. Niekiedy
jest on zblizony do elipsy, niekiedy do wieloboku. Dzieje sie tak dlatego, ze krysztal jest
osrodkiem anizotropowym, jego wlasnosci fizyczne (np. predkos¢ ruchu dyslokacji) zaleza od
kierunku, w ktorym je badamy, w przeciwienstwie do osrodkow izotropowych, ktorych
wiasnoéci nie zaleza od kierunku. Dla przykladu na rysunku 10 przedstawiona jest fotografia
obrazu obserwowanego pod mikroskopem elektronowym, na ktorej utrwalono produkowane
przez zrodlo Franka-Reada w krysztale krzemu ,,szesciokatne’” petle dyslokacji. Tylko w
krysztalach o malym stopniu anizotropii pgtle sa zblizone do kotowych.

Jakie jest to odpowiednie, krytyczne naprezenie, przy ktorym zrodlo zaczyna dziata¢ produkujac
coraz wigcej dyslokacji? Powinno ono juz odpowiada¢ granicy plastycznosci krysztalu
rzeczywistego. Oznaczmy je przez o, i sprobujmy oszacowaé jego warto$¢. Zauwazmy, ze musi
ono odpowiadaé sytuacji z rysunku 8b, czyli gdy petla osiaga dokladnie ksztalt polokregu

o promieniu 1. Wowczas bowiem promien krzywizny R petli osigga wartos¢ ekstremalng R = 1
i sita zewnetrzna F:.. dzialajaca na dyslokacje zostaje zrownowazona sila wewnetrzna Few,
pochodzaca od jej napiecia liniowego T. :

Nie wnikajac w szczegOlowe rozwazania, podamy proste zwiazki tych wielkosci
z charakterystycznym dla dyslokacji wektorem Burgersa b. Jesli dyslokacja znajduje si¢ pod
dzialaniem naprezenia o, to na kazda jednostke jej dlugoséci dziala sita F;.. = o b. Sila
wewnetrzna, pochodzaca od napigcia liniowego T, jest zawsze skierowana do wewnatrz petli
wzdluz promienia krzywizny linii dyslokacji i stara si¢ ,,$ciagnac’” dyslokacje do jej polozenia
wyjéciowego z rysunku 8a. Dana jest ona wzorem F,.. = T/R. Napiecie liniowe jednostki
dlugosci linii dyslokacji wyrazane jest w jednostkach energii i rowna sie T ~ ub?. Z warunku
rownowagi F:.. = F,.» Otrzymujemy ostateczny wzor na warto§¢ krytycznego naprezenia o,
W postaci:

o. = ubl/l.

Poréwnajmy teraz warto$¢ o. z wartoscia o,.,, = u/27, ktéra wynika z teorii krysztalu
doskonalego. Zakladajac przecietne wartosci dla b = 2+ 107 cm oraz / = 10~* cm otrzymujemy
Cyeor/0e = I[2mh ~ 10*, A wigc nowa teoria uwzgledniajaca pojecie dyslokacji daje wartos$é
granicy plastycznosci juz zgodng z doswiadczeniem.

Dyslokacje odgrywaja istotna rolg nie tylko w zjawiskach deformacji metali — od poznania
ktorych w tak duzym stopniu zalezy nasza wspolczesna technologia — lecz, nie przesadzajac,
odgrywaja one decydujgca role w najpotezniejszych ze wszystkich deformacji spotykanych na
Ziemi — wstrzasach, ktore spowodowaly powstanie lancuchow gorskich oraz kontynentow. Byé
moze dalszy rozwdj teorii dyslokacji pomoze nam zrozumie¢ mechanizm trzesien ziemi

i przewidywa¢ je dokladnie.

Istnienie dyslokacji wewnatrz ziaren — krysztalow lodu pozwala zsuwac si¢ wysokim goérom

i masom lodowym zalegajacym obszary kuli ziemskiej pod duzymi szerokosciami geograficznymi.
Dzieje sig tak wskutek plastycznego plyniecia lodowcow i plyt lodowych powstatych z
nagromadzonych niegdy§ w tych obszarach warstw $nieznych.

Wszystkie przedstawione tutaj modele dyslokacji wywodzg sie z badan nad rzeczywista
struktura krysztalu — o$rodka z natury dyskretnego. Nazwali$my je modelami strukturalnymi.
W odréznieniu od nich istnieja modele, ktére wywodza si¢ z klasycznej mechaniki osrodkow
cigglych, a $cislej z teorii sprezystosci, ktora cialo stale traktuje jako tzw. kontinuum, czyli
osrodek ciagly o wlasnosciach sprezystych, badz izotropowy (jak ciala niekrystaliczne lub
polikrysztaly), badz anizotropowy (jak krysztaly). Sa to modele zwane kontynualnymi.
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Patrz w niebo Znowu nad nami pojawiaja sie¢ jesienne gwiazdozbiory, migdzy innymi Cefeusz (Cepheus).
Wirdd jego najjasniejszych kilku gwiazd znajdujemy dwie gwiazdy zmienne: f§ Cep i 6 Cep.
Dzigki swej jasnosci i wezesnemu odkryciu staly si¢ one prototypami dwoch klas gwiazd
zmiennych. Charakter ich zmiennosci przez diugie lata byl nieznany, a i do dzisiaj istniejg spory
co do szczegotow modelu fizycznego gwiazd typu f§ Cep.

Wydaje sie jednak pewne, ze gwiazdy obu klas wykonuja okresowe pulsacje. Mechanizm
napedzania pulsacji jest podobny i mozna go poréwnaé do pracy kazdego silnika cieplnego.
Otdz na pewnej glebokosci pod powierzchnig istnieje w kazdej gwiezdzie warstwa czesciowej
jonizacji helu (czes¢ helu jest niezjonizowana, a czes¢ jedno lub dwukrotnie). Jesli warunki sa
sprzyjajace (np. okreslona glebokos¢ danej warstwy) i gwiazda zostanie wyprowadzona ze stanu
rownowagi, to drgania nie beda zanikaly. Powoduje to wlasnie hel, ktory w wyniku np.
ekspansji i zmiany temperatury zmienia rowniez swoj stan jonizacji, a co za tym idzie, rowniez
przezroczystosc.

Roznica migdzy wspomnianymi wyzej typami gwiazd polega na tym, ze podczas gdy zmienne
typu & Cep (cefeidy) pulsuja radialnie (zachowanie poszczeg6lnych elementow gwiazdy zalezy
tylko od odlegtosci od jej srodka), a wigc okresowo pecznieja i kurcza sig, to gwiazdy typu

B Cep oscyluja nieradialnie, czyli zmieniaja rowniez swoj ksztalt (raz bardziej przypominaja
np. dysk, raz — cygaro, ale rowniez przyjmuja bardziej egzotyczne ksztalty). Oczywiscie
amplitudy tych zmian sa bardzo male, jednak daja mierzalne efekty przy obserwacjach zmian

Yiog ;@% jasnosci.

Wérod gwiazd typu f Cep obserwuje si¢ czgsto rownoczesne oscylacje w kilku czgstosciach. Daje
to w sumie do$¢ skomplikowany obraz zmiennosci, na pierwszy rzut oka nie przypominajacy
zmian okresowych. Dopiero po dokonaniu tzw. analizy fourierowskiej, polegajacej

w uproszczeniu na dopasowaniu obserwowanych zmian do szeregu sinusoid o dowolnej
amplitudzie, czestosci i przesunieciu fazowym, uzyskujemy pelny obraz zmiennosci. Okazuje sie,
ze u wielu gwiazd tego typu obserwujemy drgania o czesto$ciach niewicle réznigcych sie od
siebie, odleglych wzajemnie o pewne stale przesunigcie (w czestosciach w — Adw, o, w+ Aw).
Wadlug obecnie przyjmowanych teorii jest to wplyw rotacji gwiazdy, ktora rozszczepia jedng
czesto$¢ na kilka blisko polozonych. Odleglos¢ A w jest proporcjonalna do predkosci obrotu
gwiazdy. Zjawisko to jest jakosciowo bardzo podobne do rozszczepienia linii widmowych
atomow pod wplywem pola magnetycznego (tzw. zjawisko Zeemana). Co wigcej, oba tak rozne
obiekty (nieradialnie oscylujaca obracajaca sie gwiazda i emitujacy atom w polu magnetycznym)
bada si¢ bardzo podobnymi metodami.

Nieradialne oscylacje odkryto rowniez wérdd niektorych bialych karlow (tzw. gwiazd typu
ZZ Ceti) oraz u gwiazd lezacych nieco na prawo od ciagu glownego na diagramie Hertzsprunga-
Russella (patrz okladka Delry 4/1982), u tzw. gwiazd typu 6 Scuti.

Pulsacje gwiazd sg bardzo istotnym narzedziem przy badaniu wnetrz tych obiektéw — przy
budowie modelu takich gwiazd trzeba bardzo dokladnie odtworzy¢ ich wnetrze, aby uzyskaé
wyniki zgodne z obserwacjami.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI

® Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu

! =44 Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania trzech, dwoch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami.

po uwzglednieniu rozwigzar zadai Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez
z numeru 1/82

CzoXdwka 1ligl zadaniowej "Elub 44"

suma ocen za rozwiazania danego zadania

Jergy Janowicsz - Bolesitawlec - 23,63pkt e £
Zbigniew Bartold - Gdynia - 23,20pkt liczba osdb, ktore nadestaly choé¢ jedno rozwiazanie z numeru

Edward Orzechowski- Warszawa - 17,84pkt ;

Jacek Uryga - Bytom - 15,81pkt | tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje
Andrgej Leparcik - Kielce - 15,38pkt on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
Dariusgz Sowizdrzal- Szczecin = 13,400kt o tonkostwo -— to tytul Weterana.

o i o e B L Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,

WspéXesynniki trudnosei zadah 13, 14, 15: Oraz nasza Redakcja.
3,61 1,51 3,58 Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.
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Zaobserwowano w przyrodzie predkos¢ obiektu wigksza od predkosci swiatla

Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

Do Ziemi

* ok ¥ ¥
* * 7 *
* 4 Kk ¥ K
* o % %
* Kk ok *
R R EEE

/-

Kwazar 3C273 ma niezwykle wlasciwosci. Ma on ogon emitujacy fale elektromagnetyczne
zaréwno w zakresie $wiatla widzialnego, jak i fal radiowych. Ogon jest $ladem wiazki

elektrondéw wyrzucanej z duza predkoscia z jadra kwazara. Juz na pierwszych wykonanych
zdjeciach okazalo sig, ze kwazar 3C273 ma dwa radiozrodia. Jedno jasne, ktére mozna utozsamic¢
z jadrem kwazara i drugie stabsze, odlegle od pierwszego o 62 lata $wietlne. To drugie
radiozrodio zwigzane jest z wigkszym niz §rednie zaggszczeniem elektronow w Swiecacym

ogonie.

Trzyletnia obserwacja kwazara wykazata, ze oba radiozrodla oddalaja sig od siebie. W czerwcu
1980 r. byly juz oddalone o 87 lat $wietlnych. Wynik jest wprost niesamowity. Przez 3 lata
#rodla oddalily sie od siebie o 25 lat $wietlnych. Czyzby poruszaly si¢ z predkoscia
przekraczajaca wielokrotnie predko$¢ $wiatla? Co na to teoria wzglednosci?

Wyjasnienie jest stosunkowo proste i nie wymaga odwolywania si¢ do teorii wzglednosci.
Popatrzmy na rysunek. W punkcie O znajduje si¢ jadro kwazara. Przed trzema laty stabsze
radiozrodlo znajdowalo sig w punkcie A4 i poruszato z predkoscia ¥, < ¢ w kierunku B. Fale
wyslane z punktu A4 poruszaja si¢ z predkoscia ¢ w kierunku Ziemi. Fale wyslane z punktu B
dotra do Ziemi w At po sygnale z punktu A. Obserwator na Ziemi obliczy predko$¢ radiozrodia

v=—.

At
Obliczmy te predkoéé

AB  AA’ 1 c
At = = L (4B —AA’)
Vo ¢ c v,
AA" = ABcos®, a = ABsin®
1 c
At = — AB —cosﬂi)
¢ Vo
a sin®@ v, sinP
v=—=2¢ =

£ —cos® 1— 2 cos®
Vo c

W pewnych warunkach moze si¢ zdarzy¢, ze obliczone w ten sposob v przekroczy co do
wartoéci predko$¢ Swiatta. Niech na przyklad elektrony poruszaja si¢ pod katem @ = 1° do
kierunku kwazar-Ziemia z niewielka jak na elektrony predkoscia v, = 0,998 c. Obserwowana na
Ziemi predko$é przekroczy znacznie predkosé swiatta

0,998¢ sin1°
V= — = 8,090.
1—-0,998 cos1°

Rzeczywista predkoéé ruchu pozostaje jak widzimy mniejsza od predkosci $wiatta.

(na podstawie New Scientist, 25 czerwca 1981, str. 848)

i Redakcji ,,Delty”

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Zadania nr 31, 32, 33

Termin nadsylania rozwigzan:
15 XII 1982

31. Ciag liczb rzeczywistych a;, a;, ... jest okresowy o okresie k (tzn. a;,x = a; dla
wszystkich i), przy czym a, + ... +ax = 0. Wykaza¢, 7e istnieje numer m taki, ze

Am+Ami1+ ... +a, = 0 dla wszystkich n = m.

32. Dla dowolnej liczby naturalnej n oznaczmy przez d(n) ostatnig niezerowa cyfrg liczby n!.
Udowodni¢, ze dla nieskoriczenie wielu liczb n zachodzi rownos$¢ d(n—1) = d(n) = d(n+1).
33. W napisanym mnozeniu cyfra 7 juz si¢ nie pojawia. Czy mozna zrekonstruowa¢ dzialanie?
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O wartosci informacji

Prof. dr inz. Juliusz Lech KULIKOWSKI

Komu kiedys zdarzylo sig¢ spedzi¢ godzine lub wiecej w kolejce
po gazete, ten mial okazje zastanowic sig, co decyduje o wartosci
informacji. Czy nominalna cena informacji (w tym przypadku —
5 z1) jest rownowazna jej wartosci? Wsérod podstawowych
atrybutow informacji, do jakich zalicza si¢ m.in. jej miare
ilosciowa, tres¢, jakos¢ itp., warto$¢ informacji jest atrybutem
stosunkowo mato poznanym. Owszem, podejmowano w
przesziosci proby wyjasnienia istoty wartoéci informacji (M. M.
Bongard, A. A. Charkiewicz, N. Stanulow i in.), lecz nie wyszly
one poza poziom ogo6lnych koncepcji. Koncepcja, ktora nizej
przedstawiam Czytelnikom, po raz pierwszy byla zreferowana

na 1V kongresie IFAC w Warszawie w 1969 r. oraz w bardziej
rozwinigtej postaci — na drugim Miedzynarodowym Sympozjum
Teorii Informacji w Cachkadzor (Armeriska SRR w 1970 r.).
Nie zamierzam ukrywac, 7e spotkala sie ona z przyjeciem
zyczliwym, ale takZe ograniczonym do waskiego grona
zainteresowanych os6b. Mimo to problem, jak zobiektywizowaé
pojecie wartosci informacji, uwazam za wciaz aktualny, dlatego
osmielam si¢ zaprzatnac nim takze uwage Czytelnikow.

Ekonomia polityczna okresla warto$é towaru jako rownowaznik
ilosci pracy spolecznie niezbednej do tego, by towar
wyprodukowaé. Czy odnosi si¢ to takze do wartosci informacji?
Jesli nawet informacja jest przedmiotem wymiany handlowej, to
mimo wszystko jest to towar szczegolny. Konsumpcja
informacji nie niszczy jej, tak jak na przyklad konsumpcja
artykulow spozywczych, lecz raczej — powiela informacje

i przedluza jej istnienie. Ponadto, wartos¢ informacji nie jest
zwigzana zadng prosta zaleznoscia funkcyjng z jej miara ilosciowa.
Proste buchalteryjne metody wyliczania wartosci informacji nie
na wiele zatem si¢ przydadzg. Ocene wartosci informacji
powinnismy wiazac¢ raczej z jej wartoscia uzytkowa, oceniang
przez odbiorce informacji. Nalezy jednak zastrzec sig, ze nie
idzie tu o warto$¢ rozumiang bardzo wasko, w kategoriach
korzysci czysto materialnych. Na przykiad, jesli kiedykolwiek
nastapi potwierdzenie hipotezy o istnieniu cywilizacji
pozaziemskich, to z punktu widzenia statystycznej teorii
komunikacji przyniesie nam ono zaledwie 1 bit informacji
(przyjmujac, ze obecnie hipotezy istnienia i braku takich
cywilizacji trzeba uzna¢ za jednakowo prawdopodobne).
Utylitarne znaczenie takiej informacji przypuszczalnie bedzie
rowniez niewielkie (wykluczam tu mozliwo$¢ wyladowania
Kosmitow na Ziemi), natomiast warto$¢ uzytkowa informacji

o cywilizacji pozaziemskiej rozumiana szeroko, z uwzglednieniem
Jej aspektow przyrodniczych i $wiatopogladowych bylaby
ogromna. Kazda sensowna teoria wartosci informacji musi liczyé
si¢ z jej wzglednoscig i subiektywnoscia ocen. Mimo to pewne
czynniki maja niewatpliwy i bezposredni zwiazek z wartoscia
informacji dla kazdego, kto te warto$¢ ocenia. Mozna do nich
przykladowo zaliczy¢:

— tresc¢ informacii,

— aktualno$¢ informacji,

— jej wiarygodnosé,

— jej zrozumialosé,

itp.. Dochodzimy zatem do waznego spostrzezenia, ze warto$é
informaciji ,,nie jedno ma imig", lecz wyraza szereg roznych jej
cech jakosciowych, ktére mozna wprawdzie poddawaé
kwantyfikacji, lecz trudno sprowadzi¢ je do jednego parametru
liczbowego (skalara).
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Z drugiej strony natomiast, jesli moéwimy o ,,wartosci’’

czegokolwiek, to na ogél milczaco zakladamy, ze:

— wartosci mozna dodawag,

— wielokrotne dodawanie wartosci mozna zastapi¢ przez
mnozenie ich przez liczby naturalne, a ogdlniej—
rzeczywiste,

— wartosci mozna porownywac.

Spostrzezenia te naprowadzajg nas na pewien teoretyczny model

wartosci informacji, ktory nizej opiszemy. Wartos¢ informacji

w tym modelu jest wektorem, ktérego poszczegolne skladowe

odpowiadaja czynnikom decydujacym w opinii uzytkownika

0 wartosci informacji. Dodawanie wektorow i mnozenie ich

przez liczby rzeczywiste mozliwe jest, jezeli uwazamy wektory za

elementy przestrzeni liniowej. Aksjomaty takiej przestrzeni
zakladaja bowiem, Ze jedli x, y sa dwoma jej dowolnymi
elementami (wektorami), a, b za$ sa dwiema dowolnymi
liczbami rzeczywistymi, to okreslone jest zarowno dodawanie
elementoéw oznaczane jako x @ y, jak i mnozenie ich przez
liczbg rzeczywista (oznaczane jako a - x), przy czym zachodza
nastepujace tozsamosci:

1 a(x@®yY)=a'xPay=ay®@a-x,
2. (a+b) ‘x=a-x® b x,
3. a*bx)=(abh)-x, l-x=nx.

W przestrzeni liniowej wyrozniony jest ponadto pewien element 0,
zwany elementem zerowym, taki, ze dla dowolnego x

4, 0-x=0

Reguly te s3 spelnione przez przestrzenie wektoréw o ustalonej
liczbie sktadowych rzeczywistych; wektory takie mozna by zatem
uznac za reprezentantow wartosci informacji, gdyby$my nadali
wiasciwg interpretacj¢ ich skladowym oraz gdybysmy wyjasnili,
na czym polega mozliwo$¢ porownywania wektorow. Nalezy
Jjednoczesnie zauwazy¢, ze podobnie jak sumowanie
probabilistycznych miar ilosci informacji moze by¢ stosowane
tylko w odniesieniu do komunikatow parami statystycznie
niezaleznych, tak tez dodawanie wektorowych badz skalarnych
miar wartosci informacji moze by¢ stosowane tylko

w odniesieniu do komunikatéw niezaleznych tresciowo lub
statystycznie. Powtorzenie tego samego komunikatu i
skierowanie go do tego samego odbiorcy w jego odczuciu nie
zwigksza zatem wartosci uzytkowej zawartej w informacji, chyba
ze przyczynia si¢ do podniesienia wiarygodnosci informacji, lecz
i w tym przypadku wzrost wartoéci informacji nie bedzie
proporcjonalny do liczby powtérzen. Dalsze rozwazania
ograniczymy zatem do komunikatow treSciowo i statystycznie
niezaleznych, nie precyzujac zreszta tych poje¢, gdyz dla naszych
celow wystarczy pojmowac je w sposob zgodny z intuicja.
Przytoczymy przyklad, ktory ulatwi nam dalsze rozwazania.
Przypus¢my, Ze interesuje nas pewien fakt historyczny, o ktérym
cheemy zasiggna¢ blizszej informacji. Mozemy ten cel osiagnaé
dwojako: 1° pytajac kolegow lub domownikéw o interesujace
nas szczegoly, 2° wypozyczajac w czytelni ksiazke historyczna na
odpowiedni temat. Pierwsze rozwigzanie gwarantuje nam szybki
dostep do informaciji, niestety, malo wiarygodnej. Drugie
rozwigzanie, odwrotnie, dostarczy nam wiarygodnej informacji,
lecz ze znacznym opéZnieniem. Ktore rozwiazanie powinnismy
wybra¢? Zapytajmy inaczej: w ktérym przypadku wartosé
uzytkowa informacji bedzie wigksza?

Zaczniemy od sparametryzowania interesujacych nas cech
informacji: jej wiarygodnosci i aktualnosci. Mozemy na przyklad
zalozy¢, ze jesli p oznacza prawdopodobienistwo tego, iz
odpowiedz na okreslong kategori¢ zapytan otrzymana z pewnego
zrodla bedzie nieprawidlowa, to wspdlczynnik wiarygodnosci k.,
informacji uzyskiwanych z tego zrédla na dany temat bedzie
wyliczany z wzoru

k., = — logp.



. okreslony wspélczynnik wiarygodnosci przyjmuje wartosc
na 0, jedli informacje z danego Zrodta i na dany temat sa
guly nieprawdziwe, natomiast dazy do nieskonczonosci,

iy prawdopodobienstwo uzyskania nieprawdziwej odpowiedzi
y do zera. Mozna tez powiedzie¢, Zze tak okreslony

olczynnik wiarygodnosci wyraza ilo$¢ informacji zawartej
twierdzeniu, ze odpowiedZ otrzymana z danego Zrodla

dany temat jest nieprawdziwa. ;

pdlczynnik aktualnosci informacji k, mozemy natomiast
esli¢ przy pomocy wzoru

torym f, oznacza pewien normatywny czas opOZnienia danej
yrmacji (tj. uplyw czasu miedzy zadaniem pytania i

skaniem odpowiedzi), za$ 7 jest faktycznym czasem

yznienia tejze informacji. Wspolczynnik aktualnosci jest rowny
1, jesli opdinienie informacji rowne jest nieskonczonosci,
rowny jednosci, jesli opdZnienie to jest rowne normatywnemu
sowi opOZnienia, ktore z zalozenia powinno by¢ wigksze od

a i jest rOwny nieskonczonosci, jesli opdznienie jest rowne

0.

]

Rys. 1

K

_rys. 1 przedstawiono parg wektordw, ktorych skladowe

vne sa wartosciom wspolczynnikow k., ka.; wektor w’
powiada informacji malo wiarygodnej, lecz natychmiastowej,
ktor w"’ natomiast odpowiada informacji wysoce wiarygodnej,
z otrzymanej ze znacznym opoOznieniem. Ponawiamy nasze
anie: w ktorym przypadku warto$¢ informacji jest wigksza,

li ktory z dwoch wektorow jest ,,wigkszy™'?

miare ,,wielkosci’’ wektora mozna, oczywiscie, przyjac jego
gos$¢. Oznacza to, iz wszystkie wektory wychodzace

oczatku ukladu wspotrzednych, ktorych korice znajduja sig na
regu o ustalonym promieniu r zakreslonym z poczatku ukladu
potrzednych (rys. 2) sa rownowazne. W konsekwencii,
isieliby$my uznaé za rownowartosciowe informacje
rezentowane przez wszystkie takie wektory. Taki sposob

=ny wartosci informacji jest jednak zbyt sztywny, nie pozwala
na swobodne preferowanie badz informacji wiarygodnych,

dz informacji aktualnych, zaleznie od woli i potrzeby
ytkownika. Istnieje takze mozliwos¢ operowania ,,wazonym”’
polczynnikiem wartosci informacji. Jesli mianowicie
rowadzimy do rozwazan pewien wspolczynnik liczbowy ¢

kw Rys. 2

taki, ze 0 < ¢ < 1 i okreslimy ,,wazony’’ wspolczynnik wartosci
informacji:
k= k,t(L=E K,

to wspolczynnik k moze postuzyé¢ do ,,uporzadkowania’ wektorow
(k., ko). Wektorami wzajemnie rOwnowaznymi staja si¢ w tym
przypadku takie wektory, ktérym odpowiada ta sama wartos¢
wspolczynnika k, a wiec wektory, ktorych konce znajduja sie na
prostych o réwnaniach:

c k
ko= —— kut
c—1 1—c

Wspblczynnik liczbowy ¢ wyraza w tym przypadku pewien
arbitralnie przyjety stopien preferencji przyznawanej
wiarygodnosci informacji w stosunku do jej aktualnoéci. Jak
latwo zauwazy¢, jezeli przyjmiemy ¢ = 1, to aktualnosc
informacji w ogole nie bedzie brana pod uwagg jako czynnik
decydujacy o jej wartosci uzytkowej. Odwrotnie, przyjecie, ze
¢ = 0 oznacza, ze nie przypisuje si¢ znaczenia wiarygodnosci
informacji, byle byla ona dostarczana szybko.

Rowniez i ten sposdb porownywania wartosci informacji,
traktowanych wektorowo nie jest wystarczajaco elastyczny, choé
dodatkowy parametr ¢ zwigksza jego elastyczno$¢ w stosunku do
poprzedniego sposobu.

Jako kolejny wariant modelu formalnego wartosci informacji
rozwazymy zatem tzw. liniowq przestrzen péluporzqdkowang.
Idea takiej przestrzeni zostala wysunigta jeszcze w latach
trzydziestych przez L. B. Kantorowicza, a nastepnie zostala
rozwinieta przez szkole matematykow leningradzkich.

Liniowa przestrzen poluporzadkowana, ktora bedziemy krotko
nazywali przestrzenia typu K, jest dowolng przestrzenia liniowa,
w ktorej zostala okreslona relacja ,,dodatniosci’’ jej elementow,
oznaczana jak nastepuje:

x>0

(czyt. ,,x jest wieksze od 0°°), przy czym 0 jest elementem
zerowym przestrzeni liniowej, na przyklad wektorem o zerowych
skladowych. Relacja ,,dodatniosci’” powinna przy tym spetnia¢
nastepujace zalozenia:

12 jesli x >0, to nie zachodzi x = 0,
2 jeslix >=0iy >0 tox@y >0,
1 dla kazdego elementu x w przestrzeni typu K istnieje

taki element x* >0, ze x’ ® (—1)- x >0, czyli krocej
taki, ze x” > x (czyt. ,,x’ jest wigksze od x’),
4° jeflix>0ia>0,t0a-x >0.
Dla wyzej podanych zalozeri dochodzi jeszcze jedno, dotyczace
podzbioréw ograniczonych w przestrzeni typu K. Zbior §
elementow tej przestrzeni nazywamy zbiorem ograniczonym
z gory, jesli istnieje taki element & w tejze przestrzeni, ze £ jest
wiekszy od kazdego elementu zbioru S; element & nazywamy
wowcezas ograniczeniem gornym zbioru S. Jesli ponadto £ ma tg
wlasno$¢, ze nie jest on wigkszy od zadnego innego elementu
przestrzeni bedacego takie ograniczeniem gornym zbioru S, to
nazywamy go kresem gornym zbioru S i oznaczamy przez sup S.
W przestrzeni typu K obowiazuje zalozenie, ze
52 kazdy podzbidr S przestrzeni typu K ograniczony
: z gbry, ma w niej kres gorny sup S.
Zalozenie to odgrywa istotna rolg szczegélnie przy rozwazaniu
zagadnien zbieznosci ciagdw elementoéw w przestrzeni typu K.

Powrdéémy do przykladu przestrzeni wektoréow dwuwymiarowych
wyrazajacych wartos§¢ informacji poprzez wskazniki jej
wiarygodnosci i aktualnosci. Za wektory dodatnie w sensie
aksjomatyki przestrzeni typu K mozemy przyja¢ wszystkie takie



Tak okreslony wspolczynnik wiarygodnosci przyjmuje wartosé
rowna 0, jesli informacje z danego Zrodla i na dany temat sa

z reguly nieprawdziwe, natomiast dazy do nieskonczonosci,
kiedy prawdopodobienstwo uzyskania nieprawdziwej odpowiedzi
dazy do zera. Mozna tez powiedziec¢, ze tak okreslony
wspolczynnik wiarygodnosci wyraza ilos¢ informacji zawartej

w stwierdzeniu, ze odpowiedZ otrzymana z danego zrodla

na dany temat jest nieprawdziwa. ;

Wspdlezynnik aktualnosci informacji k, mozemy natomiast
okresli¢ przy pomocy wzoru

w ktérym 1, oznacza pewien normatywny czas opOznienia danej
informacji (tj. uptyw czasu miedzy zadaniem pytania i
uzyskaniem odpowiedzi), za$ ¢ jest faktycznym czasem

opodznienia tejze informacji. Wspolczynnik aktualnosci jest rowny
zeru, jesli opoznienie informacji rowne jest nieskonczonosci,

jest rowny jednosci, jesli opdZnienie to jest rOwne normatywnemu
czasowi opdznienia, ktore z zalozenia powinno by¢ wigksze od
zera i jest rowny nieskonczonosci, jesli opoznienie jest rowne
Zero.

ki

Rys. 1
kw

Na rys. 1 przedstawiono pare wektorow, ktorych skladowe
rowne sg wartosciom wspolczynnikow k,,, k.; wektor w’
odpowiada informacji malo wiarygodnej, lecz natychmiastowej,
wektor w"’ natomiast odpowiada informacji wysoce wiarygodnej,
lecz otrzymanej ze znacznym opdznieniem. Ponawiamy nasze
pytanie: w ktorym przypadku wartos¢ informacji jest wigksza,
czyli ktory z dwoch wektorow jest ,,wickszy™?

Za miarg ,,wielkoéci” wektora mozna, oczywiscie, przyjac¢ jego
dlugo$¢. Oznacza to, iz wszystkie wektory wychodzace

z poczatku uktadu wspolrzednych, ktorych konce znajduja sie na
okregu o ustalonym promieniu r zakreslonym z poczatku ukladu
wspoirzednych (rys. 2) sa rownowazne. W konsekwencji,
musieliby$my uznaé za rOwnowartosciowe informacje
reprezentowane przez wszystkie takie wektory. Taki sposob
oceny wartosci informacji jest jednak zbyt sztywny, nie pozwala
on na swobodne preferowanie badz informacji wiarygodnych,
badz informacji aktualnych, zaleznie od woli i potrzeby
uzytkownika. Istnieje takze mozliwos¢ operowania ,,wazonym’’
wspolczynnikiem wartosci informacji. Jesli mianowicie
wprowadzimy do rozwazan pewien wspolczynnik liczbowy ¢

& K Rys. 2

taki, ze 0 < ¢ < 1 i okreslimy ,,wazony”’ wspolczynnik wartosci
informacji:
k=c: kyt+l=0)"k,

to wspolczynnik k moze postuzy¢ do ,,uporzadkowania’’ wektorow

(kw, k.). Wektorami wzajemnie rownowaznymi stajg si¢ w tym
przypadku takie wektory, ktérym odpowiada ta sama wartosc
wspolczynnika k, a wigc wektory, ktorych konce znajduja si¢ na
prostych o rownaniach:

. k
ko= —— kot ——.
c—1 l1—c

Wspolezynnik liczbowy ¢ wyraza w tym przypadku pewien
arbitralnie przyjety stopien preferencji przyznawanej
wiarygodnosci informacji w stosunku do jej aktualnosci. Jak
latwo zauwazy¢, jezeli przyjmiemy ¢ = 1, to aktualnosé¢
informacji w ogole nie bedzie brana pod uwage jako czynnik
decydujacy o jej wartosci uzytkowej. Odwrotnie, przyjecie, ze
¢ = 0 oznacza, Ze nie przypisuje si¢ znaczenia wiarygodnosci
informacji, byle byla ona dostarczana szybko.

Rowniez i ten sposob poréwnywania wartosci informacji,
traktowanych wektorowo nie jest wystarczajaco elastyczny, cho¢
dodatkowy parametr ¢ zwigksza jego elastycznos¢ w stosunku do
poprzedniego sposobu.

Jako kolejny wariant modelu formalnego wartosci informacji
rozwazymy zatem tzw. liniowq przestrzen péluporzgdkowana.
Idea takiej przestrzeni zostala wysunigta jeszcze w latach
trzydziestych przez L. B. Kantorowicza, a nast¢pnie zostala
rozwinieta przez szkole matematykéw leningradzkich.

Liniowa przestrzen poluporzadkowana, ktora bedziemy krotko
nazywali przestrzenia typu K, jest dowolna przestrzenia liniowa,
w ktorej zostala okreslona relacja ,,dodatniosci’’ jej elementow,
oznaczana jak nastgpuje:

x >0

(czyt. ,,x jest wicksze od 0°), przy czym 0 jest elementem
zerowym przestrzeni liniowej, na przyklad wektorem o zerowych
skladowych. Relacja ,,dodatniosci’’ powinna przy tym spetniac
nastepujace zalozenia:

1° jesli x >0, to nie zachodzi x = 0,
2° jeslix >=0iy >0, tox® y >0,
2hs dla kazdego elementu x w przestrzeni typu K istnieje

taki element x* >0, ze x’ @ (—1) - x >0, czyli krocej
taki, ze x" > x (czyt. ,,x" jest wigksze od x”°),
4° jeflix >0ia>0,toa-x >0.
Dla wyzej podanych zalozern dochodzi jeszcze jedno, dotyczace
podzbioréw ograniczonych w przestrzeni typu K. Zbior S
elementow tej przestrzeni nazywamy zbiorem ograniczonym
Z gory, jesli istnieje taki element & w tejze przestrzeni, ze & jest
wiekszy od kazdego elementu zbioru S; element & nazywamy
wowczas ograniczeniem gornym zbioru S. Jesli ponadto £ ma tg
wlasnos¢, ze nie jest on wigkszy od zadnego innego elementu
przestrzeni bedacego takze ograniczeniem gornym zbioru S, to
nazywamy go kresem gornym zbioru S i oznaczamy przez sup S.
W przestrzeni typu K obowiazuje zalozenie, ze
5° kazdy podzbior S przestrzeni typu K ograniczony
: z gory, ma w niej kres gorny sup S.
Zalozenie to odgrywa istotna rolg szczegodlnie przy rozwazaniu
zagadnien zbieznosci ciggow elementow w przestrzeni typu K.

Powrdémy do przykladu przestrzeni wektorow dwuwymiarowych
wyrazajacych warto$¢ informacji poprzez wskazniki jej
wiarygodnosci i aktualnosci. Za wektory dodatnie w sensie
aksjomatyki przestrzeni typu K mozemy przyja¢ wszystkie takie



wektory, ktore sprowadzone do poczatku ukladu wspotrzednych
mieszcza si¢ wewnatrz pewnego arbitralnie wybranego sektora
katowego S* (zob. rys. 3). O dwoch wektorach w’, w"” mozna
wowczas orzec, ze na przykiad w' > w” wtedy i tylko wtedy, gdy
roznica wektorowa w'—w” jest wektorem dodatnim, nalezacym
do sektora S* (1ys. 4). Jesli roznica ta jest natomiast wektorem
nalezacym do sektora §~ wektorow ,,ujemnych” bedacych
symetrycznym wzgledem poczatku ukladu O odbiciem wektorow
dodatnich tworzacych sektor S*, to wektor w"’ uznajemy za
wiekszy od wektora w’. Mamy tu zatem wzglednie prosta zasade
poroéwnywania wzajemnego wektorow wyrazajacych wartosc
informacji. Pozostaje jednak watpliwos¢, jak nalezy traktowac
takie pary wektorow, ktorych roznica nie nalezy ani do sektora
S*, ani do sektora S~ jak to ilustruje rys. 5. O takich parach
wektorow trzeba orzec, Ze sa wzajemnie ,,nieporéwnywalne’”.

Konsekwencja tego jest to, Ze niektére pary komunikatow trzeba
uznaé za nieporownywalne z punktu widzenia wartosci uzytkowej
zawartych w nich informacji. Na pierwszy rzut oka moze wydac
sie, Ze istnienie par wektoréw wzajemnie nieporéownywalnych

jest istotnym niedostatkiem naszego modelu wartosci informacji.
Tak jednak nie jest, gdyz takze w zyciu walory uzytkowe
niektorych informacji trzeba uznaé za nieporoéwnywalne. Model
formalny nie musi roéci¢ sobie pretensji, by poprawiac¢

rzeczywistos¢, wystarczy, ze ja wiernie opisuje i pozwala na tej
podstawie wycigga¢ wnioski.

Dobierajac stosownie do potrzeby rozwarto$¢ sektora S*
mozemy w znacznych granicach regulowac stopien
nieporéwnywalnosci wektorow w przestrzeni typu K, w czym
przejawia si¢ elastyczno$¢ modelu, tak istotna w jego
praktycznych zastosowaniach.

Przestrzen typu K moze byc przestrzenia o dowolnie duzej,
skoficzonej liczbie wymiaréw (moze to byé takze przestrzefi
nieskonczenie wiclowymiarowa, lecz ten przypadek nie ma dla nas
praktycznego znaczenia). Sektor S* wektorow dodatnich
przybiera w ogdlnosci posta¢ wielowymiarowego ,,stozka’’
wychodzacego z punktu O (jednakze nie zawierajacego tego
punktu, zgodnie z zalozeniem 1°). Pozostale zasady
porownywania wektorow w takiej wielowymiarowej przestrzeni
nie ulegaja zmianie. PoréGwnywanie takich wieloaspektowych
wartosci informacji moze by¢ nieco bardziej klopotliwe, jednakze
daje sig¢ ono wzglednie tatwo zaprogramowac na komputery.
Dzigki temu wieloaspektowa warto$¢ informacji moze byc

w sposOb automatyczny uwzgledniana w komputerowych bazach
danych, stajac sie dodatkowym narzedziem selekcji informacji
pod katem indywidualnych potrzeb uzytkownikow.

przypomnimy to twierdzenie:
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Rys. 3 Rys. 4 Rys. 5
P Zadania, ktorych nie umiemy rozwiazaé
Najpierw te, ktore umiemy:
1. Jak mozna posadzi¢ 9 drzew w 8 rzedach po trzy w kazdym?
r\_ Odpowiedz widoczna jest na rysunku.
2. A 9 drzew w 9 rzedach po trzy w kazdym? Tez latwo (rysunek).
‘ 3. No to moze og6lnie: ustawiamy m drzew w r rzgdach po s drzew w kazdym. Jaka jest
najwieksza wartos¢ stosunku rs/m?
7] Tego zadania nie umiemy rozwiaza¢ ani my, ani Czytelnicy Journal of Recreational Mathematics
N % £ 14 (1), 1981—2. Mozna ustawi¢ n* drzew w sposob podobny do tego z rysunku do zadania 1.
Najwicksza warto$¢ wyrazenia rs/n? dostajemy wowczas dla n = 3, mianowicie 8/3. Ale
ustawienie ,,w twierdzenia Pappusa’® (rysunek) jest lepsze (dla n = 3 daje stosunek rs/n* = 10/3)
57, i przypuszczalnie to jest szukane maksimum.
2 o Dlaczego nazwali$my to ustawieniem ,,w twierdzenia Pappusa’’? To jasne, jezeli tylko

Jezeli punkty A4, B, C sa wspolliniowe i punkty D, E, F tez, to punkty przecigcia przeciwleglych

bokow szesciokata AFBDCE takie sa wspolliniowe.
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Konstruktywizm a teoria literatury

Kazdy, kto przeczytal artykut Andrzeja Pelca ,,0 lemacie
Kuratowskiego-Zorna od innej strony’’ musi zada¢ sobie pytanie
w rodzaju ,,dobra, dobra, a jak to jest naprawde z lematem
K.-Z., pewnikiem wyboru itd.?”’. Czy naprawde to te elementy
maksymalne z lematu istniejg, czy ich istnienie jest tylko
powszechnie uznawane (subtelna, ale zasadnicza roznica)?

Autor (Andrzej Pelc) pisat o tym np. w Delcie 4/1981 i z
pewnoscia nie chciat si¢ powtarza¢. Przypomnijmy tu jego
poréownanie, Ze rozwazania matematyczne ,,jak to jest
naprawde’’ przypominaja proby dowiedzenia sig, ile wlosow na
glowie mial Kmicic (fatwo tylko zgadnad, e nie zero, bo pewnie
takiego Olenka by nie chciala; zreszta w tekscie jest kilka razy
mowa o jego ,,bujnej czuprynie’’). Podobne pytanie w stosunku
do jakiejkolwiek postaci historycznej np. Boguslawa

Radziwilla tez jest nierozstrzygalne, ale w troszke innym sensie,
prawda?

Wiasnie o tym kilka stow. Mam w swojej bibliotece wydanie

., Pana Tadeusza'’ w opracowaniu Stanislawa Pigonia
(Ossolineum, 1980). W tym pigknym wydaniu przypisy zajmuja
wigcej miejsca niz tekst, a poswigcone sa wlasnie jego starannej
analizie. Oto kilka rozwazanych problemow:

1) Kto przywiozt Tadeusza do domu? ,,Wlasnie dwukonna
bryka wjechal mlody panek ...”". Z dalszego tekstu niby latwo
wynika, ze przyjechal sam, ale skad by miat bryczke?

2) Kiedy to bylo, dokladna data? Dluga analiza prowadzi do
wniosku, ze w sierpniu 1811 roku, ale inne fakty wskazuja na
czerwiec lub lipiec i w rezultacie nie wiadomo; za to wyraznie da
sig ustali¢ dzien tygodnia — pigtek.

3) W ktérym roku urodzit si¢ Hrabia? Zadanie jest trudne, ale
rozwiazanie osiagalne: 1785,

4) Jak spokrewniona z Soplicami i Horeszkami jest Telimena

i czy przedtem miata meza? Finezyjne rozumowanie prowadzi do
wniosku, ze zapewne miala, a byt nim czynownik petersburski
sredniego szczebla.

5) Czy Tadeusz zginal w wyprawie Napoleona na Moskwe?

Z pigciu wierszy (ks. IX, w. 529—534) wynika, ze w trakcie
pisania poematu (lata 1832—4) gospodarstwo w Soplicowie
prowadzil ponad 70-letni Sedzia; dlaczego nie Tadeusz? Czy nie
zyl? Czy byl emigrantem?

Pytan takich jest wiele i bardzo staranna analiza poematu
prowadzi do wniosku, ze Wieszcz nie dopracowal szczegolow.
Prawdopodobnie nie przyszlo mu to nawet do glowy. Gdyby
bowiem przewidywal, jak beda analizowane jego teksty, na pewno
zagmatwalby je dostatecznie dobrze tak, aby historycy literatury
mieli jeszcze wigksze pole do popisu. (M. S5z.)

ﬁg Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 307. Wykazaé, ze dla dowolnego naturalnego n jest ()2 —1)" = Vm+1—ym, gdzie m
jest pewna liczba naturalna.
Rozwigzanie na str. 11

M 308. Wykazacd, ze kazda liczbg catkowita mozna przedstawic¢ jako sume pigciu szeScianow
liczb calkowitych.
Rozwiazanie na str. 2

M 309. Wykaza¢, ze trojkat, w ktorym najdluzszy bok ma dlugos¢ 1 moznapokryé dwoma
kolami o srednicy 1.
Rozwigzanie na str. 6

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 121. Swiatecznymi dekoracjami ulic bywaja girlandy kolorowych zar6wek o mlecznych
ostonach. Obserwujac swiecenie girlandy zestawionej z identycznych zarowek nie dostrzega sie
roznicy w ich jasnosciach pomimo zdecydowanie roznych odleglosci poszczegblnych zrodel
$wiatta od oka. Dopiero obecnos¢ gestej mgly ujawnia slabnigeie jasnosci dalej potozonych
zarowek. Jak pogodzi¢ te fakty z prawami fotometrii?

Rozwiazanie na str. 2

F 122. Obserwowana jasnos¢ gwiazd o identycznej budowie i wymiarach maleje wraz ze
wzrostem odleglosci od Ziemi. Jak si¢ okazuje decydujacym czynnikiem nie jest absorpcja
$wiatla przez materi¢ migdzygwiazdowa (oczywiscie poza przypadkiem kiedy gwiazda
przestonigta jest przez gesta mglawicg). Czy nie stoi to w sprzecznosci z wynikami poprzedniego
zadania? g
Rozwiazanie na str. 3
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