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Dziwne atraktory

Dr Pawel GORA

1. Bedziemy rozwaza¢ ,,historig”’ punktu x poddawanego wielokrotnie przeksztalceniu f;
Mowiac dokiadniej, dla przeksztalcenia np. plaszczyzny w siebie i wybranego punktu xo
rozwazymy ciag: Xo, X1 = f(Xo), X2 = f(x1) = f(f(x0)) = f*(x0), X3 = f(x2) = f3(x0), i tak
dalej, ogélnie Xns; = f(xa) = f"*"(xo). :

Jak sg polozone kolejne punkty x,? Co dzieje si¢ z poczatkowym punktem x, po kolejnym
stosowaniu f? Latwo zbiera¢ dane eksperymentalne; za pomoca kalkulatora lub komputera —
jeden z najlatwiejszych do napisania programéw — praca posuwa si¢ szybko nawet dla
skomplikowanych wzorow. Utrudnia sprawe szybkie kumulowanie si¢ bledow, np. dla
przeksztalcenia Hénona, okreslonego wzorem f(x, y) = (14+y—1,4 x2, 0,3 x) dwa rozne
komputery liczace z dokladnoscia 14 znakéw daja — dla tej samej wartosci poczatkowej —
zupelnie rozne wyniki po 50—60 iteracjach.

Przeksztalcenie f moze mie¢ punkt staly x,:f(xp) = xo, moze mieé trajektorie okresowq:
fxo) = x1, f(x1) = X2, ..., f(xs) = xp. Czasem obserwujemy zupelnie inny przebieg zjawiska:
punkty x, daza do skomplikowanego zbioru asymptotycznego 1, skupiaja sie wokot niego

i krazg w jego poblizu. Taki zbior to dziwny atraktor.

Zacznijmy od prostych przykladow. Ponizej wigkszo$¢ obliczen jest pominieta i usilnie
namawiamy Czytelnika, aby sam je przeprowadzit; znakiem (!) oznaczamy miejsca wymagajace

uzupetnienia. - :
1 1
Dla przeksztalcenia f: R — R, f(x) = iy x+ (rys 1) znajdujemy f ( ) = =i (1. Jest to

jed)'ny (1) punkt staly. Przy kolejnych iteracjach f odcinek <0, 1> zmniejsza si¢ kolejno do

<4 4> <3 8> <16 16> opoinie f7(8, 1) = <"——2'..+1’“+2..1H>(!)-Tak

i 1
wigc ﬂ S0, 1>} = czyli kazdy punkt odcmka (0 1> znajdzae si¢ w koricu dowolnie b]lSkO 7

1
Mowimy, ze % jest dla naszego f punktem stalym przyciqgajgcym.

Rozwazmy nieco bardziej skomplikowana sytuacjg, badajac przeksztalcenie o wykresie

1 3 3 I 1 3
widocznym na rys. 2. Mamy: f (—) == f (T) = -T, tzn. punkty £y i ‘I tworza trajektorie

okresowq o dlugosm 2. Niech U, = < > U, = < >
4 16 4 16 4 16
3

1
Wtedy f(U,) = < S 4 2 > Uz,f(Uz) <4 32’ 4 EY) > U,
oraz ogolnie (!):

<T = F’ =2 2”4 > dla n nieparzystych
1) =
<-‘_1. S 2“ . > dla n parzystych
3 1 dl oy
4 o on+4 E' 2~+4> a n nieparzystyc
S(U,) =
<T =1 F, — 2“4 > dla n parzystych.

’ e e . ;
Widac¢ wige, ze dla U = U,u U,, f"*Y(U) < f*(U) oraz n S = {T' T} Trajektoria

n=0
13
okresowa {? < T} jest dla tego f trajektoriq przyciggajaca.

Czytelnik z latwoscig narysuje sobie wykres przeksztalcenia f: <0, 1> — <0, 1) z trajektoria
okresowa przyciagajaca dowolnego okresu (trzeba jednak zrezygnowaé z réznowartosciowosci f).
A oto dwa przyklady przeksztalcen plaszczyzny: pierwsze ma punkt staly przyciagajacy, drugie
trajektori¢ okresows przyciggajaca diugosci 2.

&
= {lx, ¥): x’+y r’}y: f(K) = Kl O] (ryé. 3). Dla U = K, zbiér f(U) zawiera sie we

1 1 bt : )
Przeksztaloenie flx,y) = (—— ¥, - = x) ma punkt staly (0, 0), (!). Dla dowolnego kola

wngtrzu U oraz () f"(U) = {(0, 0)}. Punkt (0, 0) jest przyciagajacy dla f.
n=0

1 ;



Atraktor zachowuje si¢ podobnie do wiru
rzecznego — wirujgc przycigga do siebie
pewne swoje otoczenie i, ,w granicy” wcigga
je ,,w siebie”.
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ys. 7. Tak dzialajg f-1: f~1(X) = X
f: AX) = X.

i 1
Rozwazmy przeksztalcenie f(x, y) = (l +y—|x|, s x) . Jest to przeksztalcenie z rodziny
% Kol g \ . 28 -1
rozpatrywanej w3, przya=1,b = -‘-1-; jego dzialanie przedstawia rys. 6. Mamy f TR

(,4 1)0razf(—4 7) (23 —1)(') i it ritliodte ok
25 '8 e [ et BRI wor.
25 25 25 * 25 25 25 y te tworza trajektori¢ okresowa

26 -2
dlugosci 2. Niech U, bedzie rownoleglobokiem o wierzcholkach 4 = (_—-- ),

LT §
B = (3—8—, :—2-), C= (—-30 g O) iD= (E, 0) , a U, rownolegltobokiem o wierzchotkach
25 25 25 25
E= (—:-5—, §£), F= _—2, j—), G = "-_-3-, 1'1) iH= (—_E, i) Tak jak pokazano
25 25 25 25k 25 25 25 25

na rys. 4, f(U,) zawiera si¢ we wnetrzu U, , a f(U,) we wnetrzu U, (!),a wiec dla U = U,u U,,
28 -1 -4 7
U) zawiera si¢ we wnetrzu U. Jest rowniez prawda, ze "N=N—s — ) |—, —|}.
1) ¢ we wne prawda, 2 () /"(0) {(25 25)(25 25)}
Dowod tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi (wskazowka: znalezé f2(U,) i wykazaé, ze

TR Ei_i)l)
ns (U')"{(zs’ —))-

2. Punkt staly przyciagajacy i trajektoria okresowa przyciagajaca sa przykladami atraktoréw
tzn. zbiorow przyciagajacych (dokladna definicja na marginesie). Istnieja przeksztalcenia
majgce zbiory przyciagajace nie bedace punktami stalymi ani trajektoriami okresowymi. Zbiory
takie to wilasnie dziwne atraktory. W poblizu dziwhego atraktora punkty poruszajg sie (przy
dzialaniu przeksztalcenia) w sposéb chaotyczny, pozornie przypadkowy.

Dlaczego matemat;'cy zajmuja si¢ dziwnymi atraktorami? Zrédel tego zainteresowania trzeba
szukac¢ w fizyce. Najwazniejszym dotad nie wyjasnionym teoretycznie zagadnieniem fizyki jest
problem turbulencji. Ze zjawiskiem tym Czytelnik styka si¢ codziennie gwaltownie odkrecajac
kran: woda wyplywa dziwnie wirujacym, niespokojnym strumieniem. Z powoli odkrecanego
kranu woda czgsto wyplywa w sposob regularny, jakby byla lepka; nazywa si¢ to wyplywem
laminarnym (nie kazdy kran nadaje si¢ do takich obserwacji, np. z kranu z sitkiem zawsze
wyplywa strumien turbulentny).

Turbulencja, bedac zjawiskiem powszechnym, ma ogromne znaczenie praktyczne. Jej
eksperymentalnemu opisowi poswigcono wiele tomow. Istnieje wiele teorii wyjasniajacych
turbulencje w szczegdlnych przypadkach, ale ogoélnej teorii nie ma.

Od kilkunastu lat niektorzy fizycy i matematycy probuja powigzaé turbulencje z dziwnymi
atraktorami. Pewnym opisem turbulencji sa réwnania hydromechaniki (réwnania Naviera—
Stokesa). W oparciu o te rownania definiuje si¢ pewne przeksztalcenia R" w siebie majace
opisac¢ ruch czasteczek wody w turbulentnym strumieniu. Gdyby tak uzyskane przeksztalcenie
mialo dziwny atraktor, chaotyczne zachowanie si¢ wody w strumieniu byloby w jakims$ sensie
wyjasnione, Bylby to, by¢ moze, sposéb teoretycznego opisu zjawiska turbulencji.

Jak dotad proby te powiodly sig tylko w bardzo prostych przypadkach. Intensywne prace w tym
kierunku prowadzone sg na calym $wiecie, chociaz wielu fizykow i matematykow w ogole nie
wierzy w slusznos¢ takiego podejscia.
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Rys. 8



Rys. 5. Twierdzenie Misiurewicza: dla
wartosci parametréw zakropkowanego
zbioru przeksztalcenie f(x, y) =

(1 +¥—alx|, bx) ma dziwny atraktor.

Punkt staly przyciagajacy i trajektoria
przyciagajaca sa przykladami atraktorow
{nazwa pochodzi od slowa atrakcja), tzn.
zbiordw przyciagajacych., Zbior A < X
nazywamy atraktorem dla przeksztalcenia

fi X =+ X, jesliz -

1° istnieje otoczenie U = A takie, ze
domknigcie zbioru f(U) zawarte jest we
wnetrzu U}

2° A jest czgscia wspdlng wszystkich
AUn=1,2,..;

3° jedli ¥, i ¥ sa otwartymi podzbiorami A,
to dla pewnego n zbiory f"(V,) i ¥, maja
punkt wspdlny; warunek ten zapewnia
nierozkladalno$é A na sume dwéch rozlgcznych
niepustych zbioréw o wlasnosciach 1° i 2°.

fma dokladnie dwa punkty stale: X = (

3. Ponizej podajemy przyklad.przsksztaloenia plaszczyzny majacego dziwny atraktor (jego
zwiazek z rownaniami hydromechaniki jest bardzo, bardzo odlegly). Jest to przeksztalcenie

dane wzorem:

f(x,») = (1+y—alxl, bx),

gdzie a, b sa parametrami rzeczywistymi. Po raz pierwszy badat je R. Lozi. Na podstawie
eksperymentéw numerycznych wysnul hipotezg, ze przeksztalcenie to przy a = 1,7, b = 0,5
ma dziwny atraktor, Istnienie atraktora dja zbioru parametréw zakropkowanego na rys. 5
udowodnit Michal Misiurewicz z Uniwersytetu Warszawskiego. Warto dodac, ze jest to

pierwszy teoretyczny dowod istnienia dziwnego atraktora, tzw. niehiperbolicznego; dotychczas
o ich istnieniu wnioskowano z obliczefi numerycznych.

Ponizej opisany jest dzlwny atraktor przeksztalcenia fdla a = 1,83 i b = 0,297. Wartosci -

parametrow zostaly tak dobrane, aby ulatwi¢ obliczenia.

ooy o ﬂga
0 9.0 -]
n","'o oy a 2% © L nono °

&

Rys. 6. Obrazy polph YZN Przy pr

oy

'\\\5 \

fjest przeksztalceniem roéznowartosciowym (!), przeksztalca liniowo (tzn. obrazem odcinka
jest odcinek) lewa pélplaszzczyzne na dolng, a prawa na gorna (rys. 6) (!).

o
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.
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2533 °
— 1000 —297
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Odcinek Zf-1(Z) zawiera punkt X (!), a przy dzialaniu f~! przechodzi w siebie skracajac si¢

w stosunku 1:1,98 tak, jak to pokazano na rys. 7b (!). Tak wiec, dla kazdego n, f"*'(Zf-1(2)) =
sf "m). Kolejne obrazy Zf-!(Z) sa przedstawione na rysunkach 7d—10 (kolorowa
tamana), (!). Rysunki 8-10 zostaly znieksztalcone, aby w ogole byto na nich co$ wida¢. Caly
obszar zakropkowany na kazdym z nich miesci s:e we wnetrzu obszaru pm:dstawlonego na
rysunku poprzednim.

iu fCx, ) = (1+2=1,7), %)

) w pierwszej ¢wiartce oraz ¥ =

o : 20
) w trzeciej ¢wiartce (!). Niech Z = (F’ 0) wtedy f-1(2Z) = (0 —) M.

Oznaczmy przez Ao zbidr U f"(Zf~7(2)). A, jest bardzo skomplikowanym zbiorem bedacym

nz=0
przeliczalng suma odcinkow.

Niech F bedzie tréjké[tem o wierzcholkach Z, f(Z) i f2(Z). Rysunki 7e i 8 pokazuja, ze
f(F)< F (). Za pomoca F skonstruujemy zbior U, o ktérym mowa w definicji atraktora.

Rys. 9 Kolejne etapy budowy dziwnego atraktora.

Rys. 10,



flz)

Rys. 11

Na rysunkach 11a, b, ¢, 12 i 13 pokazane s odpowiednio F, f~*(F), f~2(F),f~3(F)if~*(F), ().
Na rys. 13a widaé, ze f(f~*(F)) = f~3(F) prawie calkowicie zawiera si¢ we wnetrzu f~*(F),
jedynie w poblizu punktu X brzegi f~3(F) i f~*(F) pokrywaja sie.

Na rys. 13a przedstawiono trapez R (dluzsze boki sg rownolegle), ktory dodamy do f~*(F).
Rys. 12a pokazuje, ze U = f~*(F)U R ma wlasnoé¢ zadana w punkcie 1° definicji atraktora (!).

Naturalnym kandydatem na dziwny atraktor jest A = ﬂ Sf™(U). Mozna wykaza¢, ze

nz0 :
() SU) = () f"(F) (radzimy sprébowac), a wiec rys. 9 i 10 przedstawiaja przyblizone
nz0 n=0
wyobrazenie /. Poniewaz A, jest zbiorem niezmienniczym (f(A1o) = Ao, (1)) zawartym w U,
wiec /A zawiera A,. Poniewaz A jest zbiorem domknietym (jako przeciecie zbiorow
domknigtych) zawiera domkniecie A,. Mozna wykazad, ze A jest rowny domknigciu Ay, a wigc A
jest ,,bardzo podobny” do A,. Mozna rowniez wykazac, ze A spelnia warunek 3° definicji
atraktora. Poniewaz niewatpliwie nie jest punktem stalym ani trajektoria okresowa, wiec jest
prawdziwym dziwnym atraktorem.

Na zakoriczenie pragne zwroci¢ uwage na trzy wlasnbéci charakterystyczne dla dziwnych
atraktorow w ogole:

a) Popelnimy niewielki blad wyobrazajac sobie A jako A,. A, jest lamang bez samoprzeciec

o nieskonczonej dlugosci(!), mozna wigc ja uwazac za ,,pozaginang”” prosta, polozona na
plaszczyZnie w bardzo skomplikowany sposob. Przy przeksztalceniu f zbior A, wewngtrznie sig
rozszerza (kazdy maly odcinek /1, przechodzi na odcinek o wigkszej dtugosci), natomiast pewne
otoczenie A, jest przyciagane do A, (nfale odcinki bliskie i rownolegte do A, zblizaja si¢ do ).

b) Skoncentrujmy na chwile uwagg na odcinku PQ zaznaczonym na rysunkach 8-10. Zbiory
S(F)APQ, fA(F)nPQ if*(F)nPQ przypominaja kolejne zbiory otrzymywane przy konstrukcji
zbioru Cantora (np. K. Kuratowski ,, Wstep do teorii mnogosci i topologii’’), mozna wiec
przypuszczaé, ze A N PQ jest pewnym zbiorem Cantora. Stad wynikaloby, ze /A jest lokalnie
zbiorem Cantora pomnozonym kartezjansko przez odcinek. Przypuszcza sig, ze jest to typowe
dla dziwnych atraktorow.

c) A= n f"(F). F ma pewne skornczone pole. Przeksztalcenie f zmniejsza pole kazdej figury
n=0

dokladnie b = 0,297 razy (sprobujcie to wykazac), a wigc pola zbiorow f"(F) zbiegaja do zera.

Stad wynika, ze pole 4 jest rowne zeru.

Rys. 12



Odpychajacy punkt staly

Przeksztalcenia y = logx nie mozna iterowa¢ (powtarzac), bo dla dowolnego wyjsciowego x
wyrazenie ;
.y=loglog ... logx

szybko przestanie by¢ dodatnie. Umoéwmy sig¢ jednak, ze w takim przypadku
zmienimy znak ... i okreslimy cigg dalej: tak by zawsze wyraz nastgpny byl logarytmem
poprzedniego (lub poprzedniego ze zmienionym znakiem).

Od razu pierwsza watpliwos¢: czy nie trafimy w zero? Oczywiscie, zdarzy si¢. Kiedy? To

pierwsze nasze zadanie dla Czytelnika. ,,Na ogol™ nie trafimy jednak w zero i ciag nasz bedzie

okreslony dla wszystkich n: x,,, = log|x.|; wyraz poczatkowy x, — (prawie) dowolny. Nieco
- inaczei mozna napisaé

l 2
Xns1 = ? logxs.

Zbadajmy histori¢ punktu x, = 1982 w kolejnych iteracjach. Logarytm 1982 wynosi 3,2971...,

nastepnie x; = log log 1982 = 0,5181..., x4 = log log log 1982 = —0,2856... i tak dalej

(rysunek). Kolejne punkty jakby odbijaly si¢ od jakiego$ polozonego miedzy nimi, pigtnasty

trafi bardzo blisko zera: x,s = —0,0053... blizej zera padnie dopiero xgs = 0,00016..., wiec

szesnasty odskoczy daleko w lewo x,6 = —2,2751..., ale od osiemnastego znoéw zaczng jakby
i si¢ odkrecac od... o wlasnie, jakiego punktu?

Odpowiedz brzmi: wokoé! punktu réwnego w przyblizeniu x = —0,3990129.... Ale jak dojsc¢
do tego? To drugie zadanie.

Ten punkt jest odpychajacy: trzeba idealnie trafi¢ w niego, zeby w nim zosta¢; nawet
najdrobniejsze uchybienie spowoduje, ze odlecimy daleko. A zreszta trafi¢ w niego nie sposob
(dlaczego). I tu wskazéwka do drugiego zadania: Trzeba zamieni¢ odpychajacy punkt staly na
przyciagajacy. Dla jakiego przeksztalcenia?

A jak poradzi¢ sobie z punktem przyciggajacym? tak jak z koza.

W pozostalych rozstrzygnigcia dostarcza

) Rozwigzanie zadania F 117 obserwacja urzadzenia w stanie nieustalonym

Gdyby mlynek pracowal pod nieobecnosé

zewnetrznych momentdw sil, wowczas, zgodnie-

z zasadg zachowania momentu pedu, wirnik
i korpus obracalyby sie w przeciwne strony
2 predkosciami katowymi odwrotnie
proporcjonalnymi do swoich momentaw

bezwladnosci. Zaobserwowanie takiego

efektu w stanie ustalonym pracy urzadzenia
jest z reguly niemozliwe, poniewaz
konstruktorzy celowo zwigkszaja tarcie
pomig¢dzy obudowg i podiozem. Niekiedy
ustawienie miynka na kartce papieru pozwala
do tego stopnia zmniejszyé tarcie, e w
trakcie mielenia korpus zaczyna wirowaé

z niewielka predkoscia katowg. W tych
nielicznych przypadkach okreslenie kierunku

obrotéw wirnika nie stanowi problemu.

S

tuz po wlgczeniu badz wylaczeniu zasilania.
Dla silnikow elektrycznych moment sil
dziatajacych na wirnik, a zatem i na korpus
mivnka, zalezy od predkosci katowej. Przy
niewielkich predkosciach katowych moment
ten jest tak duzy, iz zdolny jest pokonac
nawel znaczne tarcie, Podczas wlgczania
widoczny jest gwaltowny , ,odrzut” }mrnusu.
Gdy mivnek ma ksztalt zblizony do
walcowego, polozenie mlynka na powierzchni
bocznej oczywiscie potgguje ten efekt. Pewnych

trudnosci praktycznych dostarczyé mogg

mivnki wymagajace ciaglego utrzymywaria

w dloniach i stalego wywierama nacisku na
wylacznik, Wierzymy, ¢ i w takim przypadku
Czytelnik potrafirozwigzad postawione

zadanie.



Rys. 2. Wiasno$¢ charakteryzujaca parabole.
Zaznaczone odcinki 53 rownej dlugodci.

¥s. 5. Styczne do paraboli.

Latwe zadanie o paraboli

Niech proste AB, BC i CA beda styczne do paraboli. Wykazad, ze okrag
opisany na trdjkacie 4 BC przechodzi przez ognisko P tej paraboli (rys. 1).

Y

Rys. 1. Okrag opisany na tréjkacie utworzonym
przez styczne do paraboli przechodzi zawsze
przez isko tej paraboli. O i
algebraiczne wykorzystuje si¢ w artykule
,Parabola, gwiazdki i bilard”.

tatwe czy trudne zadanie? Jesliby kto$ chcial to wyliczy¢, wystarczy napisa¢
rownanie tej paraboli w jakims ukiadzie wspoirzednych, réwnania trzech
dowolnych stycznych, obliczy¢ wspotrzedne ich punktow przeciecia i jakos
sprawdzi¢, czy te punkty sa wspotokregowe z ogniskiem paraboli... chyba jgdnak
nie zachecamy do tych rachunkéw.

Przyjrzyjmy si¢ uwaznie paraboli

Jest to zbior punktow jednakowo oddalonych od ogniska (punkt P) i kierownicy
(prosta k, rys. 2).

Prosta / przechodzaca przez ognisko i prostopadia do kierownicy jest osig symetrii
paraboli. Przecina ona parabole w punkcie Q, nazywanym jej wierzchotkiem,

a kierownice w punkcie R. Wierzcholek Q jest oczywiscie srodkiem odcinka PR,

n
m
. : A/

Rys. 3 ; Rys. 4

Styczna m do paraboli w wierzchotku jest rownolegla do kierownicy (rys. 3).
Obierzmy teraz na paraboli dowolny punkt 4. Niech 4’ bedzie rzutem
prostokatnym A na kierownicg, a prosta n dwusieczng kata ¥ A'AP (rys. 3).
Trdjkat A’ AP jest rownoramienny, wigc dwusieczna n kata przy wierzchotku 4
przecina podstawe A’P w jej srodku B i to pod katem prostym. Z twierdzenia
Talesa wynika, ze punkt B nalezy do prostej m. Przypuséimy teraz, ze prosta n
przecina parabolg w jeszcze jednym punkcie C (rys. 4). Niech rzutem
prostokatnym C na kierownicg bedzie punkt C’. Mielibysmy wowczas CP = CC’
(bo C nalezy do paraboli) i CP = CA4’ (bo C lezy na wysokosci trojkata
rownoramiennego A\ A’AP). Byloby wigc CC’ = CA’, co jest niemozliwe,
Otrzymujemy stad dwa wnioski

Whiosek 1

Prosta n jest styczna do paraboli (spdjrzmy, jak prosta i elegancka mamy
konstrukcje stycznej do paraboli w danym punkcie).

Whiosek 2

Wszystkie rzuty prostokatne ogniska paraboli na styczne do niej leza na pfostcj m
(rys. 5).

S
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Rozwigzanie zadania M 302

Stawiajac na kazdym z prostokatow
pokry\?}hjqcych koto prostopadloscian a1 x|
pokrylibysmy prostopadloscianami sfere

o $rednicy 1 stojaca na plaszczyznie nad
srodkiem kola. Zauwazmy jednak, ze
prostopadloscian o grubosci a wycina ze sfery
zbidr zawarty w pewnym pasie (lub wycinku)
o wysokosdci a, a wigc o powierzchni nie
wickszej niz am. Wynika stad, ze do pokrycia

P R !
sfery potrzeba co najmniej [ ]+ 1=k
an

prostopadiosciandw, a wiec do pokrycia kola
potrzeba k prostokatéow, Ukladajak k
prostokatow obok s[cbic tak, by pokryly

prostokat ka x 1 zauwazymy, e k prostokatow

wystarcza do pokrycia kola.

Rys. 8

Szczegblny przypadek zadania, o ktérym
piszemy obok, Czy zaznaczone kolorem
dwa tréjkaty spodkowe maja takie same pole?

Kiedy na czworokacie mozna opisaé okrag?

Witedy i tylko wtedy, gdy suma przeciwleglych kqtow tego czworokqta jest kqtem
o rozwartosci 180°.

Rys. 6. Punkty A", B, C’ sa wspotliniowe.
Przechodzaca przez nie prosta nazywa si¢
linig Simsona o biegunie P.

Rys. 7

Znane. Latwe. Nie bedziemy dowodzi¢. Bedziemy za to z tego korzystaé.

Niech punkt P lezy na okrggu opisanym na trdjkacie ABC, a niech C, A i B beda
rzutami prostokatnymi tego punktu na proste AB, BC, CA (rys. 6). WykaZemy, Ze
punkty 4, B, C sa wspolliniowe: Tu niezbgdnych bedzie kilka niewielkich rachunkéw
na katach. Poniewaz na kazdym z czworokatow ACPB i AB’PC’ mozna opisac
okrag, wigc X CPB = ¥ B'PC’ (obydwa dopelniaja kat ¥ CAB do pélpetnego).
Stad ¥ CPB'= ¥ BPC'. Jednoczesnie X CPB’ = £ CA'B’, bo na czworokacie
CPA’B’ mozna opisa¢ okrag, i £x BPC' = ¥ BA'C’, bo na czworokacie BA'PC’
mozna opisac okrag (rys. 7). Z trzech ostatnich przystawan otrzymujemy:

X CA'B' = ¥ BA'C’, ato daje nam:

Whiosek 3

Punkty 4’, B, C’' s wspolliniowe. Odwracajac powyzsze rozumowanie
otrzymujemy natychmiast:

Whiosek 4

Jesli rzuty prostokatne punktu P na proste AB, BC, CA sa wsp&llnlowe to na
czworokgcie ABPC mozna opisaé okrag.

Jesli teraz spojrzymy na Whniosek 2 i Wniosek 4, to... zobaczymy, Ze nasze
zadanie o paraboli rozwiazalo sig samo. Jesli kto$ nie lubi, gdy mu sie zadania
same rozwigzuja, proponujemy przeprowadzenie dowodu naste¢pujacego faktu:
Jezeli punkt P nalezy do okregu opisanego na tréjkacie ABC, a trojkaty A, PA,,
B, PB,, C, PC, sa parami podobne (patrz rys. 8), to punkty 4,, B,, C, s3
wspolliniowe (4,, B,, C, zreszta takze). Dowdd w numerze.

dr Jerzy BEDNARCZUK
Zadania, ktérych nie umiemy rozwigzac

Niech punkty A’, B’, C’ beda rzutami prostokatnymi punktu P na proste
wyznaczone przez boki trojkata ABC. Trojkat A’B’C’ nazywac bedziemy
trojkqtem spodkowym punktu P w trojkacie ABC. Jesli punkt P nalezy do okregu
opisanego na trojkacie ABC, to jego trojkat spodkowy jest trojka punktow
wspolliniowych (rys. 6 przy artykule ,,Eatwe zadanie o paraboli’’). I odwrotnie —
jesli trojkat spodkowy punktu P jest trojka punktow wspotliniowych, to punkt P
nalezy do okrggu opisanego na trojkacie ABC.

Twierdzenie to mozna rowniez sformulowaé w nastepujacy, rownowazny sposéb:
Punkt P nalezy do okregu opisanego na trojkacie ABC wtedy i tylko wtedy,

gdy pole trojkata spodkowego tego punktu rowne jest zero. Dowaod tego
twierdzenia mozna znalez¢ na przyklad we wspomnianym artykule ,,Eatwe
zadanie o paraboli”® w tym numerze Delty. Jesli kto$ sprobuje dowies¢ go
samodzielnie, bgdzie to dobra rozgrzewka przed przystapieniem do rozwiazania
zadania, z ktorym my nie umiemy sobie poradzic¢:

Znalei¢ zbidr punktow, dla ktorych trojkaty spodkowe w danym trojkacie ABC
maja dane (niekoniecznie zerowe) pole a.

PROOF



Atraktor 1 koza

W artykule pt. ,,Cyrklem, linijka czy minikalkulatorem” w Delcie 11/1981 Jerzy
Bednarczuk zastanawia si¢ nad starym zagadnieniem: czy ,,lepsza” jest geometria
aksjomatyczno-intuicyjna, jakiej szczatkdw naucza si¢ w szkolach, czy

analityczna — a wigc rachunkowa. Konkluzja autora jest jasna: czasem pierwsza,

a czasem druga, przyklady zadan rozwigzalnych latwo jedng a trudno druga metod:
mozna mnozyc¢.

Mato jest efektownych zastosowan minikalkulatora w geometrii. Interesujacy
przyklad takiego zastosowania daje stare zadanie o kozie. U brzegu kolistego
pastwiska przywigzana jest na dlugim sznurku koza. Jaka powinna by¢ dlugosé
sznurka, aby w zasiggu kozy byla dokladnie polowa pastwiska?

Rys. 1

Odcinka o szukanej dlugosci sznurka nie da si¢ skonstruowac za pomoca cyrkla
i linijki. Dlugo$¢ {a nie wyraza si¢ tez prosto przez funkcje elementarne. Do
rozwigzania przyda si¢ kalkulator. A oto, jak.,

Przyjmijmy, Ze pastwisko jest kolem o promieniu 1 i $Srodku w punkcie C,
a palik, do ktérego uwigzana jest koza, jest wbity w A (rys. 1). Wowczas

ey SRR
008 - = - = 5in —,

a stad przez proste przeksztalcenia trygonometryczne dostajemy

SR e S SR iz % e P
smaﬁZSInzcosz~4sm4cos4]/1 sin -Zx]/ (l )

Dalej obliczamy (por. rys. 2), ze pole ,,gérnego” odcinka kolowego o podstawie
BD z rys. 1 wynosi

1 j D e x?
S, = T(a—sma) = 2arcsm7—x‘l/l - T(l_ —2-)

i podobnie pole ,,dolnego” odcinka kolowego o tej samej podstawie BD wynosi

x* ; X e X2
A —T(ﬁ—smﬁ}—xzarccos?fi l.-T'
Suma tych pdél ma by¢ pole polowy pastwiska, czyli % i po krétkich rachunkach

mamy

arcsinx—-n+x 1 X2 xzarccosx
9= 2 4 2 248

skad dopisujac ,,sin” po obu stronach

: ( i l/ 2. 2 - x )

x =2sin|—+—= l1—-——-——arccos —|.
Rys. 2. Pole wycinka kolowego o rozwartosei a 4 2 4 2 2
" ar? . :
jestrowne—— (it « w radianach), a pele Piszac prawa strong tej rownosci jako f(x) mamy nast¢pujgce réwnanie diugosci
widocznego na rysunku tréjkata wynosi kOZngO postronka'
(r2sina)/2, A wiec pole zakreskowanego :
odcinka kolowego S = r2(ax—sina)/2. x = f(x).



Rozwijzanie zadania z artykulu o paraboli
Spodki Py, P3, Py wysokosci
poprowadzonych z wierzchotka P w tych
trojkatach sa wspolliniowe (Wniosek 3).
Punkty A,, B,, C, sa obrazami tych

spodkéw przy zlozeniu obrotu wokdl punktu P
o kat ¢ P, P4, z jednokladnoscia o srodku P

% 5 AP

iskalix =

;.I;-"

QepArt, — ALANOVUFX .
cJ f:73 N (o 4

Niech x, bedzie réwne np. 1, a x,,; = f(x,). Przechodzac do granicy po obu
stronach tej ostatniej rownosci i oznaczajac g = limx, mamy g = f(g), tzn. g
Jest szukang dlugoscia sznurka.

Bierzemy kalkulator, najlepiej programowany i obliczamy: x, = f(x;) = 1,28048...,
x3 = fl(x;) = 1,060079..., x; = fxs) = 1,23538..., ..., ;0 = 1,17865....'Cigg

jest zbiezny bardzo powoli, x,5 wynosi 1,15803..., x50 = 1,15873, okolo
siedemdziesigtego piatego ustala si¢ jednak 6sma cyfra znaczaca i wartosé
graniczna wynosi z ta doktadnoscia

g = 1,1587285....

Mozna powiedzied, ze 7 jest punktem statym przyciagajacym dla przeksztalcenia f
(patrz artykul Pawla Gory).

Przymknelismy tu oko na zagadnienie zbieznosci ciagu x, (dlaczego jest zbiezny?),
zadowalajac sig fizycznym uzasadnieniem: przecieZ istnieje taki sznurek, Ze jak
do niego uwigzac¢ kozg, to zezre polowe trawy z pastwiska.

Irena KOZLOWSKA

i Zadania 5 3

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 301. Drogi w krainie Id lacza ze soba i z zamkiem kréla 60 zamkow rycerskich, przy czym

z kazdego zamku wychodza 3 drogi. Krol wybral si¢ w podroz po swym kroélestwie spedzajac

w kazdym napotkanym zamku noc i opuszczajac zamek co drugi dziefi droga wiodaca w prawo,.
a co drugi dziefi — droga w lewo od-drogi, ktora przybyl. Czy wréci do swego zamku przed

“uplywem roku?

Rozwigzanie na str. 11

v, 1 1
M 302. Wykaza¢, ze jezeli = <a< =i to do pokrycia kola o srednicy 1 potrzeba

i wystarcza k prostokatéw ax 1.
Rozwigzanie na str. 7

M 303. Znalez¢ takie uporzadkowanie (g, ..., ay) ciagu liczb rzeczywistych ap < ... < a., aby
suma
S = (ao—a})+ (a1 —=a)*+ ... +(an-—a2)*+(a;—ap)?

byla najmniejsza.
Rozwigzanie na str. 14

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 117. Domowe miynki do kawy napedzane sa silnikami elektrycznymi. Jak rozstrzygnaé
eksperymentalnie, w ktora strone obraca sie wirnik, jezeli nie mozemy obserwowac go
bezposrednio?

Rozwigzanie na str. 5

F 118. Dlaczego kot nawet spadajac grzbietem do dotu (z zerowym catkowitym momentem pedu)
zawsze obraca si¢ i spada na cztery tapy? Jak pogodzi¢ to z zasada zachowania momentu pedu?
Rozwigzanie na str. 17

o
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Usytuowanie punktow libracji L, ..., Ls
w ukladzie dwéch mas M’ im obwma:ych
sig po kole. Poczatek ukd P

jest w drodku masy.

O punktach libi‘acji i podkowiastych orbitach

Dr Tomasz KWAST

Jednym z najwiekszych dzialow mechaniki nieba, nauki zajmujace;j si¢ ruchami
cial niebieskich, jest tzw. problem trzech cial. Zainteresowanie nim bylo chyba
logicznym nastepstwem uprzedniego rozwigzania zagadnienia dwoch cial.
Mianowicie, skoro Kepler w 1619 r. sformulowal ostatnie ze swoich praw ruchu
planet, a Newton w 1687 znalazt dla nich uzasadnienie w postaci prawa grawitacji,
to naturalng rzecza bylo zajac si¢ z kolei zagadnieniem trzech cial. Brzmi to dos¢
banalnie, jednak, jak pokazano pozniej, w ogolnej postaci zagadnienie to jest
nierozwigzalne, tzn. nie mozna poda¢ w analitycznej postaci rozwigzan réwnan
ruchu trzech cial dzialajacych kazde na kazde silami grawitacji. Mozna bylo
jedynie pokusi¢ si¢ o poszukiwanie rozwigzan w jakichs$ szczegdlnych przypadkach.
Pierwsze takie rozwigzania szczegolne tego problemu znalazt Lagrange w 1772 r.
Pokazal on, ze mozliwy jest taki ruch trzech cial, gdy albo leza one stale na linii
prostej, albo gdy leza w wierzchotkach tréjkata rownobocznego. Z uplywem

czasu konfiguracja tych trzech mas obraca si¢ zmieniajac jedynie rozmiary, a nie
zmieniajgc proporcji, z czego wynika, ze orbity wszystkich trzech ciat sa krzywymi
(stozkowymi) podobnymi, leza we wspolnej plaszczyznie i majg wspolne ognisko
w srodku masy.

Jak widzimy, nazwa ,,rozwigzanie szczegolne™ jest tu jak najbardziej trafna

i w potocznym jej znaczeniu. Konfiguracje takie sa jedynie ciekawostka
matematyczna, zas ich reahzaqa w przyrodzie praktycznie niemozliwa. Za to
ogromne zastosowanie ma pewien szczegolny przypadek zagadnienia trzech cial,
znany w literaturze jako tzw. problem ograniczony. To z kolei brzmi o tyle
nieprzyjemnie, Ze sugeruje znowu jakas abstrakcyjnosé zagadnienia. Tak Zle jednak
nie jest i problem ten przy calym swoim ,,ograniczeniu” jest dostatecznie
obszerny, ciekawy i zwiazany z przyroda, aby liczni autorzy poswigcali mu cale
monografie. Polega on na badaniu ruchu ciala o bardzo malej masie w polu
grawitacyjnym dwoch innych mas umownie ,,ci¢zkich™, przy czym z gory zaklada
sig, ze te dwie masy obiegaja sng po orbicie kolowej. Trzecie cialo ma

z zaloZenia mas¢ tak malg, Ze nie wpl'ywa na ruch dwdch cigzkich — nazywane
bywa w zwigzku z tym ,,znikomym”.

Rozwigzanie Lagrange’a nie zaklada zadnych warunkéw na masy trzech cial,
moze zatem dotyczy¢ rowniez problemu ograniczonego. Wynika z tego, Ze
w plaszczyznie orbity mas cigzkich M i m istnieje pig¢ punktow L,, ..., Ls
(zwanych punktami libracji lub punktami Lagrange’a), w ktérych dwa
przyspieszenia grawitacyjne pochodzgce od mas cigzkich i jedno odsrodkowe
znoszg si¢ (poczatek ukladu jest tu umieszczony w srodku masy, a catos¢ obraca
si¢ w kierunku zaznaczonym strzatka z predkoscia katowa o = Y G(M+m)/R?,
gdzie G jest stalg grawitacji, a R odlegloécia mas cigzkich). Trzy z nich leza na
prostej przechodzacej przez masy cigzkie i jest intuicyjnie dos$¢ oczywiste, Ze
w ogdle muszg istnieé¢, aczkolwiek nie jest latwo podaé formuly okreslajace ich
dokladne potozenie. Mniej oczywiste jest, Ze zerowanie si¢ wypadkowego
przyspieszenia zachodzi tez w punktach L, i Ls, bedacych wierzchotkami trojkata
réwnobocznego rozpigtego na odcinku R. Za to bardzo latwo mozna ten fakt
sprawdzi¢. Otoz przyspieszenie ze strony M wynosi

a_[GM x - GM:. x| GM[ 1 |/31

Wl (e T

F it Ly s ) e i )

ze strony m

_[om .= _Gm_ . =]_Gm[l1 _¥3
e [ Tl TR ) S o S

a przyspieszenie odsrodkowe w odleglosci r od srodka masy ukladu (czyli od
osi obrotu) jest

iz %(M—m), —'{;——(M+m)].

doasr = [w?rcosa, w?rsina] = R

Natychmiast widzimy, ze suma tych trzech przyspieszen jest rowna zeru.

10



Rozwigzanie zadania M 301

Oznaczmy przez Z; ramek, w ktérym krol
spedzil i-ta noc i przypusémy, Ze nie

powrdcil do swej siedziby do 363 dnia.
Znajdzie si¢ wiedy zamek, w ktérym kroél
spedzil 4 nieparzyste noce, a wiec co najmniej
2 razy przybyl do niego 13 samg droga. Niech
wiec Zay = Zp, i Zayp_y = Zay-i (k < ).
Latwo zauwazyc, ze wynika stad, iz Z3;_, =
=Zg)eay.iy Lo = Z3y3k. Ale Z; byl zamkiem
krolewskim i wobec tego krol odwiedzil swoj
zamek w dniu 2/— 2k wbrew zalozeniu. Tak
wige krol wrocil do swojej siedziby, mim minat
rok.

Przykladowa orbita ciala znikomego w matym
otoczeniu trojkatnego punktu libracji Ls
_bedaca rozwigzaniem zlinearyzowanego
ukladu réwnasi ruchu,

Oczywiscie, niewielkie znaczenie przyrodnicze ma fakt, Ze jaki$ drobny obiekt
umieszczony w punkcie libracji bedzie tam przebywal dowolnie dlugo, gdyz jest

to sytuacja przyrodniczo nierealna. Praktyczne znaczenie moze mie¢ znajomosé
ruchu drobnych cial w poblizu punktéw libracji, a w tym celu trzeba, niestety,

po prostu efektywnie rozwigzywa¢ rownania ruchu. Ma si¢ rozumie¢, nie bedziemy
tu.tego robi¢, warto moze tylko zdac sobie sprawe, Ze na oko nie s3 one strasznie
skomplikowane. W ukladzie wspéirzednych jak na rysunku, a wigc wirujacym ze
stalg predkoscia katowa w, maja one postac

: : x—x  X—Xx
¥=2wy = 02x—GM - L —Gm 2
ri s
2

y+20x = w’y-—GM—gf —Gm L,,
g 1 ra

m : : / M
7 e R jest wspolrzedna masy M, x, = Frpm

wspolrzedna masy m, a r, i r, oznaczaja odleglosci ciala znikomego odpowiednio
od M i m. Pominglismy tu jako nieinteresujace réwnanie w trzeciej wspoétrzednej
prostopadlej do plaszczyzny orbity mas M i m.

gdzie x, = —

Rozwigzywaé te réwnania mozna na dwa sposoby: albo stosujac dodatkowe
upraszczajace zalozenia probowaé rozwigzywac je analitycznie, albo w postaci
$cistej rozwiagzywaé je numerycznie. Pierwsze podejscie daje si¢ zastosowa¢, gdy
prawe strony réwnan zlinearyzuje sig, tzn. rozlozy w szereg potggowy w poblizu
punktdéw libracji i zachowa tylko wyrazy z pierwszymi potegami x i y. Taki ukfad
réownan rézniczkowych liniowych jest rozwigzalny do konca. Wnioski w skrécie
s3 nastgpujace.

Bez wzgledu na stosunek mas M i m ruch w bliskim otoczeniu punktow
liniowych L,, L, i L jest ztozeniem okresowego i systematycznego. Sktadnik
okresowy reprezentuje soba ruch po elipsie, a systematyczny dowodzi, Ze
rozmiary elipsy nieustannie rosna. W wyniku tego cialo znikome puszczone

‘w jakikolwiek sposob w ruch przy punkcie liniowym L,, L, czy L wcze$niej

czy pozniej oddali si¢ od niego dowolnie daleko.

Inaczej ma si¢ rzecz z punktami tréjkatnymi Ly i Ls. Tu na ogét ruch ciala
znikomego jest podobny jak przy punktach liniowych, ale jezeli m/(M +m) <0,0385,
to ruch jest ztozeniem dwéch ruchéw okresowych z réznymi czestosciami,

ale tez po elipsach i nie ma sktadnika systematycznego. Oznacza to, ze ciato
znikome puszczone przy L, czy Ls w odpowiedni sposdb, moze wokot danego
punktu libracji wykonywaé drgania dowolnie dlugo, jakby przyczepione na
sprezynie do punktu, w ktérym nic nie ma! Inaczej moéwiac punkty trojkatne sg

w liniowym przybliZeniu stabilne, o ile kontrast mas cigzkich jest dostatecznie
duzy.

Nie zapominajmy wlasnie o zastrzezeniu, 2e ,,w liniowym przyblizeniu”.
Twierdzenie o absolutnej stabilnosci punktéw trojkatnych bytoby zbyt pochopne,

-gdyz dalsze wyrazy szeregdw, na jakie rozwija si¢ prawe strony réwnan ruchu,

maja prawo stabilnosé popsué. Za to na pewno niestabilne sa punkty liniowe,
skoro sa niestabilne juz w przyblizeniu liniowym. Subtelniejsze badania tych
zagadnien mozliwe sa wlasciwie juz tylko poprzez numeryczne rozwigzywanie
$cistych réwnan ruchu, na co mozna sobie obecnie pozwoli¢ dzigki maszynom
cyfrowym. Okazuje si¢, Ze przy spetnieniu okreslonych warunkéw poczatkowych
ciato znikome moZe poruszaé si¢ po najrozmaitszych, nieraz mocno osobliwych
orbitach okresowych, a w szczegdlnosci po orbitach otaczajacych jeden lub
nawet oba punkty trojkatne! Dopuszczalne sa zatem orbity o ksztalcie
podkowy — rzecz jasna — wzgledem wirujacego uktadu wspotrzednych.

Wszystkie te rozwazania bylyby jedynie ciekawymi éwiczeniami umystowymi,
gdyby nie ich pigkne zastosowanie w przyrodzie. Okazuje si¢ bowiem, ze
Wszechswiat zrealizowal punkty libracji oraz stabilne ruchy wokot nich,
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Przyklady pkresowych orbit ciala znikomego
obejmujgcych jeden lub oba tréjkatne punkty
libracji. Pierwszy z tych rysunkéw, gdzie M
oznaczaloby Slofice, a m — Jowisza, mozna

uwazac za ilustracj¢ rzeczywistego ruchu

ych obecnie pl

Dwa przyklady mozliwych orbit okresowych
ciala znikomego w ukladzie cigzkich mas M
i m bedace rozwigzaniami icislych réwnan
ruchu.

Rozwazmy mianowicie uktad dwéch mas: Storice (M = 1,989 - 10%° kg)

i najwigksza planet¢ Ukladu Stonecznego, Jowisza (m = 1,899 - 1027 kg).

Orbita Jowisza jest w dobrym przyblizeniu kotowa (jej mimoséréd e = 0,0478),
zatem uklad tych dwéch mas spelnia zaloZenia ograniczonego problemu trzech
cial, w dodatku ze stabilnymi orbitami przy punktach tréjkatnych. Tym trzecim
cialem moze by¢ dowolna planetoida lub inny okruch materii, byle tylko dat sie
zaobserwowac z Ziemi. Ot6z w 1906 r. Max Wolf, astronom obserwatorium w
Heidelbergu, odkryt w poblizu punktu Ls ukladu Stonce-Jowisz planetoide,
ktoérg nazwano Achillesem (numer katalogowy 588).

Z biegiem czasu okazalo sig, ze planetoida ta przebywa stale w poblizu
punktu Ly, a ponadto odkryto szereg nowych cial zaréwno tu, jak i przy L,.
Wszystkie nazwano imionami bohateréw wojny trojanskiej. Nie zostal
zrealizowany pierwotny pomysl nazywania jednej grupy imionami

Trojan, a drugiej imionami Grekéw. Wprawdzie przy L, (za Jowiszem)
mamy wigkszos¢é Trojan, a przy Ls (przed Jowiszem) wigkszo$¢ Grekow,
ale brak konsekwencji w nadawaniu nazw doprowadzit do pomieszania obu
walczacych stron. I tak przy L, sa m.in. Patroklos (617), Anchizes (1173),
Troilos (1208), Eneasz (1172), Priam (884), zas przy Ls oprocz Achillesa sa
Diomedes (1437), Hektor (624), Menelaos (1647), Odyseusz (1143), Antilochos
(1538), Nestor (659), Agamemnon (911), Ajaks (1404) i inni. Wszystkie te
planetoidy najczgsciej nazywane s3 trojanskimi.

Drugi przyklad realizacji punktéw libracji znamy dopiero od bardzo niedawna.
Mianowicie wszystko wskazuje na to, ze niektore z malych satelitow Saturna
odkrytych przez sondy Voyager, przebywaja w poblizu tréjkatnych punktow
libracji ukladu skladajacego si¢ z Saturna oraz innego, wigkszego jego satelity.

I tak przy obu trojkatnych punktach zwigzanych z Tethys (satelita nr 3) znaleziono
co najmniej po jednym satelicie, ktérych prowizoryczne nazwy sa 1980S13

i 1980S25. Na razie tylko jednego ,,trojanczyka”, 1980S6, znaleziono w punkcie
trojkatnym zwigzanym z Dione (satelita nr 4), ale opracowywanie obserwacji
wykonanych przez Voyagery jeszcze trwa i lista znanych w ogole satelitow Saturna
moze by¢ uzupetniona.

Nie znamy obecnie Zadnego konkretnego obiektu, ktéry przewedrowalby z L,

do Ls lub odwrotnie, aczkolwiek ruch taki, jak powiedzielismy, jest mozliwy.

Nie wiemy w ogole, jak konkretnie doszto do schwytania kilkudziesigciu ciat przez
punkty L, i Ls, tak jak caly problem powstania Ukladu Stonecznego jest daleki
od rozwigzania. Wiadomo, ze drobne cialo przylatujac z nieskonczonosci moze

w poblizu punktu libracji zwolni¢ lub nawet wielokrotnie go okrazyc, a

nastepnie odlecie¢ znowu do nieskoriczonosci. Schwytanie moze nastgpi¢ dopiero
w wyniku dzialania innych mas (np. innych planet w przypadku planetoid
trojanskich lub innych satelitow Saturna, jak w drugim przykladzie), ale moga
one rowniez spowodowac wytracenie ciala znikomego z okresowej orbity.
Przedstawiony tu model nie jest w stanie opisa¢ tych wszystkich ztozonych zjawisk,
ale nie wymagajmy od niego zbyt wiele — on i tak doskonale tlumaczy
podstawowe fakty obserwacyjne.
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Widoma orbita slabszego skladnika ukladu
dEqu wzgledem skladnika jasniejszego

(w centrum ukladu wspélrzednych). Cyframi
oznaczono daty niektdérych obserwacji. Linia

- ciggla jest najlepiej dopasowang elipsg.

Wieczorem w sierpniu goruje m.in. gwiazdozbior o nazwie Zrebie (Equuleus, Equ). Jest to,
podobnie jak Strzala, o ktorej wspomnieliSmy rok temu (Delta 7/1981), jeden z najmniejszych
gwiazdozbiorow na niebie, nie ma w nim wlasciwie zadnych ciekawych obiektéw i rzadko ktéry
astronom od razu potrafilby odpowiedzie¢ na pytanie, gdzie on sie znajduje.

Gwiazda & Equ przyciagnela jednak uwage obserwatoréw ze wzgledu na to, ze przez wiele lat
byla uwazana za najciasniejszy uklad podwajny, ktéry mozna bylo rozdzieli¢ wizualnie. Srednia
odlegtos¢ skiadnikow wynosi 0", 26 (okres obiegu wynosi 5,7 lat), co odpowiada rozdzieleniu
dwoch $wiecacych punktéw odleglych od siebie o 10 cm, umieszczonych na czubku Patacu
Kultury i Nauki w Warszawie, obserwowanych z Radomia. Tylko najwprawniejsi obserwatorzy,
przy uzyciu najwigkszych teleskopow potrafili dostrzec dwa $wiecace skiadniki (patrzac na
rysunek zwrddécie uwage, jak duzy jest rozrzut poszczegolnych obserwacji).

Przez wiele lat klopoty sprawial fakt, iz mimo ze latwo jest wykry¢ istnienie ciasnego ukladu
podwojnego, bardzo trudno jest odkry¢ istnienie ukladéw posrednich.

Podstawowe parametry typdwych ukladéw podwdjnych, dla ktérych M,+ M, = Mcj

Odleglosc Predkosé

kladniko

ifeeas Okres a*(’) n‘a. Przyklad
jedn. k orbicie
astr. i (km/s)

0,001 150 tys. 17 minut 10=4 920 najcianiejsze znane uklady

podwaojne gwiazd

0,01 | 1,5 min. 9 godzin 102 290 typowy ciasny ukiad :

0,1 15 min. 12 dni 0,01 94 najluzniejsze z ciasnych uklady
; podwojne

1 150 min. 1 rok 0,1 30 Slofice—Ziemia E

5 750 min. 11,2 lat 0,5 13 Storice — Jowisz, najciasniejsze

uklady wizualne
00| i | tomhe |0 ;|| vpove uiady pocwoine
1000 150 mid. 32 tys. lat 100 1 rozdzielone wizualnie

* odleglosé katowa dwoéch skladnikéw przy ich najkorzystniejszym ustawieniu i obserwowaniu ich z odleglodci 10 pe
(w sekundach tuku).

Podstawowa metoda, wykrywania dwu- i wieloskladnikowych ukladow gwiazd jest obserwowanie
widm tych ukladoéw i wyznaczanie okresowych zmian polozenia linii widmowych, zmian
wywolanych zjawiskiem Dopplera. Gwiazdy w bardzo ciasnych ukladach obiegaja si¢ wzajemnie
z duza szybkoscia (patrz tabelka), dzieki czemu polozenia linii ulegaja duzym przesunigciom, co
utatwia odkrycie podwdéjnosci. Im luzniejszy uklad, tym mniejsze sa predkosci orbitalne. Granica
czulosci istniejgcych spektrografow, jesli chodzi o wyznaczanie predkosei radialnych gwiazd,
wynosi ok. 10 km/s. Poréwnujac ten wynik z liczbami zamieszczonymi w tabelce mozna
wyciagna¢ wniosek, ze tylko w przypadku najblizszych gwiazd mozemy rozdzieli¢ je wizualnie

i jednoczes$nie zmierzy¢ ich predkosci. Wraz ze wzrastajaca odlegloécia gwiazd rosnie luka
migdzy okresami najciasniejszych ukladéw podwojnych, ktére mozna rozdzieli¢ na dwa
sktadniki, a okresami najluzniejszych ukladéw, w ktérych mozna wyznaczyé okresy obiegu,
Korzystajac z obserwacji spektroskopowych. ; '

Klopot, o ktorym przed chwila wspomnieliémy, polegal na tym, ze nie mogac obserwowac tych
poérednich ukladow nie mogliémy nic powiedzie¢ o ich istnieniu, o wlasciwosciach itd. Nie
wiedzieliSmy, czy ciasne uklady, w ktorych gwiazdy wywieraja wzajemnie znaczacy wplyw na
swoja ewolucje, sa tego samego pochodzenia, co bardzo luzne uklady itd.

Te kiopoty zostaly przetamane kilka lat temu, dzieki zastosowaniu elektronicznych metod
transformacji i analizy obrazow uzyskanych przy uzyciu najwigkszych teleskopow.

Dzigki nowym technikom mozemy rozdzieli¢ wizualnie skiadniki odlegle o 0”, 01 (!) co g
oznacza, ze obserwujac w Warszawie potrafimy rozdzieli¢ dwa $wiecace punkty odlegte od siebie
0 10 cm umieszczone na satelicie lecacym nad Atlantykiem, przy zalozeniu, ze wszedzie po
drodze nie ma chmur, réznic temperatur itd., no i oczywiscie jesli posiadamy odpowiednio duzy
teleskop, tzn. rzedu najwigkszych istniejgcych instrumentow. Jesli uktad gwiazd o takiej
odleglosci skladnikow jest odlegly od nas o 100pc, to jego predkosci radialne (jesli orbita
sktadnikéw jest nachylona pod odpowiednim katem do obserwatora) beda latwe do wyznaczenia
(ok. 30 km/s).

Mozliwoéci rozdzielenia ciasnych ukladéw podwojnych gwiazd zostang jeszcze troche bardziej

zwigkszone po wystrzeleniu na orbit¢ okoloziemska w najblizszych latach Duzego Teleskopu

Kosmicznego, ktory najprawdopodobniej znowu popchnie nasza wiedz¢ o Wszech$wiecie znacznie
do przodu.

>

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Roxwigaanie aadesin M 303
Zaznaczajac punkty ag, i, ..., Gy & 0Sj

liczbowej mozemy zintetffefowad § jako sume
kwadratdow dlugoici odcinkdw prizedstawionych

---n_h*
- .
i—-—-— o - S|
a, 9, 0; 0, GJ,: OJ_| ujl'l Qm g;
na rysunku. Zauwaimy, 2 jézeli | <1 « a,
to jeden z odcinkdw musi zawierad przedzial.
(@i—1, a;,1). Wynika stad latwo, 7e
oznaczajac d; = ay—a;., mamy
§> 2} +23+ ... +2d342ddY+ ...
o P2y ydy,
Rownoczeinie dla aporagdkowanit
@g, ---,af) =
(G0, @3, ..., By By, Bueay-ee s ly)
dlar = 2k
(B0,03,...,8y.1, gy Og_3, ... ,ay)
dlan = Zk+1

mamy § = 247+ 2+ ... + 234+ 2d dy# ...
+ 2y 1 diy, czyli poszukiwane minimum,

Parabola, gwiazdki i bilard

L W artykule na stronach 6 i 7 autor ,,nie zachgca” do rachunkowego wykazania, ze wszystkie

okregi opisane na trojkatach utworzonych przez trzy styczne do paraboli przechodza przez

. Jej ognisko. A oto te rachunki.

Wszystkie parabole sa podobne, a nasze zadanie nalezy do geometrii podobienstw. Mozemy
wigc rozpatrzy¢ pewna szczegblng parabole, np. 2y = x?, ktérej ogniskiem jest punkt P = (0, 1)
(rys. 1 artykulu ,,Eatwe zadanie o paraboli’’). Styczne w punktach o rzednych a, b, ¢ maja

2

wspoélczynniki kierunkowe rowne warto$ciom pochodnej funkcji y = xT’ czylia, b, c.

. . . a? 2 c?
Rownaniami tych stycznych sg zatem odpowiednio y = ax— =0 y = bx— - y=cx— 5

Punkty przecigcia A4, B, C tych stycznych wyznaczamy z latwego ukiadu réwnan i wychodzi
a+b ab b+c be at+c ac
s [ (e e
2 2 2 2 2 2
Szukamy okregu przechodzacego przez te punkty; poszukajmy jego réwnania:

(x=pY+(y—q)* = r2
Podstawiamy za x, y kolejno wspoOirzedne punktow A, B, C:

a+b\? qon @202 S
! > ) —(a+b)p+p*+ —abg+q*—r* =0
btc)? b3c?
( 3 ) —(b+c)p+p’+T—Mq+qz—r’=0

a‘ce
B —acq+q*—r? = 0.

2
Odejmujemy np. drugie i trzecie rbwnanie od pierwszego
+b5)2—(b+0c)? 2h2 — h2c?
% —(a—c)p+ a—‘i‘ c _(ab_bc)q =0

(a+b)*—(a+¢)? o
Gear EERT . s T

2
( adifed ) —(a+c)p+pi+

2h2 __ A2
oy —(ab—ac)g =0,

skad po zrozumialych rachunkach obliczamy w koricu p i g, a z ktoregokolwiek z poprzednich
trzech rownan bez trudu wyznaczamy r. W wyniku tych obliczen okazuje si¢, ze rGwnaniem
poszukiwanego okregu jest
a+b+c—abc \? ( ab+bc+ac+1t
x| |y ————
4 4
+a*ct+a*bh*cr+1).

el
) = E(ﬂ‘+b’+c’+a’b’+b’c’+

Jak wykazaé, ze kazdy z tych okregow przechodzi przez ognisko P = (0, 1) naszej paraboli?
A oto zadanie, ktorego nie umiemy rozwigzaé¢: dla pewnej krzywej C (gladkiej, ograniczajacej
obszar wypukly) wszystkie okreggi opisane na trojkatach utworzonych przez trzy styczne do niej
przechodza przez pewien wspblny punkt. Czy krzywa C jest parabola?

* Rachunki nie byly bardzo ucigzliwe, cho¢ trudno by bylo przekonaé¢ kogokolwiek, ze to
lepszy dowéd rozwazanego twierdzenia o paraboli. Wigcej nadziei mozna by wiazaé z szybkimi
obliczeniami za pomoca liczb zespolonych; przepisujemy je ze zbioru zadan z American
Mathematical Monthly (wyd. New York 1957, przekiad rosyjski Moskwa 1977; zad. 85).
Pominiemy kilka tatwych do sprawdzenia szczegolow.

Pierwszy z nich to zespolone przedstawienie paraboli. Jezeli liczba zespolona ¢ ,,biega’ po
okregu |t| = 1, to punkt z = 1/(1—1)* opisuje parabolg o ognisku z = 0. Przedstawienie
parametryczne stycznej do niej z, = z(#,) to ¥

z=1/(1—t,)(1—1)
i dwie styczne, przechodzgce przez punkty z; = z(t;) i z, = z(f;) przecinaja si¢ w z,, =
= 1/(1—1,)(1 —1;). Jesli uSwiadomimy sobie, ze z = ¢ const jest przedstawieniem parametrycznym
okregu, to natychmiast napiszemy przedstawienie parametryczne okregu przechodzacego przez
212, Z23 1 2
1—1¢
z= »
(A=1,)(A—-1)(1—13)
a ten okrag przechodzi (podstawié ¢ = 1) przez ognisko z = 0, koniec rachunkéw. Mozemy,
kontynuujgc je, otrzymaé np. Wnioski 1 i 2 z artykutu ,,Eatwe zadanie o paraboli”.
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K 3. Zamiefimy na rysunkach w naszym wyjsciowym zadaniu parabole na inna stozkowa — okrag.
To znaczy: poprowadZmy trzy proste styczne do okregu (innymi slowy: opiszmy trojkat na
okregu). Przez punkty przecigcia tych prostych przeprowadZmy nowy okrag (tzn. opiszmy okrag
na trojkacie opisanym na wyjéciowym okregu, rys. 1). Oto kilka zadan, jakie podpowiada taka
konfiguracja:
1° Dany jest okrag k. Jakie ciekawe wlasnosci ma zbidr okregdw opisanych na trojkgtach
opisanych na k?
2° Dane sa dwa okregi k i XK. Kiedy znajdzie si¢ trojkat wpisany w K, a opisany na k?

Rys. 1 Jezeli K i r oznaczaja odpowiednio promienie kola opisanego na trojkacie T i wpisanego wen,
to — jak wiadomo — odleglos¢ ich $rodkow jest rowna d = ]/R’—ZR;; stad mozna wyprowadzi¢
kompletng odpowiedZ na pytanie 2°. Mozemy tez poda¢ inny, ,,dynamiczny’ dostateczny ;
i konieczny warunek. Z dowolnego punktu 4 € K poprowadZmy styczna do k, przez punkt
przeciecia tej stycznej z K nastepna styczna do k i jeszcze jedna (rys. 2). Jezeli trzecia styczna
trafi z powrotem na A, to dobrze, trojkat znaleziony. A jesli nie? Wzia¢ inny punkt i probowaé?
Na pewno tez nic nie wyjdzie:

Kazdy punkt okregu K Op;'sar{ego na tréjkacie T jest wierzcholkiem pewnego trojkata wpisanego w K,
a opisanego na okregu k wpisanym w T; moina to wykaza¢ samodzielnie lub zajrze¢ do

ksigzeczki Tadeusza Iwarica ,,Geometria okregow i sfer” (Biblioteczka Delty, M3, WSiP, 1980 r.,
zad. 32 na str. 37). '

4. Co bedzie, gdy opisana wilaénie procedura nie da trojkata; trzecia styczna nie trafi z powrotem
Rys. 2 5 w punkt wyjsciowy? Moze wyj$¢é czworokat i oto rysunek 3 sugeruje nastgpne zagadnienia

3° Kiedy na czworokacie mozna opisa¢ i wpisa¢ okrag?

4° Czy przy innym punkcie wyjéciowym réwniez dostaniemy czworokat (rys. 4)?

Rys. 3 Rys. 4

A gdy przez kolejne prowadzenie stycznych nie powstanie czworokat? Spojrzmy na rysunek 5.

Sa na nim dwa okregi nie polozone w zaden specjalnie szczeg6lny sposob. Z punktu A
zewnetrznego okregu prowadzimy styczna do wewnegtrznego, z punktu B przecigcia tej stycznej

z okregiem zewnetrznym nastgpna styczng itd. Powstaje estetyczna, cho¢ nierdwnoramienna
gwiazda ABCDEFGHIJKLMN. Jak przewidzie¢, znajac tylko wzajemne polozenie okregow,

jaka gwiazdke otrzymamy? Gdy okregi sa wspol§rodkowe, odpowiedZ jest prosta: gwiazda bedzie
n-ramienna, jezeli stosunek promieni wynosi

r m 3 i
X = cos —, gdzie m, n — catkowite
n

i utamek m/n nieskracalny.

A gdzie zapowiedziany w tytule bilard? Nasze gwiazdki (takie jak na rys. 5) wygladaja jak tory
kul odbijajacych sig¢ od brzegéw kolistego bilardu, ale oczywicie takimi torami nie sg —

z wyjatkiem przypadku, gdy okregi sa wspolrodkowe. Bilard kolisty widzimy na rys. 6.
Zaznaczone kolorem punkty 1, ..., 9 tworza trajektori¢ okresowa dla obrotu (dkregu) okreslonego

8
wzorem « — a+ o, Nie jest ona przyciagajaca.

Na tym samym rysunku widzimy, Ze przy rysowaniu gwiazdek maly blad na poczatku kumuluje
sig szybko (por. uwage w pierwszej czesci artykulu Pawla Gory). Ciekawe wiasnosci innych
bilardéw, np. eliptycznego, mozna znalezé w ,,Kalejdoskopie matematycznym” Hugona
Steinhausa. '

dr Michal SZURE}
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru » w terminie do korica miesiaca n+ 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsylaé rozwigzania trzech, dwéch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania

; liczba os6b, ktore nadestaly choé¢ jedno rozwiazanie z numeru

i tvle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje
on czltonkiem Klubu, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana. j

Lige organizuje Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja. et

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981,

Zadania nr 25, 26, 27
Termin nadsylania rozwiazan: 30.X.82 r.

&5
25. Dla jakich wartosci a z przedzialu 0 < a < 1 ciag a, @° a*, a* , ... jest zbiezny? (por.
zadanie 13). ;

26. Czy czworokat o przekatnych prostopadlych, opisany na kole, moze mie¢ wszystkie boki
roznej dlugosci?

n
27. Udowodni¢, ze jezeli m, n s liczbami naturalnymi takimi, ze 2 k! = m?, to rowniez

Suam

Rozwiazania zadan z numeru 3/1982
¢ ]

19. Obie strony badanej nierébwnosci — oznaczmy je L i P — sg funkcjami parzystymi

i 2r-okresowymi, a wigc wystarczy ograniczy¢ si¢ do przedzialu <0, n>. Dla x € {x/2, n) mamy
L<0,P>0,wigcL < P.Dlax=0mamy L =sinl, P =1, wiec L < P. Pozostaje do
rozpatrzenia przypadek gdy x € (0, z/2). W nierdwnosci sint < ¢ (prawdziwej dla ¢ > 0)
podstawiamy ¢ = cosx i dostajemy L < cosx, a nastgpnie podstawiamy # = x i stosujemy do obu
stron funkcje cosinus (ktéra w rozpatrywanym przedziale jest malejaca); otrzymujemy P > cosx,
skad L < P. Zatem nierdownos¢ L < P jest spelniona dla wszystkich rzeczywistych wartosci x.

20. Dzielimy kazdg $ciane na trojkaty laczac wierzcholki z punktami stycznoscei $cian z kula
wpisang. Kazdemu tréjkatowi czerwonemu 7T, odpowiada trojkat zielony T, zawarty

w sgsiedniej Scianie, majacy z trojkatem T, wspolny bok. Jest to odpowiednio$¢ wzajemnie
jednoznaczna. Odpowiadajace sobie trojkaty sa przystajace, maja wiec rowne pola, a zatem sumy
pol scian czerwonych i zielonych sa rowne.

W kazdym z rozpatrywanych trojkatow T oznaczmy przez ¢(T) kat przy wierzchotku
stanowigcym punkt stycznosci Sciany z kula. Oczywiscie S¢(T.) = 2an., Xo(T:) = 2nn., gdzie
n i n; oznaczaja odpowiednio liczbe $cian czerwonych i zielonych, a sumowanie rozciggnigte jest
na wszystkie trojkaty czerwone i zielone. Z uwagi na przystawanie parami trojkatow T i T

te dwie sumy sa réwne, a wiec n, = n.. .

21. Przejscie do granicy przy podstawieniu (3) jest niedopuszczalne: w definicji pochodnej f*(x)

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA Jjako granicy ilorazu réznicowego liczba x jest wielkoscia stala.
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Rozwigzanie zadania F 118

Ma podstawie wielu fotografii spadajacego kota stwierdzono, ze najczesciej zaraz po puszczeniu do géry lapami kot
i wygina grzbiet. Przednia i tylna czedé kota zaczynajg si¢ nastgpnie obracaé w tym samym kierunku, kazda wokol
wiasnej osi. Moment pedu zwigzany z tym obrotem kompensowany jest przez obrot calego kota w kierunku
przeciwnym. Wygigcie kota powoduje, ze predkoéé katowa pierwszego obrotu jest wieksza niz drugiego, dzieki czemu
kot moie spasé na cztery lapy.
Aby oceni¢ ten efekt liczbowo, rozwaimy cztery jednakowe masy polaczone niewazkimi pretami jak na rysunku.
W punkcie X pregty polaczone sg przegubem. Moment bezwladnosci 7 dwéch mas wzgledem osi & jest dwukrotnie
mniejszy niz moment bezwladnosci wzgledem osi [ przechodzacej przez $rodek masy, a momenty pedu sa odpowiednio
rowne

My = wisin /ZT i M, = 210,
; e : i i ) i
gdzie w, 2 s3 predkosciami obrotu wzgledem k i I. Z zasady zachowania momentu pedu wynika, ze 2 = wsin =

T p . 2
Dla o = 3 obrét wokot osi k jest dwukrotnie szybszy niz wzgledem [. Ruch taki, zwany , ,kocim obrotem® jest teg

czasami stosowany podczas skokéw do wody.
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