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Janiszewsk i m Jednym z matematykow, ktérzy wywarli gleboki wplyw

i S == na rozwdj matematyki polskiej byt Zygmunt Janiszewski.
Urodzil si¢ on w roku 1888 w Warszawie, a po uzyskaniu
w roku 1912 stopnia doktora w Paryzu, zostal w roku 1915

»;.. = profesorem matematyki odrodzonego Uniwersytetu
3 e Warszawskiego. Zyt krétko, bo juz w roku 1920 zmart
- we Lwowie w 32 roku zycia. A wigc byl profesorem UW
—— jedynie przez lat 5. W tym jednak krétknp okresie wptynat
= T — on w decydujacy sposéb na dalszy rozwdj matematyki
T — polskiej, a w szczegolnosci na powstanie tzw.
iy, St Warszawskiej Szkoly Matematycznej.
- == = ===z =
- = = =T =
s —
B e Prace badawcze Z. Janiszewskiego naleza do topologii,
o e a wigc do dziatlu matematyki, zajmujacego si¢ specjalnie
— S - - B 5 . . i
S glebokimi wlasnosciami przestrzeni. W szczegdlnoscei jest
o — on autorem pigknego twierdzenia dotyczacego rozcinania
plaszczyzny przez jej podzbiory, zwanego twierdzeniem

L}
I

Janiszewskiego. Twierdzenie to stanowilo punkt wyjscia

5

—— - = - TIEEERICTTR. _— . - . ..
- s e — dla aksjomatycznego ujecia topologii plaszczyzny,
i a— T v zaem 2 . .
e e == uzyskanego nastgpnie przez K. Kuratowskiego.
n....; L L-;___ i
= = =1
= - = X
L = o
= W czasie dzialalnosci prof. Janiszewskiego, topologia —
: f— S — jak rowniez takie dzialy matematyki jak teoria mnogosci,
P = = podstawy matematyki i teoria funkcji rzeczywistych,
— : byly jeszcze w stadium poczatkowego rozwoju. Wsréd

& I wowcezas dzialajacych matematykow polskich, w topologii
‘i‘ 2 AT pracowali prof. S. Mazurkiewicz i czgsciowo

POLSKIE]: SZROEY Ll e mes s e
IATEMATSE CZANE} Ssee e ibe i

prof. Lukasiewicz i prof. Lesniewski.

T

Ten stan rzeczy skionit prof. Janiszewskiego do wysunigcia (w wydawnictwie
Nauka Polska) programu skoncentrowania badan matematykéw polskich na wyzej
wymienionych dzialach matematyki. Celem tej koncentracji byt rozwéj twoérczosei
matematycznej w Polsce i zdobycie samodzielnego stanowiska dla matematyki

polskiej w skali §wiatowej.

W celu zdobycia tego samodzielnego stanowiska, prof. Janiszewski wysunat
koncepcje zalozenia czasopisma poswigconego wylacznie pracom badawczym

w zakresie topologii i innych dzialéw scisle zwigzanych z teoria mnogosci.
Czasopismo to, pod nazwg Fundamenta Mathematicae, wirod zalozycieli ktérego
obok Z. Janiszewskiego figuruja S. Mazurkiewicz i W. Sierpiniski, powstato

w Warszawie, a w roku 1920 ukazal si¢ jego pierwszy tom. Niestety tom ten
ukazatl si¢ juz po przedwczesnej Smierci Zygmunta Janiszewskiego.

Fundamenta Mathematicae byly pierwszym na swiecie czasopismem matematycznym
specjalizujagcym si¢ — zgodnie z koncepcja Z. Janiszewskiego — jedynie

w pewnych dzialach matematyki. Warto wspomnie¢, ze'w chwili obecne;j

wiekszos¢ czasopism matematycznych swiata przybrata posta¢ mniej lub wigcej
ustalonej specjalizacji. Tak wigc koncepcja zapoczatkowana przez

Z. Janiszewskiego okazala si¢ zgodna z naturalnym rozwojem czasopism
matematycznych. Mimo to, ukazaniu si¢ pierwszego tomu Fundamenta
Mathematicae towarzyszy! pewien sceptycyzm reprezentowany przez wybitnych
matematykow $wiata, wyrazajacych watpliwosé, czy czasopismo o tak ograniczonej
specjalnosci bedzie moglo sie utrzymacé. Czas pokazal, ze sceptycyzm ten nie byt
uzasadniony.
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Jeszcze w okresie migdzywojennym ukazatly si¢ 32 tomy
Fundamenta Mathematicae. Pismo to zdobylo wysoka
TOM I = pozycj¢ w matematyce swiatowej, a wirdd jego
- . wspolpracownikow — obok matematykow polskich —
. wystgpilo wielu sposrod najwybitniejszych matematykow
Z SUBWENCH MINISTERSTWA W K £ 0 P . Swiata.

Matematyka polska, na ktorej rozwoj wywart tak znaczny

wplyw program wysunigty przez Zygmunta Janiszewskiego,

nie zalamala si¢ w strasznym okresie okupacji, gdy

systematycznie tgpiona byfa cala kultura polska. Mimo, .
WARSZAWA 1020 = iz okoto 509, tworczo pracujacych matematykow polskich

zginglo z reki okupanta, juz w roku 1945 ukazal si¢ 33

tom Fundamenta Mathematicae, a obecnie liczba tomow

. tego wydawnictwa, zapoczatkowanego przez
Z. Janiszewskiego, osiagnela juz setke.

W stu tomach FM opublikowanych jest 2650 prac badawczych, w tym 1288

z topologii, 536 z teorii mnogosci 1 podstaw matematyki. Wéréd 1170 autorow
tych prac jest 207 autordw polskich i 963 zagranicznych (wsrod nich 557 z USA).
Prace ukazuja si¢ w tzw. jezykach kongresowych, przewaznie jednak (zwlaszcza
w okresie powojennym) w jezyku angielskim.

Skoncentrowanie wysitku tworczego matematykow polskich na wymienionych juz
nowych dziatach matematyki (do ktorych w latach dwudziestych doszedt wazny
dzial analizy funkcjonalnej, zapoczatkowany we Lwowie przez genialnego
matematyka polskiego Stefana Banacha) doprowadzilo do duzego rozwoju

polskiej mys$li matematycznej. Matematyka polska dojrzala i w okresie powojennym
rozszerzyla pole swego badania, obejmujac wiele innych dzialéw, réwniez

dzialow zwigzanych z zastosowaniami.

Nalezy jednak stwierdzi¢, ze program koncentracji wysunigty przez

Zygmunta Janiszewskiego, jakkolwiek obecnie wymagajacy juz pewnej modyfikacji,
w decydujacy sposob przyczynit sig¢ do rozwoju matematycznej mysli polskiej

i do zdobycia przez nig liczacej sie w skali swiatowej pozycji naukowej. Fakt ten
jest w znacznym stopniu zastugg dzialalnosci Zygmunta Janiszewskiego.

18 pazdziernika 1978 Karol BORSUK

(odczyt wygloszony w Radiodelcie)
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N czeéci 11 znalezlismy amplitude drgan
scylatora, na ktory dziala periodycznie
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tiystoici, a m masa oscylatora.

Oddzialywanie promieniowania
elektromagnetycznego z materig -

Czes¢ IV. Dlaczego zloto jest zlote?

Doc. dr Jerzy GINTER

W poprzednich trzech czeéciach tego cyklu méwiliSmy o wlasnosciach optycznych substancji,
ktore — z punktu widzenia elektrostatyki — sg dielektrykami. Oznacza to, ze dodatnie i ujemne
tadunki sa w nich ze soba zwiazane tak, jak na przyklad w atomach czy czasteczkach. Zupelnie
inaczej oddzialuje fala elektromagnetyczna z przewodnikami, czyli substancjami, w'ktorych
istnieja swobodne no$niki ladunku. Metale, jak wiadomo, dobrze przewodza prad elektryczny.
Wiemy takze, ze wigkszo$¢ metali stabo absorbuje i emituje promieniowanie elektromagnetyczne,
natomiast bardzo dobrze je odbija. Na przyklad srebro — uzywane do pokrywania luster —
odbija przeszlo 909, promieniowania widzialnego. Zdolnoé¢ absorpcyjna i emisyjna metali

w podczerwieni takze jest bardzo niewielka, a odbijajaca znaczna. Wiemy to np. z doéwiadczen,
omawianych w pierwszej czesci tego cyklu. Latwo takze stwierdzi¢, ze bardzo duza jest zdolnos§é
odbijania promieniowania radiowego. Kazdy moze zrobi¢ proste do$wiadczenie: wlozyC grajacy
odbiornik tranzystorowy do aluminiowego garnka z pokrywka i zaobserwowa¢ wywolang tym
zmiang w odbiorze audycji. Dobrze dla poréwnania umieéci¢ ten sam odbiornik w pojemniku
plastykowym i pudelku tekturowym. (Uwaga — nie mozna postuzy¢ si¢ odbiornikiem sieciowym,
bo przewody zasilajace dzialaja jak antena).

Wiemy jednak, ze zdolno$é odbijajaca metali musi zaleze¢ od dhugosci fali. Folia aluminiowa

nie przepuszcza praktycznie zupelnie promieniowania widzialnego, a jest bardzo przezroczysta
dla promieni Roentgena. Przebieg wspolczynnika odbicia dla trzech typowych metali — zlota,
srebra i glinu — w zakresie podczerwieni, obszaru widzialnego i bliskiego nadfioletu przedstawia
rysunek. Przyjrzyjmy sig¢ przebiegowi dla srebra: dla matych czg¢stosci odbicie jest bardzo duze
(powyzej 90%) i stale w dos¢ szerokim zakresie — az do polowy obszaru widzialnego.
Natomiast w bliskim nadfiolecie odbicie spada gwaltownie (ponizej 10%{), a potem znéw wzrasta
(do ok. 30%).

Czy mozemy zrozumie¢, dlaczego tak si¢ dzieje? Aby zjawisko opisa¢ dokladnie, nalezaloby
rozwigza¢ roOwnania Maxwella dla osrodka materialnego ze swobodnymi tadunkami. Tego robi¢
tu nie bedziemy; ograniczymy sie do rozwazan jakosciowych.

I. Swobodny nosnik tfadunku w polu periodycznie zmiennym

Zastanowmy si¢ przede wszystkim, czym roézni sig ruch tadunku zwiazanego w ,,mikrooscylatorze™

od ruchu fadunku swobodnego. Fakt, ze ladunek jest swobodny, oznacza, ze wspolczynnik

sprezystosci k rowny jest zeru. A wiec formalnie wo = _’{f. = 0. Ruch odbywa sig wiec tylko
m

pod wplywem zewnetrznej, periodycznie zaleznej od czasu, sity
(1) F = Fysinwt.

Pod wplywem pola elektrycznego fali swobodne tadunki moga poruszac si¢ ruchem periodycznym,
a amplitude okresla wzér wyprowadzony w czeéci II, w ktorym trzeba polozy¢ me = 0. W ten
sposob otrzymujemy nastepujaca zalezno$¢ wychylenia od czasu:

o ]
3 sinwt .
mao

{2} X= —

Wynik jest doéé dziwny: pod wplywem periodycznie zmiennej sity fadunki swobodne poruszaja
sie periodycznie, ale wychylenie ma zawsze zwrot przeciwny do zwrotu dzialajacej sity. Ruch
harmoniczny ma wigc fazg przeciwng w stosunku do dzialajacej sily, podobnie jak to miato
miejsce dla oscylatora przy @ > wo. Wida¢ ponadto, ze amplituda tego ruchu silnie zalezy

od czestosci — maleje odwrotnie proporcjonalnie do jej kwadratu.

3



W metalu istnieja dwa rodzaje fadunkéw — swobodne i zwiazane. Typowe swobodne atomy
metalu maja elektrony silnie zwiazane (wypetniaja one powloki wewnetrzne) oraz elektrony
zwigzane stabo, tzw. elektrony walencyjne. Te ostatnie stosunkowo tatwo oderwaé. Zachodzi to
na przyklad wtedy, kiedy powstaje wiazanie jonowe atomu metalu z atomem niemetalu. Na
przyklad przy tworzeniu chlorku sodu elektron walencyjny sodu oddawany jest atomowi chloru
(powstajg w ten sposéb jony Na* i CI7). W metalu oddzialywanie elektronéw walencyijnych
wybranego atomu z innymi atomami jest tak silne, ze elektrony walencyjne odrywaja sie

od swoich atomow ,,macierzystych”™ i zaczynaja si¢ prawie swobodnie porusza¢ w calej objetosci
substancji. S to wlasnie tadunki swobodne, odpowiedzialne za przeplyw pradu.

Oprécz tego istnieja jednak elektrony zwiazane, ,,mikrooscylatory” w sensie omawianym

w poprzednich czgsciach cyklu. Chmury elektronowe powlok wewnetrznych atomow moga
wykonywa¢ drgania. Czgstosci tych drgan sa na ogét wieksze od czestosci odpowiadajacych
obszarowi widzialnemu i bliskiemu nadfioletowi.

Waine jest to, ze wychylenia elektronow swobodnych sa w przeciwfazie z sila, a ich amplituda
maleje ze wzrostem czestosci. Wychylenia chmur elektronowych sa natomiast w fazie z sila
(jestesmy ponizej czgstoéci rezonansowej), a ich amplituda roénie ze wzrostem czestosci
(zblizamy si¢ do rezonansu). Mozliwe jest wigc, ze dla pewnej czgstosci, prady zwiazane z ruchem
drgajacym obu tych rodzajow tadunkow beda rowne, ale przeciwnie skierowane i sumaryczny
prad bedzie rowny zeru. Innymi stowy — dla tej czgstosci fala elektromagnetyczna nie wywoluje
zadnego pradu w materiale. Osrodek powinien zachowywa¢ si¢ wiec ,,jak proznia” i nie powinien
odbija¢ promieniowania. Tak wlasnie mozna wyjasni¢ wystepowanie ostrego minimum

w zaleznosci odbicia od czestosci dla srebra.

Dla czgstosci wigkszych od czestosci obserwowanego minimum przewaza prad elektronow
zwigzanych i srebro zachowuje si¢ jak dielektryk. Promieniowanie (nadfioletowe) odbija sie
od niego, jak $wiatlo od szyby szklanej czy od krysztatku cukru.

Dla czgstosci mniejszej od czgstosci minimum odbicia przewaza prad nos$nikow swobodnych,
dla ktorego wychylenie jest przeciwne w fazie do przylozonej sily, pochodzacej od pola
elektrycznego fali. W tym zakresie czestosci pojawia si¢ zupelnie nowy efekt: w materiale nie
moze si¢ rozchodzi¢ zwykla fala o sinusoidalnej zaleznosci pola ¢lektrycznego (i magnetycznego)
od polozenia. Moze istnie¢ tylko pole, zanikajace wykladniczo z odlegloscia od powierzchni.

A wigc prad plynie tylko w cienkiej warstewce pod powierzchnia metalu — tylko tam gdzie
whnika pole fali (jest to tzw. ,,warstwa naskorkowa™). Zjawisko to zwigzane jest z faktem,

ze faza pradu nie jest zgodna z faza pola — niestety nie mozemy tutaj tego efektu szczegélowo -
opisa¢ matematycznie. ’ 4

tadunki plynace w warstwie naskorkowej wysylajg falg elektromagnetyczna. Fala ta ma taka
fazg, ze catkowicie wygasza w materiale (w zjawisku interferencji) falg przychodzaca. W glebi
metalu fala wigc nie istnieje. Na zewnatrz metalu pojawia si¢ jednak nowa fala — ta, ktora
nazywamy falg odbita.

Dla wigkszosci metali obszar minimum odbicia przypada w nadfiolecie. Caty zakres widzialny
Jjest bardzo silnie odbijany — metale sa ,,srebrne”. Wyjatek stanowia miedz i ztoto (oraz ich
stopy), dla ktérych minimum odbicia przypada w obszarze widzialnym. Odbijaja one dobrze
promieniowanie o niskiej czgstosci (dlugofalowe) — a wiec czerwone, pomaranczowe i z0tte —
a slabo $wiatlo o wysokiej czestosci — zielone, niebieskie i fioletowe. Dlatego zloto i miedZ maja
charakterystyczne zabarwienie.

Jezeli promieniowanie niebieskie jest przez zloto odbijane stabo, powinno ono lepiej przez ten
metal przechodzi¢. Latwo to stwierdzi¢, przygladajac sig cienkiej warstewce zlota — na przyklad
na kieliszku ze zloconym brzezkiem. Obserwowana w $wietle przechodzacym (,,pod $wiatlo™)
jest ona wyraZnie niebieska.

Pozostaje jeszcze wyjasni¢, dlaczego minimum odbicia dla ztota i miedzi przypada w obszarze
widzialnym, a nie w nadfiolecie. Sprawy te wykraczaja jednak poza zakres naszego artykutu.
Poza tym nalezy powiedzie¢, ze w powyiszych rozumowaniach zaniedbywali$my procesy
rozpraszania energii w czasie ruchu nosnikow. Jezeli wzia¢ je pod uwage, nalezy zmodyfikowac
wzor (2), ktory dla w — 0 przewiduje nieskonczony wzrost pradu. Dla bardzo malych czestosci
predkosc (a wigc i prad) jest zgodna w fazie z polem elektrycznym. Tak jest przy przeplywie
pradu zmiennego o niskiej czgstosci w przewodnikach. Przypadku tego nie bedziemy tu jednak
dokiadniej omawiac.
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3. Podsumowanie

W czterech kolejnych krétkich artykulach staralem si¢ pokazaé, na czym polega oddzialywanie
promieniowania elektromagnetycznego z materia. Staralem sie uzmystowi¢ Czytelnikowi, ze
wszystko zalezy od tego, jaki jest ruch ladunkow, czyli jaki prad plynie w oSrodku materialnym.
W szczeg6lnosei — jaki prad wzbudza przychodzaca fala elektromagnetyczna. Omoéwilismy tylko
dwa stosunkowo proste przypadki: osrodek nieprzewodzacy (dielektryczny), w ktérym istnieja
»»mikrooscylatory” z dobrze okreslonymi czestosciami drgant wlasnych, oraz osrodek przewodzacy,
w ktérym istnieja nosniki swobodne. Pomineli$my natomiast wiele innych interesujacych zjawisk
zwigzanych z oddzialywaniem promieniowania elektromagnetycznego z materia. .

i 4
Do takich naleza na przyklad:

emisja widma ciaglego (a nie liniowego) przez rozgrzane ciala stale i ciecze,

zalezno$¢ rozchodzenia sig $wiatta w tzw. krysztalach dwéjlomnych od jego polaryzacii-

i fakt, Ze fala elektromagnetyczna moze byé wysylana nie tylko przez powloki elektronowe
atomow, ale takze przez ich jadra.

Wszystkie te zjawiska mozna jednolicie wyjasni¢ w ramach wspolczesnej fizyki.

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 298. Wyrazy a,, a,, ..., @5 TOSNacego postepu arytmetycznego sg liczbami pierwszymi.
Wykazaé, ze a,s > 400000. :
Rozwiazanie na str. 14

M 299, Méjqc- dany punkt A4 i proste p, g zbudowac trojkat ABC podobny do danego trojkata
AQBDCD i taki, ze Bep, Ce q.

Rozwiazanie na str. 15

M 300. Znalezc wszystkie trojki liczb naturalnych x, y, z spetniajace uklad rownan

x3—=y3—2% = 3xyz
x? = 2y+2:.

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 115. Dwa Zrddta o sitach elektromotorycznych &, i &, oraz opornosciach wewngtrznych ry iry
polaczono wedhug schematu pokazanego na rysunku 1. Jaki prad poplynie przez bezoporowy -
przewodnik po zwarciu nim punktéw A i-B? Dla jakich wartosci parametréw prad nie poplynie,
Jjesli obwod zewrzemy przewodnikiem o opornosci R?

Rozwiazanie na str. 9

F 116. Rysunek 2 przedstawia dostepna czg$¢ ukladu opornikéw. Jak, nie rozrywajac polaczen,
zmierzy¢ opornosei ry, 7z, ra, jezeli dysponuje sie omomierzem i przewodami do zestawiania
obwodow?

Rozwiazanie na str. 13

S
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O znaczeniu rownosci

Dr Wiktor BARTOL

Czy jezyk francuski jest bogatszy od polskiego? Tak postawione pytanie rodzi nastgpne: co to
wilasciwie znaczy ,,bogatszy”? Czy bogatszy jest ten jezyk, ktoéry ma wigcej stow, czy ten,

w ktorym mozna wigcej wyrazié, ktory pozwala dokladniej opisywac rzeczywisto$¢? I wreszcie —
dlaczego takie pytania pojawiaja si¢ w Delcie?

Nie bgdziemy mowili tu ani o jgzyku francuskim, ani o jezyku polskim. Zajmiemy si¢ jezykiem
matematyki — bo przeciez matematyka ma swoj jezyk i to nie jeden.

Upraszczajgc nieco mozna powiedziec, ze przedmiotem badan matematyka sa pewne obiekty,
operacje na nich okreslone i relacje wyrazajgce zwiazki miedzy nimi. I tak np. matematyk-analityk
(czyli zajmujacy si¢ analiza matematyczng) bada przede wszystkim liczby rzeczywiste, funkcje
okreslone na zbiorach liczb rzeczywistych (od funkcji najprostszych, takich jak dodawanie

i mnozenie, az po bardzo zlozone — mozna je zresztg na ogol zdefiniowa¢ wychodzac od tych
prostych), a takze pewne relacje, jak np. relacja niewickszoéci. Po to by moc wyglasza¢

i zapisywa¢ zdania mowiace o badanych gbiektach trzeba mie¢ zatem nazwy dla interesujacych
nas funkcji i relacji, a takze zmienne, ktore moglyby reprezentowac¢ obiekty. Czasem mozemy
tez potrzebowac¢ nazw dla pewnych konkretnych obiektow, ktore z jakichs powodow
chcieliby$my wyr6zni¢. Wro¢my do naszego analityka: musi on mie¢ nazweg dla funkcji
dodawania (niech bedzie nig ,,d") i nazwe dla mnozenia (wybierzmy symbol ,,m"), a takze
nazwe dla relacji niewigkszosci — uzyjmy tu tradycyjnego symbolu ,,<". Pozwolmy mu tez
uzywac nazwy ,,0"” do okreslenia tej jedynej liczby rzeczywistej, ktora dodana do jakiejkolwiek
liczby nie zmienia jej wartosci oraz nazwy ,,1” do okreslenia tej jedynej liczby rzeczywistej,
przez ktéra mozna pomnozy¢ dowolng liczbe nie zmieniajac jej wartosci. Niech x, y, z itp. beda
zmiennymi, reprezentujacymi liczby rzeczywiste. Oznaczmy wreszcie zbior wszystkich liczb
rzeczywistych przez R. Dziedzine badan matematyka-analityka mozemy teraz opisa¢ wymieniajac
nazwy interesujacych go obiektow, funkcji i relacji: (R, d, m, <, 0, 1) — rozumiejac, ze ,,d"”
i,,m” sa nazwami funkcji dwuargumentowych, ,, <" jest nazwa relacji dwuargumentowej

(tzn. mowiacej o zwiazku miedzy dwoma obiektami), a ,,0" i,,1" sa nazwami pewnych
wyréznionych elementow zbioru R.

W tym momencie zajrzal mi przez rami¢ moj przyjaciel, matematyk-mnogosciowiec (a wigc
zajmujacy si€ teoriag mnogosci czyli teoria zbiorow). ,,Jak to — powiada — przeciez opisales tu
dziedzing, ktora ja si¢ wlasnie zajmuje. Interesujg mnie wiasnosci podzbioréw zbioru liczb
naturalnych. Zbior wszystkich takich podzbiorow nazwalem R, nazwe ,,d”’ nadalem operacji
sumowania zbiorOw, nazwa ,,m" oznacza operacj¢ iloczynu (czgsci wspolnej) zbiorow (sa to wigc
nazwy funkcji dwuargumentowych), natomiast symbol ,,<” jest w moim systemie nazwa relacji
zawierania. Uzylem tez nazwy ,,0” dla zbioru pustego i nazwy ,,1"" dla zbioru wszystkich liczb
naturalnych — ktory jest przeciez sam swoim podzbiorem."

Wobec takiego podobienstwa zaczgliSmy poszukiwac wlasnosci, ktore pozwolityby odroznic jedna
dziedzing od drugiej. Oczywiscie moglismy wyrazi¢ taka wiasnosc tylko w jezyku zawierajacym
symbole R ,,d”,,,m"” itd.; umowili$my si¢ tez, ze w kazdym jezyku — a wigc i w naszym —
bedzie wystepowal symbol ,,=", ktory bedziemy interpretowac (czy:i rozumiec) zawsze jako
rownos¢. Na poczgtek wybralismy wlasnosc nastgpujaca:

m(x, y) = m(y, x).

.,Moja dziedzina ma te wlasno$¢ — powiedzial mnogosciowiec — jesli wezme iloczyn dwoch
dowolnych podzbioréw x i y, to otrzymany zbior bedzie rowny iloczynowi podzbiorow y i x."”
Przekonaliémy sie tez, ze jesli rozumieé¢ ,,m” jako mnozenie liczb rzeczywistych, to réwniez

w dziedzinie liczb rzeczywistych wyst¢puje powyzsza wlasnos¢ — jest to przeciez przemienno$é
mnozenia. SzukalisSmy wiec dalej:

F

x < d(x, ).
Sprawdzilismy najpierw dziedzing mojego przyjaciela, stwierdzajac, ze ma ona powyzsza wlasnos¢:

rzeczywiscie, kazdy zbior jest zawarty w swojej sumie z dowolnym zbiorem y. Czy powyzsza
nierownos¢ bedzie prawdziwa dia dowolnych liczb rzeczywistych x i y (gdy ,,d” jest dodawaniem)?



tatwo zauwazyliSmy, ze nie: jedli x jest liczbg 2, a y liczba — 10, to nieréwno$¢ nie bedzie
prawdziwa. Tak wigc znalezlismy wiasnos¢ odrozniajaca dwie rozpatrywane przez nas dziedziny,
opisane tym samym jezykiem. .

Zacheceni tym sukcesem, zastanawiali$my si¢ dalej: czy mozna znalez¢ taka rozrozniajaca wiasnosé
dajaca si¢ zapisa¢ przy pomocy najprostszej relacji, jaka jest rowno$¢? Okazalo sie, ze tak.

Taka wlasnoscia jest np.

x = d(x, x).

Jest ona spelniona przez dowolny podzbior zbioru liczb naturalnych (gdy ,,d” interpretujemy
jako sume zbiorow), natomiast nie kazda liczba rzeczywista ja spelnia (gdy ,,d” oznacza sumeg
liczb rzeczywistych).

Wypisujac wszystkie te wlasnosci dziedziny mojego przyjaciela mnogosciowca, ktore dadzg si¢
wyrazi¢ przy pomocy relacji rownosci jako jedynej relacji, wyznaczylibySmy pewna klase dziedzin:
tych, ktorym te wlasnosci przystuguja. I tak np. do tej klasy nalezalaby dziedzina skladajgca sie

z rodziny wszystkich podzbiorow dowolnego zbioru A oraz operacji sumy i iloczynu zbioréw

z wyroznionym zbiorem pustym i catym zbiorem A (co moze ciekawsze, do tej klasy nalezalyby
takze wszystkie tzw. algebry Boole’a; to stwierdzenie nie jest juz jednak calkiem trywialne).

Jak widzieliSmy wyzej, nie nalezy do wyznaczonej klasy zbior liczb rzeczywistych z dodawaniem

i mnozeniem, zerem i jedynka. :

Jak wygladaja klasy dziedzin — w przypadku, gdy jedyna rozpatrywana relacja jest rownosc,
dziedziny nazywamy algebrami — a wiec, jak wygladaja Klasy algebr, ktére dadza si¢ w podobny
sposob opisa¢ przy pomocy pewnego zbioru rownosci? Mowigc inaczej: jakie klasy algebr mozna
scharakteryzowaé przy pomocy réwnosci? A scharakteryzowaé — to znaczy znaleZ¢ taki zbior
rownosci E, ze algebra nalezy do charakteryzowanej klasy wtedy i tylko wtedy, gdy jest w niej
prawdziwa kazda rownos$¢ ze zbioru E. )

Odpowiedz na powyzsze pytania zostala udzielona w latach trzydziestych XX wieku przez
amerykanskiego matematyka Garretta Birkhoffa, ktory zapoczatkowal badania abstrakcyjnych
struktur skladajacych sig¢ ze zbioru i operacji okreslonych na tym zbiorze. Algebra uniwersalna
(tak zostal nazwany ten kierunek badawczy) zajmuje si¢ takimi wlasnosciami struktur, ktore nie
zalezg od tego, czym sg ich elementy i jak konkretnie s3 na nich okreslone operacje.

Aby moc tu przedstawi¢ owa odpowiedz Birkhoffa, musimy uscisli¢ lub wprowadzi¢ kilka pojgc
wlasnie z zakresu algebry uniwersalnej. Kazda strukturg postaci (A4, f;, ..., fi), gdzie A jest
pewnym niepustym zbiorem, a f, ..., f; sa operacjami na zbiorze 4 (a wigc funkcjami, ktore
elementom zbioru 4 — a moga to by¢ funkcje niekoniecznie jednej zmiennej — przyporzadkowuja
znOw elementy tego zbioru), nazwiemy algebra. Napisalem wyzej, ze operacje w algebrze moga by¢
funkcjami ,,niekoniecznie jednej zmiennej”’; moga to byc funkcje o wigcej niz jednej (i wtedy
sprawa jest jasna) badZ mniej niz jednej zmiennej (argumencie). Ale czy moze istnie¢ funkcja

bez zmiennych? Otoz tak — i mozna takie funkcje dokladnie opisa¢ na gruncie teorii mnogosci.
Tu zauwazmy, ze wartosc funkcji ,,bez zmiennych™ musi by¢ stala, bo przeciez od niczego nie
moze zaleze¢. Kazda taka funkcja wybiera zatem jaki$ element ze zbioru 4, mozemy ja wigc

z tym elementem utozsami¢. Okazuje sig¢ zatem, ze w ten sposob zawarli$my w naszym pojeciu
algebry takze to, ze mogg w niej wystepowac jakie$ elementy wyroznione. "

Bedziemy mowili, ze algebry (A, fi, ..., fu) i (B, g1, ..., &=) 5a podobne, jesli maja tyle samo
operacji (czyli n = m) i ponadto operacje jednej z nich maja tyle samo argumentow,

co odpowiednie operacje drugiej; mowiac dokladniej, dla kazdego i = 1, ..., n, operacje f; i g;
maja tyle samo argumentow, sg funkcjami tej samej liczby zmiennych. I tak np. algebra

(R, +, -, 0,1) liczb rzeczywistych z operacjami dodawania, mnozenia, zerem i jedynka jest
podobna do algebry (P(N), u, n, @, N), gdzie P(N) oznacza zbior wszystkich podzbiorow
zbioru liczb naturalnych N, U i N sa odpowiednio operacjami sumy i iloczynu zbiorow, a zbior
pusty @ i zbidr wszystkich liczb naturalnych N sa wyréznionymi elementami zbioru P(N).
Wiasnie dlatego, ze algebry te s3 podobne, mogliSmy uzywac do ich opisu tego samego jezyka,
przedstawionego na poczatku artykulu (pomijamy tu relacje <). -

Niech wiec A = (A4, /1, ...,/f.) i B = (B, g,, ..., &) beda algebrami podobnymi. Przeksztalcenie
h:A — B nazwiemy homomorfizmem pierwszej algebry w druga, jesli dla kazdej operacji f; oraz
dowolnych elementow ay, ..., ax, € A (gdzie k; jest liczbg argumentow operacji /i — a wigc

i ;) zachodzi réwnos¢
h(f((a: yoreny ﬂkt)) = gl(ﬁ'(al)s veey !!(ﬂtl))-



a wynik tego dzialania przeniesiemy przy pomocy funkcji # do algebry B, to otrzymamy to samo,
co przy przeniesieniu do algebry B elementow a,, ..., a; , 1 wykonaniu na ich obrazach operacji g;.
O takiej funkcji # algebraicy moéwia krotko, ze ,,zachowuje operacje”.

Jesli przy tym funkcja & przeprowadza zbior 4 na zbiér B (czyli kazdy element zbioru B jest
obrazem — ze wzgledu na & — pewnego elementu zbioru A), to algebre B nazwiemy obrazem
homomorficznym algebry A. Mozemy np. latwo sprawdzi¢, ze algebra (R, +) jest obrazem
homomorficznym algebry (R*, -) — gdzie R* jest zbiorem wszystkich dodatnich liczb
rzeczywistych — ze wzgledu na homomorfizm h:R* — R taki, ze h(a) = loga dla kazdej liczby
rzeczywistej dodatniej a.

Zatrzymajmy si¢ na chwilg przy algebrze (R*, -). Zauwazmy, ze je$li wykonamy mnozenie
dowolnych dwach liczb rzeczywistych z przedziatu (0,1], to otrzymamy zndw liczbe nalezaca
do tego przedzialu; mozemy wigc powiedzie¢, ze przedziat (0,1] jest zamknigty ze wzgledu na
jedyna operacjg algebry (R*, -); nie jest tak np. z przedzialem (1,2) ani z podzbiorem

{1/2, 1/3, 1/4}. Kazdy podzbior zbioru R*, ktéry ma taka wlasnos¢, nazwiemy podalgebra
algebry (R*, -). Ogolniej, gdy A = (A, fi, ..., f») jest dowolng algebra, a B jest podzbiorem -
zbioru A takim, ze wykonanie ktorejkolwiek z operaciji f;, ..., f» na elementach ze zbioru B
daje w wyniku element zbioru B, to B nazwiemy podalg ebrq algebry A. Scilej mowiac,
podalgebra bedzie algebra B = (B, f1, ..., f,) z operacjami zredukowanymi do zbioru B, ale
przeciez wskazaliémy juz operacje moéwiac o algebrze A, wigc tu mozemy je pomingé. Mozemy

: 1
sprawdzi¢, ze oprocz przedzialu (0,1] podalgebrami algebry (R*, ) sa np. przedzial (0,?),zbi6‘r

liczb catkowitych dodatnich, zbi6r liczb wymiernych dodatnich, ale nie zbior wszystkich liczb
pierwszych. .

Potrafimy juz otrzyma¢ z danej algebry A nowe algebry przeksztaicajac A przez homomorfizm
albo wybierajac z niej podzbiory zamknjgte ze wzgledu na wszystkie operacje algebry A. Musimy
teraz omoOwi¢ konstrukcje nieco bardziej skomplikowana.

Niech A = (4, f,, ....f,) i B = (B, g,, ..., £,) beda algebrami podobnymi. Utwérzmy -
ze wszystkich elementow zbioru A4 i zbioru B pary tak, aby w kazdej parze na pierwszym miejscu
byt element zbioru 4, a na drugim — element zbioru B. Taka parg utworzona z elementu a € 4

i elementu b € B oznaczmy symbolem <a, b>, a A x B niech bgdzie zbiorem wszystkich par tego
typu. I tak np. gdy 4 = B = R, to zbiorem wszystkich takich par (czyli zbiorem R x R) jest
zbior wszystkich par liczb rzeczywistych, ktory mozemy utozsamié z plaszczyzna euklidesowa.
Zdefiniujemy w zbiorze 4 x B operacje Fi, ..., F, tak, aby otrzyma¢ algebre (4% B, F,, ..., F)
‘podobna do algebr 4 i B. Przypuéémy dla uproszczenia, Ze f; i g, sa operacjami
dwuargumentowymi — zatem F tez musi by¢ operacja dwuargumentowa. Niech <a, b} i {a,, b;>
beda parami ze zbioru A x B; wowczas Fi(<a, b, {a, b\>) = {fi(a, a1}, gi(b, b,)>. Operacja F,
dziata wigc ,,na wspolrzednych™. Jej wartoscia dla danych dwoch par <a, b> i <a,, b,) jest para,
w ktorej na pierwszym miejscu jest wynik dzialania operacji f; pierwszej algebry A na ,,pierwszych
wspolrzednych™ tych par, a na drugim miejscu jest wynik dzialania operacji g, drugiej algebry B
na ,,drugich wspolrzednych”. Jesli wigc np. A = B = (R, +), to w zbiorze R x R definiujemy
,,dodawanie” tak: {x, >+ {x;, 1> = (x+x;, y+y:>. Algebr¢ zbudowana w powyzszy sposob
z algebr A i B nazywamy produktem algebr A i B i oznaczamy przez A x B.

Nietrudno taka konstrukcje uogolni¢ i moéwié o produkcie trzech, czterech itd. algebr. Mysle,
ze potraficie to zrobié¢ bez klopotu. Dodajmy jeszcze, ze mozna zbudowaé produkt nie tylko
skoficzonej rodziny algebr, ale takze nieskonczonej rodziny algebr podobnych. W takim
przypadku jednak konstrukcja wymaga bardziej zawilego opisu, pomifimy ja zatem.

=

JesteSmy juz teraz w stanie przytoczy¢ obiecane twierdzenie Birkhoffa, mowiace o klasach
charakteryzowanych przez rownosci (jak mowig matematycy — definiowalnych réwnosciowo).
Oto6z:

Klasa 2 algebr podobnych jest definiowalna rownosciowo wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zamknieta ze wzgledu na obrazy homomorficzne, podalgebry i produkty.
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Co to znaczy, ze klasa jest zamknieta ze wzgledu na jakas konstrukcje? Znaczy to, Ze jesli
wykonamy taka konstrukcje na algebrach nalezacych do tej klasy, to otrzymamy algebre, ktéra
znéw do tej klasy nalezy. W szczeg6lnosci, klasa ¥~ jest zamknigta ze wzgledu na obrazy
homomorficzne, jesli kazdy obraz homomorficzny algebry nalezacej do X tez nalezy do klasy X";
podobnie X" jest zamknigta ze wzgledu na podalgebry, jesli kazda podalgebra algebry nalezacej
do A" tez do " nalezy. Wreszcie X~ jest zamknieta ze wzgledu na produkty, jesli produkt
dowolnej rodziny algebr z klasy 2" jest znOw algebra nalezaca do ¢,

Twierdzenie Birkhoffa mowi wiec, ze przy pomocy rownoéci mozna opisa¢ te i tylko te whasnoéci
algebr, ktore s zachowywane przy przeksztalceniach homomorficznych, ktore przechodza
z algebry na podalgebre i ktore nie gina przy budowaniu produktu z algebr majacych
te wlasnosci.
£

Nie bedziemy prz}!acmé peinego dowodu tego twierdzenia. Zauwazmy tylko, ze jesli pewne
rownosci sa prawdziwe w algebrze A, to tym bardziej jest tak w kazdej podalgebrze algebry A,
bo elementy tej podalgebry sa przeciez takze 'elementami algebry A. Rownosci te s3 takze -
prawdziwe w kazdym obrazie homomorficznym A, gdyz homomorfizm przyporzadkowuje
oczywiscie — tak jak kazda funkcja — rownym elementom elementy réwne, zachowujac przy tym
operacje. Wreszcie, jesli pewne rownosci sa prawdziwe na kazdej ,,wspolirzednej” produktu
algebr, to prawdziwe sa takze i w calym produkcie, w ktorym operacje, jak pamigtamy,
okreslone sa wlasnie ,,na wspotrzednych”. Wida¢ z powyzszego rozumowania, ze prawdziwos¢
rownosci zachowywana jest przez podalgebry, obrazy homomorficzne i produkty, a zatem kazda
klasa definiowalna rownosciowo jest zamknigta ze wzglgdu na te konstrukcje.

Dowod tego, ze kazda klasa X~ zamknigta ze wzgledu ha obrazy homomorf{iczne, podalgebry
i produkty jest definiowalna rownosciowo nie da si¢ tu przedstawi¢ w sposob podobnie prosty.

- Polega on na pokazaniu, ze kazda algebra, w ktorej prawdziwe sg wszystkie roOwnosci prawdziwe

jednoczesnie we wszystkich algebrach z klasy .~ — jest obrazem homomorficznym pewnej
algebry z X" (do jej zbudowania uzywa si¢ produktow i podalgebr), a wigc z zalozenia do klasy
A" tez nalezy. Wynika stad, ze zbior tych rownosci charakteryzuje jednoznacznie klasg o,

Klasg definiowalng réwnosciowo jest np. klasa wszystkich algebr Boole’a i klasa wszystkich grup,
rozumianych jako algebry z operacja skladania, odwracania i z wyroznionym elementem
neutralnym w\iglqdem skiadania (jednoscia). Nie mozna natomiast scharakteryzowaé przy pomocy
rownosci klasy wszystkich algebr (A, f1, ..., f) takich, ze zbior A ma dokladnie 2 elementy:
produkt dwoch takich algebr bedzie miatl przeciez 4 elementy, nie bedzie wigc do tej klasy

nalezal. Nie jest to dziwne — wlasnos¢ bycia zbiorem 2-elementowym nie jest wlasnoscig
algebraiczna, nie dotyczy dzialania operacji na zbiorze, podczas gdy rownos¢ mowi zawsze o tym,
Ze stosujac w rozny sposob operacje algebry otrzymujemy zawsze to samo. Nie jest tez
definiowalna rownosciowo klasa wszystkich grup, rozumianych jako algebry z jedna tylko
operacja skiadania. Dla przykiadu, grupa jest algebra (R*, ), bo istnieje w niej element
neutralny wzgledem mnozenia (jest nim liczba 1), a dla kazdego elementu istnieje element

1
odwrotny (dla liczby r € R jest nim liczba —) Algebra ta ma jednak podalgebr¢ — a mianowicie
- r

zbior liczb catkowitych dodatnich — ktéra grupa nie jest.

Klasy definiowalne rownosciowo maja wiele interesujgcych wiasnosci. Jesli " jest taka klasa,

to istnieje zbior rownosci E taki, ze algebra A nalezy do klasy o~ wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia wszy;tkie rownosci ze zbioru E. Moga by¢ jednak speinione w algebrze A nalezacej do
takze rownosci spoza zbioru E, ktérych nie spelniaja inne algebry z . Dla przykiadu, w klasie
wszystkich grup istnieje grupa jednoelementowa, spelniajaca rowno$¢ x = y (rownosc ta mowi,
ze wszystkie elementy tej grupy sa rowne, a wiec ma ona tylko jeden element); oczywiscie zadna
grupa, ktora ma wiecej elementow, tej rOwnosci nie speinia. Zawsze jednak istnieja w klasie 2
definiowalnej rownosciowo algebry (i to dowolnie duze), ktére nie spelniaja zadnej innej rownosci
poza roéwnosciami ze zbioru E — sg to tzw. algebry wolne. Rownosci spelnione w tych algebrach
s3 wiec rownosciami spelnionymi w calej klasie 2. Co wigcej, z jednej tylko takiej algebry wolnej
mozna otrzymaé wszystkie pozostale algebry z klasy " stosujac przeksztalcenia homomorficzne,
wybierajac podalgebry albo budujac produkty.

Okazuije sie, ze jezyk uzywajacy jednego tylko ,,czasownika”, jednej relacji — réwnosci — jest
dostatecznie bogaty, by’ moéwié o wielu wiasnosciach algebr, by opisa¢ wiele znanych klas algebr,
a takze — by sprawic wiele satysfakcji matematykom.
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O cieklych krysztalach Autor pisal

w ubieglorocznej listopadowej Delcie. Tam
tez odsylamy Czytelnika zai g
budowsg i innymi niz elektrooptyczne
wlasnodciami cieklych krysztaléw.

Nematyki to ciekle krysztaly o najnizszym
stopniu uporzadkowania. Dlugie osie
czasteczek nematyka sg ulozone réwnolegle,
a poza tym ki 53 rc i ne

w przestrzeni chaotycznie. W przypadkn
cholesteryka mozna wybraé plaszczyzne,

w ktorej czasteczki ulozone sa jak

w nematyku. Jednak wtedy w kolejnych,
rownoleglych warstwach ich diugie osie
beda obrécone o pewien okreilony kat.
Utworzona w ten sposéb struktura érubowa

decyduie o wielu wilasnoéciach cholesterykéw.

Skrecony nematyk ma budowe taka jak
sruby chol yka (mniej niz
1/4 zwoju).

)
ir

Rabingowanie polega na tworzeniu

na powierzchni szkla subtelnych defektow
zorientowanych w tym samym kierunku
(mikrorowki), na przyklad przez pocieranie
tkaning.

00F——--—-
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Zaleznosdc transmisji |T] komorki twistowej
od igcia. O jakosci | orki decyduje

kontrast |K|, tj. stosunek transmisji ponizej
progu do transmisji przy danym napigciu.

Efekty elektrooptyczne 1 zastosowania
cieklych krysztatow

Prof. dr Roman DABROWSKI

Efekty elektrooptyczne w ciekiych krysztalach sa zwiazane ze zmiang ich whasnosci optycznych
pod wplywem pola elektrycznego. Do najwazniejszych tego typu efektow zaliczamy: efekt
skreconego nematyka — ,,twist effect”; efekt dynamicznego rozpraszania, efekt przejicia fazowego
cholesteryk-nematyk i efekty ,,goscia — gospodarza”™ z barwnikami pleochroicznymi.

plytka szklana

p——

ciekty krysztat

Komérka cieklokrystaliczna

Efekty elektrooptyczne bada sig w cienkich warstwach cieklych krysztatow (530 um). W tym
celu buduje si¢ komorke skladajaca sie z dwoch réwnoleglych plytek szklanych z naniesionymi
po stronie wewngtrznej przezroczystymi elektrodami z tlenku.indowo-cynowego. Odleglosé
migdzy ptytkami utrzymywana jest za pomocg paskow folii, umieszczonych wzdhuz krawedzi.
Przestrzen migdzy plytkami wypelnia si¢ cieklym krysztalem.

Efekt skrgconego nematyka

wymaga stosowania cieklego krysztalu z wigksza od zera anizotropia dielektryczna. Przez
odpowiednia obrobk¢ powierzchni elektrod, np. rabingowanie, wywoluje si¢ ustawienie czasteczek
dhlgjmi osiami rownolegle do powierzchni plytek. Jednoczesnie plytki sa tak zlozone, zeby
czasteczki skrecaly sig¢ o kat 90° przy przejéciu od plytki dolnej do goérne;j.

—— —— polaryzatory

jasny ciemny

Komoérka twistowa i zasada jej dzialania

Taka orientacja czasteczek jest aktywna optycznie — zdolna do skrecenia plaszczyzny polaryzacji.
Jezeli swiatlo spolaryzowane przechodzi przez warstwe cieklego krysztalu o strukturze skrgconego
nematyka, to jego plaszczyzna polaryzacji ulega skreceniu o kat skrecenia molekut. Po przylozeniu
pola elektrycznego zmienia si¢ orientacja molekul, a warstwa cieklego krysztalu nie skreca
plaszczyzny polaryzacji. Jezeli taka warstwe cieklego krysztalu umiesci¢ migdzy dwoma
polaryzatorami, ktorych kierunki polaryzacji sa ustawione prostopadle, to bez pola elektrycznego
przepuszcza ona $wiatlo (jest jasna), natomiast po przylozeniu pola elektrycznego, swiatlo nie
przechodzi przez warstwe (staje sie ciemna). Istotnym z punktu widzenia zastosowan parametrem
opisujacym komorke cieklokrystaliczna jest transmisja, czyli stosunek natgzenia Swiatla
wychodzacego z komérki do natezenia $wiatla padajacego. Zaleznos¢ transmisji od przylozonego
napiecia pokazuje rysunek. Jezeli napiecie progowe mieszaniny kilku zwigzkow cieklokrystalicznych
wynosi 1—2 V, to zwykle juz dia 3 V transmisja wynosi najwyzej 10%; wartosci ponizej progu.
Czas potrzebny do przeorientowania warstwy oraz czas powrotu do stanu wyjsciowego

po wylaczeniu pola zaleza od temperatury. Przy 20°C wynosza przecigtnie 0,1 i 0,2 s. Efekt
skreconego nematyka jest efektem bezpradowym. Zuzywana moc jest minimalna, pobor pradu
wynosi 0,1—0,5 uA na 1 cm? powierzchni i zalezy od czystoéci cieklego krysztalu.
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Zasada dzialania komérki z dynamiczaym
rozpraszaniem.

Fala elektromagnetyczna ma polaryzacje
liniowa, gdy wektor natgzenia pola
elektr ycznego (zawsze pr

do kierunku rozchodzenia si¢ fali) nie
zmienia kierunku w czasie. Jesli fala jest
zlozeniem dwdch fal o tych samych
czgstodciach i amplitudach, ktére poruszajg
sig w tym samym kierunku i ktérych fazy
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rdinig si¢ 0 — , to méwimy, ze ma polaryzac,

2
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Zasada dzialania komorki z efektem
przejicia fazowego cholesteryk-nematyk.

‘Wartoéé anizotropii dielektrycznej okreslona
jest wzorem

de = z” - 1

¢ ie sH'e‘L]———pmnikalnoéé dielektryczna
cklego krysztatu zorientowanego diugimi
lami rownolegle (pr padlz) do kierunku
elektrycznego.

ergia zmagazynowana w jed
etodci kondensatora jest réwna

W= %e}.“.

dzie & to przenikalnosé dielektryczna

¢ kierunku pola elektrycznego E. Dlatego

2 dla de > 0 czasteczki daza do

stawienia prostopadiego do powierzchni

ytek (minimum energii), a gdy de < 0—
tawienia rownoleglego. i

Efekt dynamicznego rozpraszania

jest obserwowany w nematykach o ujemnej anizotropii, 4¢ < 0. Nematyk powinien
charakteryzowac¢ si¢ ponadto przewodnictwem wiasciwym okoto 108-=10° Q~! em™".
Przewodnictwo reguluje si¢ przez wprowadzenie odpowiednich domieszek jonotworczych. Poza
tym dla tego efektu jest wymagane, aby w stanie bez pola elektrycznego czasteczki samorzutnie
ustawialy sie dlugimi osiami prostopadle do powierzchni elektrod.

Po przylozeniu stalego lub wolnozmiennego pola elektrycznego czasteczki starajg sig utozyc
dlugimi osiami réwnolegle do powierzchni elektrod (wynika to z warunku de < 0).
Jednoczesnie to rownolegle ulozenie jest zaburzone ruchem przeplywajacych jonow. Jony te sa
zwykle luZzno zwiazane z kilkoma sasiednimi czasteczkami cieklego krysztatu i przemieszczaja
sie wraz z nimi. Dzieki temu w warstwie cieklego krysztalu powstaje ruch turbulentny. Pod
wplywem tego ruchu tworza si¢ obszary o roznej orientacji czasteczek. Ze wzgledu na duza
anizotropie wspolczynnikOw zalamania nematykow (dn =~ 0,2) migdzy roznie zorientowanymi
obszarami istnieje wiele granic dziatajacych jak osrodki rozpraszajace. Praktycznie efekt
dynamicznego rozpraszania obserwuje si¢ jako przejscie klarownej warstwy cieklego krysztalu
do warstwy mlecznobialej. Jest to historycznie pierwszy efekt wykorzystywany w praktyce.
Jednak znaczny przeplyw pradu wywoluje elektrolize i reakcje na elektrodach, zwigksza pobor
mocy i wplywa na skrocenie czasu pracy komoérki. Czerpany prad wynosi 2--20 pA na 1 cm?
powierzchni dla napigcia 20 V. Napigcie progowe U, = 1015 V.

Efekt przejscia fazowege cholesteryk-nematyk

obserwuje si¢ w aktywnych optycznie cieklych krysztatach o dodatniej anizotropii

dielektrycznej. Realizowany jest praktycznie w mieszaninach ztozonych z nematykéw o duzej

Ae i cholesterykéw majacych krétki skok sruby. Dla obserwowania efektu nie jest wymagana
obrobka powierzchni elekirod nadajaca jej zdolnos$¢ orientowania warstwy cieklego krysztatu ani
stosowanie polaryzatorow. W stanie wyjéciowym (bez pola) mieszanina cieklokrystaliczna

w cienkiej warstwie ma strukture odpowiadajaca przypadkowej orientacji spirali, ktorych osie sg
czgsto rownolegle do powierzchni plytek szkla. W tym stanie warstwa silnie rozprasza $wiatlo

i jest mlecznobiata. Po wlaczeniu napiecia wyzszego niz napiecie progowe, czasteczki cieklego
krysztalu zmieniaja orientacj¢ na prostopadla do powierzchni plytek szklanych (spirala rozkreca
sig) i komorka staje si¢ przezroczysta. Po usunigeciu napigeia warstwa powraca do rozpraszajacego
stanu wyjsciowego pod dzialaniem molekularnych sit elastycznych, w tym przypadku, gtownie sit
skrecajacych wywolanych asymetria czasteczki cholesteryka. Napigcie progowe dla indukowanej
polem elektrycznym przemiany fazowej cholesteryk-nematyk jest wyzsze niz dla dwoch wyzej
wymienionych efektow i wynosi od 10 do 40 V.

Efekt ,,goscia-gospodarza™

Opisane wyzej efekty elektrooptyczne pozwalaja na uzyskanie obrazéw czarnobialych. Jezeli
jednak do mieszaniny cieklokrystalicznej wprowadzi¢ barwnik pleochroiczny, mozna uzyskac
obrazy barwne.

Barwnik pleochroiczny charakteryzuje si¢ tym, ze ma rozne wspolczynniki absorpcji $wiatla

w kierunku réwnoleglym i prostopadtym do dlugiej osi czasteczki. W zwiagzku z tym

w zaleznos$ci od ulozenia czasteczki barwnika w stosunku do kierunku rozchodzenia si¢ Swiatla
liniowo spolaryzowanego, bedzie ono albo absorbowane albo przepuszczane. Przykladem
barwnika pleochroicznego majacego oscylator absorpcji o kierunku réownoleglym do dlugiej osi

jest zwiazek NO,
Ba®eay
i |
H

—_—

a barwnika majacego oscylator absorpcji polozony prostopadle do diugiej osi barwnika zwigzek




Zasada dziatania komdrki wykorzystujacej
barwnik pleochroiczny.

1 — polaryzator

2 — czysteczka cieklego krysztalu

3 — czasteczka barwnika pleochroicznego

Wzory elektrod wskainikow
cyfrowo-literowych

Cickly krysztal miedzy dwiema rownoleglymi
plvtkami szklanymi porzadkuje si¢

homc . tj. diugi zek

réwnolegle do plytek, badz homeotropowo
ti. prostopadle do powierzchni plytek.

] I -V/2

Zasada dziatania matrycy

Oba barwniki sa niebieskie. Pierwszy absorbuje swiatlo spolaryzowane, gdy swoja dluga osia jest
skierowany prostopadle do kierunku rozchodzenia si¢ swiatla tj. rownolegle do wektora natezenia
pola elektrycznego $wiatla spolaryzowanego liniowo. Natomiast drugi barwnik absc;rbuje swntlo,
gdy swoja diuga osig jest ulozony w kierunku rozchodzenia sig swiatla. Jezeli pierwszy z barwnikow
umiesci¢ w ciektym krysztale z Ae > 0 i uporzadkowaé warstwe cieklego krysztalu homogennie,
to w tym stanie bedzie on absorbowal $wiatlo w zakresie widzialnym. Po przylozeniu 8
pola elektrycznego warstwa cieklego krysztalu przeorientowuje czasteczkg barwnika do polozenia
homeotropowego i barwa warstwy zanika. Pierwszy barwnik w cieklym krysztale o 4e > 0 3
umozliwia zatem realizacje bezbarwnego obrazu na barwnym tle. W cieklym krysztaleo de <0
powstaje natomiast barwny obraz na bezbarwnym tle. W tym przypadku stan wyjéciowy wymaga '
porzadkowania homeotropowego. Z drugim barwnikiem przejscie z ukladu zabarwionego :
do bezbarwnego jest realizowane w odwrotnej kolejnosci.

Ciekle krysztaly znajduja gléwnie zastosowanie do budowy wskaznikéw i do pomiaru
temperatury. Wskazniki cieklokrystaliczne s3 masowo stosowane w zegarkach elektronicznych
i kalkulatorach. ROwnie powszechne sg termometry pokojowe i lekarskie. Umozliwiajg one
pomiar temperatury oraz obserwowanie rozkladu temperatur na duzych powierzchniach.
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Wskaznik jest zbudowany podobnie do komorki pokazanej na pierwszym rysunku, rozni sie
od niej tylko tym, ze na jednej z elektrod przedniej Sciany jest wytrawiony wzor. W przypadku
wskaznikow cyfrowych lub cyfrowo-literowych stosuje si¢-wzory elektrod pokazane obok. 1
Przylozenie napiecia pomiedzy wybrane segmenty przedniej plytki, np. BCFJ, i wspolng elektrode
plytki tylnej powoduje zmiane orientacji warstw cieklego krysztalu i pozwala obserwowac cyfre 7.
Wybierajac inne elementy mozna przedstawi¢ dowolna cyfrg od 0 do 9, a takze wszystkie litery
alfabetu. Celem przeorientowania warstwy mozna wykorzysta¢ uklad realizujacy dowolny

z omdwionych czterech efektow elektrooptycznych. Obecnie wykorzystuje si¢ jednak gléownie
efekt skreconego nematyka.

Bardziej uniwersalne, ale takze bardziej skomplikowane sa wskazniki nutrycmn:e.' Na plytkach
szklanych wytrawia si¢ paskowe elektrody. Po zlozeniu plytek tworza one wiersze i kolumny.
Punkt na przecieciu dwoch paskow jest wyswietlany przez jednoczesne podanie napigcia

na kolumng i wiersz, odpowiadajace wspotrzednym tego punktu. Réznica napieé na wierszu

i kolumnie jest tak dobrana, by pozwalala przeorientowac czasteczki cieklego krysztalu tylko

w miejscu krzyzowania sie wiersza z kolumng. Wska#niki matryeowe pozwalaja wyswietlic obraz
o dowolnym ksztaicie. 5

Termometr cieklokrystaliczny jest to nalezona na pasek czarnej folii warstwa cieklego krysztalu
(cholesteryka) przykryta drugim podobnym paskiem. Jezeli w zewnetrznym pasku wycigte sa
obszary o ksztalcie cyfr, to uzyskamy barwny obraz o tym ksztalcie. Do pomiaru temperatury
stosuje sie cholesteryki, ktore maja skok $ruby lezacy w zakresie dlugosci $wiatla widzialnego.
Wykorzystuje si¢ tu zjawisko dichroizmu kolowego i zjawisko selektywnego odbicia. Dichroizm
kolowy polega na tym, ze §wiatlo biale przechodzace przez warstwg cholesteryka zostaje
spolaryzowane kolowo. Dzieje sig tak dlatego, ze warstwy, na przyklad prawoskretnego
cholesteryka odbijaja calkowicie $wiatlo spolaryzowane kolowo prawoskretnie, a przepuszczaja
$wiatlo spolaryzowane lewoskretnie. Lewoskretny ciekly krysztal bedzie przepuszczat tylko
$wiatlo spolaryzowane prawoskretnie. Odbite od kolejnych, tak samo ulozonych, warstw
cholesteryka fale elektromagnetyczne interferuja. Wzmocnienie nast¢puje dla dlugosci fali
(warunek Bragga):

A = P:-cosf;

gdzie P jest katem padania $wiatla na warstwe cieklego krysztalu a P skokiem Sruby. Fale

o innych dlugosciach sa wygaszane. Jezeli P jest dobrane tak, ze dugos¢ fali Swiatla odbitego
jest w zakresie widzialnym, to efekt selektywnego odbicia obserwowany jest jako zabarwienie
cieklego krysztatu.

Skok sruby nie jest staly, ale zmienia si¢ z temperaturg. Zwykle zmniejsza si¢ ze wzrostem
temperatury. Dlatego, gdy temperatura ro$nie, obserwuje si¢ zmiang barwy, od czerwonej
do fioletowej.
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ki o ot ibin

zanic zadania F 116. Przc

polaczeniowe, jeslt uznac

opornosci, moga stuzyc «

: dostgpnych punkiow u

k Proyimijmy, 2 decydujemy—sie Zmierzyy

B opornosé rs. Po zwarciu punktu 4 z D
schemat zastepczy ukiadu przedstawia
rysunek:

E

e — jest opornoscia medostgpnej czesct
Bikladu ze zwartymi punktami 4 i D

. Do wykonania termometru pokojowego konieczne jest sporzadzenie szeregu mieszanin cieklych
krysztalow (kompozycji), w ktorych okreslona barwa pojawia si¢ w okreslonym, zadanym
zakresie temperatur. Wytwarza si¢ na przyklad szereg kompozycji, dla ktorych dominujaca barwa
zielona pojawia si¢ co 1°C,

Kompozycje cieklokrystaliczne przeznaczone do rejestracji rozkladu temperatur

na powierzchniach wybiera sig tak, aby charakteryzowaly si¢ szeroka gama wyraznych barw,
poniewaz ulatwia to obserwowanie roznic temperatur poszczegolnych obszarow. Warunkiem
wizualizacji rozkladu temperatury na powierzchniach jest zaabsorbowanie $wiatla przechodzacego
przez warstwg cieklego krysztalu. Nie moze si¢ ono odbijac od podloza, poniewaz wtedy bedzie
si¢ miesza¢ ze $wiatlem odbitym selektywnie od warstw cholesteryka i obserwator nie zaobserwuje
efektu powstania barwy. W tym wlasnie celu podloze pod ciekly krysztal pokrywa sie warsiwa
czerni.

Skok spirali cholesteryka zmienia si¢ rowniez pod wplywem pochlaniania par zwigzkow
organicznych i dlatego zjawisko selektywnego odbicia jest takze wykorzystywane do wykrywania
zanieczyszczen w powietrzu.

IR, R R,
R R;+R;R:— R, Ry’

Proponujemy zastanowienie sic nad

mi

i procedura daje sig

kiywnie stosowac w przypadku, gdy

wezel B zawie

wiece] niz trzy elemanty?

erza dysponuj:my zrodlem

eatnymi miernikami: napiecia
nosciami zaleznosé
ak zestawic¢ uklad pomiarowy, aby

dnej pary

odczytow wskazan
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Rozwigzanic zadania M 298. Niech p < 15

bedzie liczbg picrwsza. Gdyby a, = p,

0 ap,y = a,+pr = pir+ 1) bytoby zlozone
whbrew zalozeniu. Oznaczmy teraz przez ry
reszte z dzielenia k- r przez p. Jezeli

ptr, o ry,...,rp_ wyczerpujg wszystkie
liczby 1,2, ...,p—1 i wobec tego znajdzie

si¢ takie k, ze rg = p—s, gdzie 5 jest
reszta z dzielenia a, przez p

Ale wtedy plax,, = a, +k ' r whrew
zaloZzeniu | wobec tego p musi dzielié¢ r.
Wynika stad, ze 30030
wigc a;s > 14r > 400000.
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Twierdzenie o dyktatorze

Nietrudno stworzy¢ teoretyczny model wyborow np. prezydenckich, w ktorych zwycieza kandydat
uzyskujacy mniej glosow — czesto dzieje sig tak i naprawde przy wyborach posrednich.

Do roznych paradoksow moze tez dojsc, gdy liczba mozliwosci do wyboru przekracza 2 (jeden

z nich widzimy w artykule B. Kopocinskiego w tym numerze Delty). W 1950 r. Kenneth

Arrow (Nagroda Nobla w dziedzinie ekonomii, 1972) odkryl gi¢gbokie i zadziwiajace prawo:

gdy n = 2 o0sob wybiera sposrod m = 3 mozliwosci, to pewne naturalne i rozsadnie wygladajace
reguly tego wyboru moga by¢ spelnione tylko w warunkach dyktatury.

Bedziemy to ilustrowac¢ na prostym przykladzie n = 2, m = 3. Dwie osoby: 1 i Il rozpatruja
trzy mozliwosci A, B, C. Kazda osoba ustala .. oja list¢ preferencji, np. | uwaza,ze A < C < B
(A jest gorsze niz C, C jest gorsze niz B), zas dla 1l jest B < A < C. Ze wszystkich
indywidualnych list preferencji (u nas: dwu) ma powsta¢ ostateczna kolejnosé projektow
(kandydatow, druzyn pitkarskich itd.) A, B, C. Procedure ustalania tej ostatecznej listy oznaczmy
przez @ i nazwijmy procedura kompromisu lub krotko kompromisem. W naszym przykladzie

(n =2, m = 3) mozliwych uktadow list indywidualnych jest (3!)?, ogolny wzor ((m!)") jest
zrozumialy. Oznaczmy przez P ten (m!)"-elementowy zbior wszystkich zestawow list. Kompromis
@ przyporzadkowuje kazdemu elementowi p zbioru P pewng kolejnos¢ mozliwosci A, B, C, ...

Najprostszym przyktfadem @ jest dyktatura: @ (zespol list) = lista sporzadzona przez l.
Zrozumiale jest, ze procedura ,,kompromisu’’ nie moze by¢ dowolng funkcja i ze nastepujace
dwa warunki na @ sa najzupelniej rozsadne:

1) jednomyslnosc: jezeli wszystkie osoby uznaja A < B, to na lisScie kompromisowej bedzie
rowniez A < B;

2) niezaleznos¢: jesli dla dwoch zestawow list preferencji p, € P i p; € P zbior osob uznajacych
A < B jest w obu przypadkach ten sam, to porzadek A i B na kompromisowej liscie @(p,) jest
taki sam, jak na ®(p,).

W naszym dwuelementowym przykladzie: kompromis kazdych list, w ktorych I stawia B < A,
a Il stawia A < B, musi ustawiac A i B w jednakowym porzadku. Jezeli tym porzadkiem jest
B < A, to powiemy, ze | dyktuje I w sprawie (A, B).

Podstawowy lemat o wymianie glosi, ze jezeli | dyktuje w sprawie (A, B), to rowniez dyktuje

w (A, C)i (B, C), a wiec dyktuje w kazdej sprawie, tj. jest dyktatorem. Ale (gdy n = 2, dwie
osoby) jedna z 0sob na pewno dyktuje np. w (A, B); dyktuje zatem w ogole! W malzenstwie

jedna ze stron jest dyktatorem, chyba, ze nie przestrzegajq regal 1) i 2).

Gdy n > 2, twierdzenie o istnieniu dyktatora jest pewnym twierdzeniem algebry. Oznaczmy przez
& zbidr wszystkich ,,grup dyktujacych™, tzn. D € &, gdy funkcja ,.kompromisu™ @ jest
wyznaczona przez swoje wartosci dla list ulozonych przez czlonkow grupy D. Jest dosé
oczywiste, ze

a) wszystkie osoby tworzg ,,grupe dyktujaca”,

b) D,,D;e@2=D,nD;,eD,

c) E>YD,De92=Ec2,

tj. Z jest filtrem w rodzinie podzbiorow zbioru wszystkich ,,decydentow™. Gloéwny wynik
Kennetha Arrowa mozna sformulowa¢ tak: przy zalozeniach 1) i 2) ten filtr jest ultrafiltrem

a odpowiednie twierdzenie algebraiczne mowi, ze istnieje wtedy jednoosobowa ,,grupa dyktujgca”,
czyli dyktator.

Zwolennicy pluralizmu zadowoli¢ sie moga rezultatem (B. Peleg, 1978) podajacym inne, rowniez
naturalne i rozsadne warunki na funkcje @, ktore juz dopuszczajg istnienie niedyktatorskich
.,kompromisow™. Szczegoly znalezé mozna w pracy tegoz autora w czasopismie Econometrica, 46,
str. 153—161, 1978 r.

{opr. red. na podstawie Mathematics Calendar 1981)
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P ara d OkS Mowimy, ze gracz B bije gracza A, jezeli czesciej z nim wygrywa niz przegrywa. Wsrod graczy,
¥ np. szachistow znane jest nastgpujace zjawisko: gracz B bije gracza A, gracz C bije gracza B
. i gracz A bije gracza C.
trzech zmiennych
1 h Zjawisko to mozna sformalizowa¢ nastgpujaco: forma kazdego gracza jest zmienna losowa,
OSO Wyc ; a wygrywa gracz, ktory w danej probie ma wyzsza forme. Oznaczmy przez X, Y, Z odpowiednio
formy graczy A, B, C. Z opisu zjawiska wynika, ze moze by¢ BY=X)> 12, P(Z > ¥) > 12
BY>2)> 1/2.

*

Prof. dr Bolestaw : ~
- Rozgrywki szachowe majg na celu liniowe uporzadkowanie graczy. Ich formy, a wiec
KOP OCI N SKI odpowiednie zmienne losowe mozemy uporzadkowa¢ mowiac, ze zmienna losowa Y,,jest
wigksza” od zmiennej losowej X, jezeli P(Y > X) > 1/2. Niestety okazuje sie, ze ta relacja nie
 jest przechodnia. Fakt ten nosi nazwe paradoksu trzech zmiennych losowych Steinhausa
i Trybuly (zob. S. Trybula, On the Paradox of Three Random Variables, Zastosowania
Matematyki, V (1961), str. 321—332). =

Istnienie paradoksu wyjasnia nastepujacy przyklad. Niech zmienna losowa X przyjmuje wartos¢
1 albo 4 z'rozkladem prawdopodobiefistwa P(X = 1) = p, P(X = 4) = 1—p, niech zmienna
losowa Y przyjmuje warto$¢ 2 czyli P(Y = 2) = 1, za$ zmienna losowa Z — wartoéé 0 albo 3

z rozkladem prawdopodobiefistwa P(Z = 0) = 1—p, P(Z = 3) = p. Przy zalozeniu, Ze zmienne
losowe X, Y, Z sa niezalezne, 0 < p < 1, obliczamy

PY>X)=P¥=2,X=1)=P(Y=2PX=1) =p,
PZ>Y)=PZ=3,Y=2=PZ=3NPY=2)=p,
PX>Z)=PX=1,Z=0+P(X=4,Z=0+P(X=4,Z =3) =
PX=1)P(Z =0)+P(X =4)P(Z=0)+P(X = HP(Z = 3) = 1—p=.

1 s .
Jezeli teraz przyjmiemy, ze p = = (]/5— 1) = 0,618 ..., to po prawej stronie mamy zawsze te

sama wartos¢ 0,618 ..., a wigc rﬁamy paradoks.

Traktujac zadanie bardziej ogélnie mozemy zapytaé, dla jakich trojek liczb rzeczywistych a, b, ¢
istnieja takie niezalezne zmienne losowe X, Y, Z, ze P(Y > X) = a, P(Z > Y) = b,
P(X > Z) = c. Odpowiedz jest nastgpujaca: Oznaczmy

l—a 1-b
y,—— | gdya+b > 1,
b a [

max (1 —ab,
ala, b) =

i1 gdya+b< 1,

przyczym0< a< 1,0< b < 1. Tréjka X, Y, Z niezaleznych zmiennych losowych spetnia
warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy '
1—a(l—a,l—-b) < ¢ < a(a, b).

W szczegblnose, jezelia = b = ¢, to

3— /5 5-1
v <ecs< V2

= 0,618 ...
2

: Fakt ten wzmacnia poprzednio rozwazany przykiad. Okazuje si¢ bowiem, ze dopuszczajac

A ﬂg zmienne losowe o dowolnym zbiorze wartosci nie mozna paradoksu uczyni¢ bardziej

f - wyrazistym.

f_ Rozwiazani¢ zadanizx M 299. Jezeli ABC jest

szukanym trojkatem, to obracajac B wokol Zalozenie niezaleznosci formy poszczegélnych szachistow we wzajemnych probach jest pewna
i x BAC = x Bod.Co idealizacja rzeczywistoéci, mozliwa do przyjecia. Istnieja jednak sytuacje, w ktorych niezaleznosci
-'_lfﬂ'pnlcicma B® zauwaiymy, ze C jest 3 G dok i & e s T P ey, 3 b Y
Biem 2 przy jcdnokladnosci o érodku A nie ma i wowczas parado s?ln(?sc sytuacji moze ¢ wyrazniejsza. fzypu' y, Ze zebranie ma

i stosunku y podjac pewna uchwale wybierajac sposréd trzech jej projektow A, B, C, biorac pod rozwage

B ac A pary projektow i wybierajac wigkszoscia glosdw ,,lepszy” z kazdej pary. Kazdy projekt ma pewna

i = 4B T 4B warto$C preferencyjna okreslona na zbiorze zebranych. Oznaczmy przez A < B to, ze wyborca

BRES st4d. i C jest punktem wspélnym przedkiada projekt B nad A. Przy trzech projektach mozliwy jest podziat zgromadzenia na szes¢
stej g i prostej p* powstalej z p przez frakcji; przypusémy, ze ujawnia sie jedynie trzy frakcje
IWykonanie opisanego wyiej obrotu
i jednokladnosci. Znalezienie B nie i 1/3 zgromadzenia uznaje A < B < C,
irzedstawia juz trudnosci. Widaé ponadto, 1/3 zgromadzenia “mje B=C=A

t jezeli katy migdzy p i ¢ s rdzne od
By A4, Cy, to zadanie ma dwa rozwigzania
powiadajace dwu réinym kierunkom

1/3 zgromadzenia uznaje C < A < B.
B s in axie: mode istaicd Nic_trudno qust'rzac, ze .zebrz}ni wlqkszc:ﬁc)ia 2/3 glosow wybiora projekt B sposrod A, B,
B, 1 lub nieskoriczenic wiele rozwiqzar. projekt C sposrod B, C i projekt A sposréd C, A.

=9
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Rozwigzania zadan z numeru 2/1982

16. Gdyby ciag {x.} byl scisle rosnacy, mieliby$my x, = n—1 dia kazdego n. Wezmy n = 2*,
gdzie £k = max(5, x;). Otrzymujemy sprzeczno$¢, bo wowczas
25—1 < xak = kx, < k2 < 2F—1.

17. Udowodnimy twierdzenie dla dowolnego ograniczonego obszaru.wypuklego W, niekoniecznie
wielokata. (Jest ono prawdziwe i bez zalozenia wypuklosci, dla kazdego obszaru ograniczonego
krzywa zamknieta, ale dowdd jest znacznie trudniejszy).

Dla dowolnej prostej / przecinajacej obszar W zbudujmy kwadrat, ktérego przekatna jest odcinek
InW, i wezmy pod uwagg jego dwa wierzchotki P, Q nie lezace na /. Bedziemy mowili, ze

prosta / jest: typu (1), gdy punkty P i Q leza wewnatrz W; typu (2), gdy P i Q leza na zewnatrz
W; typu (3), gdy Pi Q leza na brzegu W. Korzystajac z wypuklo$ci W mozna niezbyt trudno
wykazaé¢ (pominiemy te cze$¢ dowodu), ze kazda prosta nie nalezgca do zadnego z tych trzech
typow mozna przez przesunig¢cie rownolegle sprowadzi¢ do jednego z tych typow oraz

ze przesunigcie roéwnolegle nie moze zmienié typu prostej. Wida¢, ze typy (1) i (2) sa stabilne,

tj. mala zmiana kierunku prostej typu (1) [lub (2)] nie zmienia jej typu. Natomiast zmiana
kierunku na prostopadly przeprowadzi prosta typu (1) na prostg typu (2) i odwrotnie.

Dowod twierdzenia sprowadza si¢ do pokazania, Ze istnieje co najmniej jedna prosta typu (3).
Zalézmy, ze tak nie jest, tzn. Ze kazda prosta jest z dokladnoscia do przesunigcia typu (1) lub (2).
Ustalmy pewien kierunek ze zwrotem jako zerowy i przyporzadkujmy kazdej wartosci kata

% € {0, ) liczbe f(«) réwng 1 lub 2 w zaleznosci od tego, czy proste nachylone do kierunku
zerowego pod katem « naleza do typu (1) czy (2). Z uwagi na stabilnos¢ tych typow funkcia f
jest ciagla, a zatem stala. Sprzecznosé, bo f(0) # f(n/2).

8 R e
18. Wsréd rozpatrywanych (3) = 56 trojkatow jest 8 trojkatéw o bokach (V2, 2, ¥2).

24 trojkaty o bokach (1, /2, /3) i24 tréjkaty o bokach (1, 1, ¥/2). Ich pola réwne sa
odpowiednio }/3/2, /2/2, 1/2. Zatem warto$¢ oczekiwana badanej zmiennej losowej (pola
trojkata) wynosi

|/ 3.8 V’ 224 1 24

1 = : g
—— S J+3y2+3)=0641...
3 56 2 56 T X6 14 (]/ V )

Zadania, ktérych nie umiemy rozwigzac

Nasz kolega PROOF, dostarczajacy zwykle materialu do tego kacika umie chwilowo rozwigzaé
wszystkie znane mu zadanid ze szkolnej geometrii elementarnej. Wobec tego zadanie, ktérego
nie umiemy rozwigza¢ nie tylko my, ale i czytelnicy Journal of Recreational Mathematics.

Latwo zlozy¢ wielokat (np. kwadrat) z czterech mniejszych kwadratow. Przeciwlegle plytki
stykaja si¢ naroznikami. Nie mozna oczywiscie ulozy¢ ich tak, by kaidy z kazdym graniczyt
wzdluz jakiej$ linii. Na uzytek zadania wymy$imy nastepujace okreslenie: Czworoblokiem
nazywamy figur¢ podzielona na cztery przystajace wielokaty w ten sposob, ze czgs¢ wspolna
kazdych dwoch zawiera odcinek.

Jeden z takich czworoblokow widzimy na rysunku. Jak widac, nie jest on wypukly. Czy s3
i wypukle czworobloki? Tego wlasnie nie wiemy.

(wg Journal of Recreational Mathematics, 11 (4), 1979)
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Obraz ukfadu Pluton-Charon uzyskany 2 lipca 1978

:
El’lulon-—-rzymskie imi¢ Hadesa — surowego boga swiata zmarlych. Jego
- panstwo oddzielone bylo od éwiata zywych rzeka Styks, Dusze zmarlych
przewozil (za jednego obola wloZonego zmartemu do ust) Plutonowi ta
“rzeka jego niewolnik — starzec Charon.

17

Patrz w niebo

Znowu przychodzi lato i krotkie noce nie pozwalaja na prowadzenie
obserwacji wymagajacych bardzo ciemnego nieba. Jednak oczywiscie
astronomowie nie przestaja prowadzi¢ badan — najlepiej o tym
Swiadczy odkrycie, znane kolekcjonerom ciekawostek, o ktorym
chcemy dzisiaj opowiedziec.

Caztery lata temu, 22 czerwca 1978 dwaj astronomowie James Christy
i Robert Harrington pracujacy w Obserwatorium Marynarki Wojennej
we Flagstaff w Arizonie (USA), gdzie letnie noce sg duzo czarniejsze
niz w Polsce (dlaczego?), wykonywali zdjecia najdalszej dotychczas
odkrytej planety Uktadu Stonecznego, Plutona, w celu
przeprowadzenia dokladnego pomiaru jej polozenia. W czasie
dokonywania tego pomiaru Christy stwierdzil, ze obraz Plutona jest
wyraznie wydluzony. Po dokladnej analizie wykluczono mozliwosé
drgnigcia teleskopu w czasie ekspozycji (obrazy okolicznych gwiazd
na tej samej kliszy byly okragle) i zasugerowano, ze wydluzony obraz
Plutona spowodowany jest istnieniem nieznanego przedtem bliskiego
towarzysza. Fotografie zrobione w nastepnych dniach potwierdzity

t¢ hipoteze (patrz zdjecie obok). Nowoodkrytego satelite nazwano
Charon. Odleglo$¢ obu cial na sferze niebieskiej nie przekracza nigdy
1", 6 lipca ogloszono o odkryciu, co spowodowalo poruszenie wérod
astronomow, spoérod ktorych wielu rozpoczeto badania uktadu.
Dzisiaj wiemy juz o nim dos¢ duzo, jak rowniez o samym Plutonie.
Odlegtosc srodkow obu ciat wynosi 19000+ 1000 km (20 razy mniej
niz odlegtos¢ Ziemia — Ksigzyc). Okres obiegu — 6,39 dnia. Jest to
uklad bardzo ciasny zwazywszy, ze érednica Plutona wynosi ok.
4000 km (3 razy mniej niz Ziemi), natomiast Charona ok.
1200—2000 km (wynik ten uzyskano w r. 1980 obserwujac czas
trwania zacmienia stabej gwiazdy przez Charona; wyobrazcie sobie
jak ogromny jest ten ksiezyc dla obserwatora ogladajacego go

z powierzchni planety). Stosunek mas obu obiektow wynosi ok. 10:1,
masa Plutona natomiast 1,37 x 102® g (40 razy mniej niz Ziemi),
gestos¢ ok. 0,5 g/em?. Sity przyplywowe w ukladzie powoduja,

ze rotacje Plutona i Charona sa zsynchronizowane, tzn. oba obiekty
zwrocone s3 do siébie zawsze tymi samymi stronami, a wiec
ewentualny leniwy, nie lubiacy podrozowac obserwator mialtby
zawsze drugie cialo nad glowa albo w ogole nie wiedzialby o jego
istnieniu.

Pluton, ktory zostat odkryty w 1930 roku ma réwniez dziwna orbite
wokotl Stonca. Niedlugo po jego odkryciu stwierdzono, Ze tor jego
biegu jest wyraznie wydtuzony, w perihelium Pluton zbliza sie do
Storica bardziej niz Neptun. Fakt ten pozwolit juz w 1936 roku

R. A. Lyttletonowi na wysunigcie hipotezy, ze moze kiedy$ Pluton
byt ksiezycem Neptuna, ktory urwat si¢ na skutek nieznanej
katastrofy. :

Odkrycie Charona komplikuje ten obraz, poniewaz trudno sobie
wyobrazi¢ stabilny uktad MNeptun-Pluton-Charon. Wydaje sie
prawdopodobne, jak pokazal okoto rok temu D.N.C. Lin

z Obserwatorium Licka (Kalifornia), ze uktad Pluton-Charon
powstat po oderwaniu si¢ od Neptuna, w wyniku rozpadu zbyt
szybko wirujacego pra-Plutona. Jest to wiec zupelnie nowe spojrzenie
na tworzenie si¢ ukladow planeta-satelita.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI



