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Soczewki
grawitacyjne

Einstein zakladajac, ze Slonce dziala jak
masa punktowa, wyprowadzil nastepujacy
wzor na kat ugiecia promieni Swiatfa:
oS o) 8

a=

1 -
ciR o) R
= I",'.'S{R(\FR).
gdzie
G =67x10"*cm3*g-'s5-2 —stala
grawitacji .

MO = 2x 10?3 g — masa Slorica
R~ = 7x10'"° ¢m — promien Slofica

s
¢ = 3x10""cms-! — predkosdé swiatla
R — parametr zderzenia promienia $wiatla —
minimalna odlegloi¢ pomigdzy prosty, wzdluz
ktorej poczatkowo biegnie z nieskoficzonosci
promien, a srodkiem Slonca.
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Rys. 1. Podwojny kwazar Q 0957 + 561 4,B.
Zdjecie lewe — podwdiny kwazar w pelnej
krasie; zdjecie prawe — po usunig¢ciu doinego
obrazu kwazara widaé galaktvke-soczewke.

Mgr Krzysztof GORSKI

I. SOCZEWKI GRAWITACYINE WE WSZECHSWIECIE.

W 1979 roku amerykansko-angielska grupa astronomow kierowana przez Raya Weymanna
poszukiwala na niebie, w dziedzinie $wiatla widzialnego, odpowiednikéw radiozrodel specjalnego
typu, tzw. kwazarow (z ang. Quasi Stellar Radio Source). W trakcie tych badan odkryli oni
intrygujacy obiekt, ktoremu dane bylo stac si¢ jedng z wigkszych sensacji astronomicznych
ostatnich lat — podwéjny kwazar Q 0957+ 561A,B. Sklada si¢ on z dwoch Zrédet o prawie
rownej jasnosci i jednakowym przesunieciu linii widmowych ku czerwieni, odlegtych od siebie
na niebie o okoto 6 sekund tuku. Okazalo sig, ze ich optyczne widma sa z bardzo duig
dokladnoscia identyczne (wedle stow odkrywcow widma te sa podobne do siebie bardziej, niz
widma jakichkolwiek dwoch sposrod okolo 1500 znanych astronomom kwazarow). Odkrywcey
zasugerowali, ze znalezli pierwszy obiekt, ktorego wyglad spowodowany zostal dzialaniem
soczewki grawitacyjnej! Coz to jednak oznacza?

Cofnijmy si¢ na chwile do roku 1916. Wiemy, ze wtedy wilasnie Albert Einstein sformutowat
ostatecznie swoja Ogolng Teorie Wzglednosci — zupelnie nowg, rewelacyjna metode opisu
zjawisk grawitacyjnych. Sam autor teorii zaproponowatl kilka testow obserwacyjnych
pozwalajacych ja skutecznie zweryfikowac. Jeden z nich to porownanie wartosc: wyliczonej na bazie
OTW ze zmierzona obserwacyjnie wartoscia kata ugigcia przechodzacych w poblizu Storica
promieni $wiatla obserwowanych przez nas gwiazd.

Jak wiadomo, wyniki licznych obserwacji przeprowadzonych podczas za¢mien Slonica bardzo
dobrze zgadzajg si¢ z przewidywaniami teorii. W latach trzydziestych Einstein zasugerowany
przez czeskiego inzyniera Mandla sprawdzil mozliwos¢ powstania podwdjnego obrazu gwiazdy,
gdy w poblizu linii laczacej ja z Ziemia znajduje si¢ druga gwiazda — dzialajaca jak ,,soczewka
grawitacyjna’’ (Czytelnik moze sprawdzi¢, ze odleglo$c od Stonca obserwatora, ktory moze
obserwowac dwa obrazy lezgcej daleko za Storficem punktowej gwiazdy, jest kilkanascie razy
wigksza od wielkiej polosi orbity Plutona!). Zwazywszy na male prawdopodobienstwo
wspotliniowego polozenia dwoch gwiazd i Ziemi Einstein pesymistycznie ocenit mozliwos¢
znalezienia tego typu ,,soczewek’ w Kosmosie. Niebawem astronom amerykanski Fritz Zwicky
zwrocit uwage na mozliwosc istnienia soczewek grawitacyjnych w znacznie wigkszych skalach
przestrzennych niz te, charakterystyczne dla gwiazd, i o rozciaglej strukturze rozkladu masy,
soczewek — galaktyk. : :

Do tej wlasnie koncepcji nawigzali odkrywcy podwdjnego kwazara. Sugerowali, Zze obiekt ten
jest w istocie podwojnym obrazem pojedynczego kwazara (stad taka identycznos¢ charakterystyk
obu obserwowanych zrédel), powstalych wskutek grawitacyjnego oddziatywania galaktyki
lezacej ,,gdzies”" na drodze $wiatlta w kierunku Ziemi. Intensywne poszukiwania domniemanej
galaktyki-soczewki zostaly uwieniczone powodzeniem na jesieni 1979 roku. Jako pierwsi
soczewke — gigantyczng galaktyke eliptyczna, tzw. typu cD — zaobserwowali astronomowie
amerykanscy z Kalifornii, pracujacy na pigciometrowym teleskopie Hale’a w obserwatorium
na Mt. Palomar. £

Ziemia

~1350 Mpc T ==~<x obraz B
~2500 Mpec

Rys. 2. Tak rozumiemy dzis konfiguracje, w kldrej powstal podwdjny obraz kwazara.

Juz wiosna 1980 roku odkryto (znowu przy wspotudziale R. Weymanna) drugi osobliwy obiekt,
ktorego morfologi¢ wytlumaczono przyjmujac hipoteze soczewki grawitacyjnej, potrojny kwazar
Q 1115+ 0804, B,C (znowu identyczne przesunig¢cia ku czerwieni i bardzo podobne widma;
odleglosci skladnikow ok. 2”,5). Jednak do dzisiaj, mimo usilnych prob, nie udalo si¢ znalezé
ewentualnej soczewki powodujacej taka konfiguracje obrazow pojedynczego zrodla (istniejace
modele teoretyczne sugeruja, iz moglaby to by¢ masywna galaktyka spiralna).

Miejmy nadzieje, Ze los bedzie taskawy i lista znanych astronomom soczewek grawitdcyjnych
nie skoriczy sie na tych dwoch (a wlasciwie 1+ 1/2) fascynujgcych obiektach!

II. SOCZEWKI ,,GRAWITACYJNE” NA ZIEMI

Sprébujmy teraz zbudowaé proste modele szklanych soczewek uginajacych promienie swiatla
podobnie do soczewek grawitacyjnych — punktowych i rozciagtych. Pamig¢tamy, ze masa
punktowa (np. Storica) ugina promienie zgodnie z formulg:
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Rys. 5.

Dla galaktyk z rozcigglymi otoczkami (tzw. halo), w ktorych gestosé¢ maleje proporcjonalnie do

1
= {r— odleglos¢ od srodka galaktyki), kat ugiecia promienia $wiatla w przyblizeniu nie zalezy
r

od parametru zderzenia. Przyjmujenq, ze dla duzej, masywnej galaktyki prawdziwa jest
zaleznosc:
(2) oG =~ const = 3”,

Spojrzmy teraz na rysunek obok. Przedstawia on przekrdj przez gorng cze$¢ naszej modelowej

_ soczewki wykonanej z materialu o wspolczynniku zalamania n,. Lewa jej sciana dla uproszczenia

rozwazan jest plaska, prawa opisywana jest poszukiwana funkcja r(x). Osrodek miedzy
obserwatorem i soczewka ma wspolczynnik zalamania n,. Z rysunku widaé, ze

dr : ef
-t gy = —cigp'.

3 Z L T, &y = i : e
Z prawa Snelliusa wiadomo, ze — sinf’ = sinfi” = sin(f’+«) = sinff’cosa+cosf’sina.
ny

Z poprzednich rozwazan wiemy, Ze kat o jest bardzo maly (rzedu sekund luku), wigc prawdziwe
jest przybliZzenie sine ~ o, cose = 1.

n
Otrzymujemy wigc z prawa Snelliusa rownosc . S actgf’.
n;

Ostatecznie rownanie rozniczkowe opisujace ksztalt soczewki ma nastepujaca postaé

ny
dar (n _l)
2
i P s

Aby to réwnanie rozwiazaé wykorzystamy nasze zalozenia o ksztalcie funkcji a(r).
1. Soczewka punktowa — Sloice.

-1
ao(r) = 17,75 (;—) - 17,75r%"".
Niech x* = x/R. .

K dr* { ny
Z réwnania (3) mamy — = —A-dx*, A =12x10° (-m-l).
r na

Rozwiazanie ma postaé r*(x*) = r*(0)e=*-*". ..

Soczewka ta forma przypomina podstawke kieliszka do win%

Poniewaz tarcza Slofica jest nieprzezroczysta, przyjmujemy taki model soczewki jak na rysunku
obok.

Poszukajmy teraz x* w naszym modelu z r*(0) = 10:

1,9x10-%

r*(x8) =1 = 10e-4-%5, stad x5 =

1

et

nz

Czytelnik z atwoscia sprawdzi, Ze jezeli krazek o $rednicy 1 cm umiescimy okolo 107 cm od oka,
to ma on taka sama $rednice katowa jak Slonce na niebie. Wybierzmy wigc w naszym modelu
Rp = 5 mm (i ogladajmy go z ok. 107 cm), co oznacza, Ze soczewka ma §rednice 10 cm i grubosé
(w $rodku): :

10=*

(C)] Xg = - mm.

ny

i

ny
2. Soczewki rozciagle — galaktyki
Podstawiajac (2) do réwnania (3) otrzymujemy

- n
L i
dr = — e — dx, czyli r = A x+C;
-3 o

Z rysunku obok widzimy, Ze soczewka ta ma prostg forme stozka. Poniewaz zakladamy, ze
galaktyka jest ,,przezroczysta’’, nie zastaniamy centralnej czesci soczewki. Poniewaz promienie
przechodzgce przez $rodek galaktyki sa uginane znacznie slabiej niz promienie przechodzace
przez jej otoczke (dlatego pisaliSmy o«; ~ const) — zeszlifowujemy $rodek soczewki tak jak na
rysunku. Niech ta soczewka, tak jak poprzednia, ma $rednice okoto 10 cm (tzn. C = 5 cm).
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Rys. 6.

Jesienia 1981 roku odkryto kolejna bliska
par¢ kwazaréw. Sa one odlegle od siebie

o 7,3, majg identyczne widma i przesunigcia
ku czerwieni. Podejrzewa sig, e jest to
trzecia soczewka grawitacyjna.

Latwo sprawdzi¢, ze obrazy odlegle na niebie o 6’ otrzymamy urnmzczajac ja, bagatela, ok,
3,5 km(!) od oka. Grubos¢ jej wyraza sig wzorem:
T.2%10-*
Xg = ———————mm.
©) A
ny
Formuly opisujace grubo$¢ naszych soczewek wskazuja na istotng techniczng trudno$¢ w realizacji
ewentualnej budowy takich ,,pogladowych’ modeli. Otoz, jesli osrodek o wspolczynniku
zalamania n, to powietrze, to mianowniki wyrazen (4,5) dla typowych szkiet (wspolczynnik
zalamania n,) sa rzedu kilku dziesiatych. Jest to nader przykra okolicznos¢, zwazywszy na
konieczno$¢ szlifowania soczewek o grubosci rzedu 10~* mm! Mozna czgéciowo zmniejszyé
trudno$¢ wypelniajac przestrzen miedzy obserwatorem a soczewka szklem o wspolczynniku
zalamania troszeczke mniejszym niz wspoélczynnik zalamania szkla z ktorego wykonano- soczewke,
tak by bardzo maly mianownik wyrazen (4) i (5) dawat grubosci soczewek np. >1 mm. Uwazny
Czytelnik zauwazyl juz zapewne, ze nie trzeba wypelnia¢ dodatkowo materialem o wspolczynniku
zalamania n, calej przestrzeni miedzy wlasciwa soczewka a obserwatorem. Trzeba tylko
odpowiednio zeszlifowa¢ powierzchnie dzielaca dodatkowa cze$¢ (n,) soczewki i powietrze.
Pytanie brzmi: jaki jest ksztalt tych powierzchni (patrz rysunek)? Wyzej nasze modele zostaly
okreslone jako pogladowe w cudzystowie. Dlaczego? Dlatego, ze katowa zdolnoé¢ rozdzielcza
oka ludzkiego jest rzedu 1 minuty tuku. Wynika z tego, ze zmiany polozenia na sferze
niebieskiej punktow znajdujacych si¢ za naszymi soczewkami ze szkla sa golym okiem
niezauwazalne. Oczywiscie rezultat naszych obliczen musial by¢ taki, poniewaz caly czas
wymagalismy od naszych modeli, by uginaly promienie §wiatla tak samo, jak prawdziwe Stofice
czy galaktyka, a przeciez ogniskujacego dzialania tych ostatnich nie mozna zauwazy¢ golym
okiem.
Jednak modele nasze sa pogladowe w tym sensie, ze pokazujg jak slabymi soczewkami,
w ,,ziemskim’’ rozumieniu tego stowa, sa soczewki grawitacyjne, oraz pozwalaja zrozumiec
roznice migdzy dzialaniem soczewki punktowej i soczewki rozciaglej.
Jezeli wykona¢ modele analogiczne do naszych w sposob najprostszy (tzn. n, — wspolczynnik
zalamania szkia lub pleksiglasu, n, — powietrza), to uzyska si¢ przyrzady umozliwiajace
demonstracj¢ jakosciowych aspektdéw ogniskowania grawitacyjnego. Nalezy pamigta¢ jednak,
ze uzyskane soczewki beda znacznie silniejszymi ukladami optycznymi, niz ich obserwowane
astrenomiczne odpowiedniki.

i Zadéni_a

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 295. Przez x,, x2, X3, X4 1 x5 0znaczmy odleglosci punktu P lezacego w danym pigciokacie
foremnym od prostych, na ktérych leza boki pieciokata. Uporzadkujmy te liczby tak, by

X, < X2 < X3 < X4 < Xxs. Znalez¢ najwigksza i najmniejsza mozliwa warto$¢ xs.

Rozwigzanie na str. 9

M 296. W rownaniu x*+ px+g = 0 wspolczynnik p jest dokladny, natomiast g znamy

-z dokladnoscia do 0,001. Z jaka dokladnoscia potrafimy okresli¢ pierwiastki tego roOwnania,
jezeli A = p?*—4q > 100?

Rozwiazanie na str. 10

M 297. Znalez¢ wszystkie takie trojki liczb naturalnych x, y, z, wigkszych od 1, ze

zlxy+1, ylxz+1, x|yz+1. (plg oznacza, Ze p jest dzielnikiem gq).

Rozwigzanie na str. 7

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 113. Miedziang rura przesylana jest para wodna. W celu zmniejszeﬁia strat cieplnych
polozono na rurze warstwe materiatu izolujacego (Zle przewodzacego cieplo) o stalej grubosci.
Okazalo si¢ jednak, ze straty cieplne zamiast zmale¢ — wzrosty. Wyjasni¢ popelniony blad.
Rozwigzanie na str. 6

F 114. Jezeli przez bryle lodu przerzuci sie cienki, obcigzony jak na rysunku drut metalowy, to
po stosunkowo krotkim czasie przenika on przez 16d, za$ bryla pozostaje nienaruszona.
Zastapienie drutu zytka nylonowa o tej samej $rednicy nie wywoluje opisanego efektu.
Dlaczego?

Rozwigzanie na str. 15

3
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Dr Tomasz KWAST

Rozwigzmy nastepujace zadanie (a po co — to si¢ na koricu okaze): znalez¢ kat, o jaki zmieni
si¢ kierunek predkosci malej masy m przelatujacej w poblizu innej masy M. Rysunek ilustruje
te sytuacje, a uzyte na nim symbole nie wymagaja chyba specjalnych objasnien. Interesuje nas
kat « pomigdzy kierunkiem wektora predkosci ciala m bardzo daleko przed spotkaniem,

a kierunkiem bardzo daleko po spotkaniu z masa M. Jest to kat migdzy asymptotami hiperboli,
po ktorej porusza si¢ masa m nadlatujac ,,z nieskoriczonosci'’, przy czym widac, ze « = n—2y.
Kogo rachunki zniechgcaja, moze teraz od razu przejs¢ do stowa OSTATECZNIE, za$ chetnym
przedstawiamy sposob rozwiazania naszego zadania.

> GM
W kazdej chwili x-owa skladowa przyspieszenia ciala m wynosi — —cos ¢ (G oznacza stala
r

grawitacji). Calkowita zmiana x-owej skladowej predkosci jest, jak wiadomo, catkg wzgledem
czasu tej skladowej przyspieszenia, a wigc

ol
GM
Av, = — S ———cos g dr.
r!

-
Czas jako zmienng calkowania mozna stad wyeliminowa¢ przy pomocy zasady zachowania
d
momentu pedu. Mianowicie ten moment pedu wynosi J = mr? e mRvy, gdzie ve oznacza

predkosé ciata w nieskoriczonosci. Zastgpujgc zatem dr przez dgp mamy

+ GMmZ"'“'cos 4o _ 20M
Uy = — ——— —;
7 S =B

Voo

siny.
¥
Ale pelna zmiana x-owej skladowej predkosci rowna jest podwojonej wartosci tej skladowej

w nieskonczonosci, gdyz skladowa ta w wyniku spotkania zmienia tylko znak. Skoro wiec
Av, = 2v, cosy, to OSTATECZNIE

. o GM
g i = RE'

Czy formulg t¢ mozna zastosowaé do obliczenia odchylenia promienia $wietlnego w polu
grawitacyjnym masy M? Moze wystarczy podstawi¢ v« = ¢ = predkosci $wiatla i sprawa
bedzie zalatwiona ? Otéz takich chwytow stosowac nie wolno — to mechanika klasyczna jest
szczegolnym przypadkiem relatywistycznej, a nie odwrotnie. Gdyby do tej formuly wstawic

3 : : &
jednak niefrasobliwie c, to dla malych katow (k‘ied)' to tg 5 ~ ?) byloby

2GM #
o R ——,

Rc?
podczas gdy w rzeczywistosci w liczniku zamiast dwojki powinno byc¢ 4. Istnienia tej czworki
w zaden sposob nie udowodni si¢ na gruncie mechaniki newtonowskiej, wynika ono dopiero
z rzetelnego rozwigzania rownan pola grawitacyjnego. Nalezy si¢ tu wrecz dziwic, ze poprzez
tak proste klasyczne rozwazania otrzymalismy wynik tak zbiezny z rzeczywistym, wynikajagcym
uczciwie z teorii wzglednosci i z obserwacji — w koncu chodzi raptem o czynnik 2!
W praktyce uginanie $wiatla przez realny obiekt (,,soczewke grawitacyjng’’) zachodzi w sposob
mocno skomplikowany. W zjawisku tym ma znaczenie zarowno rozklad masy w tym obiekcie,
jak i jego polozenie wzgledem kwazara, spelniajacego role punktowego*zrodla swiatta. O ile
obraz kwazara 0957+ 561 jest chyba dos¢ dobrze wytlumaczony i galaktyka-soczewka jest po
prostu zaobserwowana, to potrojny kwazar 1115+ 080 jest bardziej zagadkowy. Ot6z zaden
jako tako sensowny rozklad masy w galaktyce-soczewce nie jest w stanie wyjasnic trojkatnego
ustawienia skladnikow obrazu. Byloby w porzadku, gdyby skladniki te lezaly w przyblizeniu
na jednej prostej; w dodatku zreszta teoria wymaga, aby sktadnikow byla liczba w kazdym
razie nieparzysta. W tej sytuacji kwazar 0957+ 561 jest istotnie najprawdopodobniej potrojny,
tylko ze jeden ze skladnikow pokrywa sie z galaktyka-soczewka. Mozna by probowac sprawdzic,
czy obraz ,,trojkatny’’ nie moze by¢' wywolany przez kilka galaktyk-soczewek, ale taka sytuacja
od razu wyglada na bardzo malo prawdopodobna. W zwigzku z tym grupa amerykanskich
astronomoOw przeprowadziwszy stosowne obliczenia modelowe doszta do wniosku, ze
najprawdopodobniej obraz kwazara 1115+ 080 jest w rzeczywistosci pigeciokrotny, gdzie skiadnik
A jest podwdjny, a piatego nie wida¢ wskutek jego bardzo matej jasnosci. Obserwacje dowodza,
7e najjasniejszy skladnik A jest istotnie wydluzony w oczekiwanym kierunku tak, ze moze by¢
uwazany za nalozenie si¢ dwoch obrazow. Niestety, nadal nie zostala zaobserwowana
galaktyka-soczewka. By¢ moze jest ona niewidoczna po prostu z powodu wielkiej odlegtosci i dlatego
przedstawiona tu interpretacja osobliwego zjawiska bedzie z pewnoscia jeszcze wielokrotnie
sprawdzana.

a ;



Geometria
Wszechswiata

Aby zmierzyé krzywizne Gaussa powierzchni
dwuwymiarowej w punkcie X nalezy poréwnaé
promienie okregdw scisle stycznych (najlepiej
przylegaj h w ot iu punktu X) do
geodezyjnych przechodzacych przez ten punkt

i wybraé promiefi najmniejszy (r,) i najwickszy
(r3). Krzywizna w punkcie X wynosi K(X) =

= 1fryry, gdy érodki obu okregow leza po tej
samej stronie powierzchni,a — 1/r,r,, gdy leia
po przeciwnych stronach. Pojecie to mozna
uogdlnié na przestrzen trojwymiarows
wprowadzajac tak zwana krzywizne

w dwukierunku K(X,a, b). Przepis na
obliczenie tej wielkosci jest nastgpujacy: 1°.
Zadajemy w punkcie X dwa wektory a i b. 2°.
Spoéréd geodezyjnych przechodzacych przez X
wybieramy te, ktére w punkcie X majg styczne
lezgce w plaszczyinie rozpigtej na wektorach
aib. 3. Wyznaczamy krzywizne Gaussa
dwuwymiarowej powierzchni ulwclzonéi przez

te geodezyjne. Krzywizna ta jest rGwna
poszukiwanej wielkosci K(X, a, b).

W przestrzeni jednorodnej i izotropowej
krzywizna K(X,a, b) jest jednakowa we
wszystkich punktach X i nie zalezy od tego,
w jaki sposob wybralismy wektory a i b.

Rys. 2. Konstrukcja geometryczna sluzaca do
obliczenia krzywizny Gaussa w przestrzeni
tréjwymiarowej.

Twierdzenie Birkhoffa w przestrzeni
euklidesowej udowodnil juz Newton. Idea
dowodu przedstawiona jest na rysunku.
Natgzenie pola grawitacyjnego jest wprost
proporcjonalne do masy bedacej zrodlem tego
pola i odwrotnie proporcjonalne do kwadratu
odleglojci. Rozwazmy dwa fragmenty
wydrgzonej cienkosciennej kuli widziane

z punktu P pod malym katem «. Pola
powierzchni, a wigc i masy fragmentow, sa
proporcjonalne do kwadratu odleglosci od P.
Dlatego natezenia pola od fragmentdw nie
zaleza od odleglosci i znosza sig. Dalszy ciag
dowodu pozostawiamy Czytelnikowi.

Rys. 1. Tak wyobrazal sobie strukture
Wszechéwiata Dante Alighieri (rysunek
pochodzi z , ,Boskiej Komedii" wydanej przez
PIW w 1975 r.). Wszechéwiat Dantego ma
wyrdznione miejsca i kierunki, nie jest wiec
ani izotropowy, ani jednorodny.

Dr Roman JUSZKIEWICZ

Wedlug ogolnej teorii wzglednosci, wiasnosci geometryczne przestrzeni zaleza od rozkladu
gestoscei, ci$nienia i predkosci materii. Zastan6wmy si¢ nad tym, jakie wlasnosci geometryczne
mialby nasz Wszechswiat, gdyby materia byla w nim rozlozona jednorodnie i izotropowo.
Jednorodnos¢ oznacza brak wyréznionych punktow we Wszechswiecie, a izotropia — brak
wyroznionych kierunkow.

Dzigki jednorodnosci i izotropii czterowymiarowa czasoprzestrzen mieszczaca w sobie caly
obecny Wszechéwiat wraz z calg jego przeszloscia i przyszloscia mozna pokroi¢ na trojwymiarowe
plasterki, bedace powierzchniami stalego czasu. Kazdy taki plasterek zawiera w sobie caly
Wszechéwiat ,,uchwycony’” w pewnej chwili czasu. Krzywizna Gaussa takiego trojwymiarowego
plastra musi by¢ jednakowa we wszystkich miejscach i moze zaleze¢ jedynie od czasu. Mamy
wiec do czynienia z trojwymiarowa przestrzenia o stalej krzywiznie. Mozliwe sg trzy rodzaje
takich przestrzeni: plaska, dla ktorej krzywizna Gaussa znika (K = 0), eliptyczna (K > 0)

oraz hiperboliczna (K < 0).

Zostawmy jednak na razie geometri¢ i zastanOwmy si¢ nad dynamika. Rozwazany tutaj model
Wszechswiata zostal po raz pierwszy zbadany przez Aleksandra Friedmana, radzieckiego
matematyka, ktory w roku 1922 znalazt ogélne jednorodne i izotropowe roiwiazanie rownan
Einsteina. Powtorzenie rachunkow Friedmana w popularnym artykule jest oczywiscie niemozliwe.
Na szczescie istote sprawy mozna zrozumieé poprzestajgc na newtonowskiej teorii grawitacji,
przy czym, jezeli bedziemy dostatecznie ostrozni, otrzymamy taki sam wynik! Skorzystamy przy
tym z twierdzenia Birkhoffa.

Twierdzenie to (obowiazujace zaréwno w teorii Einsteina jak i Newtona) mowi, ze pole
grawitacyjne wytwarzane na powierzchni kuli przez sferycznie symetryczny rozklad materii
wypelniajacej calg przestrzen pochodzi jedynie od materii zawartej wewnatrz tej kuli. Zatem,
aby przesledzi¢ wzgledny ruch dowolnej pary czastek, wystarczy wokotl jednej z czastek narysowac
kulg o promieniu rownym dzielgcej je odleglosci i nastepnie bada¢ ruch takiego kulistego obtoku
materii, nie przejmujac sie reszta Wszech$wiata.

Teoria Newtona dostarcza poprawnego opisu ruchu materii wtedy, gdy pole grawitacyjne jest
.,stabe”, tj. gdy bezwymiarowy parametr ®@/c* (gdzie @ = potencjal grawitacyjny, ¢ = predkos¢
swiatla) jest maly w poréwaniu z jednoscig. Przy @/c? < 1 przewidywania teorii grawitacji
Einsteina pokrywaja si¢ z przewidywaniami teorii Newtona, a zakrzywienie przestrzeni zanika.
Gdy cala przestrzen jest wypelniona materia o stalej gestosci p, potencjal grawitacyjny na

4 . .y =
powierzchni kuli o promieniu r wynosi = ar*Go, gdzie G jest stalg grawitacyjna (oczywiscie

postuzyliSmy sie tu twierdzeniem Birkhoffa). Warunek @/c? < 1 jest wiec spelniony wtedy, gdy
1

) r<€c(Go) 2.

Zatem wybierajac oblok o dostatecznie malym promieniu bedziemy mogli przesledzi¢ jego
ewolucje postugujac si¢ mechanika newtonowska. Zastanowmy sig¢ najpierw nad tym problemem
z czysto kinematycznego punktu widzenia.

Wysoki stopien symetrii naszego modelu naklada silne ograniczenia na liczbe mozliwych ruchow
osrodka. Jedynym ruchem, ktory zachowuje izotropie i jednorodnos¢ jest taki ruch, w ktorym
odlegtosci rg i r miedzy dowolnymi dwoma punktami w chwilach 7, i ¢ speiniaja warunek

2 r = R(f)ro/Ro,
gdzie funkcja R(1), zwana czynnikiem ekspansji, jest taka sama dla wszystkich par punktow
(R, jest stalg, rowng wartosci R w chwili 7y). ‘

Pole predkosci materii » = dr/dr mozna wyznaczy¢ rozniczkujac rownanie (2) wzglgdem czasu.
Otrzymamy wowczas zwigzek

(3) v = Hr,
gdzie H(r) = R™'dR/dr jest tzw. stala Hubble’a (,,stala’’ ta jest stala jedynie w przestrzeni,
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Straty cieplne z powierzchni rury,

a nastgpnie z powierzchni izolacji odbywaja
si¢ na drodze przewodzenia, W takim przypa-
dku ilosé ciepla tracona w jednostce czasu jest
proporcjonalna do (T — T,)S, gdzie Ty —
temperatura powierzchni oddajacej cieplo,
To — temperatura otoczenia, § — pole
powierzchni, PoloZenie warstwy izolujacej
zmniejszy pierwszy z czynnikow, zwickszy
natomiast drugi. MoiZe si¢ wigc zdarzyé,

Ze wartos¢ iloczynu wzrodnie. Jeéli ponadto
wspolczynnik proporcjonalnodei nie zmaleje
zbyt drastycznie, mozemy mied do czynienia
z opisanym efektem. Wigkszg szanse
wystgpienia efektu daja kiepskie materialy
izolujace.

Rozwigzanie rownan rdzniczkowych
opisujacych transport ciepla w danym
przypadku podaje precyzyjny warunek, przy
ktérym wystapi wzrost strat cieplnych.
Wynika z niego dodatkowo, ze efektowi
sprzyjaja male érednice rurek. Opisany efekt,
negatywny w danym przypadku, znajduje
pozytywne wykorzystanie w elektrotechnice.
Nalozenie odpowiedniej izolacji na
przewodniki pradu ulatwia odprowadzenie
wydzielajacego sig ciepla.

Rys. 3. Ewolucja czynnika ekspansji
w modelach o trzech réznych wartosciach
parametru 2.

zalezy jednak od czasu). Mozliwa jest zatem jednorodna ekspansja (gdy H > 0) lub kurczenie

- (H < 0), przy czym w obu przypadkach punkty o$rodka oddalajg si¢ (przy H > 0) lub zblizaja

(przy H < 0) do siebie z predkoscia wprost proporcjonalng do dzielacej je odleglosci. Powroém:
jednak do naszego ,,obloku prébnego’. Energia kinetyczna czastki o masie m, znajdujacej sie

1 1
na powierzchni sfery o promieniu r, wynosi Y mv? = 5 mH?r?. Latwo jest rowniez obliczy¢

; ; e Ry : 4n . )
energi¢ potencjalng takiej czastki — jest ona réwna — T mr?pG. Calkowita energia wynosi

zatem
H? 4aG
4) E=mr?|—— i
2 3

Rownanie to mozna uzupelni¢ jeszcze zasada zachowania masy obloku

) = const.

4
(5) = ?nera = const.

Rozwiazujac rownania (4) i (5) mozna znalezé zalezno$é¢ gestosci materii g i czynnika ekspansji
R od czasu. Okazuje si¢ przy tym, ze istnieja trzy typy rozwigzan. Gdy E > 0, grawitacja nie
Jjest w stanie zahamowa¢ procesu ekspansji naszego ,,obloku prébnego’. Oblok, dla ktorego

E < 0, jest grawitacyjnie zwiazany i bedzie sie rozszerzal az do chwili, gdy wytraci calg energie
kinetyczng, po czym rozpocznie si¢ proces kurczenia. Réwnania (4) i (5) najlatwiej jest rozwigzac
w przypadku, gdy E = 0. Gestos¢ materii jest wowczas rowna tzw. ggstosci krytycznej

(6) o = IH?[87G,

a rozwigzania majg posta¢

2
) R(t) = Ro- (t/to)}
oraz
@® o(r) = 1/6aGr?,

Widac¢ stad, ze oblok, w ktorym p = gy, ewoluuje podobnie do rozpatrywanego wczesniej
obloku o dodatniej energii (E > 0, p < g«): W miare uplywu czasu promien obloku
nieograniczenie rosnie, a gestos¢ materii maleje.

Warto jest poréwnac to rozwiazanie z rozwiazaniem z wylaczona grawitacja. Kladac G = 0
w rownaniu (4) dostaniemy r*H? = const., skad dR/dt = const, lub

(TA) R = Ry (tto).

Otrzymali$my wynik zgodny z oczekiwaniami: wylaczajac ciazenie wylaczyliSmy jedyna sile
dzialajaca na czastki wypelniajace oblok i dlatego poruszaja si¢ one ruchem jednostajnym.
Poréwnujac zaleznos¢ (7A) z (7) widzimy jak obecnosé¢ pola grawitacyjnego wplywa na
zachowanie obloku — ekspansja odbywa si¢ wolnie;j.

Klasyfikujac modele Friedmana zamiast energii calkowitej E wygodniej jest postugiwaé sig
bezwymiarowym parametrem

()] 2 = p/ox:.

Na podstawie otrzymanych dotad wynikéw mozna powiedzie¢, ze jednorodne i izotropowe
wszech$wiaty, w ktorych gestos¢ materii jest mniejsza lub réwna krytycznej (£2 < 1), zawsze sig
rozszerzaja, natomiast wszechswiaty, w ktorych g > g, (2 > 1) najpierw si¢ rozszerzaja,

a nastgpnie kurcza.

Wszystkie modele Friedmana maja dwie wspolne cechy. Pierwsza z nich jest istnienie
osobliwoéci (stanu, w ktorym gestos¢ materii jest nieskonczona) przy r = 0. Druga jest
niestacjonarnos¢. O istnieniu osobliwosci mozna si¢ przekona¢ kladac r = 0 w rownaniu (8)
odpowiadajacym modelowi z 2 = 1. Zachowanie takie wystepuje rowniez w modelach
odpowiadajacych 2 # 1. Przez pewien czas sadzono, ze istnienie osobliwosci w modelach
Friedmana jest wynikiem symetrii i aby usuna¢ osobliwo$¢ wystarczy wprowadzi¢ anizotropie

i niejednorodnos¢. Okazalo si¢ jednak, Zze osobliwos¢ jest ,,nieusuwalna’. Udowodnili to dwaj
fizycy brytyjscy — S. Hawking i R. Penrose — opierajgc si¢ na ogolnej teorii wzglednosci

i pewnych (bardzo ,,rozsagdnych’”) dodatkowych zalozeniach o postaci zaleznosci migdzy ci$nieniem
a gestoscia materii.

Czy mozna zatem twierdzi¢, ze Wszechéwiat rozpoczal swoje istnienie od stanu, w ktorym ggstosc
materii byla nieskoriczona? Z calg pewnoscia byloby to przedwczesne. Do opisu bardzo
wczesnego Wszech$wiata niezbedna jest kwantowa teoria grawitacji, ktéra jeszcze nie zostala
stworzona i nie mozna wykluczy¢, ze osobliwosci pojawiaja si¢ w wyniku nieuzasadnionego
ekstrapolowania wstecz naszej nieckwantowej teorii grawitacji az do chwili r = 0 (teoria
niekwantowa powinna ,,pusci¢ w szwach’’ dla czasoOw mniejszych od tzw. czasu Plancka,
rownego 10~** sekundy). g
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Rozwigzanie zadania M 297, Liczby x, y, z
musza byé rézne i mozemy zatem przyjaé

X < y < z. Mnozac stronami rownosci
xy+1 = az,yz+1 = bx, xz+1 = cy mamy
(xyz)2+xyz(x+y+ )+ xy+yz+xz+1 =

= gbexyz, skad xy+yz+xz+1 = kxyz,

k = 1,a poniewaz x < y < z, wigc

3yz+1 > xyzix < 3. Jesliterazx = 3,

to I(y+2)+yz+1 2= 3pzibz+1= 2yz,c0
jest niemozliwe, bo 3 < y < z. Pozostaje wiec
przypadc!( x = 2, w ktorym z nieréwnosci
Ap+2)+yz+1 = 2yz, cayli 2(p+2)+1 = y:z
mamy 4z4+1 > yziy < 4. Gdyby y = 4,

to mieliby$my 2(4 + 2)+ 1 = 4z, czyli

9 = 2z, co jest niemozliwe, poniewaz

4 < y < z. Pozostaje wiec jedyna mozliwosc
y = 3, dajaca trojke {2,3,7}).

-

L= L=
K=0

GENE ¢

=a =
K=0

Nieskonczona plaszczyzna i powierzchnia
nieskoniczonego walca stanowig przyklady
dwuwymiarowych powierzchni o krzywiznie
zerowej. Geometria na takich powierzchniach
jest lokalnie geometrig euklidesowa (suma
katéw tréjkata = =, stosunek dlugosci okregu
do jego promienia = 2x).

§=q, L=0,

K=-1/ag,< 0

Przyklad dwuwymiarowej powierzchni

o ujemnej krzywiinie. Na takiej powierzchni
obowigzuje geometria Bolyai —
Lobaczewskiego (suma katéw tréjkata < =,
stosunek diugosci okregu do jego promienia
>2n).

Z kolei przyczyna niestacjonarnosci jest fakt, ze dynamika tych modeli jest okre$lona wylacznie
przez grawitacje. W ukladzie zlozonym z cial oddzialywajacych ze soba wylacznie za
posrednictwem grawitacji stan rownowagi jest niemozliwy. Réwnowage wprowadzi¢ moglyby
jedynie sily ,,pozagrawitacyjne’’ tak, jak dzieje si¢ to np. w Sloncu, gdzie sily ciezkosci
rOwnowazone s przez cisnienie gazu i promieniowania. Gdy typowe odleglosci miedzy
oddzialywajgcymi cialami sa tak wielkie jak odleglosci rozpatrywane w kosmologii, wszystkie
,»pozagrawitacyjne’’ rodzaje sil staja si¢ znikomo male w poréwnaniu z sitami cigzkosci, a stan
rownowagi staje si¢ niemozliwy do zrealizowania.
Analiza oparta na mechanice newtonowskiej, ktora okazata si¢ tak efektywna, gdy chodzilo
o zbadanie ewolucji lokalnych wlasnosci Wszech$wiata, niestety nie udzieli nam odpowiedzi na
pytanie globalne: jaka jest krzywizna Wszechswiata? Chcac odpowiedzie na to pytanie nie
mozna juz si¢ wymiga¢ od rachunkow opartych na ogodlnej teorii wzglednosci, totez przytocze
od razu gotowy wynik

- : & 82Ge H?
a9 e sl
Z zaleznosci tej wida¢ w jaki sposob rozkiad gestosci materii i jej ruch wplywa na zakrzywienie
przestrzeni.
W tym miejscu proponuj¢ Czytelnikowi chwile wytchnienia i zabawy w geometrie zasciankowa
(w odroznieniu od Globalnej Geometrii Wszech$wiata jako calosci). Sprobujemy mianowicie
odpowiedzie¢ na pytanie, jaki jest stosunek obwodu Storica do jego promienia? Skorzystamy
przy tym z zalozenia, Ze rozkiad materii na zewnatrz Slonca jest jednorodny i izotropowy. Przy
takim zalozeniu mozemy skorzysta¢ z-twierdzenia Birkhoffa i obliczajac krzywizne Gaussa
w otoczeniu Slofica mozemy je traktowac jak statyczny (H = 0), jednorodny i izotropowy
wszechswiat. Srednia gestosé materii Slofica wynosi oo = l,4gcm™3 i wobec tego
K = 81Gpp[3c? ~ 8- 10~28% cm~2. Promieri rownikowy Storica wynosi Ry = 7+ 10° km. Réwnik
Storica jest zatem krotszy od 22 Ry o

:zKRé}B ~ 3 km,

co odpowiada tukowi ok. 1”. Oczywiscie zmierzenie takiego ,,niedoboru’’ jest nierealne.

O slusznosci bardzo ogdlnego twierdzenia
moéwigcego o tym, ze kazda zakrzywiona
powierzchnia jest lokalnie prawie plaska
(co oznacza, ze badajac dostatecznie male
fragmenty powierzchni powinniémy otrzymaé
wyniki dowolnie bliskie tych, jakie
uzyskaliby$my w geometrii euklidesowej),
moina si¢ latwo przekonaé przechodzac do
granicy @ — 0. Rzeczywiscie, dla malych @
(tj. dla okregdw o dostatecznie malych
promieniach) de iemy

dlugoéé ok (=2
ugosé okregu ~2:|(l )=

promien okregu

|
= AR
2 {1 < Ki )
Skorzystalismy tuz faktu, ze dla malych katéw
3
sin@ ~ 8- % ,oraz z tego, 2¢ 8 = lfa =
= g i

L=g=a Widacé stad, ze odstepstwa od geometrii
K=1/d'> 0 Euklidesa sg tym mniejsze, im mniejszy jest
promiefi rozpatrywanego okregu od , ,promienia

Powierzchnia kuli o promieniu a stanowi
przykiad dwuwymiarowej powierzchni

o krzywiznie dodatniej rownej 1/a2.
Odpowiednikiem prostej na takiej
powierzchni jest luk wielkiego okregu,

a odpowiednikiem okregu o promieniu / jest
okrag zlozony z punktéw, ktérych odleglosé
(mierzona wzdhuz tuku wielkiego po
powierzchni kulif od pewnego punktu zwanego
srodkiem wynosi I. Dla okregu

1500 1 i ,'I.'I.ﬂx '"f=ﬂ9.r'_”
takiego okregu réwna jest 2na - sin®. Zatem
stosunek dlugoéci okregu do promienia
wynosi 2nsin®/© i jest mniejszy od 2x.

krzywizny" przestrzeni K-1/2, To samo mozZna
udowodnié dla przestrzeni o ujemnej
krzywiznie. Gdy w takiej przestrzeni
rozpatrujemy obszary o rozmiarach < |K|-'/?
mozemy bezpiecznie postugiwaé si¢ geometria
Euklidesa. Podobna prawidlowos¢ wystepuje
réwniez w przestrzeniach o wigkszej liczbie
wymiarow. W szczegdlnosci w przestrzeni
tréjwymiarowej o dodatniej krzywiznie K
stosunek obwodu kuli do jej promienia r

wynosi 2n (I ...é. Kr’v). gdy r € K-112,

Suma katdw trdjkata w przestrzeni o dodatnie,
krzywiznie jest wicksza od =



Rys. 4. Tak wyglada wielkoskalowy rozktad
galaktyk w polnocnej potkuli nieba. Kazdy
jasny kwadracik reprezentuje klatkg 1°x1°
w katalogu galaktyk Obserwatorium Licka.
Rozmiar kazdego kwadracika jest wprost
proporcjonalny do liczby galaktyk o jasnosci
obserwowanej 6,3 - 10-'¢ W/m?, Korzystajac
z rysunku 5 moina oszacowaé, jak glgboko
siega katalog. Z takiego oszacowania wynika,
#e zasieg katalogu powinien by¢ rzedu 10
miliardow lat $wietlnych. Niejednorodnosci
w rozkladzie przestrzennym galaktyk widoczne
na mapie maja charakterystyczne rozmiary
<200 milionéw lat swietlnych.
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predkesc ucieczki w kilometrach na godzine

Rys. 5. Zaleznosé migdzy j Scig
obserwowana i predkoscia dla najjasniejszych
galaktyk w 42 gromadach galaktyk. Kazda
gromada ma zwykle taka najjasniejsza
galaktyke w poblizu swojego centrum, przy
czym jasnosci absolutne najjasniejszych
galaktyk w pos golnych gromadach sa
niemal identyczne, co umoiliwia gladkie
przejicie od zaleznosci (jasnos¢ obserwowana—
predkosé) do zaleznosci (odleglosé —
predkosé) i narysowanie obrazka takiego jak
powyiszy. Predkosé ucieczki galaktyk

WY si¢ z pr zczenia prazkow

w ich widmach wywolanego efektem
Dopplera. O metodach wyznaczania odleglosci
tych galaktyk mozna si¢ dowiedzie¢ z ksigkki
B. Muchotrzeb i B, Paczynskiego ,,Granice
Wszechswiata” PWN 1981, wartej zreszta

pol ia kazd Czytelnikowi, ktéry uzna
temat poruszony w tym artykule za
interesujacy.

Jednym z klasycznych dowodéw stusznosci ogolnej teorii wzglednosci jest obserwacyjne
potwierdzenie przewidzianego przez te teori¢ zakrzywienia promieni $wietlnych w polu
grawitacyjnym Storica. Poniewaz i w tym przypadku efekt powinien by¢ rzgdu K Ré, wigc mozZna
si¢ spodziewac, ze kat odchylenia promieni jest porownywalny z otrzymanym przez nas
,,niedoborem. Jest tak w istocie: kgt ten wynosi 1",75.
Powr6émy jednak do kosmologii. Z (10) wynika, Zze krzywizna przestrzeni zmienia sie wraz
z uplywem czasu, przy czym Globalna Geometria Wszechswiata jest

eliptyczna (K> 0),gdy 2 >1,

plaska (euklidesowa) (K =0), gdy 2 =1,

hiperboliczna (K<0),gdy 2 <1.
Wszechswiat, w ktorym £2 > 1, ma skoniczona masg i skoriczony obwdd, jest ,,zamkniety’’.
Przediuzajac odcinek po powierzchni stalego czasu dotrzemy w koricu do miejsca, z ktorego
wyruszyliSmy. Zupelnie inny jest $wiat, w ktorym {2 < 1: ma on nieskonczong mase,
a powierzchnie = const sg w takim $wiecie ,,otwarte’ (tj. przedluzajac odcinek po takiej
powierzchni nigdy nie osiggniemy punktu wyjscia).
A jaka jest geometria ,,prawdziwego Wszech$wiata™, tego w ktorym zyjemy? Odpowiedzi na to
pytanie udzieli¢ moga jedynie obserwacje astronomiczne. Przede wszystkim nalezy sprawdzié,
w jakim stopniu model Friedmana nasladuje realny Wszechswiat, a nastepnie (gdyby okazalo
si¢, ze przewidywania modelu znajduja potwierdzenie w obserwacjach) — zmierzy¢ parametry
QiH.
Czy rozklad materii w realnym Wszech$wiecie jest jednorodny i izotropowy? Widok nocnego
nieba usianego gwiazdami wydaje si¢ temu przeczy¢. O tym, ze Wszechswiat nie jest pozbawiony
struktury $wiadcza roOwniez obserwacje astronomiczne obejmujgce najblizsze 100 milionow lat
$wietlnych wokot nas: gwiazdy skupione sa w galaktykach, ktére rowniez nie sa rozmieszczone
w przestrzeni rOwnomiernie i grupuja si¢ w gromady galaktyk. Okazuje si¢ jednak, ze stopien
niejednorodnosci Wszechswiata zalezy od rozmiarow fragmentoéw ktore badamy: im wigksze sg to
rozmiary, tym mniej niejednorodny jest rozklad materii. W obszarach o rozmiarach
przekraczajacych miliard lat $wietlnych materia rozlozona jest juz catkowicie rownomiernie
(liczba galaktyk zawartych w dowolnie wybranym szeécianie o krawedzi miliard lat $wietlnych
nie zalezy od jego polozenia w przestrzeni). Mozemy si¢ spodziewa¢ wiec, ze w dostatecznie
wielkich obszarach Wszech$wiat zachowuje si¢ zgodnie z przewidywaniami modelu Friedmana.
Pierwszym astronomem, ktory przekonat si¢ o tym byl Amerykanin Edwin Powell Hubble.
Pod koniec lat dwudziestych, obserwujac dalekie galaktyki za pomocg teleskopu na Mt. Wilson
w Kalifornii, Hubble zauwazyl, ze oddalaja si¢ one od nas z predkoscia wprost proporcjonalng do
odleglosci. Zwigzek migdzy predkoscia ucieczki galaktyk, a odlegloscia jest wigc dokladnie taki, jak
w modelu Friedmana: » = Hr! Wedlug obecnych danych obserwacyjnych stala Hubble’a ma
wartosc i

H = 17 km/s na milion lat $wietlnych,

przy czym wartos¢ ta jest jednakowa we wszystkich kierunkach (ekspansja jest izotropowa).
Fakt, ze Wszechswiat sig rozpreza, oznacza, iz w przeszlosci byl bardziej gesty. Ekspansja
Wszechswiata jest oczywiscie procesem adiabatycznym, tj. zachodzi bez wymiany ciepla
z otoczeniem (dzieje si¢ tak po prostu dlatego, ze Wszechswiat nie ma zadnego ,,otoczenia™).
Oznacza to, Ze materia w przeszlosci byla nie tylko ggstsza, ale i goretsza niz obecnie. Ciekawe,
co tez moglo dzia¢ si¢ w srodku naszego obloku probnego, gdy mial on temperaturg 10** K?
To juz jednak calkiem inna historia. :

Nasz oblok prébny nie moze byé ani za maly
(bowiem aby mozna bylo uznaé rozkiad
materii za jednorodny, promien obloku

powinien wynosi¢ co najmniej 300 miliondw O tym, z¢ model Friedmana dostarcza opisu

lat swietlnych), ani za duzy (aby opis
newtonowski byl poprawny). Spelnienie obu
tych warunkdéw jest mozliwe tylko wtedy, gdy
(Ge)-1/? ¢ » 300 min lat $wietlnych.

Nie znamy dokladnej wartosci sredniej gestosci
materii we Wszechswiecie, jednak wszystkie
dane obserwacyjne, nawet bardzo ostroznie
interpretowane, wskazuja, e nie jest ona
wigksza od 10-29 g - cm- 3, Stad latwo
obliczyé, ze wielkosé (Go)-!'2¢c nie moze byé
mniejsza od kilku miliardéw lat $wietlnych.
Tak wiec opis newtonowski mozemy spokojnie
stosowaé do oblokdw zawierajacych wiele
gromad galaktyk.

usrednionego po bardzo duzych obszarach
warto jest pamigtaé wtedy, gdy mowi si¢
o,,.ekspancji Wszechswiata'. Opis ten
zupelnie zawodzi, gdy w gre wchodza ,,male”
(w poréwnaniu z 300 milionami lat §wietlnych)
fragmenty Wszechswiata: np. $rednie
odleglosci migdzy galaktykami nalezacymi do
tej samej gromady sg stale, podobnie Uklad
Sloneczny nie zmienia swoich rozmiaréw
(jesli wykluczy¢ niektére modele oparte na
Hipotezie Wielkich Liczb — red.).
Chcialbym réwniez zapewnié Czytelnika, ze
rozmiary tej strony beda w przyszlym roku
dokladnie takic same jak teraz.



Rozwiazanie zadania M 295. Prowadzac
proste laczace Srodek pigciokgta z jego
wierzcholkami podzielimy pigciokat na 10

trojkatow prostokatnych. Ze wzglgdu na
Symetri¢ naszej figury wystarczy rozpatrywac

punkt P polozony w jednym z tych trojkatéw.

Korzystajac teraz z tego, ze z odleglosci
punktu A od prostych p,, p, mniejsza jest
odlegiosé od prostej lezacej po tej samej
stronie dwusizcznej kata pomiedzy p, i p:
co i A, zauwazymy, ze numeracja odleglosci
Xy, X3, X3, Xg | X5 jest taka, jak na rysuniu\t.
Latwo teraz zauwazyé, ze x3 przyjmuje
wartos¢ najmniejszg (a cos 18%)]2, gdy P jest
$rodkiem boku pigciokagta, a najwickszg
acos 18% — gdy jest jednym z wierzchobtkow.

O1

Rys. 1.

A O
02
B
03
Cc
Rys. 2.

“ Nocne niebo

Rownomiernie pokryte galaktykami niebo z rysunku 4 przypomnialo nam paradoks
sformutowany 150 lat temu przez Olbersa: gdyby Wszechswiat byl jednorodny, nieskoniczony

i niezmienny (wedtug Olbersa sa to naturalne zalozenia), to patrzac w dowolnym kierunku
zawsze napotkalibysmy jakas$ gwiazde, a wigc cale niebo byloby tak jasne jak tarcza stoneczna.
Wida¢ stad, ze czern nocnego nieba, do ktorej jestesmy tak przyzwyczajeni, ma zwiazek z budowa
calego Wszechswiata i, ze przynajmniej jedno z zalozen Olbersa trzeba odrzuci¢. Dzisiaj wiemy
juz ktore. Wszechswiat nie jest niezmienny — rozszerza sie.

Zaniedbajmy na razie jego ewolucjg i zalozmy, ze gestos¢ galaktyk (n) i §rednia moc emitowana
przez kazda z nich (L) nie zmieniaja si¢ w czasie. Sprobujmy oszacowac energi¢ promieniowania
padajacego na jednostk¢ powierzchni Ziemi w jednostce czasu. W powloce kulistej o promieniu

L
r i grubosci Ar jest ndzr® Ar galaktyk, a strumien energii od kazdej z nich wynosi FEss. Tak
JIF

wiec, strumien pochodzacy od wszystkich galaktyk z tej powloki nie zalezy od jej promienia.
Jezeli Wszech$wiat jest nieskonczony, to suma energii od powlok o réznych promieniach jest
nieskonczona. Uwzglednienie wzajemnego przestaniania sie galaktyk da oczywiscie strumien
skonczony, ale ciagle jeszcze o wiele wigkszy od obserwowanego.

W rozszerzajacym si¢ Wszech$wiecie energia fotonow maleje, podobnie jak maleje temperatura
rozprezajacego si¢ adiabatycznie gazu. Poza tym, poniewaz liczba fotondéw nie zmienia sig,
maleje takze ich gestos¢. Oba te efekty powoduja zmniejszenie strumienia energii docierajacej
“do Ziemi.

Oszacujmy je.

W wyniku zjawiska Dopplera energia fotonow padajacych na Ziemie jest k = 1 +v/c razy
mniejsza, niz ich energia w ukladzie zwiazanym z oddalajaca sie¢ galaktyka. Jezeli predkosé
galaktyki jest w przyblizeniu stala, to w czasie, jaki uplywa miedzy emisja fotonu i jego dojsciem
do Ziemi, Wszech$wiat zwieksza swe rozmiary rowniez k razy, czyli gestos¢ maleje w tym czasie
k3 razy.

Tak wigc, rozszerzanie si¢ Wszech$wiata powoduje zmniejszenie strumienia energii docierajacej
do Ziemi k* razy. Poniewaz jednak zgodnie z prawem Hubble’a » = Hr, oznacza to, 7e
strumien energii od poszczegélnych powlok nie jest staly, a maleje jak czwarta potega odleglosci.
Poza tym docierajagce do Ziemi promieniowanie pochodzi teraz z fragmentu Wszechswiata

0 promieniu rownym co najwyzej c¢/H, bo z obszaréw bardziej oddalonych $wiatlo nie zdazyto
jeszcze do nas dotrze¢ od chwili ,,wielkiego wybuchu'’.

Jak si¢ okazuje, wyznaczony tak strumien energii jest teraz zbyt maly. Latwo zrozumie¢ dlaczego.
Przeciez, dzigki skonczonej predkosci swiatla, obserwujac to, co jest daleko, widzimy jak
Wszechswiat wygladat dawno. Kiedy$ gestosé galaktyk byta wigksza niz obecnie, a wiec jest ona
wigksza daleko niz blisko. Powoduje to zwigkszenie strumienia energii obserwowanego na Ziemi.
Siggajac coraz dalej od Ziemi, czyli cofajac sie coraz bardziej w czasie, dochodzimy w koricu

do momentu, kiedy nie bylo jeszcze galaktyk. Jednak ten okres ma juz niewielki wplyw na

" wyglad nocnego nieba.

Jaki wplyw ma na te rozwazania geometria Wszechéwiata jako caloéci?
Jezeli Wszechs$wiat jest jednorodny to powierzchnia kuli o promieniu r jest w nim rowna
4nr?f(r), gdzie f(r) jest, niezaleznie od tego gdzie znajduje si¢ Srodek kuli, zawsze ta sama
L
funkcjg zalezna tylko od krzywizny. Strumieri energii w $rodku kuli jest wtedy rowny - T() s
rif(r

Koncowy wynik pozostanie wigc bez zmian.
M. J.

Zadamia, ktérych nie umiemy rozwigzac

Poniewaz od czasu do czasu udaje nam si¢ rozwigzaé jakie$ zadanie, dzisiaj prezentujemy dwa
zadania. Z jednym sobie poradzilismy, z drugim, jak dotad, nie, cho¢ sa tudzaco podobne.
Niestety, tylko tudzaco. :
W obydwu zadaniach dane sa trzy okregi i trojkat. W obydwu zadaniach nalezy skonstruowaé,
o ile to mozliwe, trojkat przystajacy do danego, tak aby:
— w pierwszym przypadku — jego boki byly styczne do danych okrggow (rys. 1),
— w drugim przypadku — jego wierzcholki nalezaly do danych okregow (rys. 2).
Rozwigzanie jednego z tych zadan zamieszczamy w numerze. Nie piszemy tu ktorego, bo moze
kto$ bedzie chciat sie do tych zadan ,,przymierzy¢’’ nie sugerujac si¢ informacja, ktore zadanie
my umiemy rozwiazac.

Proof | Yasio
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Rozwigzanie zadania M 296. Zapiszmy
rownanie , ,dokladne™ w formie

2+ py+0Q = 0. Odejmujac je od danego,
mamy (x2—y2)+p(x—y)+q—0 = 0, czyli
(x—=») (x+y+p) = Q—gq. Oznaczajac przez
1 pierwiastek dokladny bliiszy x,, a przez
x5 drugi picrwiastek przyblizony mamy
12—l = 1@ —gl/lx, +y1+p| =

10 =ql/lxy +yy = (%) + x2)| =

10~ qlllys = xal. Ale ly;—xa] = VA > 10
i wobec tego |x;—y;| < 0,0001.

Raz jeszcze o geometrii rzutowe;

Dr Marek KORDOS

Jesli do kazdej prostej na plaszczyZnie euklidesowej dolgczymy nowy punkt — jej kierunek
i umowimy sig, ze wszystkie nowe punkty tworza nowa prostg, to tak wzbogacona plaszczyzna
bedzie plaszczyzna rzutowa. PisaliSmy juz o tym kilkakrotnie.

KTO JA ZROBIL I PO CO

Geometrig rzutowa ,,wymyslili’” siedemnastowieczni geometrzy. Patrzac mianowicie na
tryumfujaca wowczas w malarstwie perspektywe zbiezng, gdzie proste rownolegle zbiegaly si¢ na
horyzoncie pomysleli: w tym szalenstwie jest metoda! (tez cytat z XVII wieku). Bo przeciez
kazdy przyzna, ze perspektywa zbiezna (= fotograficzna) doskonale przedstawia rzeczywistos¢.
Stad nieuniknione pytanie: jakie s3 jej geometryczne reguly. Z drugiej strony zauwazyli, Ze
znajomos¢ tych regut pozwoli ulatwié¢ rozwiazywanie ,,zwyczajnych’” zadan geometrycznych.
Wystarczy bowiem na rysunek z danymi zadania spojrze¢ perspektywicznie w odpowiedni sposot
i juz nie bedzie na nim zadnych prostych rownolegltych. Rzecz jednak w tym, czy rezygnacja

z pojecia przystawania (ono sig psuje w perspektywie — prawda?) bedzie mniejsza strata, niz
zysk z mozliwosci uzywania punktow przeciecia dowolnych prostych. Okazalo sig¢, ze w kazdym
razie warto uzywac i tej metody.

JAK TO OBEJRZEC

Plaszczyzna rzutowa w momencie swego powstania byla obiektem bardzo dziwnym. Byly na niej
zwykle proste, ale byla tez i ,,niezwykla’’, byly zwykle punkty, ale tez i ,,niezwykle’’. Jednak
wszelkie proby znalezienia jakiej$ wlasnosci ,,niezwyklych’’ punktow czy prostej, wyrozniajacej
je od zwyklych nie udawaly sie. Wyciagnigto stad stuszny (jak si¢ potem okazalo) wniosek, ze
nasz oglad plaszczyzny rzutowej, jako wzbogaconej euklidesowej, jest tendencyjny. Jak zatem
spojrze¢ na nig obiektywnie?

Opisana nizej metoda jest szczegblnym przypadkiem zastosowania ogolnego pojecia
izomorfizmu, wynalezionego pod koniec XIX w. ,,Izomorficzny’’ — znaczy ,,tak samo
zbudowany'’. Jesli wiec mamy obiekty izomorficzne, to majg one te same wlasnosci i mozemy
oglada¢ ten z nich, ktéry nam ,,bardziej pasuje”’. Tu do standardowej ptaszczyzny rzutowej
(opisanej wyzej) dofaczymy kilka izomorficznych. W ten sposéb ogladajac to ten, to ow,

- by¢ moze dostatecznie wszechstronnie potrafimy ja obejrzec.

JEDNOI_(ODNOS'C

Srodkowq“plaszczyzriq rzutowa nazwiemy nastepujacy obiekt: nad standardowa plaszczyzna
rzutowa obieramy punkt, dalej zwany $rodkiem. Kazdemu punktowi standardowej plaszczyzny
rzutowej przyporzadkowujemy prosta laczacg go ze $rodkiem. To przeksztalcenie daje nam
wlasnie srodkowa plaszczyzne rzutowa. Jej ,,punkty” to proste przechodzace przez srodek.

A jej ,,proste’® — (oczywiscie!) to plaszczyzny przechodzace przez $rodek. Latwo zauwazy¢, ze
,,niezwyklym’’ punktom plaszczyzny standardowej odpowiadaja proste rownolegle do jej
euklidesowej czesci, a ,,niezwyklej’’ prostej — rownolegla plaszczyzna. Lezeniu punktu na
prostej w modelu standardowym odpowiada w modelu $rodkowym lezenie prostych na
plaszczyznach. Zauwazmy jednak, Ze model $srodkowy jest calkowicie jednorodny: wszystkie jego
,,punkty’” i wszystkie jego ,,proste’ nie roznia si¢ wzajemnie.

DUALNOSC

Metoda okazala si¢ dobra — stosujmy ja dalej. Obierzmy mianowicie przestrzenny uklad
wspolrzednych tak, aby $rodek naszego $rodkowego modelu byt poczatkiem ukladu, a wigc
mial wspotrzedne (0,0,0). Wowcezas kazdej prostej przechodzacej przez srodek odpowiadac
bedzie trojka liczb (a, b, ¢) taka, ze dowolny punkt tej prostej bedzie postaci (@- ¢, b- 1, ¢ 1)—
prawda? Tyle, Ze jednej prostej odpowiada¢ bedzie wiele trojek, dokladniej — kazda trojka
proporcjonalna do (a, b, ¢) z wyjatkiem trojki (0, 0, 0) — ich zbiér oznaczmy [a, b, c]. Tak
wiec kazdemu ,,punktowi’’ modelu $rodkowego odpowiada pewien zbiér [a, b, c].

Zabierzmy si¢ do plaszczyzn przechodzacych przez srodek. Kazda z nich jest postaci

px+qy+rz =0,

a wiec i jej odpowiada jednoznacznie pewien zbior [p, g, r] trojek. A wiec kazdej ,,prostej’”
modelu srodkowego tez odpowiada pewien zbior [p, g, rl.

Powstaje nam wiec model zwany analitycznym, w ktorym punkty sa nierozroznialne od prostych.
Ciekawe! Tym ciekawsze, ze prosta lezy na plaszczyznie, gdy jej wektor kierunkowy (a wiec

(a, b, c)) jest prostopadly do wektora prostopadiego do plaszczyzny (a wiec (p, g, r)), czyli

(x) ap-_l-bq+;r = 0.



Zatem i warunek na lezenie ,,punktu’’ na ,,prostej’’ w modelu $rodkowym tak samo si¢
prezentuje ze strony ,,punktow”’, jak i ,,prostych’’.

' Chwila namystu i morat: Na plaszczyznie rzutowej wlasnosci punktow i prostych niczym si¢ nie
roznia. Albo mocniej: Jesli w twierdzeniu geometrii rzutowej zamienimy miejscami nazwy punktow
i nazwy prostych, to otrzymamy znéw (czesto inne) twierdzenie geometrii rzutowej. Ta wlasnos¢
nazywa sig¢ dualnosciq. Zatem, przez odpowiedni izomorfizm wykazaliSmy dualno$¢.

DWA ZADANIA DLA CZYTELNIKA

Pierwsze to w gruncie rzeczy formalno$¢ — po prostu nie sprawdziliSmy jeszcze, ze wzor (x)
opisujacy lezenie ,,punktu’’ na ,,prostej’’ nie zalezy od tego, ktora konkretnie z trojek liczb
odpowiadajacych ,,punktowi’ i ktora sposrod trojek liczb odpowiadajacych ,,prostej™
wybrali$my. Ale nie zalezy — Czytelniku, sprawdz!

I drugie zadanie: mozna ze standardowe] plaszczyzny rzutowej przejs¢ bezposrednio do opisanego
wyzej modelu analitycznego. Czytelniku, zrob to! (Ewentualna pomoc mozna znalezé w ,,Delcie’
12/1980).

JEDNOSTRONNOSC

Od modelu $rodkowego przejdziemy teraz do modelu na sferze. Mianowicie zobaczmy, co si¢
stanie, jesli ,,punkty’’ — tj. proste przechodzace przez $rodek i ,,proste’” — tj. plaszczyzny
przechodzace przez $rodek przetniemy ze sfera o $rodku... no, gdziezby — oczywiscie w srodku.
Nowymi ,,punktami’’ beda teraz pary antypoddw, a nowymi ,,prostymi’’ — okregi wielkie sfery.
Model ten ma wielka zalete — uzyty do jego budowy surowiec (czyli sfer¢) mozna traktowac tak
jakby byl to obiekt materialny. Mozna np. oglada¢ tylko t¢ strong sfery, ktorg widac. I przy
zalozeniu, ze widzimy polowe sfery, bedziemy mieli o modelu peing informacjg. Istotnie — na
polsferze jest reprezentowana kazda para antypoddw i to przewaznie przez jeden punkt. Oba
antypody wida¢ tylko na brzegu.

Taki sposob ogladania modelu na sferze ma wielka zalete. Mozna obraca¢ sferg, a zmieniajacy
si¢ na niej obraz bedzie po prostu odpowiadat ogladaniu figury z réznych stron. Przeciez, gdy
jeden z antypodéw bedzie ginat nam z oczu z drugiej strony pojawi si¢ jego alter ego — w naszym
modelu ten sam punkt. Seria rvsunkéw wskazuje np., ze figura czarna i czerwona w istocie

wygladaja tak samo. Mozna te rysunki sprawdzié rysujac kreda na globusie. A teraz wlasnie
o jednostronnosci. Narysujmy na sferze kotko. No i obracajmy. Po chwili stwierdzamy,

7e plaszczyzna rzutowa to suma kotka i wstegi Maébiusa. Rzeczywiécie — sklejenie obu B,
obu D i obu X to wstega Maobiusa. A ze wstega Mobiusa ma jedna tylko strong, wigc jedna
stron¢ ma i cala plaszczyzna rzutowa.

B D B B
D B D D
ZNOW ZADANIA
A raczej propozycje wykonania samodzielnych obserwacji:
1. Trzy proste dziela ptaszczyzne rzutowa na cztery tak samo wygladajace figury.
2. Jedna prosta w ogole nie dzieli plaszczyzny rzutowej. ;

3. Parabola, hiperbola i elipsa wygladaja na plaszczyZnie rzutowej tak samo.
MORAL

z tego taki: ci, co wymyslili gecometrig rzutowa, sami nie wiedzieli, jaka to zdumiewajaca
dyscyplina. A dzi$, gdy juz wiele o niej wiemy, whasciwie zapomnieli$my o jej ,,plastycznym’
pochodzeniu. I uprawiamy ja jako suwerenna dyscypline wiedzy. W gruncie rzeczy ta droga
powstaly wszystkie galezie nauki.

A zatem do roboty. WeZmy sig za jaki§ konkretny obiekt, skrupulatnie obejrzyjmy go ze
wszystkich stron, przyjrzyjmy si¢ obiektom izomorficznym i... nowa galaZ wiedzy gotowa.
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Substancje, ktorych czasteczki maya -

Rys. 2

nieznikajagcy moment dipolowy, charakteryzuja
sig wysokg stalg dielektryczng w stanie cieklym.
Przykladowo wynosi ona:

ciekly chlorowodér & = 86

woda & =81
ciekly amoniak E= 22
- o d—

Rys. 3 =

Rys. 4
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Oddziatywanie promieniowania
elektromagnetycznego z materig

Czgs¢ 111. Fizyczna natura
,,mikrooscylatorow

Doc. dr Jerzy GINTER

W dwoch poprzednich czgéciach naszego cyklu omowilismy pewne elementy oddzialywania fali
elektromagnetycznej z materia. W szczegdlnosci stwierdziliSmy, ze dobrze mozna opisa¢ to
oddziatywanie przyjmujac zalozenie, Ze w omawianych substancjach istnieja jakies
.,mikrooscylatory™, ktore fala elektromagnetyczna moze pobudza¢ do drgan. W szczegolnosci
wspominali$my o tym, ze tymi ,,mikrooscylatorami’’ musza by¢ pojedyncze™ tomy lub
czasteczki. Nie mozemy tej sprawy omowi¢ w pelnej ogolnosci, ograniczymy si¢ tylko do kilku
przykladow.

1. Czasteczki z wigzaniem jonowym lub spolaryzowanym
Jak dobrze wiadomo, w czasteczkach wielu zwiazkéw chemicznych ladunki dodatnie i ujemne
sa przesunigte wzgledem siebie. Na przyklad w czasteczce HCI (rys. 1) elektron walencyjny
wodoru pewien czas przebywa w poblizu jadra chloru. Atom chloru w czasteczce ma wiec
nadmiarowy tadunek ujemny. Dodatni fadunek protonu nie jest catkowicie skompensowany
przez ujemny tadunek elektronu, atom wodoru ma “;iqc pewien fadunek dodatni. W przypadku
HCI , efektywne ladunki’’ atomow sg mniejsze od tadunku elementarnego — mowimy, ze HCI
ma wigzanie spolaryzowane. W zwiazkach, w ktorych elektron walencyjny kationu przekazany
fest praktycznie calkowicie anionowi mowi si¢ o wigzaniu jonowym. Warto przypomnie¢, ze
czasteczki 0 wigzaniu jonowym lub spolaryzowanym maja roézny od zera moment dipolowy.
W jaki sposob czasteczki takie moga oddzialywac z promieniowaniem? Istnieja tu dwie
mozliwosci — zwigzane odpowiednio z ruchem oscylacyjnym (drgajacym) i rotacyjnym
(obrotowym) czasteczek.

a. Oscylacje czasteczek
Typowa czasteczka dwuatomowa ma — przynajmniej w pewnym stopniu — wiasnosci zblizone
do dwoch kul polaczonych sprgzyna (rys. 2). Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania
atomoOw jest najmniejsza dla pewnej okreslonej odleglosci miedzy jadrami. Dla HCI wynosi ona
128 pm (1,28 A). Zaréwno zblizenie, jak i oddalenie jader powoduje wzrost tej energii
potencjalnej. Jezeli w jakim$ procesie — na przyklad przy zblizeniu dwoch czasteczek —
odleglos¢ pomigdzy jadrami zostanie odchylona od odleglosci odpowiadajacej energii minimalne;j,
jadra zaczng wykonywac drgania. Kolejne fazy drgan tego typu przedstawia rysunek 3

(w rzeczywistosci amplituda oscylacji jest znacznie mniejsza od s$redniej odleglo$ci miedzy
jadrami). Czestos¢ drgan jest charakterystyczna dla czasteczki, a zalezy od mas jader i od

@ ..sily wiazan". Typowe czgstosci oscylacji czasteczek odpowiadaja zakresowi podczerwonych fal

elektromagnetycznych. Dla HCI wynosi ona okolo @ = 2x 10's™'. A wigc czasteczka HCI

jest ,,mikrooscylatorem’’, ktéry moze absorbowa¢ lub emitowac promieniowanie podczerwone.
Warto zwroéci¢ uwage, ze sily od zewnetrznego pola elektrycznego, dzialajace na poszczegolne
atomy czasteczki maja przeciwne zwroty (rys. 4). ,,Starajg’’ si¢ wigc albo rozciagna¢, albo scisnac
molekule.

Podali$my tutaj oczywiscie tylko prosty model klasyczny. Pelny opis omowionych powyzej
zagadnienn wymaga stosowania metod mechaniki kwantowej. Warto takze zwroci¢ uwage, ze
bardziej zlozone czasteczki (np. H,O czy NH3) mogg wykonywac znacznie bardziej
skomplikowane ruchy oscylacyjne. W szczegdlnosci ta sama czasteczka moze wykonywac drgania
z roznymi czgstosciami wlasnymi. Rysunek 5 przedstawia takie drgania dla czasteczki wody.



b. Rotacje czasteczek

- - Czasteczka HCI (a takze kazda inna) moze oprocz ruchu drgajacego wykonywac ruch obrotowy
@ _e == @@ wokot srodka masy (rys. 6). Na pozor ruch taki nie ma nic wspoélnego z oscylacjami.
. Przypomnijmy jednak, ze ruch wahadla po okregu moze by¢ traktowany jako zlozenie dwoch

By 6 ruchéw harmonicznych, odbywajacych si¢ w kierunkach prostopadiych. Podobnie ruch jonéw
wirujgcej czasteczki moze by¢ potraktowany jako zlozenie ruchow harmonicznych. A wigc
i teraz odnajdujemy pewne ,,mikrooscylatory”’, ktére moga oddzialywaé z promieniowaniem
elektromagnetycznym.
W modelu klasycznym czgstosc¢ ruchu obrotowego czasteczki moze si¢ zmienia¢ w sposob ciagly
w doé¢ szerokim zakresie. Nieruchomej czasteczce odpowiada oczywiscie czestos¢ zerowa.
Czestos¢ maksymalna obrotu okreslona jest warunkiem, w ktorym sita odérodkowa (w wirujacym
ukladzie odniesienia zwigzanym z czasteczka) jest wystarczajaca do jej rozerwania na atomy,
czyli do dysocjacji czasteczki.
W rzeczywistosci jednak obserwowane czestosci nie sg zupelnie dowolne — wystepuje zjawisko
,.kwantyzacji’’, ktorego nie da sie opisa¢ w jezyku fizyki klasycznej. Absorpcje zwiazang ze
zmiang stanu ruchu obrotowego czasteczek obserwuje si¢ zwykle w bardzo dalekiej podczerwieni
lub w obszarze mikrofal.
Czasteczka moze wykonywac jeszcze znacznie bardziej skomplikowane ruchy, ktére mozna
traktowac jako réwnoczesne ztozenie drgan i obrotu czasteczki. Poza tym czasteczka jako calo$¢
moze wykonywac ruch postepowy — nie ma to jednak istotnego wplywu na jej oddzialywanie
z promieniowaniem.
Podobny charakter maja ruchy jader w krysztatach jonowych, np. w omawianym poprzednio
fluorku litu.

2. Atom jako ,,mikrooscylator”

Problem budowy atomu byt jednym z podstawowych zagadnien pierwszych dziesiatkow lat
biezacego stulecia. Ogolnie znany jest tzw. ,,model planetarny’’, wprowadzony przez Bohra.

W modelu tym elektron mialby krazy¢ wokotl jadra po torze kolowym lub eliptycznym,
podobnie jak planety i komety ukladu slonecznegd kraza wokol Slonca. Model ten tak narzucit
si¢ naszej wyobrazni, ze do dzi$ jest jeszcze uzywany. Tymczasem juz Bohr zdawal sobie sprawe
z tego, ze jest to model falszywy. Naladowany elektron krazacy (np. po kole) wokol jadra
musiatby wysyla¢ promieniowanie elektromagnetyczne. Bylby bowiem naladowanym
,»mikrooscylatorem™, zblizonym do wirujacego po kole wahadla czy obracajacej si¢ czasteczki
HCI. Wysylajac promieniowanie — tracitby energie. Musialby zatem spadac na jadro. Mozna
obliczyc, ze staloby si¢ to w czasie rzgdu 10~ ® s! Tymczasem atomy istnieja przez miliardy lat.
Mamy wigc do czynienia z zupelnie podstawowa sprzecznoscia, ktora nie da si¢ rozwiklac

w ramach fizyki klasyczne;j.

W opisie kwantowym w ogéle pojecia toru elektronu w atomie wprowadzi¢ si¢ nie da. Mowimy
tylko o gestosci prawdopodobienstwa znalezienia elektronu w przestrzeni. Jest ona rozna dla
roznych stanéw kwantowych — czyli dla réznych orbitali. Rozklad gestosci prawdopodobienstwa
czgsto traktuje si¢ jako pewna otaczajaca jadro atomu ,,chmure elektronowa™. Stany, w ktorych
chmura ta jest nieruchoma, nazywamy stanami stacjonarnymi. Rysunek 7 przedstawia rozkfad
gestosci prawdopodobienstwa w atomie wodoru w kilku takich stanach.

Sq jednak stany, w ktorych ,,chmurze elektronowej’” (gestosci prawdopodobienstwa znalezienia
elektronu) nalezy przypisa¢ periodyczny ruch drgajacy. Czestosci drgan takiej chmury moze by¢
bardzo wiele (w rzeczywisto$ci — nieskonczenie wiele), podobnie jak na przyktad bardzo wiele
jest mozliwych czestosei drgan napigtej struny czy drgan slupa powietrza w instrumencie detym.
Typowe drgania chmury elektronowej atomu wodoru przedstawia rysunek 8. Atom mozemy
wigc traktowac jako ,,mikrooscylator”, ale nie o jednej lecz o wielu czgstosciach wlasnych.
Moze on wiec absorbowac i emitowaé promieniowanie o wielu roznych czestosciach. Stad takie
bogactwo atomowych linii widmowych. Warto wiedzie¢, ze rozne atomy moga absorbowac

i emitowac promieniowanie w zakresie od fal radiowych do promieni X!

Rys. 7

3. Podsumowanie

W tej czgsci naszego cyklu staralem si¢ pokaza¢ na najprostszych przyktadach, jaki jest fizyczny
sens wprowadzonych poprzednio ,,mikrooscylatorow’’ w substancjach materialnych. Mozliwych
przykladow jest oczywiscie znacznie wigcej. Poza tym traktowaliSmy omawiane obiekty tak,

jak gdyby byly one od siebie niezalezne, co jest dobrym przyblizeniem tylko dla rozrzedzonych
gazow. W ciatach skondensowanych — cialach stalych, cieczach i gazach pod wysokimi
ci$nieniami — atomy czy czasteczki silnie oddzialuja ze soba, co naturalnie bardzo komplikuje
ruch ukladu.

OO

Rys. 8



Rys. 1. Funkcje fi g sa tu bardzo proste:
okresla je pie¢ wartosci {0,1,2,3,4} na
zbiorze {0,1, ..., 12}, poza tym sa liniowe.

Rys. 2. Funkcja g ma przedzial staloéci na
wysokodci 1/2, a funkcija f ma nieskoficzenie
wiele oscylacji wokdt tego poziomu. Taternik
idacy po drobnych wzniesieniach
izaglgbieniach zbocza f zmusilby taternika
idacego po’zbotzu g do chodzenia tam

i z powrotem, nieskonczenie wiele razy

po przedziale staloici funkcji g.

Dwaj taternicy...

Prof. dr Jerzy MIODUSZEWSKI

Dwaj taternicy, wychodzac z miejsc lezacych na tym samym poziomie wchodzg na szczyt, 4
jeden po zboczu o profilu y = f(x), a drugi po zboczu o profilu y = g(x), gdzie fi g sa funkcjami
ciaglymi o wartos$ciach w odcinku [0, 1]; zmienna x tez przebiega odcinek [0, 1], zal6zmy, ze

f(0) = g(0) = 0 (poziom wyjsciowy) i f(1) = g(1) = 1 (szczyt).

Czy moga tak ulozy¢ marszruty, aby w kazdej chwili by¢ na tym samym ze soba poziomie?
Bardziej matematycznie: czy istniejg funkcje ciagle x = a(r) i y = b(r) takie, ze f(a(r)) = g(b(1))
dla kazdego r z odcinka 0.< 7 < 1 takie, ze a(0) = b(0) = O0ia(l) = b(1) = 1 ? )

Tak mniej wiecej zaczeli swoja prace Sikorski i Zarankiewicz (Fundamenta Mathematicae 41
(1954), str. 339—344); byli inni autorzy, ktérzy rowniez postawili sobie ten problem: T. Homma
(Kodai Mathematical Seminar Reports 1 (1952), 13—16) i J. V. Whittaker (4 Mountain-climbing
Problem, Canadian Journal of Mathematics 18 (1966), str. 873—882); nie wykluczone, ze byli
jeszcze inni, bo interesujace zadania bywajg stawiane i rozwiazywane wielokrotnie i niezaleznie.
Jesli na zadnym ze zboczy nie ma przedzialdw stalosdci, to marszruty spelniajace warunki zadania
istnieja. Zastrzezenie co do przedzialow stalosci jest istotne, na co wskazuja funkcje przedstawione
na rysunku 2.

Jezeli zalozy¢, ze funkcje f i g maja jedynie skonczenie wiele oscylacji, np. ze sa kawatkami
liniowe, to mozna dopusci¢ istnienie przedzialow stalosci; rozwigzania a i b mozna znalezé¢
wtedy rowniez w postaci funkcji kawatkami liniowych. Ten przypadek, jak zobaczymy, nie jest
wcale banalny, a okazuje sie wystarczajacy dla zastosowarn, o ktérych takze bedzie mowa.
Funkcje f i g sa wyznaczone teraz przez podanie wartosci na pewnym zbiorze skoficzonym —
.zbiorze punktéw zmiany wzoru liniowego okreslajacego funkcje (p. podpis pod rys. 1). Stad,
zadanie mozna w tym przypadku sprowadzi¢ do kombinatoryki, tj. do zadania o zbiorach
skoniczonych. Brzmi ono jak nastepuje. Dane sa dwa odcinki zbioru liczb naturalnych,
B=1{0,1,..,n}id= {0,1, ..., m}idwie funkcje fi g ze zbioru B na zbior A takie, ze

£(0) = 0,2(0) = 0, f(n) = g(n) = m, z ktorych kazda jest ciggla w tym znaczeniu, Ze na elementach
sasiednich, j oraz j+ 1, przyjmuje wartosci te same lub sasiednie. Czy istnieje odcinek zbioru
liczb naturalnych C = {0, 1, ..., p} i funkcje (w powyzszym znaczeniu) ciagle a: C - B

i b: C — B takie, ze f(a(j)) = g(b(j)) dla kazdego j? Z warunkéw zadania wynika, ze

m < n < p, skoro odwzorowania maja by¢ ,,na”". ;

Dla rozwiazania tego zadania spdjrzmy na liczby naturalne z odcinka B = {0, 1, ..., n} jako na
numery wspolrzednych pol szachownicy (n+ 1) x (n+1). Zaczernijmy te pola (i, j), dla ktorych
f(i) = g(j). Dla przykladu: pola (0, 0) beda na pewno zaczernione, a pola (0, n) i (n, 0)
pozostana biale.
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Rys. 3. Szachownica 13 x 13 odpowiadajaca
funkcjom z rysunku 1, Nie ma drogi dla
wiezy, jest wigc droga dla kréla.

Rozwigzanie zadania F 114

W kaidym z przypadkdw 16d poddawany jest
dzialaniu znaczaych ciéniesi, co dla wody
powoduje obniZzenie temperatury topnienia.
Niezbedne do topnienia cieplo naplywa

z najblizszego otoczenia (sasiednie warsfwy
lodu oraz drut). Powstajaca pod drutem
ciecz wypierana jest ponad drut, gdzie
krzepnie pod normalnym cisnieniem
wydzielajac cieplo. Wtapianie si¢ drutu

w bryl¢ lodu jest procesem ograniczanym
przez szybkos¢ transportu ciepla od
krzepngcej wody do topniejacego w obszarze
podwyiszonego cisnienia lodu. W przypadku
drutu szybkoi¢ ta jest znaczna, gdyz metale
53 Swietnymi przewodnikami ciepla. Nylon
przewodzi cieplo slabo (okolo
dziesigciokrotnie slabiej niz 16d) i tym razem
decydujgce jest przewodnictwo lodu, ktére

z kolei ustgpuje przynajmniej o trzy rzedy
wielkosci przewodnictwu metali.

Na polach dotykajacych do prawego lub do dolnego brzegu szachownicy réznica f(i)—g(j)
jest nieujemna (jest tam badz j = 0, a wiec g(j) = 0 < f(i), lub i = n, a wiec f(i) = n = g(j)),
a na polach dotykajacych do lewego lub gornego brzegu szachownicy ta sama roznica jest
niedodatnia. ,

Pomyélmy wiezZe stojaca na bialym polu z prawego lub dolnego brzegu szachownicy. Nie moze
ona dojéé po bialych polach do zadnego z biahych p6l na gornym lub na lewym brzegu
szachownicy: przechodzac z pola na pole sasiednie wieza zmienia roznice f(i)—g(j) nie wigcej
niz o 1, wiec idac z pola, gdzie ta roznica jest dodatnia, na pole, gdzie ta roznica jest ujemna,
musialaby przej$¢ przez pole, gdzie ta roznica jest rowna 0, tj. przez pole zaczernione.

Nasze zadanie bedzie rozwiazane, jesli znajdziemy przejécie dla kréla z pola (0, 0) na pole

(n, n) po polach zaczernionych. Istotnie, majac takie przejécie i numerujac chwile 0, 1, ... p
poczawszy od chwili 0, kiedy krol stoi na polu (0, 0) do chwili p, kiedy kroél stanie na polu

(n, n), dostaniemy dla kazdej chwili ¢, 0 < r < p, pozycje (a(t), b(t)) jego drogi; bedzie zawsze
Sf(a(r)) = g(b(1)), bo pola (a(r), b(r)) sa zaczernione; funkcje a i b okaza si¢ ciagle, bo w chwilach
sasiednich, ¢ i 7+ 1, wspolrzedne a(r) i a(r+ P) i tak samo wspolrzedne b(r) i b(r+ 1), rdinia sig
nie wigcej niz o 1. Czy takie przejécie dla krola sig¢ znajdzie? Tak. OdpowiedZz mozna znalezé
m.in. w ,,Kalejdoskopie matematycznym’® Hugona Steinhausa (str. 32, wyd. 1956 r.), gdzie jest
podana dla nieco innego zadania, a ktora w naszych warunkach tlumaczy sie na nastepujace

Twierdzenie o szachownicy. Jesli pewne pola szachownicy sg zaczernione tak, by wieza nie mogla
przejs¢ po polach bialych z zadnego z p6l lezacych wzdluz dolnego i wzdluz prawego brzegu
szachownicy do zadnego z pol lezacych wzdluz jej lewego i wzdhuz jej gornego brzegu, to krol
moze przej$¢ po polach zaczernionych z lewego dolnego rogu szachownicy do prawego gornego.

Napisano w ,,Kalejdoskopie™, ze jest to oczywiste, ale ze dowod nie jest natychmiastowy. To
twierdzenie o szachownicy mozna znaleZ¢ takze w innej ksiazce Hugona Steinhausa
. Jeszecze sto zadan’® (tytul thumaczony z rosyjskiego; autor artykulu nie wie, czy ukazalo sie to
po polsku), wigczonej do jego ksiazki ,,Zadaczi i razmys:zlenija”, jako Zadanie 97 mozna je
znale# na str. 103 wyd. 1974 r.) Pojawilo sie ono rowniez w ,,Delcie’” nr 9/1980, jako zadanie
M 235, stuzac jako lemat w dowodzie dwuwymiarowego twierdzenia Brouwera o punkcie stalym.
Te okolicznosci stanowig wygodny pretekst dla autora artykulu, pozwalajacy mu na
niezamieszczenie dowodu, ktory rzeczywiscie nie jest natychmiastowy.
Analogiczne zadanie dla szachownicy heksagonalnej (plaski plaster pszczeli; bardziej
symetryczne: znika w nim rdznica miedzy krélem i wieza) jest mniej klopotliwe. Pisze o nim
David Gale w artykule ,, The Game of Hex and the Brouwer riixed Point Theorem’, The American
Mathematical Monthly 86 (1979), str. 818—827. Takze i tym zadaniem mozna si¢ postuzy¢
w dowodzie twierdzenia Brouwera. Zadanie w formie heksagonalnej pochodzi od Johna F. Nasha
(1949), ale jest i prehistoria, o czym pisze Martin Gardner w rozdziale ,,The Game of Hex’’ na
str. 73—83 swojej ksiazki ,,The Scientific American Book of Mathematical Puzzles and
Diversions’, New York 1959.

= *
Czesto spotyka si¢ proby okreslenia tego, czym jest matematyka. W ksiaice ,,0 poznawaniu.
Szkice na lewg reke” Jerome S. Brunner (szkic ,,0 uczeniu sig matemaryki’, str. 130 i nast.,
PIW 1971, seria + o0) pisze, Ze polega ona na sprowadzaniu zadan do tamiglowek, a potem do
rozwigzywania tych lamigtowek. Jest to poglad doéé naturalny, ale niecz¢sto wypowiadany, wigc
poparcie go autorytetem nie zaszkodzi.

*

tamigtowka o krolu i wiezy pozwala rozwiazaé zadanie o taternikach, ktore tez z kolei wyglada
na lamigtéwke wyodrebniona dla rozwiazania innych zadan. Kazimierz Zarankiewicz wykorzystat
(Biuletyn PAN, 2 (1954), str. 117—120) zadanie o taternikach dla podania prostego dowodu
nastepujacego twierdzenia Dysona (1951): majac funkcje ciagla rzeczywista na powierzchni kuli,
znajdziemy zawsze koto wielkie i wpisany w nie kwadrat, na ktérego wierzchotkach funkcja
przyjmuje te same wartosci. J. P. Huneke (1969) wykorzystal zadanie o taternikach do zbudowania
dwu funkgji ciagfych fi g przeksztalcajacych odcinek na siebie i takich, ze f* g = g +f (1.
przemiennych przy skladaniu) oraz nie majacych wspoinego punktu stalego, tj. takiego, ze
f(x) = g(x) = x, co oba'alo uzasadniong wieloma przykladami hipoteze. Autor tego artykutu
postuzyt sie (1962) zadaniem o taternikach do znalezienia prostego opisu kontinuum znanego
pod nazwa pseudoluku (ktdre jest kontinuum nierozkladalnym i ktérego wszystkie podkontinua
wielopunktowe sg nierozkladalne, ale kt6ry ma pewne wlasnosci wspolne z okregiem), odkrytego
(1922) przez Knastera i zbadanego doktadniej (1948) w pracach Binga i Moise’a. Je$li funkcje
f1g, ciagle i bez przedzialow statosci sa niekoniecznie kawatkami liniowe, to marszruty
utrzymujace taternikéw na rownych ze soba wysokosciach tez si¢ znajda: w ich poszukiwaniu
wykorzystuje si¢ pewna wlasnoé¢ topologiczna kwadratu, bardzo podobna do wykorzystywanej
poprzednio- wlasnosci szachownicy.
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H; wodor

OH hydroksyl

Si0 tlenek krzemu

Sis siarczek krzemu

NS siarczek azotu

SO tlenek siarki

CH metylidyn

CH+* jon metylidynowy
CN cyjan

co tlenek wegla

=5 siarczek wegla

H,0 woda

NH+ jon dwuazotku wodoru
H,S siarkowodor

50, dwutlenek siarki
CCH etynal

HCN cyjanowodor

HNC izocyjanowodor
HCO* jon formylu

HCO formyl

0cCs siarczek karbonylu
NH; amoniak

C;H; acetylen

C3N cvjanoetinyl

H,CO formaldehyd

HNCO kwas izocyjanowy
H,CS tioaldehyd mrowkowy
H;CNH metylénoimina
H;NCN cyjanamid

HCOOH kwas mrowkowy
HC.N cyjanoacetylen
CH,0OH alkohol metylowy
CH.CN cyjanek metylu (acetonitryl)
HCONH,; formamid

CH,;NH, metyloamina
CH,;C;H metyloacetylen
HCOCH; -aldehyd octowy
H;CCHCN cyjanek winylu (akrylonitryl)
HCsN cyjanodwuacetylen
HCOOCH, mréwczan metylu
(CH,):0 eter dwumetylowy
C;HsOH alkohol etylowy
CsH;N metylocyjanoacetylen
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Patrz w niebo
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Kiedy dwa miesiace temu pisalem o tym, ,,co wida¢ miedzy gwiazdami”’, dokonalem dosé¢
istotnego uproszczenia, ktére polegato na zalozeniu, ze przestrzen migdzygwiazdowa w Galaktyce
jest praktycznie pusta. Jak dobrze wiadomo, zalozenie to jest nicprawciziwe. co latwo zauwazy¢
obserwujac mglawice gazowe i pylowe jasno $wiecace w niektorych okolicach nieba.
Analiza widmowa $wiatta niektorych z takich mgtawic napotkala niespodziewane trudnosci.
Wielu, linii nie udalo sig zinterpretowa¢ jako normalnej emisji (lub absorpcji) atoméw. Trzeba
bylo szukaé innych niz atomy Zrédel promieniowania monochromatycznego. I tu okazalo sie,
ze w zimniejszych mglawicach czgsto swieca mniej lub bardziej skomplikowane czasteczki,
przewaznie organiczne. Tabelka obok podaje kilkadziesiat najlepiej znanych zwiazkoéw odkrytych
w przestrzeni miedzygwiezdnej. Nie wszystkie one emituja (lub absorbuja) promieniowanie
w okolicach zakresu widzialnego. Czesto odkrywamy je dzigki obserwacjom radiowym,
najczesciej mikrofalowym. Zwiazane jest to z faktem, Ze emisja fotonu przez czasteczke moze
by¢ nie tylko zwiazana z przejsciem elektronu na nizszg orbitg; mozliwe sa trzy inne mechanizmy:
a) zmiana ksztaltu chmury elektronéw czasteczki,
b) zmiana czestosci drgan atomow czasteczki, -
c) zmiana predkosci rotacji czasteczki.
Wszystkie te procesy powoduja wyslanie fotonu o konkretnej, ale trudnej do obliczenia energii.
Przyjrzenie si¢ tabelce prowadzi do stwierdzenia, Ze nie jest prawda, iz obserwujemy wszystkie
najprostsze zwiazki. Mimo wielu prob nie udalo si¢ dotychczas odkry¢ np. tlenku azotu —
czasteczki jedynie dwuatomowej. Nie stwierdzono takze obecnosci ani jednego zwiazku
pierscieniowego. Jednak wiele niezidentyfikowanych linii widmowych pozwala sadzi¢, ze mala
galaz astronomii — kosmochemia — rozwinie si¢ w potezny konar wiedzy.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
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Rozwiazania zadan z numeru 1/82

13. Badany ciag wyraZa si¢ wzorem /
rekurencyjnym xp4q = flxn), gdzie x; = a, /4

fix) = a*. Jezeli istnieje granica lim x,, to
musi ona byé punktem stalym funkcji f, tzn.
musi spelnia¢ réwnanie f(x) = x. Na odwrét,
jesli punkty stale istnieja — oznaczmy je \
przez u, v (patrz rysunek; punktéw stalych -
nie moze byé wiecej niz dwa; przyjmujemy,
e u = v)—to dla x z przedzialu 0 < x.< u e
mamy x < f(x) < u, zatem ciag {xa} jest
rosngcy i ograniczony, wigc zbiezny. Niech
teraz { oznacza rozwigzanie rownania
f'(x) = 1 (istnieje ono dla kazdej wartosci

,.
57 | E———
x

14. We wzorze Herona, wyrazajgcym pole §

a i jest jedyne, rowne £ = — Inlnaflna; trojkata przez dlugosci jego bokow ay, a;,a;
przy tym f(£) = 1{ln a). Pozostaje podstawiamy ai = 2S/h; (gdzie h; jest
zauwazyé, ze funkcja f ma punkty stale wtedy dlugoscig wysokodci op j na bok ay).
i tylko wtedy, gdy f(&) < & (rysunek), czyli Po prostych przeksztalceniach dostaj

S = hih3h3((hoha + hahs + hshy) (= By by +
+hahs+hyhky) (hihy—hahs+ hshy)
(hyha+hahy—hshy))-* 12,

gdy 1 = —Inlna, lub réwnowaznie, gdy
a < etie, Jest to warunek konieczny,
i dostateczny zbieznosci ciggu {x,}.



Spoéréd dwoch zadan zamieszczonych Rozwiazanie
O3 02 w naszym kaciku umiemy rozwigzaé pierwsze. i
e e e e 3 = zadania
Drugiego nie umiemy i nie wiemy, czy i
konstrukcja jest w ogéle wykonalna. z kacika
Przypuiémy wiec, ze skonstruowalismy ,,zadan,
poszukiwany tréjkat A ABC o bokach ktérych
stycznych do danych okregdéw o4, 03,03 : d
(rys. 1). Poprowadimy przez srodki tych nie u.mlel:ny
okregéw proste rownolegle do odpowiednich rozwiazac”
bokéw trokjata. Otrzymamy w ten sposdb
tréjkat AA, B, C,, tez o znanych’
B C dlugosciach bokéw (rys. 2). Znamy
oczywiscie i katy tego tréjkqt!; Wobec tego
01 punkt 4, lezy na luku Talesa o, dla punktéw

Rys. 1.

R i Q oraz kata «. Analogicznie polozone sg
punkty B, i C, (rys. 3). Rozwigzanie '

dania sp adza sig w takim razie
dor igzani dani ja : przez
punkt R przecigcia dwdch okregdw o4 i 05
poprowadzic takg prosta, by suma cigciw
wyznaczonych przez nig na tych okrggach
miala dang dlugos¢. W tym przypadku
bedzie to dlugoéé odeinka A, B, (rys. 4).
Niech punkty S i T bedg srodkami
odpowiednio odcinkéw A, Ri B, R,
natomiast punkt M niech uzupelnia tréjkat
LTS do prostokata LTSM (rys. 5).
W trojkacie prostokatnym A LMK dana mamy
dlugoéé przeciwprostokatnej LK i diugosé
przyprostokatnej LM . Mozemy go wiec
skonstruowac. Calg reszte rowniez.

Rys. 5.

Jeéli dane sg dwa punkty R i Q oraz kat «,

to zbiorem punktéw, z ktérych odcinek
RQ,,widaé” pod katem «, jest suma dwéch
lukéw okregdw. Luki te sa polozone
symetrycznie wzgledem prostej RQ

(rys. 6). Nazywane sg one tukami Talesa
wyznaczonymi przez punkty R i Q oraz kat a.

W ,,Regulaminie ligi”* Delta 9/1981 zapowiadali$my przerwe wakacyjna
na numery 6 i 7. W zwiazku z przesunigciem cyklu produkcyjnego w

stosunku do kalendarza przenosimy przerwe na numery 5 i 6.

Zadania 25, 26, 27 ukaza si¢ w numerze 7. Za zmiang przepraszamy.

15. Przypomnijmy tres¢. W baku samochodu
miesci sig | barylka paliwa, co wystarcza na
przebycie polowy pustyni. Wigcej paliwa
zabieraé nie mozna. Jaka jest najmniejsza
iloéé paliwa potrzebna do przebycia calej
pustyni? Zakladamy, ze mozna po drodze
odlewac (a potem w stosownej chwili
zabierac¢) dowolng ilosé z baku.

Zauwaimy, ze aby przy powyiszych danych
przeby¢ pustynig, musimy w jej polowie
dysponowac 1 barylka. Dostarczvé jg tam
mozna odlewajac cz¢sc paliwa z kaidego
kursu. Zaldéimy, ze w pewnym punkcie

B < A zmagazynowalidmy juz troche paliwa.
Dostarczamy je do A kursujac kilkakrotnie
miedzy A i B. Najlepiej startowaé z B

z pelnym bakiem, mozna wigc zalozyé, e
kursujemy tylko na trasie AB. Bedziemy
mierzy¢ odleglosci w barylkach, potrzebnych
do przejechania danego dystansu. Niech

AB = x. Kursujagc nrazy z Bdo A
zostawiamy za kazdym razem 1— 2x paliwa
w A, zuzywajac pozostale x na powrot.

By

GFEDC B A Q

Ostatni kurs robimy tylko w jedng strone;
witedy w A musi juz by¢ zmagazynowana

1 barylka. Stad réwnanie a(l —2x)+ (1 —x) =
= 1, zatem x = nf(2n+ 1). Wybierzmy punkt
B tak, by startujac z niego mozna bylo
przejechaé pustyni¢ majac 2 barylki, tzn. by
na drodze 4B spalié jedng, a jedna dostarczyé

do A. Prowadzi to do réwnania (2n+ )x = 1;

zestawiajac je z poprzednim mamy n = 1,

x = 1/3. Taki punkt B jest punktem
polozonym najblizej poczatku pustyni P,

z ktorego mozna przebyé pustynie z dwiema
baryikami. Szukamy nastepnego punktu
przeladunkowego C tak, by kursujac m razy
na drodze BC (+ ostatni kurs bez powrotu)
zostawic w B 2 barylki, a by na drodze BC
zuiyé tylko 1. Podobny jak powyzej rachunek
daje m = 2, BC = 1/5. Taki punkt C jest
najblizszym od P punktem, skad mozna
startowaé przez pustyni¢ z 3 barylkami.
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Postepujac tak dalej, otrzymamy takg oto
marszrutg (p. rysunek):

Startujemy 7 razy z pelna barylkg z P

i zostawiamy w G 1—2-2021/45045 =

= 41003 /45045 barylki, 6smy kurs odbywamy
tylko w jedna strong. Znajdujemy si¢ wigc w
G majgc 7 41003/45045 + 14-2021 (45045 =

= 7 barylek paliwa. Wyruszamy teraz 7 razy
z G, zostawiajgc za kaidym razem w F

po 11/13 barylki, ostatni (siédmy) kurs robimy
bez powrotu. W ten sposob przybywamy do
F i mamy 6 barylek. Dalej odbywamy 5§
kursow powrotnych i jeden ,,tam" na trasie
FE i tak dalej. W koricu znajdziemy sie w B
z dwiema, a nast¢pnie w A z jedna barylka.
Lacznie odcinek PG przejedziemy 15 razy,
GF — 13 razy, FE— 11 razy, ...,CB —§,
BA — 3 i AQ — jeden raz. Zuzyjemy wigc

vesed s Lygu byl g ik
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barylek paliwa.



