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Dlaczego wydajemy "Delte"

TRZY ZNACZENIA SLOWA "NAUKA"
Kazdy sie chetnie zgodzi, ze nie kazdy sposób ludzkiego dzialania

to nauka. Skoro tak, to jak wyglada deiinicja tak nazywanego
dzialania? Z pewnoscia uzyskalibysmy powszechna akceptacje dla
opinii, ze jest to uporzadkowany opis otaczajacego nas swiata.
Tyle ze zdanie takie jest zbyt szerokie na definicje nauki -'

obejmuje bowiem równiez poezje i kinematografie. Nie rezygnujac
zatem z niego spróbujmy ograniczYF jego zakres przez podanie
dodatkowych warunków.
Juz pobiezny oglad dyscyplin powszechnie za nauke uwazanych
pozwala na kilka ustalen. Kazda nauka ma okreslony zasób

dobrze zdefiniowanych pojec, ma okreslony sposób formulowania

zdan, w okreslony sposób za ich pomoca focmuluje prawa (czesto
zwane twierdzeniami), dysponuje okreslonym sposobem pomnazania

owych praw (zowie sie to wnioskowaniem), ma wreszcie bardzo
kategoryczny system weryfikacji hipotez (a wiec odrózniania
prawdy od falszu - czesto nazywa sie to dowód). Slowem - ma
precyzyjnie okreslona metodologie. Tak wiec nauka bylby to
opis swiata za pomoca metodologii nalezacej do pewnej klasy
(sposród wszystkich mozliwych). Zostawiajac to sformulowanie
jako definicje nauki (i Czytelnika w przekonaniu, ze
zdefiniowalismy ignotum per ignotum, bo co to za klasa
metodologii? - pewnie naukowych ?), slowem odkladajac jej
doprecyzowanie, zauwazmy, ze nie jest to jedyny sens, jaki slowu
"nauka" jest nadawany.

Bowiem nauka to równiez (a moze przede wszystkim) pozytywny
epitet. Mówiac o czyms, ze to nauka, ze to naukowo
stwierdzone, wyrazamy swój stosunek pozytywny do takiego
dzialania, do takiej opinii. Chwala pokoleniom uczonych, którzy
dla swojej dzialalnosci zdobyl i takie uznanie, tak powszechny
szacunek. Ale i na tym znaczeniu slowa "nauka" rzecz sie nie
konczy.
Trzecie znaczenie slowa "nauka" (obecnie moze naj pospolitsze)
to ogól czynnosci wykonywanych przez ludzi, których stanowiska
w odpowiednich taryfikatorach nazywane sa naukowymi. I choc
przewrotnosc tej opinii bije w, oczy, choc sie swobodnie zartuje na
ten temat (np. Lem "Jak ocalal swiat"), to jednak wszedzie
dostrzegamy tendencje do powolywania "Instytutu Naukowo­
Badawczego Tego i Owego", aby tym sposobem To i Owo moglo
sie nauka nazywac (bo jako sie rzeklo, warto).
Jezeli jedno slowo ma trzy istotnie rózne znaczenia, moze to
prowadzic do przezabawnych, albo i wcale nie zabawnych
nieporozumien. I tak dochodzimy do glównego tematu, czyli

CO MA DO TEGO "DELTA"
Kiedy kilkanascie lat temu matematycy wszczynali dzialania
majace na celu powolanie "Delty" do zycia, spoleczenstwo mialo
do dyspozycji "Problemy", "Mlodego Technika", "Wiedze
i Zycie", "Horyzonty. Techniki" i inne czasopisma
popularnonaukowe. Po co wiec bylo mnozyc ilosc czasopism,

przeciez mozna bylo popierac jedno badz kilka sposród
istniejacych. Lokalny patriotyzm? - moze, ale z cala pewnoscia
nie tylko.

- Chodzilo o ochrone zawodu. Nie te, typu trade-union, .
polegajaca na dbalo~ci o to, by nam i naszym kolegom powodzilo
sie mozliwie najlepiej, bysmy mieli jak najwiecej praw
i przywilejów.

t

Byla to troska o rozwój zawodu i jego obrona
przed wynaturzeniami. Jakiego zawodu? Oczywiscie nie chodzilo
o zawód matematyka - matematyka bez innych nauk istniec nie

- moze i nie powinna - chodzilo o zawód uczonego (nie mylic
z naukowcem). Dlatego tez, gdy w 1973 roku powstawala "Delta",
do matematyków przylaczyli sie fizycy, w 1979 - astronomowie,
pisuja u nas biologowie, inzynierowie, chemicy, historycy,
filologowie, slowem ci wszyscy, którzy widza róznice.
Jaka róznice? Ano, wlasnie róznice w pojmowaniu slowa nauka.
My uznajemy tylko pierwszy sens tego slowa, nasi wybitni
konkurenci - wszystkie trzy (vide - cykl "Kosmos" w TV).

Tak (w pierwszy sposób) rozumiana nauka, to proces historyczny.
W pewnym momencie obserwacje jakiegos aspektu swiata
wzbogaca sie o naukowa metodologie i zaczyna sie formowac
z nich nauka. Nie jest to poczatek zainteresowania ta klasa
zjawisk, a tylko pewien, bardzo zaawansowany tego
zainteresowania etap .•
I tak geometria zaczyna sie od pitagorejczyków, choc jej problemy

nurtowaly ludzi tysiace lat wczesniej. Fizyka -:- od Galileusza,
-astrónomia - od Ptolemeusza, meteorologia zas czy socjologia

sa wlasnie na przelomie -lokalnie pojaw:iaja sie zaczatki
metodologii naukowej, choc calosc tonie jeszcze w chaosie
nagromadzonych fenomenologicznie obserwacji. Medycyna czy
historia sa jeszcze na etapie sztuki - intuicja i rutyna wiecej
w nich znacza od ostrego rezimu praw i dedukcji.
I tu bardzo istotna uwaga: powyzszy tekst w zadnym razie nie
moze byc odczytany jako nizsza ocena dyscyplin bedacych na
przednaukowym badz przelomowym etapie. My nie wierzymy
w inny sens slowa "nauka" niz pierwszy z przytoczonych. Dla
nas "byc" badz "nie byc" nauka nie jest ocena wartosciujaca.
Jest to ocena, chcialoby sie rzec, przyrodnicza.
"Delta" przystapila do swoich zadan w zakresie rozwoju nauki
upowszechniajac jej obraz mozliwie szeroko, naj szerzej jak
umiemy. Zadanie zas obrony przed wynaturzeniami realizujemy
dbajac, by obraz nauki byl prawdziwy, stad nasze wymaganie,
aby nasi autorzy zajmowali sie czynnie dyscyplina nauki, o której'
pisza·

I tak by sie przedstawiala motywacja naszej pracy i zarazem
kryteria, wedlug których pragniemy byc oceniani za nasze
pierwsze sto numerów. Tak wygladaja tez zasady, których nie
odstepujemy w naszej wspólpracy z innymi czasopismami,

wydawnictwami, radiem i telewizja (nie da sie tak -:- to trudno).
Do takiej pracy delegowalo nas srodowisko uczonych, do którego
szczycimy sie nalezec.
No, a gdzie wyjasnienie kola definicji z pierwszej czesci

artykulu? - po to wydajemy "Delte".



Kto z czego zyje czyli na przelaj przez torus

Dr Michal SZUREK

OJ
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pozostajemy w ramach topologu- wyKonujemy bowiem przeksztalcenia ciagle. TopologIa nie
odróznia figur powstajacych jedna z drugiej przez sciskanie, rozciaganie i dosc dowolne
wykrecanie. Mozemy tez "na chwile" zbiór rozerwac - byle skleic go potem w tym samym

miejscu. Zatem na rysunku 3 widzimy (topologicznym okiem) same torusy. Ostatnie z nich to·
wielosciany; maja 16 wierzcholków, 32 krawedzie i 16 scian, co nie zgadza sie z wzorem Eulera:"

KON, JAKI JEST, KAZDY WIDZI
Kazdy wie, co to torus. Charakterystyczny obwarzanek (rys. 1) jest jednym z ulubionych przez
topologów przykladów powierzchni. Jest to powierzchnia obrotowa; starczy obracac jeden okrag
po drugim. Stad i wspólrzedne '"geograficzne" na torusie, lepsze niz na' Ziemi, bo nie maja

takich anomalii jak ziemskie wokól biegunów (glob ziemski jest niepraktycznie zbudowa!1Y, jak
mawial Hugo Steinhaus). Model torusa mozemy otrzymac sklejajac koncami elastyczna rurke;
latwo zrobimy ja z prostokata albo i dow91nego równolegloboku (rys. 2). Czyniac tak,~

(\"\.~.~

Rys. I. Torus.

Rys. 2. Robimy torus z równolegloboku.

Rys. 4. Naklejamy plaszczyzne na torus.

oJ

.x

Rys. 5. Z tej prostej powstanie gesta
owijka torusa.

liczba wierzcholków -liczba krawedzi + liczba scian = 2,

ale wszystko w porzadku, bo wzór ten dotyczy tylko wieloscianów prostych, takich bez dziur
jaka ma torus "w srodku". Dla wieloscianów "z jedna dziura", mamy jak dla torusa

liczba wierzcholków -liczba krawedzi + liczba scian = O.

Rys. 3. Rózne torusy topologiczne.

Do topologii nalezy tez problem kolorowania map. W 1976 roku rozwiazano ponad stuletnie
zagadnienie czterech barw: czterema kolorami 11Ioznapomalowac dowolna mape polityczna na
plaszczyznie albo na sferze - powierzchni kuli. Wymagamy oczywiscie, by sasiednie panstwa
kolorowac inaczej, zakladamy takze, ze w zadnym punkcie nie schodza sie wiecej niz trzy granice
Dla map na torusie potrzeba na ogól az 7 kolorów a dowód tego twierdzenia jest prostszy niz
dla sfery i plaszczyzny; tak czesto bywa.

TROCHE TEORII
Matematykom wygodnie patrzec na cala plaszczyzne zamiast na jej fragment. Mozemy zrobic
sobie torus z calej plaszczyzny. Narysujmy na niej siatke (bedziemy ja nazywac krata i oznaczac
przez F) prostokatna albo i z dowolnymi równoleglobokami jako oczkami. Nawinmy jedno
oczko na torus tak, jak juz umiemy, a pozostale tak, jak to pierwsze (rys. 4). Taki sposób
otrzymywania torusa nazwiemy podzieleniem plaszczyzny przez krate i otrzymany torus oznaczymy
przez CIF. Symbol C zapowiada, ze pózniej spojrzymy na dwuwymiarowa plaszczyzne jako na
zbiór liczb zespolonych. Podejscie takie - jak kazde nowe - pozwala jasno zobaczyc niektóre
rzeczy do tej pory malo widoczne. Wspomnimy na przyklad o 7..adaniu
Jak wyglada loksodroma na torusie?

(tj. krzywa przecinajaca poludniki i równolezniki pod stalymi katami), o którym pisalismy
w nr 1/1980. I tu tylko zwrócimy uwage na gesta owijke: nitka nawijana na torus pod
odpowiednim (jakim?) katem nigdy nie dotknie sama siebie, chociaz przejdzie dowolnie blisko
kazdego punktu (rys. 5).
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Rys. 6. Gladkie styczne pole wektorowe
(czyli uczesanie) torusa.

W topologii mozna najwiecej. Zalozenia nakladane na funkcje (ciaglosc) sa stosunkowo slabe.
Bardziej szczególowa jest geometria rózniczkowa; zajmuje sie ona tymi wlasnosciami figur, które
nie zmieniaja sie przy wzajemnie jednoznacznych przeksztalceniach rózniczkowalnych. Torusy
z rys. 3 sa nimi i z rózniczkowego punktu widzenia (nietrudno znalezc na to argumenty, o funkcje
rózniczkowalne prawie tak samo latwo jak i o ciagle) - z wyjatkiem ostatnich wieloscianów.
Wielosciany nie naleza do geometrii rózniczkowej, nie da sie ich otrzymac z gladkich
powierzchni za pomoca funkcji majacych wszedzie pqchodna. Tracimy wiec co najmniej jedna
klase modeli naszego torusa, zyskujac w zamian pojecia wektora stycznego i przestrzeni stycznej,
scisle zwiazane z mozliwoscia rózniczkowania. To pozwala postawic i rozwiazac problem
"zaczesania".

Owlosiony torus daje sie gladko uczesac: wystarczy skierowac wszystkie wlosy np. na zachód.
Dla innych powierzchni moze tak nie \>yc.

DYGRESJA

Kuli pokrytej wlosami nie mozna nigdy calej gladko zaczesac; zawsze jest
co najmniej jeden punkt. w którym wlosy utworza wir bez okreslonego
kierunku To zdanie (wyrazajace twierdzenie Borsuka) jest cytatem z
.•Ka1ejdoskcpu MateClatycznego" Hugona Steinhausa. Nalezy te ksiazke.
jak i .,Kubusia Puchatka'" czytac przez cale zycie. Miala kilkanascie wydan,

w tym az trzy polskie (1931. 1954 i 1956, to ostatnie bylo dodrukiem
poprzedmego).
Dzis juz nie wydaje SIe takKh ksiazek Nie ma bowiem Autora, ani innego
autora, a poza tym to dzis tak ch k"a,ek sie nie pisze. Dzis sie publikuje,

najcenniejsze sa publikacje zagraniczne, na szczescie faworyzuje to
rozdrobniona Europe

Nie ma równiez takich poligrafów. W wydaniu z l954 roku czcionka byla
duza l wyrazna, bledów korektorskich nie bylo. Byl natomiast bialy
pólkarton i/321 wyraznych fotografii i rysunków, na których nie rozlazily
sie kolorv. Wysoka cene ksiazki (30 zl) rekompensowala nie tylko
nadzwyczajna jakosc tekstu, ale i piekne wydanie.
Dlaczego wiec nie wznowic, ,Kalejdoskopu Matematycznego"? Braki

papieru? Ogólne trudnosci? Nie badz naiwny, Czytelniku. Kto bowiem
móglby na takiej ksiazce duzo zarobic? Chyba tylko Wydawnictwo jako
Instytucja (ale po co Wydawnictwu banknoty?), albo spoleczenstwo (ale
co komu po akordeonie?).

f.
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gdzie p jest dowolnym punktem plaszczyzny, a w i T - wekto,rami kraty (rys. 7). Tak wlasnie
torus dziedziczy po plaszczyznie jej funkcje ciagle, rózniczkowalne i wszystkie inne. Uzylismy
terminu gromada funkcji na oznaczenie przyporzadkowania

podzbiór 1-+ zbiór funkcji na nim,

((p) = f(p+w) = f(P+ T),(I)

naprawde nazywa sie to snopem.
Funkcje ciagle sa gietkie, mamy tu na mysli mniej wiecej tyle, ze kawalki róznych funkcji
ciaglych mozemy zlaczyc w jeden (rys. 8). Niemal tak samo mozna wyginac funkcje
rózniczkowalne, chociaz zlaczenie dwóch odcinków funkcja nieskonczenie wiele razy
rózniczkowalna bywa klopotliwe (rys. 9). Nie nada sie (dlaczego?) zaden wielomian.
Kraty na plaszczyznach mozemy przeksztalcac, np. rzutujac jedne na drugie (rys. 10). Takie
rzutowanie jest wzajemnie jednoznaczne, a takze i ciagle, i rczniczkowalne. Dlatego z punktu
widzenia topologii czy geometrii rózniczkowej jest tylko jeden torus. Tu Czytelnik zapyta: jak to,
jakie sa inne torusy i co to w ogi-le znaczy?
Jak widzielismy, torus qr dziedziczy po plaszczyznie jej funkcje. Takze funkcje analityczne. Sa
to funkcje zmiennej zespolonej z, lokalnie rozwijalne na szereg potegowy; dokladna definicja na

marginesie. Nie sa one tak sztywne jak wielomiany (kazdy wielomian jest wszak wyznaczony
przez swoje wartosci w skonczonej liczbie punktów), ani tak gietkie jak funkcje rózniczkowalne
iw ogóle ich wlasnosci pochylaja sie raz w strone wielomianów a raz w strone ogólnych wlasnosci
funkcji rózniczkowalnych.
Punkt plaszczyzny i liczba zespolona to - z odpowiedniego punktu widzenia - jedno i to samo.
Tak oto na torusie i jego podzbiorach mamy funkcje analityczne - te, które powstaja z funkcji
analitycznych na plaszczyznie spelniajacych warunek (1). Funkcje analityczne jednej zmiennej
dobrze znano, rozumiano i wykorzystywano juz w XIX wieku. Najciekawsza i najbardziej
pozyteczna jest w nich wlasnie ta' swoista "dualnosc": sa dostatecznie ogólne a jednoczesnie
dosc "sztywne", by mozna bylo czasami ich wspólczynniki wyznaczac "algebraicznie" z ukladów
równan. Ciekawe, ze funkcje analityczne wiecej niz jednej zmiennej nachylaja sie znacznie
bardziej w strone wielomianów niz ogólnych funkcji rózniczkowalnych.

POCZATKI S:VSTEMATYKI
Matematycy XIX wieku nauczyli nas patrzec na powierzchnie przez pryzmat wlasnosci funkcji

na nich. Za slabo powiedziane: to wlasnie zainteresowanie wlasnosciami fimkcji pchnelo dalej
geometrie powierzchni. W XIX wieku powierzchnia zyla dla funkcji, w pierwszej polowie XX
bytowala niezaleznie, od pewnego zas czasu ten apartheid ustepuje miejsca rozumnej koegzystencji.

Spójrzmy i my na gromady funkcyj na torusie i jego podzbior~ch: funkcyj ciaglych,
rózniczkowalnych raz, dwa, trzy, ... , dowolna liczbe razy. Skad sie one biora? Skad wziac
funkcje na torusie? Oczywiscie - z funkcji na plaszczyznie. Nie z byle jakich, rzecz jasna. Aby
funkcja na plaszczyznie C okreslala funkcje na torusie c/r, musi miec te same wartosci na
kazdym równolegloboku kraty r.
Mozna to nazwac dwuokresowoscia lub okresowoscia wzgledem kraty i symbolicznie zapisac tak:

~. 'I. i ~ i
,i i :ni i:!

! i i ! i i
: ! i ! l i:: l

00

f(z) = ~ an(z- zo)".
n=-N

Rys. 7. Funkcje dwuokresowe musza miec
te same wartosci w odpowiednich
punktach plaszczyzny.

Przez funkcje analityczna zmiennej
zespolonej z (w punkcie zo) rozumiemy
taka funkcje, która w pewnym otoczeniu
tego punktu moze byc przedstawiona

w postaci zbieznego sz:regu potegowego:

00

f(z) = ~ an(z-zo)".
n=O

Inne okreslenie znajduje sie np. w artykule

Wlodzimierza Kuzaka. Iloraz funkcji
analitycznych jest funkcja meramorficzna.
Rozwiniecia funkcji meromorficznych na
szeregi potegowe moga miec skladniki
odpowiadajace ujemnym potegom:

f-

~_L_f-1-M -+.,.znl· L-++

J~+"I--=[-l
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TORUSY ANALITYCZNE
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Rys. 10. Kaid'l krate mozna otrzymac
z innej przcL. rzutowanie.

Tak czy owak na torusie (róznych torusach c/r) mamy rózne "gromady" funkcji analitycznych.
Co ciekawsze, rzeczywiscie rózne: jezeli zmienimy krate, mozemy zmienic w sposób istotny
gromade funkcji analitycznych torusa; powiedzielismy juz, ze funkcje ciagle czy rózniczkowalne
w gruncie rzeczy nie zmieniaja sie przy zmianie kraty. Ich "gromady" zmieniaja sie w sposób
"nieistotny" ze zmiana r, formuluje sie to tak: snopy funkcji ciaglych (rózniczkowalnych) na
róznych torusach qr sa izomorficzne.
Rozumowanie prowadzace do wyjasnienia, kiedy owe struktury (czyli "gromady" funkcji)

analityczpe na torusach - teraz juz mozemy uzyc liczby mnogiej - sa takie same, stanowi piekny
fragment XIX-wiecznej matematyki, solidnej, grubej i osadzonej mocno w konkretach, lecz
troche mistycznej i jak na dzisiejsze gusty nieco przyciezkiej. Zeby dojsc do tej odpowiedzi
przl!"niesmy sie - bardziej ze wzgledów historycznych niz jakichkolwiek innych - na plaszczyzne

Siegela, czyli po prostu górna pólplaszczyzne. Nietrudno rozstrzygnac prosta algebra, kiedy dwie
pary wektorów plaszczyzny Siegela H wyznaczaja te sama krate. Mianowicie wtedy i tylko wtedy,
gdy jedna z tych par mozna przeksztalcic na druga za pomoca przeksztalcenia postaci

x t:+ ax+by, y l-+ cx+dy, gdzie a, b, c, d sa calkowite i ukladaja sie w macierz o wyznaczniku
ad - bc = ± l. Takie macierze tworza grupe modularna; dalecy jestesmy od poznania wszystkich
wlasnosci algebraicznych macierzy 2 x 2.
Latwo uwierzyc, ze struktura analityczna na torusie nie zmieni sie przy jednokladnosciach
i obrotach kraty. Mozemy wobec tego przyjac, ze jednym z wektorów kraty jest punkt (l, O),

czyli lIczba zespolona l. Gdzie moze byc drugi? Odpowiedz nie jest oczywista: w zaznaczonym
na rysunku l l obszarze fundamentalnym G. Kazdy wektor spoza obszaru fundamentalnego ma
tam partnera, z którym pospolu z liczba l daje krate wyznaczajaca ten sam torus. I oto
kryterium, którego dowód tak sie podobal autorowi artykulu: Jezeli krata r jest wyznaczona
przez wektory (l, w), a krata r', przez (l, w'), gdzie w, w' E G, to wyznaczaja one taka sama
(precyzyjnie·: izomorficzna) strukture analityczna na torusie wtedy i tylko wtedy, gdy w = w'.
Ujmiemy to tak: obszar fundamentalny wiernie parametryzuje wszystkie struktury analityczne
na torusie - kazdej takiej strukturze odpowiada jeden okreslony punkt w obszarze
fundamentalnym i odwrotnie. Ze parametryzacja jest naturalna, a nie wydumana, nikt nie watpi.
Badanie takich przestrzeni parametrów dla róznego rodzaju struktur jest szal~nie trudnym
zadaniem geometrii algebraicznej, wyniki sa najczesciej typu "zgadl i wyszlo".

FUNKCJE ELIPTYCZNE

Spogladamy teraz na funkcje analityczne i meromorficzne na torusie. Dwie najwazniejsze takie
funkcje to funkcja Weierstrassa

R}s. 11. Punkty Luznaczonego obszaru G

wiernie parametryzuja zbiór wszystkich
struktur analitycznych na lorusie.

sumowanie nie obejmuje w = O. Piszmy x zamiast p a y zamiast p'. Wtedy równanie (2) ma
postac y2 = 4x3 - g2 x- g3 i jest to równanie charakterystyczne naszego torusa, lepiej: jego
struktury analitycznej.

Umiemy od kraty przejsc do równania charakterystycznego torusa. Co z przejsciem odwrotnym?
Mamy zaleznosc typu

I IIIp(z) = - + - -- - -
Z2 (Z-W)2 w2WErI -2i jej pochodna p' (z) = ----; w napisanych szeregach nie bierze sie pod uwage

(Z-W)3
wEr

ewentualnych wyrazów z zerem w mianowniku. Piekne i pomyslowe rachunki prowadza do
nastepujacego wyniku: Kazda funkcja meromorficzna na torusie wyraza sie wymiernie przez
funkcje Weierstrassa i jej pochodna. Funkcje te nie sa niezalezne, zachodzi miedzy nimi zwiazek

gdzie g2 = 60">' _1_, g3 = 140" ~-,~ w4 ~ w6
wer wer

p'2 = 4p3_g2P-g3'(2)

o-f

(3) y2 = 4"x3-ax-b

i pytamy: jak wyznaczyc krate odpowiadajaca temu torusowi? Odpowiedz znów zdumiewa swoimi
powiazaniami z faktami "nie z tej opery". Oto dwa takie wektory (= liczby zespolone)

~ dzotrzymujemy obliczajac calki oznaczone -:========= po dwóch niezaleznych petlach
yz3-az-b

(okregach) bazowych torusa. To calki eliptyczne; funkcje pierwotne wyrazen podcalkowych nie
wyrazaja sie przez funkcje elementarne. My doszlismy do nich wychodzac z bardziej naturalnego

dzis badania torusa i struktur analitycznych na nim, ale historycznie wygladalo to odwrotnie.
Calki eliptyczne znane juz byly braciom Bernoullim w XVII wieku, wiele prac (w latach
1756-1781) poswiecil im Leonard Euler i Norweg Niels Henryk Abel (w latach 1827-9). Byc
moze czytajac odpowiednio ich prace doszlibysmy do wniosku, ze wiedzieli oni wszystko to,
o czym tu pisalismy; tyle ze nie interesowaly ich struktury analityczne na torusie, tylko co
zrobic z calkami eliptycznymi.

••



Rys. 12. Dodawanie punktów na gladkiej
krzywej trzeciego stopnia.

Kazdy analityczny torus jest algebraiczny, chcemy tu tylko wyrazic to, ze jego struktura

analityczna jest dobrze opisana przez jedno proste równanie algebraiczne - (2) czy (3). Mozemy
wiec interesowac sie krzywymi stopnia 3 uwazajac je za torusy. Za chwile rozwiniemy te uwage,
bo

WKRACZAMY DO GEOMETRII RZUTOWEJ
Zapowiedzia apetytu jest niejaka omdlalosc zoh,dka i lekkie zmeczenie (Ant helme-Brillat-Savarin,
Fizjologia smaku, PIW, 1980, s. 28). U nas tez najciekawsze dopiero sie zaczyna. Bo oto nasz
torus jawi nam sie jako rzutowa "krzywa" zespolona trzegjego stopnia, opisana w czesci
"skonczonej" jednym równaniem (3). Nazwalismy tu "krzywa" zbiór, który sklada sie z punktów
o dwóch wspólrzednych zwiazanych jednym równaniem. Wspólrzedne te sa zespolone, a co ma
wymiar zespolony n, to zwykly 21l, dlatego "krzywe zespolone" to zwykle powierzchnie. Ale
mozemy je wlasnie badac jako krzywe.
Gdy zrobimy wykres równania (3), dopuszczajac z natury rzeczy tylko rzeczywiste wartosci
zmiennych (innych wykresów wszak zrobic niesposób) to tak, jakbysmy prze~ieli ten zanurzony
w przestrzeni czterowymiarowej torus plaszczyzna. Zgadza sie - w przecieciu dostaniemy dwa
okregi (prawa galaz na rysunkach tez jest okregiem, bo zamyka ja punkt w nieskonczonosci ­
kierunek osi y). Zrobilismy tu typowy zabieg geometrii rzutowej: mielismy równanie (3)
opisujace krzywa na plaszczyznie i zeby nam bylo wygodniej, dolaczylismy do tej krzywej jej
punkty w nieskonczonosci. Otrzymalismy krzywa rzutowa, slowo krzywa mozna wziac w
w cudzyslów albo i nie. Krzywa ta jest trzeciego stopnia i kazda krzywa rzutowa trzeciego
stopnia da sie w skonczonej czesci opisac równaniem (3), w razie czego trzeba tylko zmienic
uklad wspólrzednych.
Juz Faniano i Bernoulli w XVII wieku zauwazyli pewna osobliwa wlasnosc krzywych

(zespolonych albo i nie) trzeciego stopnia: mozna na nich w calkiem naturalny geometryczny
sposób okreslic "dodawanie" punktów tak by - mówiac wspólczesnym jezykiem - otrzymac
grupe. Oto i ten sposób (rys. 12). Czy Czytelnik moze pokusic sie o ladny dowÓd lacznosci?
O wlasnosciach tej grupy i co z niej wynika dla geometrii pisalismy w numerze 12/1980.
Na krzywych stopnia trzeciego zyje sobie zatem, w dobrej zgodzie z wszystkimi innymi
strukturami, grupa. Czy to nas dziwi, jesli przypomnimy sobie, ze caly czas chodzi nam o torus?
Nie powinno; na torusie takim, jakim'widzielismy go na poczatku artykulu tez jest naturalna
struktura grupy: aby dodac dwa punkty, dodajemy ich odpowiednie wspólrzedne "geograficzne":
dlugosc do dlugosci, szerokosc do szerokosci. Na Ziemi to nie przejdzie (dlaczego?). Samodzielne
przekonanie sie, ze to dodawanie pokrywa sie z opisanym na rysunku 12 (jezeli juz krzywa'
zespolona utozsamimy sobie z torusem) wymaga moze sporej dozy wyobrazni -. lub odpowiedniej
maszynki do dowodzenia twierdzen. Ciekawe, ze na innych powierzchniach zamknietych
takiego "geometrycznego" dzialania nie ma.
I znów siedzimy mocno w konkrecie i tradycji: krzywym stopnia 3 poswiecil traktat sam Newton;

byloby interesujace przesledzic co on naprawde o tym wiedzial.

CZY JESZCZE COS ZYJE NA TORUSIE?

Rys. l3. Styczne wyprowadzone z punktu A krzyweLtrzeciego stopnia maja

ten sam stosunek anharmoniczny, co styczne wyprowadzone z innego

punklU B.

5

O, tak, oczywiscie. Widzielismy juz, ze miesci sie tam jedna struktura
topologiczna, jedna rózniczkowa, a nieskonczenie wiele analitycznych,
uporzadkowanych w obszar fURdamentalny. Jest i grupa. Co jeszcze?
Trzeba spojrzec na inne funkcje. Wezsza klase niz wszystkie tu
rozpatrywane stanowiafunkcjf! wymierne, ilorazy wielomianów.
Na nasz obwarzanek patrzymy wiec jeszcze inaczej. I znów to samo

pytanie: kiedy (dla jakich krat) dwa torusy maja te same "gromady"
funkcji wymiernych? I jeszcze raz odpowiedz przychodzi z
nieoczekiwanej strony. Popatrzymy na torus jako na krzywa zespolona
i bedziemy stosowac geometrie plaszczyzny. Plaszczyzny zespolonej
(czyli czterowymiarowej przestrzeni rzeczywistej), ale posluzymy sie
geometria analityczna i to bedzie prawie wszystko jedno.
Z dowolnego punktu A naszej krzywej poprowadzmy cztery styczne
do niej: 110 Iz, 13, i 14' Przetnijmy je prosta a - odpowiednie punkty
przeciecia oznaczone sa na rysunku 13 symbolami Al, Az, A3 i A4.

Okazuje sie, ze wartosc stosunku anharmonicznego tych czterech
punktów nie zalezy od wyboru poczatkowego punktu A (na rys. 13
widzimy, ze czwórka BI' Bz, B3' B4 da sie otrzymac z A I, Az, A3,

A4 przez rzutowanie). Dowód wspomnianego twierdzenia nie jest
prosty; stosunkowo latwo wysnuc tylko wniosek: dwie krzywe
stopnia trzeciego (pamietamy, ze w gruncie rzeczy chodzi o torusy)
maja te same funkcje wymierne wtedy i tylko wtedy, kiedy daja ten
sam stosunek anharmoniczny punktów A" Az, A3' A4. Mozemy
bowiem jedna krzywa przeksztalcic na druga tak, by pierwsza z tych
czwórek przeszla na druga. Tak sie da zrobic nawet za pomoca
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równania y'+y = x3-x. P = (0,0),
2P = (I, O), 3P = (-I, -I), 4P = (2, - 3),
5P = (114, - 518), 6P = (6, 14),

7P = (- 519, 8127),
8P = (21125, -691125), ....

-
RozwIazanie zadania M 294. Zauwazmy. 7..e

przeksztalcenia rzutowego, opisanego wielomianami pierwszego stopnia.
Stosunek anharmoniczny punktów nie jest wyznaczony jednoznacznie: jezeli wynosi on A,

to "równie dobrze" IIA, 1- A, 1/(1- A), A/(A-I), l-II A; wszystko zalezy od kolejnosci punktó •••

Wygodnie byloby zastapic A przez takie wyrazenie, które nie zmieni sie, jezeli A zastapimy przez
jedna z pieciu podanych wartosci. Oto takie wyrazenie, mozna sprawdzic, ze sie zgadza:

. (A2_A+1)3

(4) ~ = 25.6 A2(A_1)2 '

czynnik 256 gra oczywiscie role kosmetyczna.
Do niezmiennika j doszlismy poprzez geometrie. Nie bylby on moze taki interesujacy, gdyby
nie bylo innych dróg. Jedna z nich jest algebraiczna interpretacja geometrycznej: jesli równaniem
krzywej jest y2 = x(x-l) (x- A), to Ajest akurat wartoscia stosunku anharmonicznego O, 1,
A i 00, wtedy j dostajemy wpro~t ze wzoru (4). Mozemy to wykorzystac do obliczen. Dla
y2 = x3-x mamy A = -l, wiecj = 1728. Taka krzywa jest najbardziej naturalnym torusem,
bo odpowiadajacym kwadratowej siatce plaszczyzny. Mozemy to sprawdzic, wychodzac od
kwadratowej kraty i szukajac równania. Taka krata jest niezmiennicza ze wzgledu na mnozenie

przez liczbe zespolona i, a skoro tak, to g3 = 140LW-ó = 140 Li-ów-ó = -g3, tj. g3 = O.

Równanie musi miec postac y2 = x3 - Ax. Przecinajac krzywa prosta y = O i obliczajac stosunek
A dostajemy szybko wlasnie A = - l, czyli j = 1728. Krzywa y2 = x3 - x jest rzeczywiscie .
najwazniejsza, mozna to by jeszcze "uzasadnic" na kilka innych sposobów.
Dla "krzywej Fermata" x3 + y3 = Z3 wyjdzie j = O, trzeba sie troche 'narachowac, aby dalo sie
te krzywa w czesci "skonczonej" opisac równaniem y2 = X2(X - l).
Mozna dostac j wprost z kraty, oto·formula: j = 1728gV(g~ - 27 gil, gdzie o g2 i g3 juz
mówilismy. To jest jeszcze jedna, analityczna, interpretacja j.

TORUSY SA WSZEDZIE
Ci z matl<matyków, którzy uprawiaja teorie liczb, zyja z rozwiazywania równan w liczbacH
calkowitych lub wymiernych. I oni tez wtracaja sie do torusów, przesledzmy to na skromhym
przykladzie. Próbujmy rozwiazac w liczbach wymiernych równanie y2 +y = x3 - x; kilka
rozwiazan zgadujemy: (O, O), (l, O), (-1, -l), moze jeszcze (2, 2). Zauwazmy jednak, ze jezeli
wspólrzedne punktów P i Q stanowia wymierne rozwiazanie naszego równania, to wspólrzedne
punktu P+Q tez, gdzie - uwaga! - dodawanie punktów rozumiemy w ·sensie dzialania
grupowego, opisanego wyzej (np. rys. 12). Nasza geometryczna· metoda daje wiec cala serie
rozwiazan: P = (O, O),

P+P = (1, O),P+P+P = (-l, -1), P+ P+P+P ,= (2, -3), P+P+ P+P+P = (~, - ~),.48
P+ P+ P+ P+ P+ p = (6, 14) i tak dalej: mozna tez brac - P- P, - P- P- P itd. Sa to juz
wszystkie rozwiazania wymierne tego równania, dowód nie jest latwy.
Torusy sa wszedzie. Charakterystyczne równanie (2) mozna spotkac w wielu ksiazkach
o calkiem odleglej tresci: "Kurs arytmetyki", "Teoria funkcji", "Funkcje analityczne wielu

zmiennych", "Krzywe algebraiczne", "SL2(R)", "Wstep do geometrii algebraicznej", "Teoria
cial", "Rozmaitosci abelowe"; liste mozna by znacznie przedluzyc.

CO Z TEGO MAMY?

Geometria rzutowa to cala geometria. Te slowa Artura Cayley'a (1841 r.) sprawdzily sie i u nas.
Dopiero po zwiazaniu z torusem plaskiej Krzywej rzutowej dostalismy harmonijna, prosta
i bardzo geometryczna teorie.

Geometria to badanie niezmienników grup przeksztalcen - brzmi teza Kleina. ~ykladajac
to inaczej mówimy, ze w topologii powierzchnie mozemy przeksztalcac w sposób wzajemnie
jednoznaczny i ciagly (i bedzie to ta sama, no, taka sama, powierzchnia), w geometrii
rózniczkowej - w sposób rózniczkowalny, w analitycznej - w analityczny, w geometrii klasy
p - za pomoca funkcji klasy p, cokolwiek by to znaczylo. O w;zystkim decyduja klasy funkcji
dopuszczonych do glosu. Nic wiec aziwnego, ze patrzac stale na ten sam "przedmiot" - torus,
widzielismy go za kazdym razem inaczej. I tu autor wypowie wreszcie o co chodzilo mu w calym
artykule. O to mianowicie, by artykul dostarczyl argumentów do jakiegos porównania
matematyków do astronQmów, którzy badajac Wszechswiat inaczej widza go w promieniach
widzialnych, rentgenowskich, podczerwonych, X, y i Bóg jeszcze raczy wiedziec w jakich.
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(I)

o
rózniczkowalnosci

zespolonej
oraz pewnych jej
konsekwencjach
w hydrodynamice

W naszych rozwazaniach bedziemy sie poslugiwac funkcjami zespolonymi jednej zmiennej z.
Nietrudno zauwazyc, ze okreslenie funkcji zespolonej f: A -+ C jest równowazne okresleniu

dwóch funkcji rzeczywistych f t :A -+ Il ifz:A -+ Il (przyjmujemy z = x+iy;f(z) = ft(z)+ifz(z».
Zalózmy, ze funkcja f = f t + if2 jest skonczona na pewnym otoczeniu punktu ZO= XO+ iyO E C.

Mamy wówczas nastepujaca definicje: .
Definicja 1. Funkcje f = f, + if2 nazywam'f)rózniczkowalna w punkcie Zo w sensie zespolonym,

jesli funkcje f, i f2 sa rózniczkowalne jako funkcje (x; y) w punkcie (XO,yO) oraz spelniony jest
w punkcie ZOnastepujacy warunek:

~ = O gdzie z = x-iy oraz af = ~(af +i af) = ~(af, _ afz )+'~(' afz -l- af,).az ' az 2 ax ay 2 ax ay 2 ax 'ay ~

Nietrudno zauwazyc, ze warunek (1) jest równowazny nastepujacym równosciom:

(la)

Sa to tzw. zwiazki Cauchy-Riemanna.
Zauwazmy, ze jezeli funkcje f, i f2 sa rózniczkowalne w punkcie (XO,yO), to przeksztalcenie

w = fez) mozna przyblizyc z dokladnoscia do wyrazen malych wyzszego rzedu wzgledem z-za
aft aft af2 afz

przeksztalceniem: f,-f~ = - (x-x°)+ - (y_yO), fz-f~ = - (x-XO)+ _ (y_yO),
ax ay ax ay

Jezeli ponadto funkcja f jest rózniczkowalna w sensie zespolonym, to ~ = O oraz istnieje

pochodna j'(ZO) = af (ZO).Wówczas przeksztal~nie (2) przybiera postac:
az

(2a) w-w° = j'(ZO) , (z-ZO).

Zauwazmy, ze gdy j'(ZO) #- O, jest to wydluzenie wektora z-za p~zez skalar 1j'(zO)1 wraz
z obrotem o kat argj'(zO). Odwzorowanie (2a) ma nastepujace geometryczne wlasnosci:
a) zachowuje katy, b) kwadraty przeksztalca na kwadraty, c) okregi przeksztalca na okregi,
d) zachowuje orientacje dowolnego trójkata.
Definicja 2. Przeksztalcenie f nazywamy konforemnym w punkcie ZOE C, jesli jest przeksztalceniem
rózniczkowalnym w sensie zespolonym w punkcie ZO orazj'(zO) #- O. Przeksztalcenief:A -+ C

nazywamy konforemnym na obszarze A, jesli jest róznowartosciowe i konforemne w kazdym
punkcie obszaru A.

Rozpatrzmy obecnie przeplyw jednorodnej cieczy nielepkiej taki, ze wektory predkosci v tego
przeplywu nie zaleza od czasu i nie zmieniaja sie wzdluz zadnej z prostych prostopadlych do
ustalonej plaszczyzny.
Takie przeplywy nazywamy ustalonymi przeplywami plaskimi. Sa one opisane przez wektorowe
pole predkosci

(3) v = v,(x, y)+iv2(x, y).

Zalózmy, ze w pewnym otoczeniu punktu ,za funkcje v, i V2 maja ciagle pochodne czastkowe
oraz, ze w tym otoczeniu pole (3) jest solenoidalne (bezzródlowe), tzn.

av, avz
(4) divv = -- + -- = O

ax ay

\

\

Funkcje rózniczkowalne w sensie podanym
obok sa czesciej nazywane analitycznymi
lub holomorficznymi. Stanowia one szersza
klase niz wielomiany, a wezsza niz
wszystkie w ogóle funkcje ciagle zmiennej
zespolonej z, Jednym z warunków
równowaznych na to, zeby funkcja f(z) byla
analit)'czna w punkcie ZO jest, by rozwijala
sie w tym punkcie na szereg potegowy
postaci

00

f(z) = 1: a.(z- ZO).,
n=O

co mozna zapisac w postaci:

(2)

oraz bezwirowe, tzn,

(5)

af . af __
w-w° = - (z-ZO)+ -=- (z-ZO).

az az

aV2 av, = O.
rotv = ax - ay

,

(6)

M gr Wlodzimierz KUZAK

Wprowadzmy pewna funkcje f/i taka, ze

_ af/i. _ af/iVt---, V2---'
ax ay

Spelnimy wtedy warunek (5) tozsamosciowo. Funkcje nazywamy potencjalem pola wektorowIlgo v.

Jezeli wprowadzimy ponadto taka funkcje lp, ze

alp alp
,(7) VI = -; V2 = --,

ay ax

to spelnimy równiez warunek (4). Jest to tak zwana funkcja pradu. Jej wykres to krzywa styczna
do pola wektorowego v.
Zauwazmy, ze na mocy (6) i (7) zachodzi nastepujaca zaleznosc:

af/i alp af/i alp--+--=0
ax ax ay ay

7



Z tego. wzoru wyni~a, ze kazda krzywa g; = co.nst przecina sie Po.d katem pro.stym z do.wo.lna
krzywa lp = co.nst. Mo.zemy zatem zbudo.wac funkcje zesPo.Io.na

00 ~=g;+~

zwana zespolonym potencjalem Po.la v. Na mo.cy zwiazków (6) i (7) mamy:

.~-~. ~--~
ox - oy' oy - ox

Q x Q y
Stad v, = - . ---; V2 = - . ----.

23l X2+y2 21t X2+y2

Stala Q o.kresla wydatek cieczy. Dla Q > O mamy do. czynienia z Wyplywem cieczy ze zródla

pun_ktawega (rys. 1), a dla Q < O pawyzszy patencjal apisuje upust cieczy (rys. 2).
In Oplyw Elipsy

Razpatrzmy przeplyw plaski Q stalej predkasci U w kierunku asi Ox w superpazycji ze zródlem
w punkcie (O, O) a wydatku Q > O araz z upustem Q intensywnasci -Q palazanym w punkcie
(a, O), a > O (rys 3). Zatem naszemu przeplywo.wi adpawiada ;,>c/tencjal

/' Q z
(9) I(z) = Uz+--'-In---r.

, 23l z-a
Spróbujmy wyznaczyc pale predkasci cieczy:

(10) dl =V,-iV2= u+i?..(~ __ l_)= U+~(_l_. __ I.)dz 21t z z-a, 23l x+/y x-a+/y

Okazuje sie, ze na asi Ox istnieja 2 punkty, w których skladawa 7', pala predkasci znika. Sa ta
tak zwane punkty spietrzenia p" P2 (rys. 3). Aby wyznaczyc ich palazenie, nalezy we wzarze (10)
palazyc V, = O, y = O. Otrzymamy stad nastepujace zalezno.sci:

Na mo.cy (la) widac, ze sa to. warunki Cauchy-Riemanna zesPo.lo.nej rózniczko.walno.sci funkcjiI = g; + ilp w punkcie zo. Tak wiec na kazda rózniczko.walna w sensie zespalanym funkcje I
mazna patrzec jak na zespalo.ny patencjal ustalane~o., patencjalnega i salenaidalnega przeplywu
plaskiego. nielepkiej cieczy. Panadta paniewaz pacho.dnaf'(z) nie zalezy ad kierunku, wiec
mazna ja o.bliczac na przyklad w kierunku o.si Ox. Otrzymamy stad:

dl og; . Olp ._
-- = --+/-- = V,-/V2 = V.
dz OX OX

Razpatrzmy abecnie kilka przykladawych przeplywów, jakie mazemy o.pisac za pamaca
po.tencjalów zesPo.lanych.

I Plask[Przeplyw Równolegly:

Nietrudno. zauwazyc, ze patencjal I(z) = Uz

o.pisuje przeplyw równalegly da asi Ox ze stala predkascia U.

'il- ,t.-ódlo i Upust---

Ro.zpatrzmy zespalany patencjal predko.sci I(z) = i?.. lnz, gdzie Q = canst.
. 23l

Z drugiej strony, zapisujac z = reiO o.trzymamy: I(z) = -9_ (lnr+iO) = g;+ilp.
23l

Q dl Q Q(x-iy)
g; = -Inr. Panadta - = -- = ---- = V,-iv2'

23l dz 231z 231(X2+y2)
QO.

Zatem lp =~'
I

Rys. I.

Rys. 2.

Rys. 3.

xp, = ~ (I-VI+ :a~)' xP2 = ~ (1 + V 1+ :a~)'
Opisalismy w ten spasób o.plyw elipsy a o.gniskach w punktach (0,0) i (a, O). Jezeli teraz we
wzarze (9) na Po.tencjal bedziemy przecho.dzic da granicy (a - O) o.raz bedziemy zwiekszac Q

(Q - (0) tak, by razem aQ = m = co.nst, to. na mo.cy (9) o.trzymamy

I(z) = Uz+ lim J?_ In _1_ =
a-O 2n al-­

z
. Q (a a2 )

Uz+hm "l_ -+-2 +....a-+O L:Jf. Z Z

Po.niewaz ma byc aQ = m, to.

(II)
rrt

I(z) = Uz+ 21tz = g;+ilp.

mx
Stad mamy nastepujace równo.sci: g; = ------ +Ux;

231(x2+ y2)
lp = my

231(x2+ )'1) + Uy.

Po.tencjal (II) o.pisuje o.plyw ciecza o.kregu (Co.w przestrzeni trójwymiarowej o.dpo.wiada
o.plywo.wi walca). W tym miejscu mo.zna juz wyko.rzystac wlasno.sci o.dwzoro.wan ko.nfo.remnych.
Wiado.mo., ze zacho.wuja o.ne katy, a wiec w szczególnasci zacho.waja pro.sto.padlo.sc linii

pradu lp = co.nst z liniami po.!encjalu g; = co.nst. Zatem jezeli chcemy o.pisac o.plyw pewnego.
pro.filu plaskiego. ustalo.nym strumieniem nielepkiej cieczy, to. wystarczy znalezc (Q ile to.

mo.zliwe) o.dwzo.rowanie ko.nfo.remne zewnetrza ko.la na zewnetrze rozpatrywanego. pro.filu.
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Rys. 4.

Ta pierwsza i ta nasza

Znalezione odwzorowanie w zlozeniu z potencjalem oplywu

kola (11) da nam w efekcie potencjal opisujacy oplyw naszego profilu. Fakt ten ma niezmiernie
szerokie znaczenie praktyczne. Przykladowo mozna w ten sposób opisac oplyw profilu skrzydla
lotniczego (w tym przypadku powietrze traktujemy jako ciecz nielepka, co z punktu widzenia
jego podstawowych wlasnosci hydrodynamicznych jest dopuszczalne). Do tego celu wykorzystuje

. 1 ( 1 )sie fakt, zeJunkcja Zukowskiego F(z) = 2 z+ -; przeksztalca konforemnie zewnetrze kola

przechodzacego przez punkt (1, O) i zawierajacego wewnatrz punkt (-1, O) na zewnetrze profilu

lotniczego (rys. 4). Widac wiec, ze w wielu przypadkach trudnosc znalezienia potencjalu
zespolonego dla oplywu dowolnego profilu mozna zastapic problemem poszukiwania
odpowiedniego odwzorowania konforemnego.

Dla uzmyslowienia sobie istnienia wielu metodologii najlepiej
zwrócic uwage na dwie najpopularniejsze : empiryczna i dedukcyjna
(od razu zastrzezenie: nie nalezy uwazac, ze metodologia
dedukcyjna nie stosuje doswiadczen, a empiryczna tozumowan).

TA PIERWSZA

Metodologia empiryczna jest tak stara jak wyodrebniony gatunek
Homo sapiens - jest to bron, która nasi przodkowie pokonali
silniejszych, a nawet majacych wieksze mózgi neandertalczyków.
Aby te metodologie zobaczyc "w dzialaniu", wezmy.do reki
typowe dzielo naukowe sformulowane w mysl jej zasad
i stosowane do chwili obecnej - ksiazke kucharska. Znajdujemy
w niej przepisy na uzyskanie okreslonych efektów na polu
gastronomicznym. Kazdy z nich mozna by nazwac (w naszym,
z innej metodologii wzietym jezyku) twierdzeniem o konstrukcji
typu: jezeli wykonasz to i tamto, uzyskasz taki to a taki efekt.
Oczywiscie nie ma mozliwosci ~nie wyczuwa sie potrzeby
dowodzenia prawdziwosci takich twierdzen. Wierzymy, ze sa one
prawdziwe i przewaznie tak jest, gdyz ich lista uformowala sie
przez eliminacje (sposród wielu proponowanych) zlych, czyli nie
sprawdzajacych sie w praktyce przepisów - stad nazwa tej
metodologii.
Uzyte wyzej slowo wiara jest szczególnie znaczace. Wobec braku
mozliwosci wielokrotnego (w sensie statystyki, a nie potocznym)
sprawdzenia przepisu (bo ile w koncu pieczemy np. pierników
bakaliowych przez cale zycie) glównym motywem podjecia ryzyka
(zmarnowania kilku jajek, kostki masla etc.) jest zaufanie, ze
glosiciele takich przepisów "wiedza". I stad o uczonych z czasów,
gdy metodologia empiryczna nie miala konkurencji, mówimy:
kaplani' egipscy, kaplani chaldejscy itd. Owo zas zwiazane z
z nazwami "kaplan", "religia" pojecie mitu tez nie jest
przypadkiem - przepis, na to by mógl byc utrwalony
w swiadomosci dosc prymitywnych wówczas i zlozonych
kompletnie z analfabetów mas, musial byc obudowany
ulatwiajaca zapamietanie fabula, czestokroc byl wierszowany,
wyposazony w melodie itp. (np. mit o Ozyrysi.e, którego obrzedy
zmuszaly do nalezytej uprawy roli; potem juz bez tego
praktycznego znaczenia powtarzany w greckiej historii
Persefony). '
I ta wlasnie metodologia królowala niepodzielnie na Ziemi do ok.
1000 r. p.n.e. Pózniej dzielac swe wladanie z metodologia
dedukcyjna wycofywala sie na tereny o mlodszej cywilizacji (np.
umieszczony w "Kalevali" przepis na produkcje piwa), ale nigdy
nie zostala calkowicie usunieta, o czym swiadczy przytoczona
ksiazka kucharska, a o wiele dobitniej rozmaite instrukcje obslugi,
gdzie mamy do dyspozycji przepis dla nas niesprawdzalny, choc
latwy do uzasadnienia dla jego autorów (co w przypadku ksiazki
kucharskiej nie ma miejsca).
Wiek XX przez poszerzenie obszarów ludzkiej penetracji
spowodowal szczególnie korzystne warunki dla renesans\!
pierwszej ludzkiej metodologii. Zaczelismy nie nadazac, mamy
trudnosci z ogarnieciem calosci odslonietego obszaru
rzeczywistosci. A wiec coraz czesciej czestujemy (i jestesmy
czestowani) przepisami dotyczacymi nie opanowanych przez
innych (czy przez nas) dziedzin.
Nowoczesna maszyna - komputer - oferuje nam rozumo\)'ania,
których powtórzyc nie bylibysmy w stanie (np. rozwiazanie
problemu czterech barw) wienczac ostatecznie restauracje
odsuwanej w obszar magii przez 3 tysiace lat metodologii
empirycznej. Mechanika kwantowa jest dlatego dobra, ze jej
przepisy daja przewidywania zgodne z doswiadczeniem. Tak jak
przepis na piernik bakaliowy. Przestajemy pytac "dlaczego?",
mówimy "tak jest, i juz".
A nasze "stare" przyzwyczajenia do dedukcji odzywaja w
naj róznorodniejszych redukcjonizmach, tj. tendencji, by owo
kompromitujace "i juz" odsunac, i by go uzyc tylko raz: a wiec ,
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zjawiska socjologiczne wyjasnic mozna psychologicznymi, te ­
biologia, ja znów - biochemia, te - chemia, ja z kolei - fizyka,
w calosci sprowadzalna do teorii czasteczek elementarnych, która
wyjasnia hipoteza kwarków, w której trzeba powiedziec "i juz"
(patrz np. G. Bialkowski, "Delta" 4/1981).
To tlumaczenie sie z powrotu do metodologii empirycznej,
niepokój wywolany supremacja algorytmu i oszacowania, czesto
probabilistycznego, skad sie to bierze? Czego wlasciwie zalujemy?

TA NASZA

Jest pewien warunek spoleczny umozliwiajacy konsekwentne
stosowanie metodologii empirycznej, a wiec warunek, którego
niespelnienie praktycznie ja wyklucza. MianowiCIe mozliwosc
nagromadzenia wielkiej ilosci rezultatów powtarzalnych.
eksperymentów. Dlatego tez bujnie rozwinela sie nauka empiryczna

.w wielkich panstwach rolniczych zamierzchlej Starozytnosci.
I dlatego nigdy nie mogla byc wchlonieta przez" sasiadujace z nimi
plemiona koczownicze. Tym potrzebny byl inny rodzaj
doswiadczenia - taki, który pozwolilby poradzic sobie w róznych
okolicznosciach, rozwiazac problemy w coraz to innych
warunkach. Pasterz - koczownik musial np. znalezc wode tam,
gdzie sie przypadkowo znalazl, musial miec zatem sposób
uniwersalny, niezalezny od okolicznosci - w przeciwnym razie
ginal. Odkrywal wiec takie prawa jak: "woda plynie zawsze
z góry na dól".
Szczególnie wazne jest tu slowo "zawsze". Jest to pierwszy krok
na drodze'abstrakcyjnego myslenia. "Zawsze" oznacza "niezaleznie
od wszelkich innych czynników". Innych od czego? - ano od
"góry" i "dolu". A wiec dostrzegalne aspekty rzeczywistosci
dzielono na majace znaczenie i pomijalne. Te majace znaczenie
byly pojeciami, o których wypowiadalo sie ogólne prawo.
O innych - nie mówilo nic. Samo zas prawo bylo
egzemplifikacja kreujacej metodologie dedukcyjna zasady: "ta
sama przyczyna daje zawsze te same skutki". Tylkó uwaga:
przyczyna znów dotyczyla wylacznie wyróznionych pojec, a nie
caloksztaltu rzeczywistosci. Konsekwentne wdrozenie zasady
przyczynowo-skutkowej pozwalalo na ustawianie zjawisk w ciagi:
przyczyna - skutek, bedacy przyczyna nastepnego skutku itd,
itd., który to ciag rychlo zyskal sobie miano dowodu - sposobu
uzyskiwania ze znanych juz praw praw nowych, dotad nie
znanych. Zwrot "matematyka, królowa nauk" jest konstatacja,
iz ona pierwsza potrafila tego typu metodologie sformulowac
i rygorystycznie jej przestrzegac. Wszystkie zastane "przepisy na
piernik bakaliowy" zostaly ostro zweryfikowane przez nowa
(historycznie rzecz biorac dorycka) koncepcje poznawania
rzeczywistosci. Dla kolejno "poddawanych obróbce" fragmentów
swiata kompletowano zestaw poje~ (w rodzaju sila, przyspieszenie,
pierwiastek, oddychanie itp.) zawsze abstrakcyjnych, a wiec
majacych w rzeczywistosci rózne desygnaty. Wykrywano
pierwsze rzadzace tymi pojeciami prawa, z nich wyprowadzano
nastepne. Doskonalono umiejetnosc dowodzenia, zestawiano
prawa rzadzace danym aspektem swiata w teorie, te zas w nauki.
Poprzednia metodologie i jej rezultaty tam, gdzie nie zmiescily
sie w obrebie tak rozumianych nauk, chrzczono imionami magii
i szamanstwa. Az wreszcie w XVIII wieku postanowiono siecia
nauk oplesc caly Wszechswiat.
Uczyniono wiec to, czego w zadnym razie czynic nie nalezalo.
Bowiem juz z samej konstrukcji nauka moze zajmowac sie jedynie
aspektami rzeczywistosci. Nieszczesciem udalo sie ten plan
zrealizowac i pod koniec ubieglego stulecia uczeni orzekli ­
wiemy wszystko, pozostaly tylko drobne szczególy. Ciag dalszy
opisany jest w Pismie Swietym pod haslem "wieza Babel", my
nazywamy to obecnie specjalizacja. Nic wiec dziwnego, ze
poprzednia metodologia podniosla glowe i polykac jela
podzielona; rozdrobniona nauke w dedukcyjnym sensie tej nazwy,
o czym napisalismy w poprzedniej czesci artykulu.
Czytelnik zechce wybaczyc, ze nie napiszemy, co bedzie dalej.



Dlaczego setny?

~~

dr Krzysztof PLASOTA

Dlaczego uwazamy akurat setny numer naszego pisma za
niezwykly, jubileuszowy - wazniejszy od innych? Oczywiscie
dlatego, ze na co dzien poslugujemy sie systemem dziesietnym.
Czemu wlasnie takim? Najpewniej wzielo sie to stad, ze mamy
w sumie 10 palców u obu rak. No dobrze, ale dlaczego nasza
reka jest konczyna pieciopalczasta?
To stara historia - tak dawna, jak cala ewolucja kregowców
ladowych. Konczyna taka pojawila sie w zaraniu dziejów tej gruP)
zwierzat (dlaczego akurat pieciopalczasta? - nie wiadomo, moze
to dzielo przypadku ... ). Juz przed 300 milionami lat
wystepowala ona u pierwszych - nieruchawych, pelzajacych­
ladowców. Konczyna owa byla wówczas jeszcze bardzo
pierwotna - tzn. slabo wyspecjalizowana. A czym zostala
spowodowana pózniejsza specjalizacja konczyn czworonogów
ladowych? - Ruchem! Musialy one zapewnic jak najszybszy
i najsprawniejszy mar$Z, bieg czy skok. To zas oznaczalo:
l) pojawienie sie wyraznej osi w konczynie i orientacje jej
elementów skladowych wzdluz owej osi (przy czym os ta moze
przebiegac badz pomiedzy palcem III a IV, badz przez palec 111),
2) zmniejszenie powierzchni styku konczyny z podlozem
(prz~chodzenie od stopochodnosci do palcochodnosci).
W efekcie tych procesów kontakt z podlozem zachowuja jedynie
palce osiowe - tzn. III u nieparzystokopytnych (np. koniowate)
albo III i IV u parzystokopytnych (np. bydlo); palce owe
obejmuja dominacje - nastepuje ich wyrazny rozrost, natomiast
'palce pozostale (poboczne) tracac kontakt z podlozem ulegaja
stopniowemu zanikowi.
Zatem opisana specjalizacja konczyny ladowca to utrata jej
pierwotnej pieciopalczastosci, prowadzaca w ostatecznym
rezultacie do jedno - badz dwupalczastosci form kopytnych.
Gdyby wiec zwierzeta te mogly (chcialy?) rachowac - kon
poslugiwalby sie najpewniej systemem dwójkowym, krowa zas ­
czwórkowym ..
Zupelnie inaczej wygladala ewolucja pierwotnej konczyny
pieciopalczastej w przypadku, gdy zwolniona byla ona
z omówionej funkcji nosnej i ze zwiazanego z nia kierunku
specjalizacji. Sytuacje taka stwarzal na przyklad nadrzewny tryb
zycia - a od takich wlasnie drobnych form nadrzewnych wziela
poczatek linia ssaków naczelnych i w efekcie tez czlowiek.
Spójrzmy na nasza reke (konczyne chwytna) - przeciez to prawie
nic innego, jak starodawny, pierwotny, niewyspecjalizowany typ
konczyny o zachowanych wszystkich pieciu palcach. Gdyby nie
jeden szczegól anatomiczny - drobny lecz o kapitalnym
znaczeniu! Szczegól zapewniajacy jej niespotykana w swiecie
zwierzat precyzje dzialania, czyniacy z niej prawdziwe
"przedluzenie umyslu i serca". "Drobiazgiem" tym jest mozliwosc
przeciwstawiania I palca (kciuka) palcom pozostalym (tak, tak ­
to ta niewielka strzalka na schemacie ... ). Taka reka stworzyla
cywilizacje.
A wiec nie tylko jubileusz ale i poniekad samo istnienie "Delty"
wiazalyby sie jakos z brakiem nadmiernej specjalizacji (zaraz,
zaraz, czy to wlasnie nalezalo udowodnic?! - bo a nuz co
zlosliwsi wtraca tu cos o pierwotnosci ... ).
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki,
Informatyki i Mechaniki. Uniwersytetu
Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA !=44
Skrót regulaminu

Klub 44
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca
miesiaca,n+2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsylac
rozwiazania trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce),
mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania
w skali od O do I z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez

4- 3. suma oecn za rozwiazanie danego zadania .
liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów
w dowolnym czasie zostaje on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul weterana.
Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego, oraz nasza Redakcja.
SZCzególowyregulamin zostal wydrukowany w nr. 9/1981.

Zadania nr 22, 23,. 24
Termin nadsylania rozwiazan: do 30.IX.1982
22. Z jaka czestoscia wystepuja w ciagu 2, 4, 8, 16, 32, 64, ... liczby
zaczynajace sie od jedynki? Sformulowanie bardziej precyzyjne: Wsród liczb
postaci 21, gdzie I '" i '"n, jest j(n} liczb, których zapis dziesietny zaczyna

sie cyfra l. Obliczyc lim j(n).
n-+oo n

23. W pieciokacie wypuklym ABCDE trójkaty ABC, BCD, CDE, DEA,
EAB maja pola równe l. Czy pole calego pieciokata jest przez ten warunek
wyznaczone jednoznacznie? Czy pieciokat ten musi byc foremny?
24. Przedstawic liczbe 100 w postaci sumy róznych liczb naturalnych, tak
by ich iloczyn byl mozliwie najwiekszy.
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Kiedy miesiac temu pisalem marcowe "Patrz w niebo", przyszlo
mi na mysl, aby krótko opisac jak wygladaloby niebo, gdyby
nasze oczy byly czule na inne dlugosci fal, np. w dziedzinie fal
rentgenowskich (np 1-10 A). Zagadnienie jest oczywiscie typowo
akademickie, nie tylko ze wzgledu na trudnosci w wyobrazeniu
sobie budowy takiego oka, ale chociazby na sam fakt, ze np. od
najblizszej gwiazdy - Proxima Centauri (wcale nie takiego slabego
zródla promieni X) - padaja na l cm2 zaledwie 3 rentgenowskie
fotony na dobe: Zalózmy jednak, ze mamy duuuze oczy,
dostatecznie czule, aby rejestrowac obiekty ok. 400 razy slabsze
niz najjasniejsze poza Ukladem Slonecznym zródla-; podobnie
jak w przypadku naszej prawdziwej czulosci w zakresie
optycznym. Wybierzmy sie teraz na orbite okoloziemska (bo
z Ziemi nic bysmy nie zobaczyli) i rozpocznijmy obserwacje.
Oczywiscie najjasniejszym obiektem jest oslepiajace Slonce, ale ­
o dziwo - nie jest ono ani jednorodnie jasae, ani "ograniczone"
swa tarcza - liczne wasy wystaja daleko w przestrzen. Jasny
jest równiez Ksiezyc odbijajacy sloneczne promienie X, ale
niewiele mu ustepuja najjasniejsze zródla poza Ukladem
Slonecznym. Zadziwiajacy jest fakt niewielkiej liczby widocznych
zródel. Jest to poniekad spowodowane zalozona granica czulosci
naszych oczu oraz faktem, ze najjasniejszy obiekt poza Ukladem
Slonecznym, Sco X-l, jest kilka razy jasniejszy niz wszystkie
inne zródla razem wziete. Zwyczajnych, pojedynczych gwiazd
w ogóle nie widac, jednak plaszczyzna Galaktyki wraz z jej
centrum sa wyraznie zaznaczone. Prawie wszystkie zródla sa,
podobnie jak w zakresie widzialnym, praktycznie punktowe,
jednak po zanalizowaniu przyczyn ich jasnego swiecenia
w promieniach X stwierdzilibysmy, ze duza ich czesc to uklady
podwójne gwiazd zawierajace gwiazde neutronowa (np. Sco X-l,
Her X-l) lub czarna dziure (Cyg X-l); jasno swieca zródla
zanurzone w centrach gromad kulistych i w samym centrum
Galaktyki. Duzo jest zródel pozagalaktycznych, przy czym
wiekszosc to gromady galaktyk, zupelnie niewidoczne golym
okiem w zakresie widzialnym. Po przylozeniu rentgenowskiego
teleskopu do rentgenowskiego oka ujrzymy nowy swiat milionów
slabszych zródel (w szczególnosci pojedynczych gwiazd p~znych
typów widmowych), ale to juz temat na kiedy indziej ...

mgr Tomasz CHLEBOWSKI

Patrz w niebo

fl{l,r- X-1
--x::

Rys. 2. Mapa (we wspólrzednych galaktycznych) najjasniejszych zródel
rentgenowskich. Wielkosc kropek oznaczajacych zródla jest proporcjonalna
do ich jasnosci. :Ladne- oprócz Obloków Magellana - nie jest widoczne
ludzkim golym okiem.

Rys. t. Obraz Slonca w promieniach Roentgena

Rozwiazania zadan z numeru 12/81
10. Nietrudno stwierdzic, ze powstaly ciag liczb· {xn l spelnia zaleznosc
rekurencyjna

Jesli wiec granica lim x,. istniej:, to jest ona dodatnim pierwiastkiem

równania x = [(x), czyli jest równa y'c. Gdy c < l, wykres funkcji [ jest
zawarty pomiedzy prostymi y = x i y = y'c, skad latwo wynika
monotonicznosc i ograniczonosc ciagu {xn}, wiec i jego zbieznosc. Gdy
c> l, w podobny sposób dowodzimy zbieznosci ciagów {xul i {xu.d;
analizujac wykres funkcji g(x) = f(f(x»; granica kazdego z nich musi
spelniac równanie x = g(x), a jedynym dodatnim .pierwiastkiem tego równania

jest liczba re.
Tak wiec przedstawiony program oblicza przyblizenia pierwiastka
kwadratowego z danej liczby c. Biorac za punkt wyjscia inne formuly
rekurencyjne mozna tworzyc np. programy obliczajace pierwiastki wyzszych
stopni.
II. Niech P"P"P', ... bedzie ciagiem wszystkich liczb pierwszych.
Przypuscmy, ze istnieje wskaznik n taki, ze dla liczb pierwszych p > Pll

równanie W(x) = py nie ma rozwiazan calkowitych x, y. Oznaczmy przez c
wyraz wolny wielomianu W, tzn. napiszmy W(x) = c+xV(x). Mozna zalozyc.

112 125 145 158 224 255 448 455.

Niech abc bedzie jednym z trójkatów (0). Umiescmy go w plaszczyznie
"parteru", a nastepnie windujmy jego wierzcholki na "pierwsze i drugie

pietro". Otrzymamy dziewiec nowych trójkatów: trzy trójkaty

a+I,b+I,c a+4,b+4,c a+I,b+l,c+4(00)

ze c # O (gdy W(O) = O, teza jest oczywista).
Niech Xo = CP,P, "'Pn' Z zalozenia V # O, wiec istnieje k naturalne takie, ze

~V(kxo) # O. Wówczas

W(kxo) = cq, gdzie q = 1 +kp,Pl •.. Pn V(kxo) # l.

Liczba q musi miec dzielnik pierwszy p > Pn. Para liczb x = kxo, y= cq/p

jest rozwiazaniem równania W(x) = py, wbrew naszemu przypuszczeniu.
12. Oznaczmy symbolem abc trójkat, którego kwadraiy boków sa równe
a,. b, c. Jesli dany sze~cian ma krawedz dlugosci 2, to liczby a, b, c moga
przyjmowac wartosci l, 2, 3, 4, 5, 6, 8,9, 12. Istnieje osiem róznych
trójkatów lezacych w plaszczyznie jednej sciany. Oto one:

oraz szeSCtrójkatów powstalych z (U) przez cykliczna zamiane ról a, b, c.
Wypisujac wszystkie osiemdziesiat trójkatów otrzymanych ta metoda z
trójkatów (0) oraz wykreslajac powtórzenia, dostajemy czterdziesci rótnych
trójkatów o wierzcholkach w punktach zbioru Z.

a
Xo = -Ii > O.

gdzie J(x) = ~x+(,x". l = [(xn),
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Czy kazda pomyslana gwiazda istnieje w przyrodzie?

Dr Tomasz KW AST

-
Rozwiazanie zadania F t 12

Pre.dkosc cieczy w punktach symetrycznych
wzgledem srodka przekroju walca jest taka
sama, bo przeplyw ma dwie prostopadle
osie symetrii l i k.. Poniewaz cisnienie
w cieczy idealnej zalezy od kwadratu

predkosci, sily dzialajace w tych punktach

równowaza sie.
Po zsumowaniu przeplywów predkosc ponad

walcem bedzie wieksza niz pod walcem.
Odpowiadajaca temu róznica cisnien da

dzialajaca na walec wypadkowa sole

.skierowana do góry (sila nosna). Tak wiec,
dopóki ciec7 nie "krazy" wokól walca. sila

nosna jest rowna zeru. Wynik ten jest
sluszny równiez dla profilu lotniczego.

Pojawienie sie takiego ",krazenia" wokól
skrzydla startujacego samolotu pozornie

narusza zasade zachowania momentu pedu
'(moment pedu wzgledem srodka walca

w oplywie (a) jest równy zeru). Pozornie
- bowiem tarcie o powierzchnie skrzydla

powoduje., ze predkosc cieczy plynacej
wzdluz górnej (dluzszej) powierzchni
skrzydla jest na krawedzi A skrzydla

mniejsza niz predkosc cieczy ·wyplywajaccJ
pod skrzydla.

===1~

~~

W efekcie powstaje wir.
którego mom:nt pedu kompensuje
moment pedu cieczy krazacej wokól ~krzydla.

Wir ten po pewnym czasie dzieki
odpowiedniemu uksztaltowaniu krawedzi,
odrywa sie. Lepkosc ma wiec podstawowe
znaczenie jedynie w chwili powstawania
.. krazenia". Pózniej, analizujac problem,
ciecz mo:iemy traktowac jak idealna.

Chyba kazda mloda galaz nauk przyrodniczych przezywala we wczesnej fazie rozwoju okres
"porzadkowania" swoich obiektów badan. Tak bylo z botanika i zoologia, kiedy powstawala
klasyfikacja organizmów zywych, tak bylo z chemia, gdy powstawal okresowy uklad
pierwiastków, w pewnym stopniu jest obecnie w podobnej sytuacji fizyka czastek elementarnych.
Okres ten nie ominal i astronomii. Pod koniec ubieglego wieku nagromadzilo sie juz tyle
obserwacji widm gwiazd, ze pojawila sie potrzeba zrobienia z tym porzadku, co doprowadzilo
do powstania tzw. harvardzkiej klasyfikacji gwiazd. Jej podstawa jest wyglad widma (tzn.
wzgledne natezenia poszczególnych linii widmowych), który w pierwszym przyblizeniu mozna
okreslic jednym symbolem. Wkrótce stwierdzono, ze ten wyglad widma, czyli tzw. typ widtnowy
gwiazdy, dosc scisle zalezy od jej temperatury powierzchniowej. Fakt ten dowodzi, ze
temperatura powi~chniowa jest czynnikiem decydujacym o wygladzie widma gwiazdy
i powinien naturalnie wynikac z teorii budowy gwiazd.

Zanim jednak powstala jakakolwiek teoria budowy gwiazd doszlo do odkrycia jednej
z najwazniejszych zaleznosci pomiedzy parametrami gwiazd, której ilustracja jest slynny diagram
Hertzsprunga-Russella (H-R), przedstawiony na okladce. Tradycyjnie na jego
osi poziomej odklada sie typ widmowy (równowazny temperaturze powierzchniowej), a na
pionowej jasnosc absolutna gwiazdy (równowazna jej mocy - jasnosc absolutna jest liczbowo
proporcjonalna do logarytmu mocy). Obejrzenie dowolnego diagramu H-R (oczywiscie,
sporzadzonego dla· rozsadnie licznej grupy gwiazd) prowadzi do pozornie banalnego wniosku, ze
punkty, z których kazdy reprezentuje jakas gwiazde, ukladaja sie na nim nierównomiernie ­
ogromna wiekszosc uklada sie w dosc waskie pasmo biegnace wzdluz przekatnej wykresu (jest
to tzw. ciag glówny). Ale z tego wynika, ze gwiazdy nie sa byle jakie, co dokladniej oznacza, ze
gwiazda o konkretnej temperaturze ma konkretna moc, a przynajmniej tak jest dla gwiazd ciagu
glównego.

Znalezienie uzasadnienia diagramu H-R bylo wspanialym polem do popisu dla teoretyków.
Obecnie teoria budowy gwiazd jest juz dosc dobrze ugruntowana i diagram H-R jest jej piekna
ilustracja. Wiemy juz np., ze gwiazda nie moze byc lzejsza, niz ok. 0,08 masy Slonca, gdyz nie
bylaby wtedy w stanie wytworzyc w swoim centrum warunków niezbednych dla produkcji energii
jadrowej, czyli po prostu nie bylaby gwiazda. A czy istnieje górna granica masy gwiazd?
Otóz zauwazmy, ze kazda gwiazda moze zyc spokojnie tak dlugo, jak dlugo równowaza sie
sily dzialajace na kazdy element jej masy. Sily te sa trzy: grawitacja dzialajaca ku srodkowi
gwiazdy oraz cisnienie gazu i cisnienie promieniowania dzialajace na zewnatrz. W gwiazdach
typu Slonca to ostatnie jest nawet zaniedbywalne i po prostu ciezar warstw gazu równowazony
jest przez jego cisnienie. Wyobrazmy sobie teraz, ze na taka gwiazde nakladamy po trochu
dodatkowa mase. Za kazdym razem gwiazda zostaje lekko scisnieta przez dodatkowy ciezar,
zatem lekko wzrasta gestosc i temperatura wnetrza, jako dalszy skutek wzrasta tempo produkcji
energii i ustala sie nowa równowaga przy lekko podwyzszonych cisnieniach gazu
i promieniowania. Ale tak nie mozna w nieskonczonosc, czego oczywiscie nie mozna stwierdzic
bez przeprowadzenia stosownych rachunków. Chodzi jednaK o to, ze w miare wzrostu masy
gwiazdy cisnienie promieniowania rosloby duzo szybciej, niz pozostale dwie sily, wskutek czego
gwiazda o masie przekraczajacej tysiac mas Slonca swoim strumieniem promieniowania
oderwalaby swoje zewnetrzne warstwy. Przedstawiony tu eksperyment z go'towa gwiazda jest
czysto myslowy, a naprawde górna granica masy jest duzo nizsza, gdyz formujaca sie
z rozproszonej materii gwiazda juz przy masie rzedu 100 mas Slonca moze swoim strumieniem
promieniowania "rozpedzic na cztery wiatry" swój macierzysty oblok i do skupienia masy
wiekszej nie dojdzie.

Na poczatku swojego zycia normalna gwiazda jest zatem obiektem o masie pomiedzy 0,08 a ok.
100 mas slonecznych, temperaturze powierzchniowej od 3000 do 50000 K, sredniej gestosci od
0,01 do lOe g/cm3 (czyli od 10 do 100000 kg/m3), jednorodnym chemicznie (glównym
skladnikiem jest wodór) i swiecacym na koszt energii termojadrowej produkowanej w jadrze
przy przemianie wodoru w hel. W ten sposób gwiazda zyje jako gwiazda ciagu glównego nawet
miliardy lat - jest to najdluzszy, spokojny etap jej zycia. Ale wczesniej czy pózniej dochodzi do
zuzycia wodoru w centrum. Kolejne etapy ewolucji zaczynaja teraz nastepowac szybciej po sobie.
Energia termojadrowa jest teraz produkowana poza centrum w nieco zwiekszonym tempie,
a w samym srodku gwiazdy tworzy sie helowe jadro, które jako nieaktywne (jest tam zbyt
chlodno, aby hel mógl przejac role paliwa jadrowego) bedzie w miare powiekszania sie ulegac
zgniataniu przez ciezar wyzszych warstw. Zjawisku temu towarzyszy pecznienie otoczki gwiazdy,
a wiec spadek temperatury powierzchniowej. Nasza gwiazda opuszcza wiec ciag glówny
i przesuwa sie na diagramie H-R w prawo w góre stajac sie tzw. czerwonym olbrzymem ­
bardzo ladna, obrazowa nazwa.
Jest to przejsciowe, dosyc krótkotrwale stadium zycia gwiazdy, ale wazne, gdyz teraz wlasnie
w jej centrum dzieja sie jakosciowo nowe rzeczy. Mianowicie materia jadra wskutek duzej
gestosci przestaje zachowywac sie jak znany z klasycznej fizyki gaz doskonaly. Dzieje sie tak,
gdyz elektronom, dajacym najwiekszy wklad do cisnienia gazu, zaczyna byc w tej gestosci "za
ciasno" w tym sensie, jak za ciasno jest im w normalnym atomie. W atomie elektrony nie spadaja
na naj nizsza orbite (czyli do stanu o najmniejszej ene~gii), gdyz z przyczyn wyjasnionych przez
mechanike kwantowa nie ma tam dla nich miejsca i .dlatego musza obsadzic kilka wyzszych orbit
odpowiadajacych wiekszym energiom. Podobnie w gestym gazie nie ma miejsca dla elektronów
o malej energii, musza one zachowywac energie odpowiednio wieksze i taki gaz, zwany
zdegenerowanym, wywiera cisnienie wieksze, niz wywieralby gaz doskonaly o takiej samej
gestosci. Ale najwazniejsze, ze dla takiej kuli zdegenerowanego gazu, gdy sie dostatecznie
rozrosnie, staje sie obojetne, czy zewnetrzne warstwy gwiazdy sa jeszcze na swoim miejscu, czy
nie., Moze dojsc wrecz do odrzucenia otoczki gwiazdy i kula zdegenerowanego helu "wyjrzy na
swiatlo dzienne" utrzymujac juz tylko wlasnymi silami swa równowage. Bedzie to nowy typ
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Rozwiazanie udania M 292. Przenoszac

wszystkie wyrazy z niewiadomymi na jedna
strone i mnozac przez 2 otrzymujemy uklad.
w którym olf(i = t. 2, 3,4) sa nieparzys~
(a wiec róz.ne od O), a pozostale
wspólczynnik~sa parzyste. Odejmujac
pierwsze równanie pomnozone przez
odpowiednie stale. od pozostalych mozemy
otrzymac uklad, w którym niewiadoma
wystepuje tylko w pierwszym równaniu,
przy czym wspólczynniki na przekatnej sa
nadal nieparzyste. a pozostale parzyste.
Postepujac tak dalej otrzymujemy uklad
postaci

bllXt +bUX1+bIJX3+b14X4 = O

b~lX2+b13XJ+b24X4 = O

b33xJ +b)4X4 = O

b44X4 = O

gdzie bij sa nieparzyste . a wiec X4 = O

.j kolejno Xl = O. Xl = O. XI = O.

stabilnej gwiazdy, tzw. bialy (lub zdegenerowany) karzel. Znowu jest to bardzo obrazowa nazwa.
Gwiazda taka jest rzeczywiscie niewielka, rozmiarów wiekszej planety, a wiec slaba i bialawa
wskutek bardzo wysokiej temperatury powierzchniowej (jest to wszak odsloniete jadro dawnego
czerwonego olbrzyma), natomiast jej masa jest rzedu masy Slonca. Latwo obliczyc, ze jej gestosc
jest wobec tego rzedu 109 kg/m', a wiec milion razy wieksza od gestosci wody. Biale karly, jako
gwiazdy slabe i gorace, leza w lewym dolnym rogu diagramu H-R. Znajac ich pochodzenie
wiemy, ze reakcje termojadrowe w nich .nie zachodza (co najwyzej w cienkiej warstewce wodoru
przy powierzchni), a wiec swieca wlasciwie tylko dzieki zwyczajnemu stygnieciu. Tak wyglada
koncowy etap zycia gwiazd stosunkowo malo masywnych.

Jezeli bowiem poczatkowa masa gwiazdy jest ódpowiednio wieksza, to jej ewolucja przebiega
w sposób bardziej skomplikowany. Wskutek poteznego scisniecia helowego jadra moze sie ono
tak dalece ogrzac, ze zacznie zachodzic produkcja energii kosztem przemiany helu w ciezsze
pierwiastki, z kolei one sie "zapalaja" i taki ciag coraz ciezszych paliw moze siegnac wegla,
a naj ciezszym produktem reakcji termojadrowych moze byc nawet zelazo. Te etapy zycia gwiazd
masywniejszych nie sa jeszcze dostatecznie dobrze poznane, ale naj prawdopodobniej np. jadro
weglowe ma w pewnym momencie ochote detonowac, a zelazne zapasc sie. W obu przypadkach
dzieja sie straszne rzeczy - wydzielaja sie w krótkim czasie tak kolosalne ilosci energii, ze.przez
jakis czas gwiazda swieci z moca taka, jak wszystkie gwiazdy Galaktyki razem wziete, a jest
ich badz co badz w przyblizeniu 1011• Krótko mówiac, mamy wtedy wybuch supernowej, tzw.
supernowej II typu.

Czy cos z takiego kataklizmu pozostaje, rzecz jasna poza rozprezajaca sie chmura gazów?
Wszystko wskazuje na to, ze tak, nawet w przypadku detonacji jadra weglowego, która, jak sie
wydaje, jest przez pewne procesy tlumiona i nie rozrywa gwiazdy doszczetnie. Okazuje sie, ze
wskutek nieuchronnego wtedy scisniecia i tak juz gestego jadra elektrony nie moga istniec
niezaleznie od protonów, lacza sie parami i,nastepuje tzw. neutronizacja materii. W centrum
wybuchu powstaje kula niezwykle zgeszczonej neutronowej materii o masie ró\yniez rzedu masy
Slonca, lecz o promieniu stu czy nawet zaledwie dziesieciu kilometrów. Daje to gestosc zblizona
do gestosci materii jadrowej (1017 kg/m'), co jak na obiekt makroskopowy jest dosc
fantastyczne. Jest to tzw. gwiazda neutronowa, obiekt "odkryty" wpierw teoretycznie na
papierze, ale dzis znany juz i na niebie i to w wielu egzemplarzach. Swieci ona - jak bialy
karzel - poprzez stygniecie, ale równiez sciagajac na siebie rozproszona materie z otoczenia
wywoluje w niej charakterystyczne swiecenie, które moze byc widziane z wielkich odleglosci.
W sumie jest to drugi typ stabilnego obiektu, bedacego koncowym stadium :zycia gwiazdy, tym
razem poczatkowo bardziej masywnej.

Zarówno biale karly, jak i gwiazdy neutronowe sa, jak widzimy, obiektami o poteznej
grawitacji i to ona powoduje, ze ich masy nie moga byc dowolne, a dokladniej - nie moga
przekraczac pewnych wartosci krytycznych (wspomnielismy juz, ze dla obu tych typów gwiazd
masa krytyczna jest zblizona do masy slonecznej). Powyzej masy krytycznej gwiazdy te nie bylyby
w stanie zachowac równowagi sil ciezkosci i cisnienia i musialyby sie "zawalic" pod wlasnym
ciezarem. Zreszta prawdopodobnie i tak do tego moze dojsc, przynajmniej w przypadku bialych
karlów. Mianowicie, gdy masa bialego karla jest prawie krytyczna, a tym samym gestosc
wyjatkowo duza, nastepuje cos w rodzaju powolnej neu.tronizacji materii. W wyniku tego
elektronów ubywa, cisnienie wewnetrzne spada i wreszcie gwiazda zapada sie, niewykluczone, z":
do stadium gwiazdy neutronowej. W kazdym razie wyzwolona zostaje wielka ilosc energii dajac
zjawisko supernowej I typu - mniej okazale niz supernowej II typu, ale tez lepiej ogladac je
z daleka.

Nie wiemy, czy w podobny sposób moze zapasc sie po jakims czasie gwiazda neutronowa. Mozna
natomiast przewidziec, ze np. wyjatkowo masywne zelazne jadro czerwonego nadolbrzyma
zapadajac sie moze od razu miec ochote utworzyc gwiazde neutronowa o masie wiekszej od
krytycznej. Wtedy do powstania gwiazdy neutronowej w ogóle nie dojdzie, stadium to w ulamku
sekundy zostanie przeskoczone i ... Wlasniey co wtedy? .

Wspólczesna astronomia, fizyka czastek elementarnych i teoria grawitacji razem wziete
sklaniaja sie tu do twierdzenia, ze obiektów stabilnych gestszych od gwiazd neutronowych nie ma.
Nie znamy praw przyrody pozwalajacych na zrównowazenie wlasnego ciezaru takich
hipotetycznych nadgestych obiektów. Uwaza sie, ze taki obiekt moze juz tylko zapadac sie. Byc
moze, bedzie zapadac sie "do punktu", ale tego akademickiego problemu i tak nie ma co
dyskutowac, gdyz przed osiagnieciem rozmiarów punktowych przestanie byc obserwowalny.
Mianowicie ogólna teoria wzglednosci przewiduje, ze po skurczeniu sie do kuli o promieniu
rg = 2GM/c2 (jest to tzw. promien grawitacyjny, M oznacza tu mase obiektu, G stala grawitacji,
c predkosc swiatla) obiekt zniknie z pola widzenia. Upraszczajac zagadnienie mozna
powiedziec, ze stanie sie to dlatego, iz z obszaru o tak poteznej grawitacji nie moze wydostac sie
nawet swiatlo - do obszara tego wszystko moze tylko wpadac i to w dowolnych ilosciach.
Obiekt taki, tzw. czarna dziura, bedzie swa obecnosc przejawiac tylko za posrednictwem pola
graw!tacyjnego-swej (punktowej?) masy oraz poprzez swiecenie otaczajacej go, a chwytanej
przezen materii miedzygwiazdowej.

Co dzieje sie z materia, z czastkami elementarnymi wewnatrz czarnej dziury - nie wiemy.
Wspólczesna fizyka tam nie siega. Stwierdzenie, ze pod dostatecznie wielkim naciskiem nawet
neutrony okazuja sie "miekkie", oczywiscie niczego nie wyjasnia. Wizja blakajacych sie
w przestrzeni dowolnie masywnych czarnych dziur wsysajacych, co tylko napotkaja na swej

.drodze, wydaje sie dosc upiorna. A moze ich w ogóle nie ma? Sek w tym, ze chyba sa, aczkolwiek
nie ma dotychczas przekonujacego dowodu, ze obiekt taki w konkretnym miejscu istnieje.
Najsilniejsze podejrzenia dotycza obiektu znanego pod nazwa Cygnus X-l, co oznacza, ze jest
to pierwsze zródlo rentgenowskie wykryte w gwiazdozbiorze Labedzia. Emisja rentgenowska
swiadczy wlasnie o tym, ze musi tam byc obiekt z bardzo silna grawitacja, wywolujacy to
swiecenie w otaczajacym go gazie. Natomiast obserwacje optyczne dowodza, ze jest to gwiazda
podwójna, w której nawet skladnik lzejszy ma mase wieksza od krytycznej dla bialych karlów
czy gwiazd neutronowych. Chyba zatem musi,..to byc czarna dziura. Jest ona wprawdzie dosc
daleko, co najmniej 2500 parseków, ale sama jej obecnosc moze chyba byc odrobine
denerwujaca .. ,
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Rozwiazanie zadania M 293. Narysujmy
krzywe zamkniete otaczajace kazdy
z podejrzanych klebków A. B. C D
i policzmy. Ile razy sznurek przecina kazda
z krzywych: a - 9 razy. b - t5 razy.

c - t 2 razy i d - 16 razy Wynika stad
Ze kazda z krzywych a i b rOlcina
plaszczyzne na dwa obszary tak. ze w

kazdym z tych obszarów lezy jeden koniec

sznurka. Tak wiec konców nalezy szukac
w klebkach A I B,

Jak najprosciej

Doc. dr Michal SWfECKf

Fizyka wziela sie z obserwacji swiata, obserwacji jednak dosc szczególnej. Interesujace sa w niej
jedynie naj prostsze, choc mozliwie ogólne aspekty przyrody. Najprostsze tzn. dajace sie opisac
za pomoca minimalnej ilosci pojec (parametrów), jednoznacznie zdefiniowanych poprzez pod anie
operacyjnego (doswiadczalnego) sposobu ich ustalania (pomiaru parametrów). Nic nie stoi na
przeszkodzie, by pojecia te przyjac nastepnie za wlasnosci przyrody (np. masa, ladunek,
przyspieszenie cial). Na kazdym etapie rozwoju fizyki podstawowym problemem bylo wiec
znalezienie mozliwie niewielu, mozliwie powszechnych wlasnosci przyr6dy. Kazde tez istotne
uproszczenie na tej drodze prowadzilo do powstania zupelnie nowej galezi fizyki (mechanika
klasyczna, elektrodynamika, teoria wzglednosci, mechanika kwantowa).
Wbudowana raz na zawsze do fizyki mozliwosc obiektywnego (za pomoca przyrzadów)
pomiaru wartosci pojec podstawowych umozliwila znalezienie liczbowych zwiazków miedzy
nh:ni ~ praw przyrody. Oczywiscie im 'prostsza i ogólniejsza byla mysl pierwotna, tym lepsze
i bardziej powszechne odpowiednie prawo. Tak powstale prawa nie moga wiec byc znikad

wyprowadzone ani w.zaden sposób udowodnione. Przykladem sa tu zasady dynamiki Newtona.
Warto jednak zwrócic uwage, ze przy tak ustalonej metodologii zawsze odkryjemy jakies prawo,
choc przewaznie bardzo szczególowe i malo interesujace. Budowana w ten sposób teoria zawsze
zgadza sie z doswiadczeniem. Pod warunkiem, ze nie opuscimy terenu operacyjnie zdefiniowanych
wybranych pojec pierwotnych. Przy okazji uzyskujemy jednak moznosc wykonywania wszelkich
dozwolonych operacji rachunkowych na uzyskanych zaleznosciach liczbowych. Ta dodatkowa,
dedukcyjna juz dzialalnosc jest nadprogramowa zaleta fizyki. W wyniku takiej wlasnie dzialalnosci
powstala np. zasada zachowania energii, która mozna wyprowadzic z zasad dynamiki.
Po tym co powiedzielismy mogloby sie wydawac, ze kryterium prostoty teorii nie musi prócz
aspektu estetycznego, miec zbyt istotnego znaczenia. Wystarczy przeciez ogólnosc, która uzyskac
mozna znacznie mniejszym wysilkiem. A jednak, prostota dobrych teorii fizycznych jest wazniejsza
chyba ich wlasnoscia niz powszechnosc. Jedna z przyczyn tego jest wspomniany, wcale nie
bagatelny, dedukcyjny aspekt fizyki. Tylko proste funkcje i proste równania sa wszechstronnie
i elegancko zbadane przez matematyków. W rezultacie eleganckie i nietrywialne prawa dedukcyjne
mozemy uzyskac jedynie w prostych teoriach fizycznych. Prócz róznych zasad zachowania do
tej kategoriI naleza tez prawa elektrodynamiki Maxwella wyprowadzone z prostych praw
indukcji Faradaya. Bez tego wyprowadzenia "nie mielibysmy" fal radiowych - obiektów nieco
absurdalnych z punktu widzenia mechaniki newtonowskiej.
W fizyce konieczna jest jednak równiez dzialalnosc dedukcyjna innego rodzaju. Dzialalnosc.
która juz w sposób rzeczywisty i nietrywialny podlega weryfikacji doswiadczalnej. Z owych
wybranych, nielicznych wlasnosci przyrody chcemy przeciez wyprowadzic jak najwiecej wlasnosci
'dodatkowych. Z punktów materialnych musimy zlozyc bryly sztywne i niesztywne, ciecze i gazy,
zas z zasad dynamiki wyprowadzic prawa rzadzace tymi wszystkimi formami materii. To sie
daje zrobic jedynie dla bardzo prostych i bardzo ogólnych teorii. Inaczej, znów z powodów
natury matematycznej, jest to po prostu praca niewykonalna. I tak trzeba uciekac sie do wielu
przyblizen i bardzo czesto zadowalac sie dowodami niesprzecznosci teorii podstawowych
z wtórnymi dla nich wlasnosciami przyrody. Nikt przeciez nie jest w stanie wyprowadzic wlasnosci
wody w stawie z wlasnosci kwarków i elektronów. Chociaz twierdzimy, ze woda rzeczywiscie
sklada sie z tych czastek.
I lu dochodzimy. do jeszcze jednego przewaznie przemilczanego kryterium prostoty teorii.
Podstawowe równania (prawa) dobrej teorii fizycznej musza miec fizycznie realizowalne scisle
rozwiazania. Bez dokladnych rozwiazan nie moglibysmy nawet zaczac zadnych rozsadnych
rachunków przyblizonych, koniecznych do pokazania rzeczywistej niesprzecznosci teorii i jej
powszechnej zgodnosci z doswiadczeniem.
Spróbujmy teraz opisac kilka ogólnych cech tak budowanych teorii fizycznych.

TROCHE HISTORa

Pierwsza rzucajaca sie vvoczy ogólna wlasnosc przyrody to ruch. Przynajmniej tak uznali fizycy
przed wiekami. Najproslszy ruch to taki, w którym wszystkie fragmenty ciala poruszaja sie po
lorach równoleglych. Wtedy do opisu wystarczy wybrac jeden punkt ciala. Dochodzimy do
pojecia punktu materialnego. Decydujemy sie w ten sposób na wyróznienie u wszystkich cial
cech bycia gdzies i kiedys i abstrahowanie od wszystkich innych. Przy okazji wprowadzilismy
continuum czasoprzestrzenne - ?:biór wszystkich gdzies i kiedys., Najprostsze i oczywiste o nim
zalozenie sprowadza sie do przyjecia wspólnego continuum dla wszystki~;h zjawisk. Oraz do

'14



Zadania, których nie umiemy
rozwiazac IV,

_/
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Niech czworokat wypukly ABCD nie bedzie
trapezem (rysunek). Wówczas kazdy
z odcinków AC, BD, EF nazywac bedziemy
przekatna tego czworokata. Tym razem nie
umiemy wpisac w dany okrag czworokata,
majac dane dlugosci wszystkich trzech jego
przekatnych.

PROOF•

przyj ;h,;' jest plaskie. To, plus zasada wzglednosci (wyprowadzalna z zasad Newtona)
nieuchronnie i bezlitosnie prowadzi nas do teorii wzglednosci Einsteina pod warunkiem, ze

zapomnimy o grawitacji. Jej dodanie zmusza nas do pokrzywienia czasoprzestrzeni.
Tyle o kinematyce. A co z silami - przyczyna pojawiania sie ruchów. Najprostsza, to sila
odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci od zródla sily (sila grawitacji, sila Coulomba).
Dlaczego taka dziwna? Dlatego, ze strumien takiej wlasnie sily przez powierzchnie zamknieta
nie zalezy od ksztaltu tej powierzchni. Prócz kierunku sily (od lub do jednego punktu) wazny
tu jest fakt, ze powierzchnia kuli (4nr.2) rosnie ze wzrostem promienia tak samo szybko, jak
maleje sila (1/r2). Tak jest oczywiscie tylko w przestrzeni euklidesowej. W tym tez przypadku
równania dynamiki Newtona maja dla sil typu l /r 2 scisle rozwiazania. Geometryczna prostota
takich sil rozciaga sie zreszta .na cala fizyke i dlatego nawet przy opisie oddzialywan czastek

elementarnych caly wysilek skierowany jest na budowe teorii poslugujacych sie tylko silami l /r 2.

Wierzymy przeciez, ze przyroda rzeczywiscie jest prosta. Wracajac do mechaniki zwrÓCmy uwage
na to, ze prócz koniecznej operacji wyjasniania wlasnosci materii przez zlozenie jej z punktów

materialnych (wydaje sie cudem, ze to tak pieknie dziala), oczywisty jest tc:z kierunek dzialan
odwrotny. A mianowicie "doswiadczalna konstrukcja" samego punktu. Czyli drobienie materii
na kawalki. W ten sposób, wciaz pod sztandarem prostoty, pojawiaja sie czasteczki chemiczne,
atomy, elektrony, protony, neutrony i kwarki. Konieczne przy tym dzielenie fal
elektromagnetycznych (z coraz mniejszym obiektem oddzialuje coraz mniejszy fragment fali)
prowadzi prosta droga do fotonów. To kierunek nieuchronny, jesli na kazdym szczeblu
poznania chcemy dzialac prosto i powszechnie. Nie dziwmy sie wiec, ze dostalismy wreszcie
obiekty zbyt subtelne dla naszych aparatów pomiarowych. Teoria (mechanika kwantowa) stale
jest prosta. Tylko strasznie duzo pojawilo sie czastek.

ANALOGIE

Niewiele równan ma scisle rozwiazania. Dlatego tez tak duzo zjawisk fizycznych na wszystkich

szczeblach poznania opisuje sie przy pomocy takich samych modeli. Jak co~ sie porusza, to albo
czastka (zbiór czastek) albo fala. Fala akustyczna, fala na wodzie, fala elektromagnetyczna,

plazmowa, spinowa a nawet prawdopodobienstwa. Z ich drobienia powstaja zreszta odpowiednie
czastki: fonony, fotony, plazmony, magnony, wreszcie 300 czastek elementarnych.
Wahadlo drga tak samo jak sprezyna, a takze jak prad w obwodzie zlozonym z cewki
i kondensatora, jak czasteczki w ciele stalym i tak dalej. Zresna, zbiór takich oscylatorków to

nic innego, jak cialo sprezyste. Cialo konieczne do tego, by rozchodzila sie fala. Kólko sie
zamknelo. Wynika z tego, ze próznia jest osrodkiem sprezystym i sklada sie z oscylatorków
(niedrgajacych l). W prózni bowiem rozchodza sie fale elektromagnetyczne. I rzeczywiscie,

próznia zachowuje sie w zjawiskach elektrycznych, jak zwykly dielektryk.

JEDNOLITE TEORIE

Z tego samego powodu (malo prostych równan) w fizyce wystepuje dosc automatyczna tendencja
do tworzenia teorii jednolitych, do zlepiania kilku teorii w jedna, ogólniejsza. Wspólne równanie
nie znaczy, ze zjawisko jest takie samo (powszechny blad wielu popularyzatorów fizyki). Zawsze

jednal<. jakies wspólne wlasnosci fizyczne wystepuja. I tak dzialanie proporcjoaalne do przyczyny
(np. sila proporcjonalna do wychylenia - znów prosta sila) to nic innego tylko male odstepstwo

od polozenia równowagi, sila l /r2 to zawsze dzialanie poprzez próznie wywolane pevo.:-nympolem
itd. Pozadana ze wzgledów natury estetycznej tendencja do budo,wania ogólnych teorii jest wiec
niejako ulatwiana przez to, ze teorie sa proste, czyli podobne, a wiec o pewnych wspólnych
cechach fizycznych. Trzeba tylko umiec te istotna wspólnote zauwazyc.
Oddzialywanie magnesów jest zupelnie niepodobne do oddzialywania ladunków. Odpowiednie

pola sa jednak bardzo podobne geometrycznie. Zwrócenie uwagi na cos tak nieuchwytnego jak
pola, doprowadzilo Faradaya do praw indukcji elektromagnetycznej. ~
Na zakonczenie pytanie. Dlaczego budowana zgodnie z regulami gry wspólczesna teoria czastek
oparta na kwantowej teorii pola nie jest zbyt elegancka chocby z racji operowania tak duza
liczba czastek. Otóz chyba dlatego, ze kwantowa teoria pola jako jedyna i pierwsza teoria fizyczna
nie ma w ogóle rozwiazan scislych. Mozna z niej uzyskac pewne ogólne scisle stwierdzenia
w rodzaju istnienia antyczastek, ale zadnej dokladnej liczby. Jest to wazna wada teorii. Przeciez

zarówno praktyczne (techniczne), jak i cywilizacyjne (poznawcze) sukcesy fizyki byly oparte na
wyjatkowej prostocie swiata proponowanego przez fizyków.
Kazdy widzi róznice miedzy znaczeniem stwierdzenia, ze prawo grawitacji Newtona opisuje
ruchy wszystkich cial niebieskich, a stwierdzenia, ze elektrodynamika kwantowa zgadza sie
z danymi doswiadczalnymi z dokladnoscia do osmiu cyfr znaczacych. Róznice byc moze nawet
cywilizacyjna ...
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M 292.'Wykazac, ze uklad równan

Zadania Reda~uje mgr K:zysztof S. NO WINSKJ

Martin Gardner imatematyka popularna.

W styczniu 1982 roku, po 25 latach pracy w redakcji Scientific
American, przeszedl na emeryture Martin Gardner, redaktor
kolumny "Gry matematyczne" tego miesiecznika. Kolumna nie
byla poswiecona doslownie grom, a byla po prostu popularnym

.kacikiem matematycznym w czasopismie. Warto zwrócic uwage
na postac Gardnera i jego dzialalnosc, która przyniosla mu slawe
jednego z najbardziej popularnych matematyków na swiecie.
Matematyków? Ze zdumieniem sie dowiedzialem dopiero teraz,
ze Martin Gardner nie jest matematykiem - w katdym razie
w sensie administracyjno-biurokratyczn-ym. Nie skonczyl zadnych
studiów matematycznych (nawet, o zgrozo, zaocznych) ani kursów
kwalifikacyjnych. Jest absolwentem wydzialu filozoficznego
uniwersytetu w Chicago. Pracowal najpierw jako dziennikarz
w jednej z lokalnych gazet w stanie Oklahoma, nastepnie w
w Humpty Dumpty Magazine - rozrywkowym tygodniku
o poziomie, oglednie mówiac, niskim. Zajmowal sie tam glównie
dzialem zagadek, którego znaczna czesc stanowily geometryczne
problemy skladania kartki papieru. Jeden z przyjaciól pokazal mu
kiedys ciekawy sposób otrzymywania szesciokatów przez skladanie
tasmy papierowej. Zainteresowala sie tym redakcja Scientific
American i sklonila Gardnera do krótkiego artykuliku o tym.
Ktos w redakcji wpadl na pomysl: "Zalózmy sobie staly kacik
matematyczny", Gardner byl pod reka i jemu to zaproponowano
prowadzenie dzialu. W ten prawdziwie amerykanski sposób
Gardner dostal do reki szanse, której nie zmarnowal. Sprzyjala
mu takze sytuacja ogólna: szok, wywolany radzieckim sputnikiem
spowodowal znaczne zwiekszenie nakladów na nauke w)<rajach
zachodnich i na fali ogólnego zainteresowania troche wyplynal
i sam Gardner. •
Jego pierwsze artykuly byly niezwykle proste. "Gdy zaczynalem
redagowac swoja kolumne, nie mialem w domu ani jednej ksiazki
matematycznej" - wspomina, "ale na szczescie slyszalem
o kilku". Pisywal RÓzniej i o rzeczach bardziej skomplikowanych,
nigdy nie wykraczajac wiele poza poziom drugiego roku college'u,
gdyz - jak przyznaje - wlasciwie tylko tyle zna matematyki. Ale-

to wlasnie uwazal za swoja zalete. "Nad kazdym artykulem musze
sie bardzo napracowac, abym sam jasno rozumial jego tresc".
Matematyke przedstawial troche jako gre, troche jak sztuke,
troche jak nauke.
Rzadko .zdarza sie, aby wybitny uczony nie potrafil przystepnie
opowiedziec o swojej dyscyplinie naukowej. Po prostu nie stalby
sie wybitnym, gdyby tego nie umial. Czy mozna jednak
popularyzowac tak hermetyczna nauke, jaka jest matematyka,
nie bedac samemu matematykiem?
Tylko skad pomysl, ze Gardner nie jest matematykiem? Czy
tylko dlatego, ze brak mu odpowiedniego papierka - dyplomu?
Mial duzo kontaktów z czytelnikami, to pomaga. No cóz,
Ameryka jest rozleglym krajem, Scientific American pieknie
wydawanym czasopismem, a amerykanski kult dobrej roboty
powoduje, ze artykuly sa prawdziwe, ciekawie napisane

I i starannie opracowane. W wielu kregach spoleczenstwa
amerykanskiego jest "dobrze widziane" prenumerowanie tego
miesiecznika. Nie wiem, czy Czytelnicy mi uwierza, ale w Europie
Srodkowej jest taki kraj, w którym zaprenumerowanie gazety
jest niemozliwe - jako zbyt skomplikowane organizacyjnie,

nieopla~alne i dezorganizujace prace ofiarnych urzedników.Slowo daje, ze jest taki kraj. To nie dowcip na prima aprilis!
Scientific American ma kredowy papier, efektowne zdjecia,
wyrazna czcionke, ale i znakomitych autorów. Powtórnie
opracowane artykuly Gardnera, po weryfikacji i przemysleniach
autora i uwagach czytelników ukazuja sie w starannie wydanych
ksiazkach. W iscie amerykanskim stylu Scientific American .
sprzedaje dobry towar w efektownym opakowaniu.
Nie wszyscy sadza, ze matematyke mozna i warto popularyzowac.
Na pewno trzeba to robic umiejetnie. To prawda, ze wszystko
trzeba tak robic. Matematyka jest jednak szczególnie wrazliwa
na (posluzmy sie Szwejkowym okresleniem) balwanienie do .
kwadratu. Latwo wpasc w tandetne ciekawostki lub górnolotne
brednie. A te luzne uwagi o popularyzacji zakoncze cytatem
z Newsweek'a (23.xI.1981): "Cierpi on (Gardner) widzac ludzi
zafascynowanych rozmaitymi bzdurami, a cierpi dlatego, ze wi,e
jak wiele zdumiewajacych prawdziwych faktów jest na swiecie".

---.

Andrzej SA WICKI
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1

-XI = altXt+a12X2+aI3x3+aI4x4
2

I
- X4 = a4tXt +a42x2+a43x3+a44x4,
2 .

gdzie wspólczynniki alI, ...• a44 sa calkowite, ma jedyne !ozwiazanie Xt = X2 = X3 = X4 = O.

Rozwiazanie na str.13

M 293. Gdzie nalezy szukac konców tego splatanego sznurka?
Rozwiazanie na str. 14

I I
1\1 294. Niech n bedzie liczba calkowita wieksza od l. Wykazac, ze Sn = L - = --, gdziepq 2
sumujemy po wszystkich parach liczb calkowitych p, q takich, ze O < P < q.;; n, p+q > n,
p i q sa wzglednie pierwsze.

(S2 = _1_, S3 =.-2_ + _1_, S4 = _1_ + _1_ + _1_ itd.)1·2. 1·3 2·3 1·4 2·3 3·4

Rozwiazanie na str. 6"

Redaguje mgr Tomasz TRA TKIEWICZ

F 112. Idealna (tj. niescisliwa i nielepka) ciecz oplywa nieskonczony walec. Na rySunkach
przedstawione sa linie pradu w dwóch przypadkach: (a) gdy w duzej odleglosci od walca ciecz
ma predkosc niezalezna od polozenia oraz (b), gdy w duzej odleglosci ciecz porusza sie po
okregach. Pokazac, korzystajac z symetrii problemu, ze w obu przypadkach sila dZIalajaca na
walec ze strony cieczy jest równa zeru. Jaka jest ta sila dla predkosci cieczy bedacej suma
predkosci dla (a) i dla (b)?
Rozwiazanie na str. 12
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moglaby byc naprawde popularna, gdyby pisala o jakichs
ciekawych rzeczach, na przyklad o komputerach. Nie, nie, nie
przyjde do Was na dyskusje···
_ Dzien dobry, klania sie Delta. Z okazji 100 numeru chcemy
zorganizowac w redakcji dyskusje o popularyzacji matematyki.
Czy móglby Pan wziac w niej udzial? Jest Pan przeciez znanym
z prasy i telewizji publicysta popularnonaukowym i Delta jest
miedzy innymi przeznaczona dla Pana ...
- Dziekuje za zaproszenie, jestem potwornie zalatany, nie
przyjde. A tak na marginesie, to wy tego nie umiecie robic. Wam
sie tylko zdaje, ze jestescie "popularni". Populus to znaczy lud,
a dla zwyklych ludzi trzeba pisac inaczej. Wiecej ciekawych
'historyjek, mniej nudziarstwa, kochani. Napiszcie na przyklad,
ze Hilbert lubil zalecac sie do kobiet a, ja wiem, Banach ze
Steinhausem rozwiazywali problemy po pijanemu, albo zróbcie
wywiad z dziekanem, zamieSCcie pare dowcipów i dobra. Robicie
wasza prace niefachowo i tylko psujecie robote dobrym,
zawodowym popularyzatorom. Po prostu fachmanom. No czesc,
lece. Pozdrowienia dla Starego, kiedys dobrze sie zapowiadal.
Ha cóz, ha trudno, pomyslalem, dyskusja odbed~ie sie w gronie
kolegów - matematyków; moze to i lepiej. Latwiej bedzie mozna
sie dogadac. Od razu zatelefonowalem do znanego dr D.,
specjalisty z teorii algebr.
- Dzien dobry panie doktorze, jestem redaktorem Delty i
chcielismy zorganizowac ...
- Redaktorem czego, Pan powiedzial?
- Delty ..
- Co za delty?
- Miesiecznik popularny Delta, poswiecony matematyce, fizyce
i astronomii.
- A, popularyzacja. Tak, tak, to bardzo wazne. Mam dla Was
nawet dobry kawalek, napisalem kiedys pracke do Journal oj
the Mathematical Society oj Sri Lanka, tam ja odrzucili, mówia
ze za slaba, ale dla Was by sie nadala, prawda? Mozna by ja
puscic w trzech czesciach. Nie, nie skróce:mam pilna robote, za
tydzien musze oddac do redakcji Biuletynu swoje cztery prace ...
No, na jeden temat ... Tak, moglaby I;>ycjedna, ale wie pan, oni
nie przyjmuja prac dluzszych niz 12 stron a poza tym wtedy bede
mial od razu 4 publikacje a nie jedna. Wie pan, pub/ish or perish.
Razem bede mial juz 14 publikacji a na docenta potrzeba 16,
o wiem, wam na pewno brakuje autorów, wiec dobrze, skróce
tamta prace do dwóch odcinków i wysle wam. Przyslijcie mi
zaswiadczenie, ze prace sa przyjete. Ze co? No tak, podstawowe
definicje napiszecie na marginesie. Algebry Lindenstraussa i tak
dalej ... A czego pan oczekuje? Przeciez "popularnie" to znaczy
"w sposób uproszczony". No wiec ogranicze sie do algebr nad
przeliczalnymi cialami quasimetazwartymi. Nizej juz zejsc nie
moge, tam wszystko sie trywializuje ... Jak to nie pasuje do
profilu czasopisma? Topologia i podstawy matematyki to
klasyczne dyscypliny polskiej szkoly matematycznej. O czym wy
chcecie pisac? Uczniom trzeba pokazywac prawdziwa
matematyke, ... Nie, nie, nie przyjde na dyskusje, mówilem juz,
ze mam pilna prace.
- Dzien dobry, czy zastalerp profesora B.? Tak, oczywiscie,
zaczekam ... Dzien dobry, panie profesorze. Z okazji 100 numeru
naszego pisma chcemy zorganizowac w redakcji dyskusje o
popularyzacji matematyki ... Na przyklad we czwartek Ach,-
posiedzenie w Akademii; to moze w przyszlym tygodniu .
Kiedy pan odlatuje? W sobote; tak, tak oczywiscie wiemy, ze to
pan ma glówny referat na kongresie ... Nie, nie, to my sie
dostosujemy Oczywiscie, mozemy w piatek ... To my bedziemy
zaszczyceni Nie, stanowczo przecenia pan nasza dzialalnosc.
Co to,bylby za pilot, który umie wykonac beczke i korkociag,
ale ma klopoty ze startem i ladowaniem? Taki dlugo nie pozyje,
choc zdazy zyskac aplauz tlumów. My oczywiscie tez uwazamy,
ze popularyzacja jest po prostu czescia prawdziwej dzialalnosci
naukowej. Tak, pamietamy, ze pisal Pan u nas, ze matematyka
jest ciekawsza niz w szkole, latwiejsza niz na studiach
i rozleglejsza niz w podrecznikach ... Zatem jestesmy umówieni
na piatek? Dziekuje i do zobaczenia.

(sen redaktora)
l~ ".7:~~~~~~

Dyskusja o popularyzadj~~atematyki l'<t-'~ " ', l:
Gdy zastanawialismy sie, jak uczcic wlasny jubileusz (setny
numer) padaly rózne pomysly. I oto po zakonczeniu dlugiej
dyskusji przyszlo mi na mysl, ze nikt nie wpadl na prosty,
naturalny i pierwszorzedny pomysl: Zorganizowac Dyskusje
o Popularyzacji Matematyki. Tak sie robi zawsze: zaprasza sie
odpowiednich ludzi, rzuca temat, wlacza magnetofon i artykul
sam sie pisze!
Wlasny pomysl bardzo mi sie spodobal i wieczorem, w lózku
dlugo obmyslalem szczególy. Wreszcie przyszedl Morfeusz
i zaczalem snic o Dyskusji o Popularyzacji Matematyki. Delta
jest bowiem miesiecznikiem popularnym. Co to wlasciwie znaczy?
Dla kogo robimy te popularyzacje? Kogo zaprosic na dyskusje?
Na pewno ludzi z róznych srodowisk. Wiec najpierw "czlowieka
z ulicy", któn!go kontakt t matematyka urwal sie po ódlozeniu

kredy po egzaminie maturalnym. Mój sasiad bedzie tu pasowa~pomyslalem. Rozgarniety urzednik sredniego szczebla. Od razu
chwycilem za telefon.
- Czesc, Kaziu. Wiesz, ze pracuje w Delcie, prawda? Z okazji
100 numeru chcemy zorganizowac w redakcji dyskusje
o popularyzacji matematyki. Czy móglbys wziac w niej udzial?
Delta jest miedzy innymi i dla Ciebie przeznaczona ...
- Dla mnie? Nie, mój drogi, z matematyki bylem dobry
(z wyjatkiem logarytmów) ale teraz juz nie pamietam nawet
twierdzenia Pitagorasa. Co tam za popularyzacja u Was, skoro
nad kazdym artykulem musze porzadnie myslec, a niektórych to
w ogóle nie rozumiem. Wedlug mnie najlepsze sa Zabawy
Logiczne w Trybunie Ludu albo Lamanie Glowy w Zyciu
Warszawy; takie cos powinniscie nasladowac. To by ludzi
zachecilo, a tak to kto was rozumie? Chyba tylko wy sami.
Dziekuje za zaproszenie na dyskusje, ale nie przyjde.
- Trudno, odrzeklem i postanowilem dzwonic dalej. Nastepnym
rozmówca byl nauczyciel z warszawskiego liceum.
- Dzien dobry, mówie z miesiecznika Delta. Z okazji 100 numeru
chcemy zorganizowac w redakcji dyskusje o popularyzacji
matematyki. Czy móglby Pan wziac w niej udzial? Delta jest
miedzy innymi i dla pana przeznaczona ...
- Dla mnie? Nie, prosze pana, piszecie o rzeczach, których nie
ma w programie szkolnym. To jaki ja moge miec z tego pozytek?
Niektórych waszych artykulów pól klasy by mi nie zrozumialo.
Poza tym stosujecie oznaczenia niezgodne z uzgodnionymi na
zeszlorocznej konferencji w P. Nie moge macic moim uczniom
w glowach. Dziekuje za zaproszenie, ale nie przyjde. Moze jednak
porozmawia pan z któryqts z uczniów. Delta ma byc przeciez dla
uczniów, niech którys z nich pójdzie na te dyskusje.
- Tak, oczywiscie, chetnie zaprosimy i uczniów ... Dzien dobry,
tu miesiecznik Delta. W której klasie jestes? Czwartej licealnej?
Dobrze, a czy wybierasz sie na jakies studia? Na Politechnike,
rozumiem. Co mówisz? Ze taka matematyka jak w Delcie ci sie
nie przyda? A co bys chcial widziec w Delcie? Zadania? Takie
repetytoryjne, przed egzaminami, rozumiem. Hm, wiesz, chcemy
pisac o prawdziwej matematyce ... Nie, zadania egzaminacyjne
to tez prawdziwa matematyka, ale nie taka znów wielka jej
czesc ... No tak, rzeczywiscie,jezeJi,chcesz wyjechac z kraju, to
musisz sie tu jak najwiecej nauczyc. Nie przyjdziesz na dyskusje,
szkoda.
- Dzien, dobry, czy zastalem inzyniera A.? Tak, poczekam ....
Dzien dobry, ja mówie z miesiecznika Delta. Z okazji 100 numeru
chcemy zorganizowac w redakcji dyskusje o popularyzacji
matematyki. Czy móglby Pan wziac w niej udzial? Delta jest
miedzy innymi i dla pana przeznaczona ...
- Prosze pana, ja jestem inzynierem i na matematyce znam sie
dobrze. Na studiach przerobilismy ja prawie cala. Wiec uwazam,
ze jezeli ja czegos nie rozumiem z artykulu, to to nie jest na
pewno popularne. Wasze bzdurne czasopismo gledzi czasem
stronicami o bankach mydlanych a od czasu do czasu zasuniecie
taka bombe, ze hej. Wiekszosc artykulów jakie czytalem, byla na
zupelnie bezsensowne tematy. Panie, ladnie ja bym wygladal
gdybym w obliczeniach st.·sowal te wasze, jak im tam, topologie.
W jednej topologii most wytrzyma, a w drugiej sie rozleci, tak?
Moze na Marsie, ale tu na Ziemi takich cudów nie ma, Delta
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